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OZET

Yigin yapisina ve biitceye uygun bir ornekleme yonteminin belirlenmesi,
arastirmalarin en onemli asamalarindan biridir. Ornekleme yontemleri cok
cesitli olmasina ragmen, uygulamalarda en cok kullamlan tabakah tesadiifi
ornekleme yontemidir. Tabakal tesadiifi 6rnekleme kullanildiginda, goz oniine
alinmas1 gereken noktalardan biri hangi tabakadan kac¢ birimlik ornek
secilecegidir. Literatiirde yapilan calisjmalarin hemen hemen hepsi dogrusal
maliyet kisiti altinda, tabakalardan secilecek ornek capmin belirlenmesi ile
ilgilenmektedir. Bu calismada ise, dogrusal olmayan maliyet Kisitlar1 goz oniine
alinmistir. Dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 altinda, hem tek degiskenli hem
de cok degiskenli tabakal tesadiifi ornekleme icin, tabakalardan secilmesi
gereken ornek capi belirlenmeye calhisilmistir. Tek degiskenli tabakal tesadiifi
ornekleme icin, dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 altinda farkhh optimizasyon
yontemlerinin birbirlerine gore iistiinliikleri ve dogrusal olmayan maliyet
kisitlarimin yapilari incelenmistir. Cok degiskenli tabakal tesadiifi 6rneklemede
ise, tabakalardan secilecek 6rnek capinin belirlenmesi icin, tabaka ici yapilarin,
ornek capmin paylastirilmasi problemine yansitildigi yeni bir model
onerilmistir. Tek degiskenli durumda, farklhi optimizasyon tekniklerinin
birbirlerine gore iistiinliikleri ve cok degiskenli durumda, yeni 6nerilen model

ile klasik modelin karsilastirilmasi icin simiilasyon ¢calismasi yapilmstir.



Sonuclar, yeni onerilen modelin, klasik modele gore tabakalardan secilecek

ornek capimi daha iyi belirledigini gostermektedir.
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ABSTRACT

Determination of appropriate sampling method for the population structure
and buget is one of the most important stages in researches. Although there are
many Kinds of sampling methods, the most widely used in the applications is
stratified random sampling. The number of sample units will be selected from
each stratum is one of the points must be taken into consideration when using
stratified random sampling. Most of the studies in literature deal with the
determination of the sample size that will be selected from the stratum under
linear cost constraint. However in this study, nonlinear cost constraints were
taken into consideration. Under nonlinear cost constraints, the sample size that
should be selected from strata was determined for both univariate and
multivariate stratified random sampling. The superiority of each optimization
method under nonlinear cost constraints and structure of nonlinear cost
constraints were investigated for the univariate stratified random sampling. As
to multivariate stratified random sampling, a new model in which the structure
within strata is reflected to the problem of allocation of sample size has been
proposed in order to determine the sample size that will be selected from strata.
A simulation study has been conducted in order to display the superiority of
each optimization method in the univariate case and to compare the new

proposed model with the classical model in the multivariate case.
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The results show that the new proposed model determines sample size that will

be selected from strata better than the classical model.

Science Code : 205.1.066
Key Words : Stratified random sampling, optimum allocation, nonlinear cost

function, nonlinear optimization methods.
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1. GIRIS

Ornekleme planinin iyi olusturulmasi, istatistiksel calismalardan elde edilen
sonuglarin kullanilabilir ve gercegi yansitir nitelikte olmasinda ¢ok énemli rol oynar.
Ornekleme plani ne kadar iyi olusturulur, secilen drneklerle y1§in ne kadar iyi temsil

edilirse, elde edilen istatistiksel sonuglar o kadar giivenilir olur.

Uygulamalarda kullanilabilecek c¢ok sayida ornekleme yontemi bulunmaktadir.
Bununla birlikte, y1gin homojen yapida ise basit tesadiifi ornekleme, y1gin heterojen
yapida ise tabakali tesadiifi ornekleme, en sik kullanilan ornekleme yontemleridir.
Yi1gin heterojen yapida iken basit tesadiifi ornekleme kullanildiginda, segilen
orneklerle yiginin iyi temsil edilememesi gibi sorunlar ortaya cikar. Dolayisiyla,
y1gin heterojen yapida iken, her biri homojen olan ve birbiri ile kesismeyen tabakalar
olusturulup, olusturulan bu tabakadan basit tesadiifi ornekler secmek hem yigimin
daha iyi temsil edilmesini hem de elde edilen tahminlerin hassasliginin artmasini
saglar. Ayrica, tabakali tesadiifi ornekleme kullanarak, yigini olusturan her bir alt

gruba yani tabakaya ait istatistikler de elde edilebilir.

Tabakali tesadiifi Ornekleme kullanildiginda, arastirmacinin 6rnekleme planini
yiiriitebilmesi icin dikkat etmesi gereken {i¢ onemli nokta vardir. Bunlardan birincisi
tabaka sayisinin belirlenmesi, ikincisi tabaka sinirlarinin belirlenmesi, iiciinciisii ise
tabakalardan secilecek ornek ¢apinin belirlenmesidir. Aslinda bunlarin her biri birer

optimizasyon problemidir.

Tabakalardan secilecek Ornek capinin belirlenmesi, literatiirde en ¢ok ele alinan
problemdir. Arastirma ic¢in ayrilan sabit bir biitce ile her tabakadan bir birim
secmenin ya da her tabakaya seyahat etmenin maliyeti bir birim arttirdigi kabul
edilen dogrusal maliyet kisit1 altinda, tabakalardan secilecek o©rnek c¢apinin
belirlenmesi i¢in pek ¢ok calisma yapilmistir. Bu ¢alismalarin ilki Neyman (1934)
tarafindan yapilmistir. Neyman, tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede,
dogrusal maliyet kisit1 altinda Ornek ortalamasi istatisti§inin varyansini minimum

yapacak Ornek caplarin1 elde etmeye calismistir. Bunu yaparken, esitlik kisith



optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan Lagrange carpanlari yontemini
kullanmis ve tabakali tesadiifi 6rneklemede ¢ok sik kullanilan paylastirma formiiliinii
elde etmistir. Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, tabakalardan secilecek
ornek capinin belirlenmesi problemi igin, son yillarda yapilan ¢alismalardan birkagi
hari¢, hemen hemen hepsi dogrusal maliyet kisit1 altinda yapilmistir [Evans, 1951;
Zinger, 1962; Srikantan, 1963; Newbold, 1971; Sanathanan, 1971; Swindel ve
Yandle, 1972; Ramachandran ve Rao, 1974; Cochran, 1977; Davis ve Finch, 1983;
Ernst, 1989; Kao ve McCabe, 1991; McCallion, 1992; Bretthauer ve Shetty, 1995;
Csenki, 1997; Valliant ve Gentle, 1997; Bretthauer ve ark., 1999; Mulvey ve ark.,
2000; Clark ve Steel, 2000; Green, 2000; Chernyak, 2001; Judez ve ark., 2006;
Semiz, 2004; Diaz-Garcia ve Garay-Tapia, 2005; Carrizosa ve Morales, 2007].

Literatiirde, tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemenin yani sira ¢cok degiskenli
tabakal1 tesadiifi 6rnekleme ile ilgili de pek cok calisma yapilmistir [Ghosh, 1958;
Kokan, 1963; Folks ve Antle, 1965; Jagannathan, 1965a-1965b; Chatterjee, 1968;
Kokan ve Khan, 1967; Ahsan ve Khan, 1977; Omule, 1985; Oztoprak, 1997; Bosch
ve Wildner, 2003; Khan ve ark., 2003; Khan ve Ahsan, 2003; Diaz-Garcia, 2006].
Cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, tabakalardan segilecek 6rnek capinin
belirlenmesine iliskin yapilan c¢alismalara bakildiginda, bu calismalarin hemen
hemen hepsi ya dogrusal yapidaki maliyet kisit1 altinda yapilmis ya da maliyet kisiti
gz Oniine alinmamistir. Ayrica, Folk ve Antle (1965) ile Khan ve Ahsan (2003)
tarafindan gelistirilen yeni modeller hari¢ diger calismalar ayni modelin farkli
bicimlerde ¢oziimlenmesi mantigina dayanmaktadir. Cok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede, tabakalardan secilecek 6rnek ¢apinin belirlenmesi icin kullanilan klasik
yontem, tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede Neyman (1934) tarafindan
gelistirilen yontemin p degiskenin her biri i¢in ayr1 ayrt uygulanip, bulunan
sonuglarin ortalamasinin alinmasi bi¢cimindedir. Tabakalarda birden fazla degisken
varken, tek degisken varmis gibi davranmak tahmin edicinin duyarlilifim

azaltmaktadir.



Bu c¢alismanin amaci, tabakali tesadiifi 6rneklemede tabakalardan secilecek Ornek
capr belirlenirken, dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisitini kullanmak ve yeni
yaklasimlar elde etmektir. Bu amacla, tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rnekleme i¢in
dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisitlar1 ayrintili olarak incelenmis ve bu
dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 altinda farkli optimizasyon teknikleriyle ¢oziimler
elde edilerek, bu tekniklerin birbirlerine gore eksiklikleri ya da istiinliikleri
incelenmistir. Cok degiskenli tabakali tesadiifi Ornekleme ig¢in ise, literatiirde
dogrusal maliyet kisit1 ile kullanilan ve tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemenin
basit bir genislemesi olarak ele alinan klasik modele alternatif yeni bir model
onerilmistir. Bu yeni model, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede dogrusal
olmayan maliyet kisitlarinin kullanilmasi, tabaka ici yapiyt modele yansitan
agirliklarin modelde yer almasi ve degiskenler arasindaki iligkileri goz oniine almasi

acisindan, klasik modelden farklilik gostermektedir.

Tezin ikinci boliimiinde, tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemenin en genel hali
ve notasyonlar1 gozden gecirilmis, tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede,
ornek capinin tabakalara paylastirilmasina iliskin kullanilan en temel yontemlerden
bahsedilmistir. Ayrica, dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisitlar1 tamitilmis ve

literatiirde tabakali tesadiifi 6rnekleme ile ilgili yapilan caligmalara yer verilmistir.

Uciincii  boliimde, dogrusal olmayan optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde
kullanilan  yontemlerden  Lagrange carpanlari, Kuhn-Tucker, Geometrik
programlama ve Hedef programlama yontemleri tamitilmistir. Bu dort yontemin
kullanilmasinin nedeni; Lagrange ¢arpanlari yonteminin Neyman (1934) tarafindan
kullanilan en temel yontem olmasi, Kuhn-Tucker yonteminin esitsizlik kisitlarini
kapsayan dogrusal olmayan problemlerin ¢6ziimiinde kullanilmasinin yaninda
Lagrange carpanlar1 yontemini de kapsamasi, geometrik programlamanin hem
esitsizlik kisitlarin1 kapsamast hem de problemin dualini kullanarak daha az
degiskenle calisilmasi gibi avantajlara sahip olmasi, hedef programlamanin ise
birden fazla amaci minimize eden ¢cok amach bir optimizasyon yontemi olmasidir.
Bu yontemlerin isleyislerinin goriillebilmesi amaciyla sayisal Orneklere de yer

verilmigstir. Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede dogrusal olmayan maliyet



kisitlar1 altinda tabakalardan secilecek Ornek capinin belirlenmesi probleminde,
Lagrange carpanlart yonteminin kullanilmasindan ortaya c¢ikan dezavantajlardan
bahsedilmis ve bu dezavantajlardan dolayr simiilasyon calismast ile yapilan
karsilagtirmalar Kuhn-Tucker, Geometrik ve Hedef programlama iizerinden
yapilmistir. Yapilan karsilastirmalar sonucunda, kullanilan yontemlerin birbirlerine
gore eksiklikleri ve iistiinliikleri incelenmistir. Ayrica, bu karsilastirmalar yapilirken,

dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 {izerinde ayrintili incelemeler yapilmustir.

Doérdiincii boliimde, cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemenin en genel hali ve
notasyonlart goézden gecirilmistir. Literatiirde, c¢ok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede, tabakalardan secilecek ornek capinin belirlenmesi problemine iliskin

yapilan ¢alismalarin en belirgin olanlar1 ayrintilari ile incelenmistir.

Besinci boliimde, cok degiskenli tabakali tesadiifi Ornekleme igin tabakalardan
secilecek ornek ¢apinin belirlenmesi probleminde, klasik modele alternatif bir model
onerilmistir. Bu model, dogrusal olmayan maliyet kisitin1 icerdigi, hem tabaka ici
yapiy1t hem de tabaka ic¢indeki degiskenlerin iliskilerini yansittigi i¢in klasik modele
gore ¢ok degiskenli yapiyr daha iyi ifade edebilmektedir. Bu boliimde, klasik model
ile yeni Onerilen modelin isleyisleri yapilan simiilasyon c¢alismas1 ile

karsilastirilmistir.

Son boliimde elde edilen sonuclar degerlendirilmistir.



2. TEK DEGIiSKENLIi TABAKALI TESADUFi ORNEKLEME

Ornekten elde edilen tahminin giivenilirligi, 6rnegin ¢apina ve y1giin homojenligine
baghdir. Ciinkii y18in ne kadar homojen ve ornek capi ne kadar biiyiikse yapilan
tahminin hassashigl o Olciide yiiksek olur. Yapilan tahminin hassasliginin yiiksek
olmas: ile kastedilen; duyarliligin artmasi yani elde edilen tahmin ediciyle

olusturulan giiven araliginin daha dar olmasidir.

Ornek ¢apma dokunmadan duyarlilig1 arttirmaya yarayan érnekleme yontemlerinden
birisi de tabakali tesadiifi 6rnekleme yontemidir. Yiginin bazi ozellik, vasif ya da
nitelik bakimindan gruplara ayrilmasina tabaka adi verilir. Kisaca, y1gin1 kesismeyen
ve tabaka adi verilen alt gruplara ayirarak, her bir tabakadan basit tesadiifi 6rnekler

secip y1gin parametrelerini tahmin etme islemine tabakali tesadiifi 6rnekleme denir.

Ornegin, belli bir bolgede bulunan c¢iftliklerdeki ortalama biiyiikbas hayvan sayisinin
tahmin edilmek istendigini varsayalim. Bu bolgede bulunan ciftliklerin kapladiklari
alanlarin degiskenlik gosterdigi, ciftliklerin cogunun orta ve kiigiik 6l¢ekli oldugu ve
sadece birkac tane biiyiik ¢iftlik oldugu bilinmektedir. Bu yapidaki bir yigindan, basit
tesadiifi orneklemeye gore ciftlik secilirse, biiyiik ol¢ekli ciftliklerin hi¢ birisi 6rnege
secilemeyebilir. Boyle bir durumda, bu bolgede ciftlik basina ortalama biiyiikbas
hayvan sayis1 tahmin edildiginde, gercek ortalamanin altinda bir tahmin yapilmis
olur. Aym sekilde, basit tesadiifi 6rneklemeye gore yapilan secimde, kiiciik olcekli
ciftliklerin hi¢ birisi 6rnege secilemeyebilir. Boyle bir durumda ise, bu bolgede
ciftlik basina ortalama biiyilkbas hayvan sayis1 tahmin edildiginde, gercek
ortalamanin iistiinde bir tahmin yapilmis olur. Sonug olarak, secilen 6rnek, y1gin1 iyi
bir sekilde temsil etmemis olur. Bununla birlikte, ¢iftlikleri kapladiklar: alanlara gore
kiiciik, orta ve biiyiik olmak iizere {i¢ gruba ayirip, her bir gruptan belirli sayida
ciftlik secilmesi ve bu bolgede ciftlik basina ortalama biiyiikbas hayvan sayisinin, bu
tic gruptan gelen Ornek bilgisi kullanilarak tahmin edilmesinin yi1gim daha iyi temsil

edecegi agiktir.



Tabakali tesadiifi Ornekleme kullamilmasinin  nedenlerini  asagidaki  gibi

siralayabiliriz:

1- Belli sartlar altinda istatistigin duyarliligini arttirabilir olmasidir. Bu sart,
tabaka ici yapinin homojen olmasi yani tabakalara ayrilan birimlerin birbirine
yakin olmasidir. Bagka bir ifadeyle, yi1gin heterojen bir yapiya sahipse yani
y1gin1 olusturan birimler arasinda agiklik fazla ise tabakali tesadiifi 6rnekleme

kullanilmas1 duyarlilig1 arttiracaktir.

2- Y1gin1 olusturan alt gruplari yani her bir tabakay: ilgilendiren bilgiler arzu
edilebilir.

3- Hem idari hem de fiziksel nedenlerden dolay1 bilginin toplanmasini
kolaylastirabilir.

Yi1gmimiz belli bir 6zellik bakimindan tabakalara ayrilabilir nitelikte oldugunda,
tabakali tesadiifi orneklemenin, basit tesadiifi Orneklemeye gore avantajlarini

asagidaki gibi ozetleyebiliriz:

1- Ayni duyarlilig1 elde etmek icin, tabakali tesadiifi orneklemede, basit tesadiifi
orneklemeye gore daha kiigiik ¢apli 6rnek ile ¢alisilir. Bu da para, zaman ve
emek tasarrufu saglar.

2- Y1gin alt gruplara yani tabakalara ayrildigindan, tabakali tesadiifi 6rnekleme
ile bu alt gruplar yani tabakalar hakkinda ayrintili bilgiler elde edebiliriz.

3- Tabakal1 tesadiifi 6rnekleme duyarhiligi arttirdigindan, tahminlerimiz daha dar

bir aralikta elde edilir.

Notasyonlar

N Yigindaki birim sayisi(Y1gin ¢api)

L Yi1gindaki tabaka sayisi

N, h.tabakadaki birim sayisi( 4. tabakanin ¢api)

=

=

h. tabakanin agirhigi



< <

h.tabakadaki i.birimin gdzlem degeri
h.tabaka toplami
h.tabakada birim basina ortalama

Y1gin toplami

Y1g1n ortalamasi

h.tabakanin varyansi

Y1gin varyansi

Ornege segilen birim say1s1(Ornek capi)

h.tabakadan 6rnege se¢ilen birim sayisi( 4. tabakadaki ornek capi)
h.tabakadan 6rnege secilen i.birimin gézlem degeri

h. tabakadaki 6rnek toplami

h.tabakada birim basina ortalamanin tahmini

h.tabakanin toplaminin tahmini

Toplam deger istatistigi(Y1gin toplaminin tahmini)

Ornek ortalamasi istatistigi(Y18in ortalamasinin tahmini)

h.tabakanin varyansinin tahmini( 4. tabakanin 6rnek varyansi)

Ornek ortalamas1 istatistiginin varyansi(Y1gmn ortalamasmin tahmininin
varyanst)

Ornek ortalamas: istatisti§inin varyansimmin tahmini(Y1gm ortalamasinin
tahmininin varyansinin tahmini)

Ornekleme plani igin ayrilan toplam biitge

Sabit maliyet
h. tabakadan bir birim se¢me maliyeti

h. tabakaya seyahat maliyeti



X,, X,, ..., X, N caph yigiimiz olsun. Bu yigin, asagida gosterildigi gibi her
birinde N, tane birim olan L tane homojen tabakaya aynlsin(h=12,...,L).

Buradan, yigin¢capt N=N,+N,+...+ N, = ZNh olarak yazilir.

Tabaka 1l Tabaka?2 . . . Tabaka L

X11 X21 ¢t XLl
X12 Xzz ¢t XLZ
XlNl XzN2 ¢t XLNL

X,;, h.tabakadaki i.birimin gozlem degerini ve N,, h.tabakadaki birim sayisim

gostermek lizere; h.tabakanin toplami,

Nlt

X, =X, +X,, +"'+XhN,, :thi
i=1

biciminde bu tabakadaki birimlerin toplamina esittir. A.tabakada birim basina

ortalama ise;

= XytX,t.+X, ZX’“' X
" Nh Nh Nh

olarak h.tabakanin toplaminin, bu tabakadaki birim sayisina boliinmesi ile elde

edilir. Y1gin toplama,

L N/t

L
X :ZXh :szhi
h=1

h=1 i=1



biciminde tabaka toplamlarinin toplamina esittir. Y1gin ortalamasi,

olarak yi1gin toplaminin yigindaki birim sayisina boliinmesi ile elde edilir. Yigin
toplaminin ve y1gin ortalamasinin tahmin edilmesi i¢in, asagida gosterildigi gibi L

tabakanin her birinden n, capli ornekler yerine koymadan yontemi ile segilir. Bu

L
durumda, toplam 6rnek cap1 n=n, +n, +...+n, = Znh olarak yazilabilir.
h=1

I.tabakadan N, tane birim i¢inden n, tanesi, 2.tabakadan N, tane birim i¢inden n,

tanesi,..., L.tabakadan N, tane birim iginden 7, tanesi yerine koymadan
L L

yontemiyle secildiginde, N = ZN , capl yigindan n = Znh capl 6rnek asagidaki

h=1 h=1

gibi secilmis olur.

Tabaka 1l Tabaka2 . . . Tabaka L

X X1 X1
Ao X2 Xio
'xl n ‘x2 ny * * * an L

. . . . . . Nl N 2 NL L Nh
Secilebilecek miimkiin 6rneklerin sayisi; MHS = :H

n

kadardir.
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x,;, h.tabakadan Ornege secilen i.birimin gozlem degerini ve n,, h.tabakadan

ornege secilen birim sayisin1 gostermek iizere, h.tabakadaki 6rnek toplami
,

Xy =Xy T Xyt X, = thi
i=1

bu tabakadan secilen n, tane Ornek biriminin toplamina esittir. A.tabakada birim

basina ortalamanin tahmini,

bu tabakadaki Ornek toplaminin n, Ornek capina bdliinmesi ile elde edilir. Bu

)/ . .. ..
1} tane miimkiin tahmininden
n

I/

g

tahmin, h.tabakada birim basina ortalamanin (

biridir. hA.tabakada birim basina ortalamanin tahmini, A.tabakada birim basina

ortalama igin yansiz bir tahmin edicidir ve E(%,)= X, ile gosterilir.

h.tabakanin toplaminin tahmini;

A

X, =N,x,

h.tabakada birim basmna ortalamanin tahmini ile A.tabakadaki birim sayisinin

I/ . .
' j tane miimkiin
n

I/

n

carpilmasi ile elde edilir. Bu tahmin, A.tabakanin toplaminin (

tahmininden biridir. A.tabakanin toplaminin tahmini, A.tabakanin toplami igin

yansiz bir tahmin edicidir ve E(X ») =X, ile gosterilir.
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Y18in toplaminin tahmini;

=1 7=l =1 n, = n,

tabaka toplamlarinin tahminlerinin toplanmasi ile elde edilir. Bu tahmin, yigin

toplaminin H(

yigin toplami icin yansiz bir tahmin edicidir ve E (X ») =X ile gosterilir.

J tane miimkiin tahmininden biridir. Y1gin toplaminin tahmini,
n

g

Y18in ortalamasinin tahmini;

y1gin toplaminin tahmininin, yi8indaki birim sayisina boliinmesi ile elde edilir. Bu

N,

j tane miimkiin tahmininden biridir. Yigin
n,

tahmin, yigin ortalamasinin H(

ortalamasinin tahmini, y18in ortalamasi i¢in yansiz bir tahmin edicidir ve E(X,) = X

ile gosterilir.

Yi1gin varyansi, yigindaki her bir birimin yigin ortalamasindan ayriligt olarak

tanimlandigindan

=

- (x, - %)

i=1

biciminde ifade edilir.
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h. tabakanin varyansi,

|-~

_1Z(Xhi_)?h)2

i=1

Sy =

h. tabakadaki her bir birimin tabaka ortalamasindan ayrilis1 olarak ifade edilir. A.

tabakanin varyansinin tahmini ise,

1 & _
SZ = Z('xhi X, )2

n, —13

h. tabakadan 6rnege secilen her bir birimin tabaka ortalamasinin tahmininden ayrilisi

N h . .
tane mimkin

olarak ifade edilir. Bu tahmin, A.tabakanin varyansinin (
n,

tahmininden biridir. A.tabakanin varyansinin tahmini, A.tabakanin varyansi ig¢in

yansiz bir tahmin edicidir ve E(s;)=S; ile gosterilir.

Ny terimi tabaka agirlig olarak adlandirilir ve W, ile gosterilir. O halde, ornek

ortalamasi istatistigi;

L
z N,x,
— h=1

N

Xy
L

X = Z W,.x,
h=1

X, =WXI +W,%, +..+ W,X,

olarak yeniden yazilabilir. Tabakal tesadiifi 6rnekleme yonteminde, her tabaka icin
basit tesadiifi ornekleme yontemi kullanilmaktadir. Bu nedenle, tabakali tesadiifi

orneklemeyi, L kez tekrar eden basit tesadiifi 6rnekleme olarak adlandirmak yanlis
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olmayacaktir. Tabakali tesadiifi 6rnekleme de her bir tabakadan n, capl Ornekler

tesadiifi olarak secilir ve bu se¢imler birbirinden bagimsizdir.

V(x,) =V (Wx +W,X, +..+W,X,)
V(x,)=V(Wx)+V(W,x,)+..+V(W,X,)

V(x,) =WV (x)+W,V(X,)+...+W V(%))

Her tabaka icin ayr1 ayr1 basit tesadiifi ornekleme yontemi kullanildigindan,
h.tabakada birim basina ortalamanin tahmininin varyans: yerine koymadan

ornekleme i¢in;

N, —n, S;
V()= B 2

oy

olarak ifade edilir. O halde, tabakali tesadiifi ornekleme yontemi igin, Ornek

ortalamasi istatistiginin varyanst;

2 2 2
V(E,)= WZN —n S WZN n252+ +W2N —n, S,
1 n N, n, N, n
L ,N,-n, S’
V(Z): W2 h h h
b hZ::, h N, n
L 2 2
wm=2(ﬂj et S
=AAS N, n,
_ 1 & LN, —n S;
V.X N h h h
G = 2N =

olarak elde edilir. Ger¢ek uygulamalarda genellikle yi§in birimlerinin tamamina

ulagsmak miimkiin degildir. Yigin birimlerine ulasmak miimkiin olsa bile, tamsayim
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yaparak parametre degerlerini bulmak cok zaman alicidir. Tabakali tesadiifi

orneklemede tabaka varyanslari S;’ler genellikle bilinmediginden V(X,) da
hesaplanamaz. Bu nedenle, tabaka varyansi Shz’nin tahmin edicisi kullanilarak,
V(x,) tahmin edilir. Buradan, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi formiiliinde,

S; yerine s, yazilarak, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansinin tahmini;

olarak elde edilir. Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin tahmini, 6rnek

ortalamasi istatistiginin varyanst i¢in yansiz bir tahmin edicidir ve

E(V(%,))=V(,) olarak ifade edilir.

2.1. Tabakah Tesadiifi Orneklemede Ornek Capmmn Tabakalara

Paylastirilmasi

Tabakal1 tesadiifi orneklemede en ©Onemli problem belirlenmis n Ornek capin
tabakalara paylastirmak, hangi tabakadan ka¢ birimlik drnek segecegimize karar
vermektir. Iyi bir paylastirma ile, minimum maliyete karsin maksimum duyarliligin
elde edilmesi kastedilmektedir. Tahmin edicinin duyarlili§n varyans1 ile
Olciilmektedir. Tahmin edicinin varyansi ne kadar kiiciik ise duyarlilik o derecede
yiiksektir. Belirlenmis bir n Ornek capi i¢in belli bash kullanilan dort paylastirma

yontemi bulunmaktadir:

1- Esit Paylastirma

2- Orantili Paylastirma
3- En Uygun Paylastirma
4- Neyman Paylastirma
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Tabaka caplar esit oldugunda egit paylastirma, tabaka caplar1 farklilik gosterdiginde
orantili paylastirma, tabaka caplar1 ve tabaka varyanslari birbirinden farkli ise
Neyman paylastirma, tabaka caplar1 ve tabaka varyanslarinin farkli olmasinin
yaninda her tabakadan birim se¢cme maliyeti farklilik goOsteriyorsa en wuygun

paylastirma yapilmasi onerilmektedir[ Yamane, 2001].

Baz1 durumlarda sabit bir biit¢e ile alan caligmasi yapmak gerekebilir. En uygun
paylastirma yontemi, n birimlik 6rnegi belli bir maliyet kisit1 altinda, varyansi
minimum yapacak sekilde tabakalara paylastirma temeline dayanmaktadir. Her bir
tabakanin c¢api, tabaka varyanslari ve her tabakadan bir birim se¢cme maliyetinin
birbirinden farkli oldugu durumlarda en uygun paylastirma yonteminin kullanilmasi

onerilir. Bu yontem icin kullanilan, dogrusal maliyet kisiti;

L
C=¢,t Z n,c,

h=1
olarak tanimlanir. Burada, ¢ arastirma i¢in ayrilan toplam maliyeti, ¢, ofis giderleri,
idari giderler, ¢alisanlarin iicretleri vb. sabit maliyetleri, ¢, ise h. tabakadan bir

birim se¢me ya da bir birimden bilgi alma maliyetini ifade etmektedir.

n caph ornegi yiginda bulunan L tane tabakaya, verilen dogrusal maliyet kisiti

altinda paylastirmak istersek, her bir tabakadan secilmesi gereken 6rnek capi;

N,S, /¢,

iNhSh/ c,

h=1

n, = n, h=1,2,..,L 2.1

olarak belirlenir. Her tabakadan secilecek ornek capinin belirlenmesi, esitlik kisith
bir optimizasyon problemidir ve ¢6ziim i¢in genellikle Lagrange carpanlari yontemi
kullanilir. Es. 2.1°den goriilecegi gibi her tabakadan secilecek 6rnek capi, tabakanin

cap1 ve varyansi ile dogru orantili, tabakadan bir birim se¢cme maliyeti ile ters
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orantilidir. Bu durum, tabakanin cap1 ve varyansi ne kadar biiyiik ve tabakadan bir
birim se¢cme maliyeti ne kadar kiiciikse bu tabakadan o kadar fazla 6rnek se¢ilmesi
gerektigi anlamina gelmektedir. Bununla birlikte, her zaman her tabakadan bir birim
secme maliyeti bilinemeyebilir. Bu durumda, maliyetlerin birbirine gore oranlarinin
bilinmesi ya da maliyet oranlarinin dolayl yoldan tahmin edilmesi gerekir. Ornegin,
yiginimizda iki tabaka olsun. 1. tabaka kent ve 2. tabaka kirsal iken, kirsal alanda bir
birey ile yapilacak goriismenin, kenttekinin 4 kati kadar zaman alacagi bilinebilir.

Boylece 2. tabakanin maliyeti, 1. tabakaninkinin 4 kat1 olarak tahmin edilebilir.

Maliyet kisittimiz dogrusal oldugunda, ornek ortalamasi istatistiginin varyansini

minimum yapacak n, degerlerinin belirlenmesi olduk¢a kolaydir. Bununla birlikte,
maliyet kisitlar1 dogrusal olmadiginda n, degerlerinin belirlenmesi oldukca

karmasiktir. Bu c¢alismada, dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 altinda, Ornek

ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak n, degerlerinin belirlenmesi

ile ilgilenilecektir. Literatiirde onerilen dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 asagidaki

gibidir:

Dogrusal olmayan maliyet kisitlari;

L
1. c=c,+ Zthn,’f , a>0 bi¢cimindedir[Cochran, 1977, Bretthauer ve ark.,
h=1

1999]. Burada,

¢ : Arastirma i¢in ayrilan toplam biitce
¢, : Sabit biitce
t, : h.tabakaya seyahat maliyeti

a : h.tabakaya seyahat etmenin maliyet kisit1 izerine etkisi

olarak ifade edilmektedir. Bu maliyet kisiti dogrusal olmayan yapidadir.

Tabakalardan bir birim segcme maliyeti ¢ok farkli degil fakat tabakadan tabakaya
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seyahat maliyeti Onemli derecede farklilik gOsteriyorken bu maliyet kisitinin

kullanilmast uygun olur.

L
2. c=c,+ z c,n, , a>0 bicimindedir[Chernyak, 2001]. Burada,

h=1

¢ : Arastirma icin ayrilan toplam biitce
¢, : Sabit biitce
¢, : h.tabakadan bir birim se¢me maliyeti

a : h.tabakadan bir birim se¢gmenin maliyet kisit1 lizerine etkisi

olarak ifade edilmektedir. Bu maliyet kisit1 dogrusal olmayan yapidadir. Tabakadan
tabakaya seyahat maliyeti 6nemli derecede farkli degil fakat tabakalardan bir birim

secme maliyeti farklilik gosteriyorken bu maliyet kisitinin kullanilmas1 uygun olur.
L

3. c=c,+ Zch In(n,) bicimindedir[Chernyak, 2001]. Burada,
h=1

¢ : Arastirma icin ayrilan toplam biitce
¢, : Sabit biitce

¢, : h.tabakadan bir birim se¢cme maliyeti

olarak ifade edilmektedir. Bu maliyet kisit1 da dogrusal olmayan yapidadir.
Tabakadan tabakaya seyahat maliyeti Onemli derecede farkli degil fakat
tabakalardan bir birim se¢me maliyeti ¢ok farklilik gosteriyorken bu maliyet

kisitinin kullanilmast uygun olur.

L
4. c=c,+ ZIh In(n,) bicimindedir[Chernyak, 2001]. Burada,

h=1

¢ : Aragtirma i¢in ayrilan toplam biitce
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¢, : Sabit biitce

t, : h.tabakaya seyahat maliyeti

olarak ifade edilmektedir. Bu maliyet kisit1 da dogrusal olmayan yapidadir.
Tabakalardan bir birim segcme maliyeti ¢ok farkli degil fakat tabakadan tabakaya
seyahat maliyeti ¢ok farklilik gosteriyorken bu maliyet kisitinin kullanilmas1 uygun

olur.

Literatiirde uzun yillardir tabakali tesadiifi 6érneklemede Ornek capinin tabakalara
paylastirilmasi problemiyle ilgili calismalar yapilmaktadir. Bununla birlikte, yapilan
caligmalarin ¢ogu dogrusal maliyet kisiti altinda 6rnek ortalamasi istatistiginin
varyansini minimum yapacak Ornek ¢aplarinin bulunmasi iizerinedir. Son yillarda

yapilan calismalar asagidaki gibi 6zetlenebilir.

Bretthauer ve ark.(1999), optimum paylastirma i¢in Onerilen biri dogrusal digeri
dogrusal olmayan iki farkli maliyet kisit1 altinda, tamsayili dogrusal olmayan
programlama algoritmasini kullanarak 6rnegin tabakalara paylastirilmasi problemi ile
ilgilenmislerdir. Bu calismada maliyet kisitlarinin hem amag fonksiyonu hem de kisit
oldugu durumlar1 goz oniine alarak, dal-sinir, dinamik programlama ve Lagrange
carpanlart yontemlerini kullanmiglardir. Calisma sonunda bu iki maliyet kisitinin
farkli ¢oziim algoritmalarinin CPU zamanlarini incelemisler fakat bu caligmada

maliyet kisitlarindan hangisinin hangi durumlarda varyans: nasil etkiledigi ve

L
z n, =n Kisitin1 goz oniine almamislardir.
h=1

Chernyak(2001), dogrusal olmayan iki farkli maliyet kisiti altinda, Lagrange
carpanlart yontemini kullanarak tabakali tesadiifi 6rnekleme ve ¢ift 6rnekleme i¢in
ornek ortalamas1 istatistiginin varyansint minimum Yyapan n, degerlerini
genelleyerek teorem halinde vermistir. Bununla birlikte, Lagrange carpanlari
yontemi esitlik kisith optimizasyon yontemi oldugundan, bu ¢alismada 2<n, <N,

kisit1 dikkate alinmamustir.
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Clark ve Steel(2000), belirlenmis ornek capr »’nin tabakalara paylastirilmasi i¢in
dogrusal maliyet kisitina ek kisitlar ekleyerek, olusan yeni dogrusal maliyet kisiti
altinda Ornek capinin tabakalara paylastirilmas: problemi ile ilgilenmislerdir. Bu ek
kisitlar, yigindaki bazi tabakalar icin saglanmasi gereken kisitlardir. Ornegin,
arastirmay1 yapan uzmanin goriisleri dogrultusunda yigindaki herhangi bir tabakaya

iliskin 7, degeri i¢in bir alt sinir ya da iist sinir belirlenebilir. Yazarlar bu gibi

durumlar bir ek kisit olarak gz oniine alip, dogrusal maliyet kisitina eklemislerdir.

Bretthauer ve Shetty(1995), dal-sinir algoritmasi1 ve iki farkli sezgisel yaklasimi
kullanarak dogrusal olmayan tamsayili kaynak paylasirma problemi ile
ilgilenmislerdir. Uygulama olarak da, tabakali tesadiifi 6rneklemede 6rnek capinin
tabakalara paylastirilmasi problemini ele almiglardir. Bununla birlikte, bu ¢alismada

ele alinan maliyet kisit1 dogrusaldir.

Bosch ve Wildner(2003), dogrusal maliyet kisit1 altinda ¢ok degiskenli tabakali
tesadiifi ornekleme i¢in, Lagrange ¢arpanlar1 yontemini kullanarak 6rnek ortalamasi

istatistiginin varyansint minimum yapacak n,’lart belirleme problemini ele

almiglardir.

Khan ve ark.(2003) ve Khan ve Ahsan(2003), dogrusal maliyet kisit1 altinda cok
degiskenli tabakali tesadiifi Ornekleme icin, dinamik programlama yOntemini

kullanarak ©rnek ortalamasi istatistiginin varyansint minimum yapacak n,’lar1

belirleme problemini ele almiglardir.

Green(2000), 6rnek ¢apinin minimum yapilmasini amag¢ fonksiyonu olarak kabul
edip, tabakalardan secilecek Ornek caplarna kisitlar getirmis(n, = A gibi) ve
matematiksel programlama tekniklerini kullanarak tek ya da daha fazla asamali

tabakali tesadiifi 6rnekleme yontemleri icin 6rnek ¢apinin tabakalara paylastirilmasi

problemini ele almistir.
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Diaz-Garcia ve Garay-Tapia(2005), dogrusal maliyet kisit1 altinda tamsayili

dogrusal olmayan stokastik programlama yontemini kullanarak Ornek ortalamasi

istatistiginin varyansint minimum yapacak n,’lar1 belirleme problemini ele

almiglardir.

Diaz-Garcia(2006), dogrusal maliyet kisit1 altinda ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi
ornekleme icin, tamsayili ¢cok-amagl optimizasyon problemini hedef programlama
problemine c¢evirerek ornek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak

n, ’lar1 belirleme problemini ele almistir.

Valliant ve Gentle(1997), iki asamal1 6rnekleme icin 6rnek caplarina hedef degerleri

koyarak(6rnegin, n, . <n, <N, gibi) ¢ok amagli programlamay: kullanarak ve

caligmalarin1 varyans bilesenleriyle iliskilendirerek ornek capinin paylastirilmasi

problemini ele almiglardir.

Semiz(2004), dogrusal maliyet kisiti altinda ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi
ornekleme i¢in, tamsayili hedef programlama yontemini kullanarak ornek ¢apinin
tabakalara paylastirllmas1 problemi ile ilgilenmistir. Elde ettigi Oornek caplarini
kullanarak 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini bulmus ve buldugu bu varyans
degeri ile diger yontemlerle elde edilen varyanslar arasindaki goreli etkinligi

incelemistir.

Davis ve Finch(1983), dogrusal maliyet kisitin1 kullanarak, maliyeti minimum
yapmay1 amaclamislardir. Bunun icin, her tabakadan gelen varyansa iliskin kisitlar
getirmisler ve bu varyans kisitlar1 altinda maliyeti minimum yapacak 6rnek caplarini

kisitli geometrik programlama yontemini kullanarak bulmuslardir.

Ornek capinin tabakalara paylastiriimast ile ilgili diger ¢alismalarin bazilar1 Kao ve
McCabe(1991), Judez ve ark.(2006), McCallion(1992), Serfling(1968), Ernst(1989),
Mulvey ve ark.(2000), Oztoprak(1997), Csenki(1997), Srikantan(1963),
Zinger(1962), Swindel ve Yandle(1972), Kokan ve Khan(1967), Ramachandran ve



21

Rao(1974), Kokan(1963), Newbold(1971), Sanathanan(1971) ve Evans(1951)

tarafindan yapilmistir.

Tabakali tesadiifi 6rneklemede, tabakalarda hem tek degisken hem de ¢ok degisken
olmas1 durumunda 6rnek ¢apinin tabakalara paylastirilmas: problemi ile ilgili su ana
kadar yapilan ¢alismalarda genellikle dogrusal maliyet kisit1 kullanilmistir. Dogrusal
olmayan maliyet kisit1 altinda yapilan caligmalarin sayisi tek degiskenli tabakali
tesadiifi ornekleme i¢in ¢ok az, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rnekleme igin ise

yoktur.

Bu calismada amag, tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, dogrusal olmayan
maliyet kisitlar1 altinda farkli optimizasyon yontemleri kullanilarak 6érnek ¢apinin en
1yi sekilde tabakalara paylastirilmasi ve ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi ornekleme
icin ise dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda klasik modele alternatif olarak yeni

bir modelin Onerilmesidir.
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3. TEK DEGISKENLI TABAKALI TESADUFI ORNEKLEME iCiN
FARKLI OPTIMIiZASYON TEKNIKLERi iLE ORNEK CAPININ
TABAKALARA PAYLASTIRILMASI

Amac fonksiyonu ya da kisitlardan herhangi birisi dogrusal degil ise, bu problem

dogrusal olmayan programlama problemidir. Ele aldigimiz ¢alismada, hem ornek

ortalamasi istatistiginin varyanst hem de maliyet kisitlar1 dogrusal degildir. Dogrusal
olmayan problemlerin ¢oziimiinde kullanilan pek c¢ok optimizasyon yoOntemi

bulunmaktadir[Bal, 1995; Rao, 1996; Hamdy, 2000; Ignizio, 1976].

Bu boliimde, tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede dogrusal olmayan maliyet
kisitlar1 altinda Ornek capinin tabakalara paylastirilmasi icin, dogrusal olmayan
optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan en yaygin yontemlerden olan
Lagrange carpanlari, Kuhn-Tucker, Geometrik ve Dogrusal Olmayan Hedef
programlama yontemleri kullanilmistir. Ayrica, izleyen alt boliimlerde kullanilan bu
yontemler simiilasyon yoluyla karsilastirilarak, birbirlerine gore iistiinliikleri
arastirtlmis ve hangi sartlar altinda 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini nasil

etkiledikleri tartigilmastir.

3.1. Lagrange Carpanlar Yontemi

Lagrange carpanlar1 yontemi, ister amag ister kisit fonksiyonu dogrusal olsun ya da
olmasin esitlik kisitl optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan en yaygin
yontemdir.

Esitlik kisitli optimizasyon problemi asagidaki gibi verilsin:

Minf = f(x)
gi(x):0 i:1,2,...,m

Burada f(x) amag fonksiyonunu, g,(x) i. kisiti, m kisitlarin sayisin1 gostermek

tzere;, X = (xl,xz, R xn) ve m<n’dir. Lagrange carpanlar1 yOnteminde,



23

gereklilik sart1 ile optimum noktalar elde edilirken, yeterlilik sart1 ile elde edilen

optimum noktalarin minimum, maksimum ya da eyer noktas1 olduguna karar verilir.

Gerekli Sart : Once her bir kisit i¢in A Lagrange carpanlari kullanilarak, L(X,A)

Lagrange fonksiyonu olusturulur.

L(X.4)=f) =Y A& (%05, - x,)]

Yukaridaki kisith optimizasyon problemi bu fonksiyon yardimi ile kisitsiz

optimizasyon problemine donustiiriiliir.

oL Jf &, og, .
- = ﬂ—l:() :1,2,...,
dx, Ox; ;'axj / "
oL

& (gt o 8) =0 il

VA serbest i=12, ...,

3

Bu yontemde, kisitlar esitlik halinde oldugundan A, Lagrange carpanlart serbesttir.

Denklemlerden (X, 4,) ¢oziimii elde edilir.

Yeterli Sart : Yukaridaki L(X,A) fonksiyonu icin yeterli sartlar gesitli yollardan

bulunabilir.

P kisitlarin - x j’lere( j=12,...,n) gore tirevlerinin matrisi, @ Lagrange

fonksiyonunun x;’lere gore ikinci tiirevler matrisini ifade etmek iizere;
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| dg, dg, |
ox, C T ox,
N 0°L(X,4) 0 P
P = . . e . 5 Q = ’ A = T
ox,0x; P Q-ul
o2, 98y
oy, Ox, |

tanimlayalim. Burada g bilinmeyen negatif ve pozitif deger alabilen bir say1 ve [

birim matristir.

|A| =0 denkleminden elde edilecek koklerin sayis1 n—m tanedir.

a) Koklerin hepsi pozitif ise (X 0,20) noktasina f amag¢ fonksiyonunun minimum
noktasi denir.

b) Koklerin hepsi negatif ise (X,,4,) noktasina f amag fonksiyonunun maksimum
noktas1 denir.

c) Koklerden bazilar1 negatif, bazilar1 pozitif ise noktanin maksimumlugu ya da

minimumlugu hakkinda bir yorum yapilamaz. (X, 4,) eyer noktasidir.

Herhangi bir kisitin sag taraf sabitinde(kaynaginda) meydana gelen bir birimlik
artma ya da azalma, amag¢ fonksiyonunun en iyi degerinde kisita karsi gelen

Lagrange carpani kadar artma ya da azalmaya neden olur.

3.1. Teorem

L
Tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede c=c, +2chnf o >0 bi¢imindeki
h=1

dogrusal olmayan maliyet fonksiyonu kullanildiginda
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w (WEsire, ) o
n Z(VthShz /ch )%]-Hx) .

L
h=1

iken, maliyet fonksiyonu kisit olarak alindiginda, 6rnek ortalamasi istatistiginin
varyanst minimumdur ve varyans fonksiyonu kisit olarak alindiginda, maliyet

minimumdur.

Eger maliyet fonksiyonu kisit olarak alinmis ise yigindan secilecek ornek ¢api;

C%‘i (Ws: /e, )%”“)
n=—-o>" (3.2)

{ZL: (ths;fch%’ )%m) }%

h=1

olur. Eger varyans fonksiyonu kisit olarak alinmis ise yi1gindan se¢ilecek drnek capi;

L [/ ‘a L
Z (VthS,fch%’ )%1 )Z (thSZ /c, ) (+a)
n= h=1 h=1 (33)
L 22
V + Z VVh Sh
h=1 Nh

olarak elde edilir[Chernyak, 2001].

Ispat

202
VVh Sh
1 Nh

ve ele alinan

.. L WZSZ L
Ornek ortalamas istatistiginin varyanst V(%)= —— -
h=t My h=

L
dogrusal olmayan maliyet fonksiyonu ¢ =c, + z c,n, a>0 olmak iizere;
h=1

Es. 3.1’in elde edilmesi : Varyans amac fonksiyonu, maliyet kisit olarak ele alinirsa;
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L 2¢Q2 L 2¢Q2
man(flb) = mln(z Wh Sh _th Sh J

=1 N . N h

n

L
_ a
c=¢,t+ Zchnh
h=1

probleminin ¢6ziimiinde Lagrange carpanlari yontemini kullanabiliriz. Dogrusal

olmayan maliyet kisit1 agagidaki gibi diizenlenerek Lagrange fonksiyonu yardimuiyla,

L L L
_ o _ o " _ a
c-cO+Echnh :c—co—zchnh :c-C—Echnh
h=1 h=1 h=1

L W2S2 L WZSZ L u '
L(A.n)=Y, ’1‘1 LY ]h\/ LAY ent —c
h=1 h h=1 h h=1

oL(A, w?Ss?
“An,) __ L+ Aace,n T =0

anh nh
202
w-S
a-1 _ ""hMh
Aac,n, >
nh
202
a-1_2 _ Wh Sh
n, n, =
Aac,

" Aa
w2S2/c, Misa 34
= T (34

L
olarak elde edilir. Es. 3.4’den elde edilen n, degerleri c':Zchn,’f maliyet kisiti
h=1

aliinda V(x,) ’yi minimum yapan Ornek c¢aplaridir. Bununla birlikte elde ettigimiz

L
esitligi 4 degerinden kurtarmak icin n = Znh esitliginden faydalanabiliriz.
h=1
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L L 22 %Ha)
v‘/h Sh /Ch j
n= E l’ll = E E—
=1 } ( Ao

h=1

L
Z (WhZShZ /¢, )%Ha)
r—
(/10[)%1+a)
L
n= (/105)_%““) > (Ws; /e, )%“a’ (3.5)
h=1

olarak elde edilir. Es. 3.4 ile Es. 3.5 oranlanirsa;

WS /c, S
B Ao

" (Aa) i (W22 1, ) o
h=1

n,

ﬂ _ (/10[)_%1+a) (VVhZShZ /Ch )%Ha)

" (Aa) e i (W2s2 1, ) o
h=1

n, (ws: /e, )%”w

n z (VVhZShZ /ch )%]+¢Z)

L
h=1

dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda, 6rnek ortalamasi istatisti§inin varyansini

minimum yapan Es. 3.1 elde edilir.

Maliyet amag fonksiyonu, varyans kisit olarak ele alinirsa;

L
min(Maliyet) = min (z c,n’ j

h=1
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Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi diizenlenmesiyle,

h=1 =1 N, h=1
aL(ﬂ, nh) — : Z‘(—l ﬂ }12;9}5 O
on, n,
202
ac,n = E—Wh f”
n,
22
n''n’ = /?,—Wh S,
ac,
a+ A
ni! (QJ(W Silc,)
%l+a)
n, =(ij (W:s; /e, )/ l+a) (3.6)
o

olarak elde edilir. Es. 3.6’da elde edilen n, degerleri varyans kisit1 altinda maliyeti

minimum yapan Ornek caplaridir. Bununla birlikte elde ettigimiz esitligi A

L
degerinden kurtarmak i¢in n = Z n, esitliginden faydalanabiliriz.
h=1

L l 1(1+(:r) L .
n=)m,= (—j > (Wisiic,) ™ (3.7)
h

olarak elde edilir. Buradan, Es. 3.6 ve Es. 3.7 oranlanirsa;

a

(zj/mi(w 5276, 0

o

/1 %l-ux)
ﬂ (j (th Z/ )/1+a)
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n, (Ws:/c )/“w

n i(WS/ )/‘“’”

h=1

varyans kisit1 altinda, maliyeti minimum yapan Es. 3.1 elde edilir.

Es. 3.2°nin elde edilmesi : Arastirma i¢cin C maliyet kisit1 belirlenmisken; Es. 3.4’de

thS 1? /¢, %Hw)
Aa

elde edilen n, =( degeri C maliyet fonksiyonunda yerine yazilir ve

(/10!)%”“) icin ¢oziiliirse;

(Ws: /¢, )%“w
B (la)%lﬂx)

olmak iizere;

L
_ o
C= ZChnh
h=1

L (thS,f/ch)%“”’)
=1 " (la/)%lﬂr)

L (Wh2S112 /¢, )%Ha)
C
h=1 (}La)%lﬂr)

(/105)%60:(:—1 ZCh (wsz/c )/ “m}

L h=1

(la)%lﬂz) — C—l ich){Ha) (WhZS]f )%l+a):|
L h=1

(ﬂ,a)%m) ! ZL:( 252 / )/1+a)j|

h:l

(Aar)/ 0o = {i( W2sze y)/“‘”} (3.8)

h=1
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L
olarak bulunur. Es. 3.5°de n= (m)%w > (WS /e, )%““) olarak bulunmustu. Bu

h=1
durumda, belirlenmis bir C maliyeti icin Es. 3.8’de elde edilen (/1&')%“”” degeri Es.

3.5’de yerine yazilirsa;

-1

oo| | S wsie) } > (wisi s ) o

h=1 h=1

C%‘i (Ws: /e, )%”“)

h=1

{ZL: (Wh S}fch/ )/Ha)}

n=

h=1

maliyet kisit1 altinda, yigindan segilecek 6rnek capini belirleyen Es. 3.2 elde edilir.

Es. 3.3’iin elde edilmesi : Arastirma i¢cin V' varyans kisit1 belirlenmisken; Es. 3.6’da

) l %l+0!)
elde edilen n, =| —
o

1 %]+¢Z)
(W:s; /e, )%”“) degeri V ’de yerine yazilir ve (gj

i¢in ¢oziiliirse;

2 Low? Nisa)
z W, 5, -2 WS, ve n, = (i) (WhZS; /¢, )%H“) olmak iizere;
h= a

=1 1, 1 Nh

b ws s
=1({ A %H“) 5 an /1 = N,
- (VVh S, /Ch) (e
(94

L w’S; LW?S;
Z‘ A S —V+; N
(2] tisie) e h
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ZL; Wzsz/lm) ( j/lm)( ZL: J

(W:s; /¢, )

ZL:(W S, )/1+a> )/l+a> — (_j/lm) (V*‘ZL:W];SEJ
-1 o = N,
L Y e (1+a) L 2
(thSfch%’ )%1 ) ( j ( ZW S, j
h=l1 o
L Q,
22 %( (1+a)
(ﬂj%lm) ;(Wh o ) 3.9
a - o '
Va4 it
h=1 h

)
> (WiSi e, )%”“) olarak bulunmustu. Bu

=1

l %]+¢Z)
olarak bulunur. Es. 3.7°de n=| —

L
(24 n

degeri Es.

j/ +a)

durumda, belirlenmis bir V varyansi i¢in Es. 3.9°da elde edilen (
o

3.7°de yerine yazilirsa;

Sl

1

i(W Sh/ )/1+a)

2
o Z WNS o

S (wesiele S (s ) o

h=1

2
+ZL:W S,

h=1 h

varyans kisit1 altinda yigindan segilecek ornek capini belirleyen Es. 3.3 elde edilir.
Maliyetin ya da varyansin kisit olarak alinmas1 géz 6niinde bulundurularak, dnce Es.
3.2 yada Es. 3.3 ile n 6rnek ¢api1 bulunur, daha sonra bulunan 6rnek ¢api Es. 3.1 ile

tabakalara paylastirnilir. Lagrange carpanlar1 yonteminin dezavantaji n, <N, kisitin

dikkate almamasidir.
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3.2. Teorem

L
Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede c¢= Z(:h In(n,) bigciminde dogrusal

h=1

olmayan maliyet fonksiyonu kullanildiginda

ﬂ: W Sh /Ch (3.10)

ZW;S; /c,

h=1

n

iken, maliyet fonksiyonu kisit olarak alindiginda, ornek ortalamasi istatistiginin
varyanst minimumdur ve varyans fonksiyonu kisit olarak alindiginda, maliyet

minimumdur.

Eger maliyet fonksiyonu kisit olarak alinmis ise yigindan secilecek ornek c¢api;

C- Zchln( Silc)|
n=exp - > WSk, (3.11)

h=1

S
h=1

olur. Eger varyans fonksiyonu kisit olarak alinmis ise yigindan secilecek drnek ¢api;

[L iW Silc,
n=|>c, } =l > (3.12)
V+ZW S,

h=1 h

olarak elde edilir[Chernyak, 2001].
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Ispat

n

ve ele alinan

.. L WZS 2 L W ZS 2
Ornek ortalamasi istatistiginin varyanst V(X,) = e
h=

1 I’lh h=1 Nh

L
dogrusal olmayan maliyet fonksiyonu ¢ = Zch In(n,) olmak lizere;
h=1

Es. 3.10’nun elde edilmesi : Varyans amag¢ fonksiyonu, maliyet kisit olarak ele

alinirsa;

L W2S2 L WZSZ
minV (X, ) = min [Z h°h Z h P h
=1 N, h

=

L
c= ZCh In(n,)

h=1

probleminin ¢6ziimiinde Lagrange carpanlar1 yontemini kullanabiliriz.

L 22 L 2¢2 L
L(l,nh)ZZWh Sh _zu/h Sh +/1(zchln(”h)_CJ
h=1

h=t Ty N,
22
oL(A,n,) __w ;S‘h +/10hi:0
anh nh nh
22
Ac, 1 _WiS, 5’1
nh nh
WS /c,
n, =———= 3.13
h ﬂ, ( )
L
olarak elde edilir. n = z n, esitliginden faydalanirsak;
h=1
L 1 L
nzznh =zZWhZS;/Ch (3.14)
h=1 h=1
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olarak elde edilir. Es. 3.13 ve Es. 3.14 oranlanirsa;

vvhz Slf / Ch
m_ 2

L
" iZWhZShZ /¢,
=

n, _ WS /c,

L
n 2¢q2
ZVVh Sh /ch
h=1

dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda, 6rnek ortalamasi istatistiinin varyansini

minimum yapan Es. 3.10 elde edilir.

Maliyet amag fonksiyonu, varyans kisit olarak ele alinirsa;

min(Maliyet) = min (i ¢, In(n, )J

h=1

probleminin ¢6ziimiinde Lagrange carpanlar1 yontemini kullanabiliriz.

L 2 L 2¢Q2
L(A.n)=Y ¢, ln(nh)+/1(zW % ZW;VSh V]
h=1 h=1 h=l1 h

n

202
aL(/l,nh):Chi_/lWh;S’h o

=A(W.S;/c,) (3.15)

L
olarak elde edilir. n = Znh esitliginden faydalanirsak;

h=1
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n=ZL:nh =ﬂZL:(VthS,f/Ch) (3.16)
h=1 h=1

olarak elde edilir. Es. 3.15 ve Es. 3.16 oranlanirsa;

n, AW /c,)

n /li (w2s2/c,)

h=1

202
n, _ WS, /¢,
n T L
202
ZVVhSh/ch
h=1

varyans kisit1 altinda, maliyeti minimum yapan Es. 3.10 elde edilir.

Es. 3.11'in elde edilmesi : Arastirma i¢cin C maliyet kisit1 belirlenmisken; Es.

202
vVh Sh /Ch

3.13’de elde edilen n, = degeri C maliyet fonksiyonunda yerine yazilir ve

A icin ¢oziiliirse;

_WiSp e,

L
C= ZCh In(n,) ve n, olmak iizere;
h=1

202
h=1 A
L 1 202
C=>c, ln(z(Wh S? /c,,)j
h=1
L 1
c=Ye, [m (zj+ln (W:s; /e, )}
h=1
L 1 L
C=Y¢,In (z}r > e, In(W;S; /c,)
h=1

h=1

C—ZL:ch In (W,fS,f /c, ) = ich ln(lj
h=1 h=1 A
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C- ich In(W;S:/c,)

In (%j = e
Z Ch
h=1

C—ZL:ch ln(thS,f/ch)

1 h=1
L
Z Ch
h=1

—=exp

-1
L
C-Y c,In(WS;/c,)
A=|exp b=l (3.17)

L

2.6

h=1

L
olarak bulunur. Es. 3.14°de nleW,fS,f/ ¢, olarak bulunmustu. Bu durumda,
h=1

belirlenmis bir C maliyeti i¢in Es. 3.17°de elde edilen A degeri Es. 3.14’de yerine

yazilirsa;

1 L
n= -1 mesi /ch

C— i o, n(wiszie,)|| "
h=1

L
Z Ch
h=1

exp

C—ZL:ch In(W;S; /¢c,)| ,
n=exp = D WiS; e,

L
h=1

Zch

h=1

maliyet kisit1 altinda y18indan secilecek drnek ¢apim belirleyen Es. 3.11 elde edilir.

Es. 3.12°nin elde edilmesi : Arastirma icin V varyans kisiti belirlenmisken; Es.
3.15°de elde edilen n,=A(W,S;/c,) degeri V’de yerine yazilr ve A igin

coziiliirse;
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1= h=1 (3.18)

L
olarak bulunur. Es. 3.16’da n=4Y (W;S;/c,) olarak bulunmustu. Bu durumda,

h=1
belirlenmis bir V' varyansi icin Es. 3.18’de elde edilen A degeri Es. 3.16°da yerine

yazilirsa;

hICh L( 2¢2 )
n= = WSS, /c
V+iW]h\2]S;; h*™~h h

h=1 h

varyans kisit1 altinda yi1gindan secilecek ornek capini belirleyen Es. 3.12 elde edilir.
Maliyet ya da varyansin kisit olarak alinmasi g6z oniinde bulundurularak, once Es.
3.11 veya Es. 3.12 ile n Ornek cap1 bulunur, daha sonra bulunan 6rnek cap: Es. 3.10
ile tabakalara paylastirilir.
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3.2. Kuhn-Tucker Yontemi

Kuhn-Tucker yontemi, esitsizlik kisith optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde
kullanilmaktadir. Bu yontem esitsizlik kisitlarini, esitlik kisit1 haline getirerek, genel

Lagrange fonksiyonu olusturma temeline dayanir. Problemin genel yapisi;

Max f (x)
g (x)<bh i=1,2,...,m

bicimindedir. Burada, b,, i. kisitin sag taraf sabitidir. Boyle problemlerin

coziimiinde Kuhn-Tucker(K-T) sartlarindan yararlanilir. Bunun icinde esitsizlik
kisitlart uygun degiskenlerin kullanilmasiyla esitlik durumuna getirilir. Uygun

noktalar, bu fonksiyonun gerek sartlarindan elde edilir. Yukaridaki kisitlayicilar
s? >0 aylak degiskeni kullamlarak esitlik durumuna getirilir. flgilendigimiz problem

ornek ortalamas: istatistiginin varyansini minimum yapmaktir. Kurdugumuz modelin
Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziimlenebilmesi icin amag¢ fonksiyonu, Kuhn-Tucker

yonteminin genel yapisina uygun olarak maksimum problemine doniistiiriilebilir.

Max f(x)

8 (x)<b, i=1,2, ..., m olmak iizere;

Max f (x)

g (X)+s’=b — g, (x)+s —b =0

Buradan genel Lagrange fonksiyonu;
L(X,As)=f )+ 4 (b -8 (0)-s)
i=1

olarak olusturulur. Kuhn-Tucker Gerek Sartlart;
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AL(X,A,s) af(x) 2/1 agl:

- d
Y
JL(X,A,s) 5
2- —————=b —g,(x)—s; =0 veya g,(x)<b
04,
oL(X, A,
3- (—S):_Zﬂ’isz':ﬂ’i(gi(x)_bi):o
ds,
4- Kisitin sag taraf sabiti(kaynagi) arttirildiginda amag¢ fonksiyonunun en iyi

coziimii Lagrange carpami kadar artacagindan maksimum problemi igin

esitsizlik kisitlarina karsi gelen Lagrange carpanlari 4 >0, esitlik kisitina

kars1 gelen Lagrange garpanlari ise A, serbest olmalidir.

Bu dort sart Kuhn-Tucker gerek sartlar1 olarak tanimlanmaktadir. Gerek sart

denklemlerinden (X *,/1*) mumkiin noktalar1 elde edilir. Noktalarin maksimum mu

ya da minimum mu oldugunu sdyleyebilmek i¢in Heissian matrisinden yararlanilir.

Heissian matrisi asagidaki tanimlanmaktadir.

J’L(X,A,s)
ox,0x;

H=

Heissian matrisi negatif taniml1 ise (X ° /1*) maksimum noktadir.
Heissian matrisi pozitif tanimli ise (X " /1*) minimum noktadir.

Heissian matrisi ne negatif ne de pozitif taniml1 ise (X *,/1*) eyer noktasidir.

Tabakali tesadiifi 6rnekleme icin, verilen herhangi dogrusal ya da dogrusal olmayan
maliyet kisit1 altinda varyans1 minimum yapacak ya da varyans kisiti altinda maliyeti
minimum yapacak n,’lar1 belirlemek Kuhn-Tucker yonteminde, Lagrange
yonteminde oldugundan ¢ok daha zor ve zaman alicidir. Lagrange yonteminde elde
edilen genellemelere benzer genellemeler elde etmek neredeyse imkansizdir. Ciinkii

Kuhn-Tucker yonteminde A ’lerin farkli durumlari i¢in miimkiin ¢6ziimii bulmak
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gerekir. Bununla birlikte, Lagrange carpanlart yontemi n, <N, kisitim goz Oniine
alamadig1 i¢in elde edilen ¢oziimlerde n, >N, ya da n>N gibi sonuglarla
karsilasmak miimkiindiir. Kuhn-Tucker yonteminde n, <N, (h=1, 2, ..., L)

esitsizlik kisitida g6z Oniine alindigindan bu olumsuzluk ortadan kalkmis olur.

Oncelikle, ele aldigimiz problemi Kuhn-Tucker yontemine uygun olarak
modelleyelim ve daha sonra yukarida bahsedilen Tabakali tesadiifi 6rneklemede
ornek capiin tabakalara paylastirilmast probleminde, Lagrange carpanlar

yonteminin kullanilmasinin dezavantajlarin1 gésteren kiigiik bir 6rnek verelim.

— Varyansi amag fonksiyonu, maliyeti kisit olarak aldigimiz durumda

o . W2S: &LW2S?
mmV(xlb)zmm(z Ak N bk
=1 N, h=1 Nh

L
_ o
c=Y e
h=1

n, <N, h=1,2,..., L

g

olur. Problemimizi maksimum problemine doniistiiriirsek;

L 2¢2 L 2q2
maxV(fth)zmax(—th S) +2Wh S, j

=1 N, m N h

L
_ o
c=Y e
h=1

2 _ 2 —
n+s; =N, = n+s —N, =0

2 _ 2 -
n,+s; =N, = n,+s,—N,=0

2 _ 2 -
n,+s;,=N, = n, +s;,—-N, =0
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biciminde ifade edilir. Goriildiigii gibi toplam L+1 tane kisit vardir. Genel Lagrange

fonksiyonu asagidaki gibidir:

L WZSZ L WZSZ L
L(n, A,8)==p —1= g 3 =21 eonyf —c
h=1

h=1 I’lh h=1 N}

4

Kuhn-Tucker yontemi icin gerek sartlar:

IL(n,, A,5) _ W, 52
on

—Aoacen -4, =0

1 1

IL(n,, A,5) _ WS,

on, n

—Aac,n” ~ 4, =0

oL(n,, A,s) _WiS7
on, n

ﬂjac3n;’_l -4,=0

oL(n,, A,5) _W/'S;
on

—Aoc,n -4

L+1

=0

I’l

L L

Bu gerek sarttan L tane denklem elde edilir.

oL(n,,A,s) &
2. — 2N en®—c=0
aﬂl ; h'"h

dL(n,,A,s) _
oA,

dL(n,, A, s)
04,

+s57—N,=0 veya n, <N,

n,+s;—N,=0 veya n, <N,

2

oL(n,, A,
%:nL+sL—NL:O veya n, <N

L+1

L

Bu gerek sarttan L+1 tane denklem elde edilir.

L
Zﬂ’lﬁ—l ("h + sh h )

h=1
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300 SLAD _ an—N)=0
os,
M:_z@sz = A,(m,—N,) =0
$>
M = —221_4—1SL = /1L+1 (nL - NL) =0
os,

Bu gerek sarttan L tane denklem elde edilir.

4. A, serbest (esitlik kisiti)

A, Ay, s A, 20 (esitsizlik kisitlart) olmalidir.

Goriildugii gibi, bu dort gerek sart altinda genelleme yapilamaz. Ancak A ’lerin

farkli durumlari icin miimkiin ¢oziim aranir.
3.1. Ornek
500 tane siipermarket biiyiikliiklerine gore tabakalanmistir. Market basina ¢alisan

sayis1 tahmin edilmek istenmektedir. Daha 6nceki yillardan tabaka standart sapmalari

ve her tabakadan ornek se¢gme maliyetleri asagida verildigi gibidir.

Tabaka N, S, ¢, (TL)

Biiyiilk Market 80 12 1
Orta Market 160 8 4
Kiiciik Market 260 4 9

Toplam 500

Bu arastirma i¢in S000TL. ayrilmis ve sabit masraflar i¢cin 3000TL. harcanmustir.
Maliyet kisitimizin dogrusal oldugunu varsayarak bu biitce planina gore varyansi

minimum yapacak sekilde her tabakadan kag¢ ornek secilmelidir?
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Coziim

I.yol: 1k olarak; temel ornekleme yontemlerinde kullandigimiz en uygun
paylastirma yontemi mantigi ile O6rnek c¢aplarini Lagrange carpanlari yontemini

kullanarak elde etmeye calisalim.

3
Dogrusal maliyet kisit1 ¢ =¢, + z c¢,n, olmak iizere;
h=1

3
5000 =3000+ Y c,n,

h=1

3
> c,n, =2000

h=1

olarak elde edilir.

3 2¢Q2 3 2¢2
nnnV(f,b):min[ZWhSh ZWhShj

=1 N, h

=

3
ZChnh =2000 olmak iizere;

h=1

Tabaka N, ﬂ th th S,f

Biiyiikk Market | 80 0.16 0.0256 | 3.6864

Orta Market | 160 0.32 0.1024 | 6.5536

Kiigiik Market | 260 0.52 0.2704 | 4.3264

3.6864  6.5536  4.3264 3.6864 6.5536 _4.3264

minV(X,) =
n n, n, 80 160 260

n, +4n, +9n, = 2000
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Lagrange fonksiyonu;

3.6864 6.5536 4.3264
+ +

n n, n,

oL, A) _ 36864, y7.192

L(n,,A)= — sabit + A(n, +4n, +9n, —2000)

on, n, n,
aL(nh,/?,):_6.55236+4/1:0 - \/—:1.28

on, n, n,
oL(n,,A) __ 4.32264 1 94=0 = VA= 0.6933

on, n; n,

192 _128 = n, =0.6666n,
n n,

1.92 _ 0.6933 — n,=03610n,
n n,

n, +4n, +9n, = 2000

n, +4(0.6666n,)+9(0.3610n, ) = 2000
n, =289

n, =0.6666n, =0.6666(289) =193

n, =0.3610n, =0.3610(289) =104

3
n=>)_n, =289+193+104 =586 olarak elde edilir.

h=1

Goriildiigi gibi, n, =289, N, =80 oldugundan n, > N, ’dir.
n, =194, N, =160 oldugundan n, > N, dir.

n, =104, N, =260 oldugundan n, < N, diir.

Lagrange carpanlart yontemi n, <N, kisiini goz Oniine almamistir. Dolayisiyla

n=586> N =500 c¢ikmistir. Uygulamay1 yoneten arastirmaci son derece dikkatli
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olmalidir. Uygulamada dikkatten kagmayacak bu durum, teoride gézden kactiginda
varyansin negatif ¢ikmasma neden olur. Bu Lagrange Carpanlart yOnteminin

ornekleme agisindan dezavantajidir.

2.yol: Ayni problemi Kuhn-Tucker yontemini kullanarak ve n, <N,(h=12,3)

kisitin1 goz Oniine alarak ¢oziimleyelim.

3.6864 N 6.5536 N 4.32064 3.6864 6.5536 4.3264

minV(x,) =
() n, n, n, 80 160 260

n, +4n, +9n, = 2000
n, <80

n, <160

n, <260

Amag fonksiyonumuzu maksimum problemine doniistiiriirsek;

3.6864 65536 4.3264

n n, n,

max V(x,)=— sabit

n, +4n, +9n, = 2000
n+s =80 = n+s; —80=0
n,+s:=160 = n,+s;-160=0

n,+s; =260 = n,+s; —260=0
Genel Lagrange fonksiyonu;
3.6864 6.5536 4.3264

n n, n,

—ﬂz(n1 +slz—80)—/?3(n2 +522—160)—/14 (113+s32 —260)

L(n,,A,s)=— + sabit — A, (n, +4n, +9n, —2000)

Kuhn-Tucker gerek sartlart;



oL(n,,A,5) _3.6864

1. " . —A-4=0

aL(rg,;;/l,s) _ 6.?15236_4/11 A=
) ;

aL(rgi; A,58) _ 4.?12264 —94 4, =0
: ;

5 —aL(’gf’ $) .+ 4n, +9n, = 2000
E)L(’;h—ﬂ’j’s):nl+sf—80=0 = n, <80
aL(’gh—/if’s)mzﬂj—mo:o =1, <160
%mﬁsf—zm:o — 1, <260

\
3 —aL(’gs’ A) _ oas, = Ao(n —80) =0
1
W:_z,@sz = A,(n, ~160)=0
)
w =245, = 4,(n,—260) =0
:

4. A, serbest

A, Ay A 20

#1420, 4, #0, 4, =0, 4, =0 olsun. Bu durumda;

n, =80
n, +4n, +9n, =2000 = 4n, +9n, =1920

46



6.5536_421:() N \/7:1.28

2
n, n,

4.3264 0.6933
—-94=0 = J4 =
n, n,

1.28 0.6933

n, n,

= 0.6933n, —1.28n, =0

4n, +9n, =1920

—n,=21634=216
0.6933n, —1.287, =0

n, >160 oldugundan bu durum miimkiin ¢6ziim degildir.

A #0, 4, =0, 4, #0, 4, =0 olsun. Bu durumda;

n, =160

n, +4n, +9n, =2000 = n, +9n, =1360

36864, _ oy [z =192

2
n n

4.3264 _94,=0 = \/— _ 0.6933

2

3 n,
192 = 0.6933 = 0.6933n, -1.92n, =0
n n, )
n,+9n, =1360

= n, =320.01=320
0.6933n, —1.92n, =0

n, >80 oldugundan bu durum miimkiin ¢6ziim degildir.
A #0, 4, #0, 4, #0, 4, =0 olsun. Bu durumda;

n, =80, n, =160

n, +4n, +9n, =2000 = n, =142,22=142

47
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4'32264 -4 -4,=0 = 41122?4 -94,-0=0 = A4, =0.00002384 serbest
3
3'62264 ~A-4=0= 3'86§f4 —0.00002384-4, =0 = A, =0.000552 >0
nl
6.5536 6.5536

— =44 -4 =0 = 1602 —4(0.00002384)- 4, =0 = 4, =0.00016 >0

2

(n,,A") =(80; 160; 142; 0.00002384; 0.000552; 0.00016; 0)

optimum ¢oziimdiir. Her tabaka i¢cin n, <N, kisitt saglanmistir. Ayrica;

n=80+160+142 =382 olarak elde edilir ve n=382< N =500 diir. Elde edilen
miimkiin ¢oziimiin, 6rnek ortalamasi istatisti§inin varyansini minimum yapan ornek

caplar1 olup olmadigini kontrol etmek i¢in Heissian matrisinden faydalanilir.

a8 .
nl
2 s F
g TLm ) | AT
on,on; n,
. o 8658
L o

(n,,A") =(80; 160; 142; 0.00002384; 0.000552; 0.00016; 0) noktalari igin;

—-0.0000144 0 0
H= 0 —0.0000032 0
0 0 —(0.0000030
0.0000144 0 0
—-H = 0 0.0000032 0
0 0 0.0000030

—H pozitif taniml oldugundan, H negatif tanimlidir. Bulunan optimum ¢o6ziim

maksimum noktadir yani varyansimizi minimum yapan n, 'lardir.
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L
3.2.1. c'=2thn,‘f kisiti altinda ornek ortalamasi istatistiginin varyansinn
h=1

minimum yapilmasi

Bu alt boliimde, Chernyak(2001) tarafindan o©nerilen dogrusal olmayan maliyet
kisitlari ele alinmistir. Simiilasyon calismast yardimi ile bu dogrusal olmayan maliyet
kisitlar1 altinda, tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansi bulunarak, bu dogrusal olmayan maliyet kisitlarinin yapist ve
birbirlerine gore istiinlikkleri incelenmeye calisilmistir. Simiilasyon ¢alismasi
MATLAB programi kullanilarak yapilmigtir. Simiilasyon sonuc¢larinin alindigi
bilgisayar Pentium(R)4 CPU 2.60GHz., 248MB RAM ozelliklerine sahiptir.

L
Oncelikle, c¢'= Zthn,f’ dogrusal olmayan maliyet kisiti gz Oniine alinacaktir. ¢,
h=1

tabakadan tabakaya seyahat etmenin maliyet kisit1 iizerine etkisini yansitan sabit ve
a >0 olmak iizere; « ’ya bagh dogrusal olmayan maliyet kisitina iligkin simiilasyon
yapilarak, & nin hangi degerleri i¢in 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansinin daha
etkin oldugu incelenecektir. Bu maliyet kisiti yardimi ile varyans degerinin
bulunmasi icin 1000 tekrarli Monte Carlo simiilasyonu kullanilacaktir. Simiilasyon
calismasinda y18in capi( N ), yigindan segilecek drnek capi(n), biitge( ¢ ), tabakadan
tabakaya seyahat maliyeti(#,) ve «a baslangicta verilmistir. Belirlenen dogrusal
olmayan maliyet kisit1 altinda, ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum

yapilmasi icin kullanilacak model;

Model :
Min V (X)
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bicimindedir. Bu calismada, modelde tabaka varyanslarinin ve tabakalara
paylastirilacak 6rnek capinin 6nceden bilindigi varsayilmaktadir. Bununla birlikte
yigin cap1 biiylik oldugunda tabaka varyanslarinin ve yigindan secilecek Ornek
capinin belirlenmesi zordur. Bunun i¢in yigindan secilen bir pilot 6rnek yardim ile
tabaka  varyanslart  tahmin edilip, yigindan secilecek  O6rnek  capi

belirlenebilir[Cochran, 1977; Hansen ve ark., 1953; Yamane, 2001]. Model

kisitlarinda bulunan 7, <n, <k, kisitinda alt simir 7, =2 almmistir. Bunun nedeni

1 —\2 . o -
s; =—1 E (x,,—X,)" olmasi ve n, =1 durumunda s, nin belirsiz olmasidir. Ust
n, =14
J i=1

g

sinir i¢in ise h. tabakadaki ornek ¢apinin alabilecegi en biiyiik deger k, = N, olarak

verilmistir. Ayrica, bu ¢alismada tabakalardaki 6rnek capi i¢in tamsayr kisitina yer
verilmemigtir. Ciinkii tamsayr kisiim1 saglayacak o©rnek caplarinin bulunmasi
miimkiin ¢oziimlerin sayisini oldukc¢a azaltmaktadir. Amacimiz bu maliyet kisiti
altinda varyansi bulmak oldugundan miimkiin ¢oziimlerin sayisinin artirilmasi
hedeflenmis ve bulunan Ornek c¢aplar1 tamsayr degerlere yuvarlanmistir.
Tabakalardaki 6rnek caplarinin tamsay1 olmasi kisiti da modele eklenir ise, tamsayili
programlama teknigi ile ¢oziim yapilabilirfHamdy, 2000; Ravindran ve ark., 2006;
Winston, 2003].

Modelin ¢6ziimiinde, kisitli optimizasyon problemlerinde uygulanan yontemlerden

biri olan Kuhn-Tucker yontemi kullanilmistir.
Simiilasyon calismasi asagidaki adimlara gore yapilmstir.

Adim I: Tabaka caplarinin belirlenmesi i¢in Normal dagilimdan N birimlik say1
retilip, kullamilan Normal dagilimin ortalamasi1 ve ka¢ tabaka oldugu dikkate
alinarak belirlenen tabaka sinirlar1 cercevesinde tabaka caplar1 ve tabakalardaki
birimler elde edilmistir(Ornegin iki tabaka olmas1 durumunda ortalamanin iistiindeki
birimler bir tabakaya, ortalamanin altindaki birimler ise diger tabakaya atilarak

homojen tabakalar elde edilmistir).
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Adim 2: Belirlenen tabakadaki birimler yardimu ile tabaka varyanslart hesaplanmustir.

Adim 3: Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda olusturulan modelin
coziimleri yapilmig, Ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri ve CPU
time(Modelin ¢oziilme siiresi) degerleri elde edilmistir. Burada modelin ¢oziimii i¢in
gerekli olan baslangic noktasi, ornek capr igin belirlenen alt ve iist sinir arasinda

ortalama bir deger olarak secilmistir.

Adim 4: Adim 1-2-3 1000 defa tekrar edilmistir.

Adim 5: Sonucglarin genellenebilmesi icin 1000 tekrardaki varyans ve CPU time
degerlerinin ortalamasi alinarak, tabakalardan secilecek optimum o6rnek caplari,
ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri ve CPU time degerleri elde

edilmistir.

Simiilasyon c¢alismasi maliyetlerin farkli degerleri altinda yapilmistir. Simiilasyon
calismast yigimimizin iki, ii¢, dort ve bes tabakadan olugsmasi durumunda yapilmis,
sonuclar dort farkli tabaka sayis1 icin genellenebildiginden daha fazla tabaka sayisi

dikkate alinmamistir. Sonuglar Cizelge 3.1-Cizelge 3.10’da 6zetlenmistir.

Cizelge 3.1. L=2,N =500, n=100, ¢'=500, t, =1 ve t, =1 iken 6rnek ¢aplar1 ve
varyans degeri

a | n; no vV (f) cpu Kul. Biitce

0.2 | 50.5360 | 49.4640 | 1.1722 | 92.9531 | 4.37

0.4 | 50.0070 | 49.9930 | 1.1655 | 95.9688 | 9.5635
0.5 | 49.8990 | 50.1010 | 1.1550 | 95.8750 | 14.1421
0.6 | 49.6110 | 50.3890 | 1.1717 | 97.9063 | 20.9126
0.8 | 50.1080 | 49.8920 | 1.1693 | 96.3906 | 45.7304
1 149.5870 | 50.4130 | 1.1702 | 96.8281 | 100

1.2 1 50.1640 | 49.8360 | 1.1639 | 96.9531 | 218.6727
1.5 | 39.5730 | 39.7700 | 1.5468 | 100.4844 | 499.7455
1.8 1 21.5240 | 21.4240 | 3.1170 | 102.3438 | 499.4304
2 | 15.8030 | 15.8290 | 4.3036 | 105.1719 | 500.2921
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Cizelge 3.2. L=2, N=500, n=100, ¢'=1000, ¢, =1 ve t, =50 iken 6rnek ¢aplar1
ve varyans degeri

a | n ny \% ()_c) cpu Kul. Biitce
0.2 ] 50.0610 | 49.9390 | 1.1614 | 89.8594 | 111.4968
0.4 ]149.5180 | 50.4820 | 1.1613 | 96.4531 | 244.7707
0.5 | 49.6980 | 50.3020 | 1.1612 | 96.8281 | 361.6692
0.6 | 49.7520 | 50.2480 | 1.1749 | 95.8438 | 534.7994
0.8 | 59.0030 | 40.9970 | 1.2171 | 108.6406 | 1001.5

1 |82 18 2.1600 | 110.0313 | 982

1.2 1 63.6700 | 10.8040 | 3.7567 | 114.5313 | 1015.6
1.5]31.1870 | 6.4550 | 6.4354 | 112.2500 | 994.1658
1.8 | 18.9660 | 4.9710 |9.3899 |99.7813 | 1096.2

2 | 14.6070 | 4.0000 | 11.3667 | 111.6875 | 1013.4

Cizelge 3.3. L=2, N=500, n=100, ¢'=1000, ¢, =50 ve ¢, =1 iken 6rnek caplar1
ve varyans degeri

a | n; n vV (f) cpu Kul. Biitce
0.2 1 49.8250 | 50.1750 | 1.1589 |97.4375 | 111.4478
0.4 | 49.8430 | 50.1570 | 1.1596 | 97.5063 | 243.5753
0.5]49.6890 | 50.3110 | 1.1506 | 95.8594 | 359.5451
0.6 | 50.1520 | 49.8480 | 1.1841 | 98.0938 | 534.2101
0.8 |41 59 1.2290 |91.8594 | 1001.5

1 18 82 2.1495 | 100.0938 | 982

1.2 ] 10.8620 | 62.4520 | 3.7328 | 115.6094 | 1017.9
1.5 ] 6.4800 | 31.0070 | 6.4962 | 111.7656 | 997.4285
1.8 | 4.9830 | 18.8210|9.4416 | 108.9531 | 1097.4

2 14.0000 |14.6720 | 11.1062 | 113.2813 | 1015.3

Cizelge 3.4. L=2, N=500, n=100, ¢'=1500, ¢, =25 ve t,=35 iken Ornek

caplar1 ve varyans degeri

a | n; ny V(%) cpu Kul. Biitce
0.2 1 49.9840 | 50.0160 | 1.1598 | 98.3750 | 131.2048
0.4 | 49.8050 | 50.1950 | 1.7221 | 96.6094 | 286.9798
0.5 | 50.2780 | 49.7220 | 1.1524 | 97.2188 | 424.0659
0.6 | 49.9690 | 50.0310 | 1.1578 | 97.1406 | 627.4226
0.8 | 49.9660 | 50.0340 | 1.1673 | 99.0313 | 1372

1 273100 | 23.3600 | 2.6264 | 97.5469 | 1500.3
1.2 1 15.8650 | 13.6870 | 4.6423 | 102.9844 | 1497.8
1.519.2180 |8.0180 |8.1469 | 103.7344 | 1494.3
1.8 16.3060 | 5.8290 | 11.8392 | 107.7813 | 1523.7

2 [5.1840 |4.9390 | 14.3361 | 111.9219 | 1525.6
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Cizelge 3.5. L=3, N =10000, n=500, ¢'=550, t,=1, t, =1 ve t, =1 iken 6rnek
caplar1 ve varyans degeri

a | ng n> nz Vv (y) cpu Kul. Biitce
0.2 | 186.6570 | 126.9600 | 186.3600 | 13.9029 | 101.5469 | 8.3255
0.4 | 186.6550 | 126.7820 | 186.5790 | 13.8988 | 102.4531 | 23.1339
0.5 | 186.2860 | 126.9890 | 186.7600 | 13.8790 | 102.0469 | 38.5836
0.6 | 186.1960 | 126.8870 | 186.9200 | 19.8953 | 101.4688 | 64.3637
0.8 | 186.3820 | 127.0230 | 186.6150 | 13.8931 | 101.5156 | 179.2967
1 186.7010 | 126.9830 | 186.3440 | 13.8871 | 101.2656 | 500

1.2 | 85.0070 | 59.9170 | 85.2400 |31.1245 | 101.5781 | 549.9351
1.5 | 35.1960 | 25.8940 | 35.2450 | 75.4666 | 90.7969 | 549.8099
1.8 | 19.6050 | 14.9500 | 19.5590 | 135.7870 | 92.9219 | 553.1549
2 | 14.5990 | 11.0490 | 14.6290 | 181.5751 | 86.2926 | 549.2188

Cizelge 3.6. L=3, N =10000, n=500, ¢'=5000, t, =15, t,

ornek caplar1 ve varyans degeri

=175 ve t, =50 iken

a | n; 1> nz V(x) cpu Kul. Biitce
0.2 | 186.6190 | 126.9420 | 186.4450 | 13.9025 | 102.1406 | 382.5427
0.4 | 186.6100 | 126.7870 | 186.5850 | 13.9005 | 102.5781 | 1046.7
0.5 | 186.6980 | 127.0310 | 186.2950 | 13.8839 | 101.1094 | 1732.7
0.6 | 187.0180 | 126.8370 | 186.1330 | 13.9213 | 99.0313 | 2867.5
0.8 | 206.8670 | 55.0120 | 105.6990 | 24.4340 | 127.6250 | 5000

1 76.6920 | 23.3480 | 41.9550 | 57.0902 | 111.6719 | 4999.2
1.2 1 39.1050 | 13.1170 | 22.6580 | 106.0764 | 100.2188 | 4981.9
1.51]19.7190 | 7.8280 12.0090 | 197.4143 | 96.8125 | 5036.9
1.8 | 12.1910 | 5.0000 8.0000 299.1435 | 101.8125 | 4822.1

2 199570 4.0360 6.5920 368.2604 | 115.8750 | 4881.3

Cizelge 3.7. L=4, N=10000, n=2000, ¢'=1000, ¢ =1,
iken ornek caplar1 ve varyans degeri

=1, ;=1 ve t,=1

a n; n n; ny 1%4 ()_C) cpu Kul. Biitge
0.2 | 733.8060 266.0760 266.5110 733.5850 1.8031 102.4844 13.5948
0.4 | 731.7840 266.5420 266.5630 735.1060 1.8038 101.9844 46.6798
0.5 | 731.4390 266.3930 267.3550 734.8250 1.8010 101.1094 86.8253
0.6 | 729.6830 267.1610 266.8520 736.2820 1.8019 101.7500 161.8738
0.8 | 732.2990 266.2620 267.1280 734.3090 1.8020 102.3125 566.4926
1 326.2420 174.9420 174.9820 323.8370 3.9604 110.8506 1000

1.2 | 125.8850 71.6550 71.7770 126.0640 10.8408 129.9375 999

1.5 | 48.6320 29.6350 29.5750 48.5860 28.2296 130 999.9700
1.8 | 25.6830 16.4710 16.5200 25.6880 52.9235 88.5469 1000.1

2 18.7340 12.1610 12.1940 18.6870 72.4894 77.9688 996.7503
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Cizelge 3.8. L=4, N=10000, n=2000, ¢'=10000, t,=75, t, =80, t;, =65 ve

t, =90 iken Ornek caplar1 ve varyans degeri

a n; n n; ny Vv (f) cpu Kul. Biitce
0.2 | 729.6830 267.1610 266.8520 736.2820 1.8019 100.4688 1060.6
0.4 | 730.9580 266.3950 266.2990 736.3470 1.8004 103.0938 3664.5
0.5 | 730.9740 267.8410 266.0630 735.1490 1.7980 71.4688 6837.5
0.6 | 446.2670 205.4630 235.7800 427.0220 2.9008 110.0625 10000
0.8 | 104.6610 50.5290 56.8550 94.0590 14.1526 119.8281 10000
1 42.2540 22.0260 24.4390 38.6600 34.8281 108.4063 9999.1
1.2 | 23.0860 12.8330 13.9980 21.2120 62.8693 112.8750 10013
1.5 | 12.5360 7.2910 8.0020 11.7470 113.3536 76.5469 9998.7
1.8 | 8.0770 5.0000 5.8820 7.9880 168.2109 110.2031 10039
2 6.9960 4.0220 4.9930 6.0460 205.1584 115.2340 9875.2

Cizelge 3.9. L=5, N =12000, n=3000, ¢'=10000, t, =1, t, =1, t;, =1, t, =1 ve
t, =1 iken Ornek caplari ve varyans degeri

a n; n; n; ny ns \% (f) cpu Kul.
Biitce
0.2 | 801.5010 | 237.8610 | 459.4280 | 700.8340 | 800.3640 | 1.6377 | 131.65 | 17.7190
0.4 | 801.4750 | 237.8600 | 458.1820 | 699.2720 | 803.1790 | 1.6393 | 131.51 | 63.2830
0.5 | 802.1250 | 237.9650 | 458.2470 | 702.0720 | 799.5770 | 1.6358 | 132.37 | 119.9281
0.6 | 801.2420 | 237.8470 | 458.6550 | 701.6660 | 800.6120 | 1.6372 | 132.59 | 227.6496
0.8 | 801.0610 | 238.0080 | 458.4530 | 702.4570 | 800.0170 | 1.6362 | 132.21 | 824.0974
1 800.0780 | 237.7700 | 459.7510 | 702.5150 | 799.9050 | 1.6368 | 131.20 | 3000
1.2 | 711.5900 | 222.9270 | 495.8220 | 641.3680 | 710.0050 | 1.8195 | 187.25 | 9995.1
1.5 | 192.6820 | 73.3810 142.7350 | 177.0750 | 190.7250 | 8.3048 | 169.95 | 9998.8
1.8 | 800.2560 | 34.1920 61.8680 75.4000 80.0950 20.3579 | 141.73 | 9998.5
2 51.8850 23.3880 40.7330 49.0580 51.9010 31.600 | 123.64 | 9998.6
Cizelge 3.10. L=5, N=12000, n=3000, c¢'=25000, ¢, =40, t,=50, t,=30,
t, =45 ve t; =60 iken Ornek caplar1 ve varyans degeri
a n; n n; ny ns Vv ()_c) cpu Kul.
Biitce
0.2 | 802.4740 | 237.8370 | 458.0980 | 700.8240 | 800.7540 | 1.6362 132.57 | 799.24
0.4 | 799.3910 | 238.0600 | 458.7630 | 701.2130 | 802.6050 | 1.6374 131.06 | 2863.8
0.5 | 799.5520 | 238.0970 | 460.4520 | 701.9960 | 799.8810 | 1.6339 131.71 | 5435.5
0.6 | 798.3360 | 237.7940 | 459.7900 | 702.3600 | 801.7030 | 1.6366 132.56 | 10337
0.8 | 505.4980 | 119.9420 | 404.8550 | 435.3870 | 411.7380 | 3.0669 184.54 | 25002
1 150.5730 | 40.9310 | 121.1050 | 131.3670 | 123.0760 | 11.6829 142.54 | 24999
1.2 | 66.5880 20.3390 | 54.4390 | 58.4370 | 55.3340 | 26.7940 160.92 | 24999
1.5 | 29.2660 10.1640 | 24.4630 | 26.0180 | 24.8050 | 60.5490 140.07 | 24967
1.8 | 16.8570 6.8200 14.3020 | 15.0540 | 14.5710 103.5917 | 111.06 | 25033
2 12.8550 5.0580 10.9990 | 11.7030 | 11.0190 135.4833 | 99.59 24967
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Simiilasyon caligmasindan elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi & >0 olmak
tizere Cizelge 3.1 icin yapilacak genellemeler diger Cizelgeler i¢in de gecerlidir. &
degeri biiyiidiikce elde edilen miimkiin ¢oziimlerin sayist azalmaktadir. Arastirma
icin ayrilan biitce ¢ok fazla degilken, & 'nin biiylik durumlar1 ¢oziim vermemektedir.
« biiyiik iken miimkiin ¢oziim elde etmek i¢cin maliyet kisitinin sag taraf sabiti yani
arastirma i¢in ayrilan biitce arttirilmalidir. Bununla birlikte, maliyet kisitinin sag
taraf sabitinin arttirilmas1 gergek hayattaki uygulamalarda her zaman olanakli
degildir. « biiylidiikkge ¢ogunlukla, tabakalardan secilen ornek c¢aplari toplaminin,
yigindan secilen ©rnek capina esit olmasi k1s1t1(inh =n) ya da biitce kisiti
h=1
saglanmamaktadir. Cizelgelerde kisitlarin saglanmadig: ¢oziimler italik olarak ifade
edilmistir. Cizelgelerden goriildiigii gibi miimkiin ¢oziimleri saglayan ¢ degerleri
icinde en etkin olam1 @ =0.5"dir. & =0.5 iken, tabakalara seyahat maliyeti ne olursa
olsun, miimkiin ¢oziimler icinde Ornek ortalamasi istatistiginin varyansi en kiigiik
olarak elde edilir. Ayrica, miimkiin ¢6ziimii veren & degerleri biiyiidiikce arastirma

icin ayrilan biit¢enin kullanilan kismi da artmaktadir.

L L
32.2. ¢'=)tIn@m,) ve c¢'=)>tn’ ksitlann altinda ornek ortalamasi
h=1 h=1

istatistiginin varyanslarinin karsilastirilmasi

L L
Bu alt boliimde, ¢'= ZIhln(nh) ve ¢'= Zthn,f’ dogrusal olmayan maliyet kisitlar
h=1 h=1

g6z Oniine alinarak olusturulan modellerde; hangi maliyet kisitinin, 6rnek ortalamasi
istatistiginin varyansini nasil etkiledigi, arastirma i¢in ayrilan biit¢cenin ne kadarinin
kullanildig1 ve problemlerin ¢oziilme siireleri incelenmistir. Bu arastirma i¢in 1000
tekrarli Monte Carlo simiilasyonu kullanilmistir. Simiilasyon calismasinda yigin
cap1( N ), yigindan secilecek drnek capi(n), biitge( ¢ ), tabakadan tabakaya seyahat

maliyeti(#,) ve « baslangicta verilmistir. Belirlenen dogrusal olmayan maliyet

kisitlart altinda, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum yapilmasi i¢in

kullanilacak modeller asagidaki gibidir.
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Model 1 Model 2
MinV (f)1 Min'V (E)2
L L
Znh =n Znh =n
h=1 h=1
L : L )
> tIn(n,)<c dnf<c
h=1 h=1
r,<n, <k, h=1...,L r,<n,<k, h=1...,L

Simiilasyon ¢alismasinda, tabaka varyanslarinin ve tabakalara paylastirilacak ornek
capimin  Onceden bilindigi varsayilmaktadir. Modellerin ¢oziimiinde, kisith
optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilan yontemlerden biri olan Kuhn-

Tucker yonteminden yararlanilmistir.

Simiilasyon calismasinin adimlar1 alt boliim 3.2.1°dekine benzer bicimde
gerceklestirilmistir. Alt boliim 3.2.1°den farkli olarak simiilasyon calismasinin
tictincli adiminda, iki farkli dogrusal olmayan maliyet kisit1 altinda olusturulan
Model 1 ve Model 2’nin ¢oziimleri yapilmis, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans
degerleri ve modellerin ¢oziilme siireleri(CPU time degerleri) elde edilmistir. Burada
modellerin ¢oziimii icin gerekli olan baslangi¢ noktasi, her tabakadan secilecek 6rnek

cap1 n, i¢in belirlenen alt ve iist sinir arasinda ortalama bir deger olarak secilmistir.

Simiilasyon calismasi, tabakalara seyahat maliyetlerinin farkli degerleri altinda
yapilmistir. Simiilasyon ¢alismasi y1ginimizin iki, ii¢, dort ve bes tabakadan olusmasi
durumunda yapilmis, sonuclar dort farkli tabaka sayisi icin genellenebildiginden
daha fazla tabaka sayis1 dikkate alinmamustir. Sonuglar Cizelge 3.11-Cizelge 3.20°de
Ozetlenmistir. Cizelgelerde yer alan n, goOsterimi, i. modelden elde edilen h.
tabakadan secilmesi gereken ornek capini ve i. Kul. Biit¢e ise i. modelle ¢oziim

yapildiginda, arastirma icin ayrilan biitcenin ne kadarmin kullamildigimi ifade

etmektedir.
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Simiilasyon calismasindan elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi Cizelge 3.11 icin
L
yapilacak genellemeler diger Cizelgeler icin de gecerlidir. c':Zthn,f’ kisitinin
h=1
kullanildigr Model 2 i¢in alt boliim 3.2.1°de yapilan simiilasyon calismasindan elde
edilen sonuglar bu boliimde de gecerlidir. Cizelgelerden goriildiigii gibi Model 2 icin
miimkiin ¢oziimleri saglayan « degerleri icinde en etkin olam «a =0.5"dir.
L
c'= Zthln(nh) kisitinin kullanildigi Model 1, ¢6ziim olan & degerleri icin Model 2
h=1
ile ayn1 sonuglar1 vermektedir. Ayrica, 1. maliyet kisit1 altinda olusturulan Model 1,
2. maliyet kisit1 altinda olusturulan Model 2 ile miimkiin olmayan ¢6ziimleri de
saglamaktadir. & ’nin kii¢iik oldugu durumlar i¢in 2. maliyet kisit1 biitgenin daha
azim1  kullanmakla birlikte, ¢« biiylidilkce 2. maliyet kisiti neredeyse
saglanmamaktadir. 1.maliyet kisiti ise, tabakalara seyahat maliyetinden
etkilenmemekte ve biitge kisitin1 saglayarak, arastirma i¢in ayrilan biitcenin ¢ok azini
kullanmaktadir. Ayrica, Model 1 kullanildiginda elde edilen ¢oziimler, Model 2
kullanildigi duruma gore daha kisa siirede tamamlanmaktadir. Kuhn-Tucker
algoritmasi ile 1. maliyet kisiti kullanildiginda, 2. maliyet kisitina gore daha fazla
miimkiin ¢oziim elde edildigi, aragtirma i¢in ayrilan biitcenin daha azi kullanildig1 ve
coziimler daha kisa siirede elde edildigi icin ornek ortalamasi istatistiginin varyansi

L
minimum yapilirken c¢'= Zthln(nh) kisitinin kullanilmas1 daha avantajli olacaktir.
h=1

L
Ciinkil bu kisit, & ’ya bagh degildir ve tabakalara seyahat maliyetinden ¢'= Zthn,f’
h=1
kisiti kadar etkilenmemektedir. Cizelgelerden goriildiigi gibi, miimkiin ¢oziimii
L L
saglayan o degerleri i¢in, c¢'= Zthln(nh) ve ¢'= Zthn,f’ maliyet kisitlar1 altinda
h=1 h=1
olusturulan Model 1 ve Model 2’den elde edilen ¢oziimler biiyiik cogunlukla aynidir.
Simiilasyon ¢alismasi boyunca, sadece Cizelge 3.12 ve Cizelge 3.13’de a=1 iken iki
Modelden elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri farkl

bulunmustur. Bu durumun neden boyle oldugu Ornek 3.2°de gosterilecektir.



65

3.2. Ornek

Yi1gmimiz iki tabakadan olugsun. 1. tabakada 11, 2.tabakada 9 birim oldugunu ve
yapilan bir pilot calismayla 1.tabakanin varyansinin 81659, 2. tabakanin varyansinin

60942 olarak tahmin edildigini varsayalim. 1. ve 2. tabakaya seyahat maliyetleri

L
ITL., arastirma i¢in ayrilan biitce 10TL. iken 5 capli Ornegi c':Zthln(nh) ve

h=1
L
c'= ZIhn,f’ maliyet kisitlar1 altinda tabakalara paylastiralim( @ =1 olsun ve ¢oziimii
h=1

Kuhn-Tucker algoritmasiyla gerceklestirelim).
Coziim

N=20, N,=11, N,=9, n=5, ¢'=10, t,=t,=1, s/ =81659, s; =60942 ve

o =1 olmak iizere drnek ortalamasi istatistiginin varyansi asagidaki gibi yazilabilir.

1 & N, —n s> 1 |&Ns? &
V(Y) - N2 h hZh __— hh N Sf
Nth::‘ "N, N? ,Z‘ n, ,Z‘ he

h h

sabit

V(x)= 5

2 2
(1) 2 [11 (81659) , 9 (60942)—sabit}

n n,

24701.8475 N 12340.755

n n,

sabit

V(x)=

L
Model 1 : c'=2thln(nh) kisit1 altinda 6rnek ortalamas: istatistiginin varyansinin
h=1

minimum yapilmasi.

24701.8475 12340.755

n, n,

max(V (X)) = max {— + sabit}

n+n,=5 = n+n,=5



IxIn(n,) +1xIn(n,) <10 = ln(nl)+ln(n2)+s12=10
n <11 = n+s, =11

2 _
n,<9 = n,+s, =9

Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

24701.8475 12340.755
n, n,

— A, (n(n,) +In(n,) +s; —10)— A, (n, + s> —11)

— A, (n, +5;-9)

L(n,,n,,A,s)=— +sabit— A, (n, +n, —5)

oL 24701.8475
oL 2T g
on,

n n

oL :1234(2.755_/11_£_/14:0
on, n, 2
g—fi:nl+n2—5=0

g%:mmg+mmg+ﬁ—m=o

g%:m+g—n:0

oL )
—=n,+s5;,—-9=0
824 2 3

gﬁz@mmm+mmg4m:o

S
oL

= ~1)=
ds, Alm=1h=0

Qﬁzam%—%zo

S3

A, serbest, 4,, 4,, 4,20
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Kuhn-Tucker algoritmasinda miimkiin ¢6ziimler aranirken Lagrange carpanlari

A.’lerin farkli degerleri incelenir.
*A#0, 4, =4,=4,=0 olsun.

24701.8475 157.168214
——— A4=0 =Sn=—"7p—

g VA
12340.755 111.0889508
————4=0 =>n,=——"

" N
157.168214  111.0889508
+ =5
VA VA

JA =53.65143297 = 1, =2878.47

n+n,=5

n, =2.929431803 =3
n, =2.070568197 = 2

Buradan, problemin miimkiin ¢6ziimii

(2.929431803 = 3; 2.070568197 = 2; 2878.47; 0; 0; 0)

olarak elde edilir.

L
Model 2 : c':Zthn,f’ kisiti altinda Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin
h=1

minimum yapilmasi(a =1).

24701.8475 12340.755

n, n,

max(V (X)) = max {— + sabit}

n+n,=5 = n+n,=5

1><n11+1><n§310 = nl+n2+s12:10
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n <11 = n+s, =11

2 _
n,<9 = n,+s, =9

Lagrange fonksiyonu asagidaki gibi yazilir.

24701.8475 12340.755
n, n,

— A (n +n,+s7 —10)— A, (n, +s5 —11)

— A, (n, +5;-9)

L(n,,n,,A,s)=— +sabit— A, (n, +n, —5)

oL  24701.8475

oM j-2-4=0
;an :1234’11(22.755_/11_/12_14:0
g_i:nl+n2—5:o

oL

— 2 —
=n+n,+s; —10=0

o,

;—Z=n1+s§—11=0

—=n,+s5;,—-9=0
824 2 3

a—L=/12(nl+nz—10):0
os,

oL -11=0
os,

oL
5= A =9)=0

S3

A, serbest, 4,, 4,, 4,20

Kuhn-Tucker algoritmasinda miimkiin ¢oziimler aranirken Lagrange carpanlari

A ’lerin farkli degerleri incelenir.
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*A#0, 4, =4, =4,=0 olsun.

24701.8475 157.168214
——— A4=0 =Sn=—"7F—

g VA
12340.755 111.0889508
———=4=0 =>n,=—

" N
157.168214  111.0889508
+ =5
VA VA

JA =53.65143297 = 4 =2878.47

n+n,=5

n, =2.929431803=3

n, =2.070568197 = 2

Buradan, problemin miimkiin ¢oziimii

(2.929431803 = 3; 2.070568197 = 2; 2878.47; 0; 0; 0)

olarak elde edilir.

Goriildiigii gibi, her iki modelde de ayn1 sonuclar elde edilmistir. Bunun nedeni, her
iki modelde de maliyet kisitlarina karsi gelen Lagrange carpani A, ’nin sifir
olmasidir. Maliyet kisitlarina kars1 gelen 4, =0 oldugu durumlarda Kuhn-Tucker

algoritmasi ile her iki maliyet kisit1 kullanilarak ayn1 miimkiin ¢oziimler elde edilir.
Bununla birlikte, miimkiin ¢6ziimii saglayan Lagrange carpanlarinda, maliyet
kisitlarina kars1 gelen carpan A,, sifirdan farkli oldugunda her iki modelden elde
edilecek c¢oziimler birbirinden farkli olacaktir. Bu durum Cizelge 3.12°nin 6. ve

Cizelge 3.13’lin 6. satirlarinda o =1 iken goziikmektedir. Ayrica, A, , sifirdan farkli

oldugunda elde edilen ¢dziimlerde V (x), <V (x), oldugu gozlenmistir.
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3.3. Geometrik Programlama

Dogrusal olmayan programlama problemlerinin ¢o6ziimii i¢in  gelistirilen
yontemlerden birisi de geometrik programlamadir. Bu yontem, Duffin, Peterson ve
Zener tarafindan 1967°de gelistirilmistir ve geometrik-aritmetik ortalama
esitsizligine dayanmaktadir. Geometrik programlama, ele alinan problemde degisken
sayis1 fazla iken, problemin dualini goz Oniine alarak ¢cozme temeline dayanmaktadir.
Boylece, ¢oziim icin géz Oniine alinan degisken sayis1 azalacak, bu ise hesaplama
kolaylig1 getirecektir. Ele alinan optimizasyon problemi, geometrik programlama
yardimiyla ¢oziilirken, normalite ve ortogonaliteye iligkin gerek sartlar1 saglayan
dual degiskenler elde edilir. Geometrik programlama kisitli ve kisitsiz olmak iizere
iki gruba ayrilmakla beraber, kisith geometrik programlama yontemi, ele alinan
problemi belli doniisiimler altinda kisitsiz geometrik programlama problemine
doniistiirerek ¢ozmektedir. Tabakal1 tesadiifi orneklemede dogrusal olmayan maliyet
kisit1 altinda o6rnek capinin tabakalara paylastirilmasi problemi, kisitli geometrik

programlama yapisina uymaktadir.

Kisith geometrik programlama yontemi, f;’ler posinomial(posynomial), g, ’ler
monomial fonksiyonlar ve x, ’ler pozitif degiskenler olmak tizere Es. 3.19’da verilen

optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde kullanilmaktadir[Boyd ve ark., 2007].

min f,(x)
f;('x)S19 l:L 2’ ---7m (319)
g (x)=1, i=12,.,p

Burada, p esitlik kisitlarinin sayisi, m esitsizlik kisitlarinin sayist ve n ise

degisken sayisidir. Es. 3.19°da verilen optimizasyon problemi standart formda
geometrik programlama problemi olarak adlandirilir. Standart geometrik
programlama probleminde, amag¢ fonksiyonu minimum ve posinomial formda olmak
zorundadir. Ayrica, esitlik kisitlart monomial ve 1’e esit, esitsizlik kisitlar1 ise

posinomial formda ve 1’e esit ya da kii¢iik olmak zorundadir.
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3.3.1. Monomial ve posinomial fonksiyon

X, X,, ...,x , n tane pozitif degiskeni ifade etmek iizere, x=(x, x,, ..., X,)

s Mo

x, ’lerin vektorii olsun. x ’in fonksiyonu olan f Es. 3.20’deki formda ise;
f)=cx"x2?.x", ¢>0veaqeR (3.20)

bu f fonksiyonu monomial olarak adlandirilir[Boyd ve ark., 2007]. Burada, ¢

sabiti monomial fonksiyonun katsayisi, a,,a,,...,a, ise monomial fonksiyonun iisleri
olarak adlandirilir. Ornegin, 2.3x7x;""” fonksiyonu, katsayist 2.3 ve x,’in iissii 2,

x, ’nin iissii -0.15 olan iki degiskenli monomial bir fonksiyondur.

Her pozitif sabit ve her pozitif degisken monomialdir. Monomial fonksiyonlar,
carpmaya ve bolmeye gore kapalilk oOzelligine sahiptir. Ornegin, f ve g
fonksiyonlar monomial fonksiyonlar ise fg ve f/g fonksiyonlari da monomialdir.
Monomial bir fonksiyonun herhangi bir dereceden kuvveti alindiginda elde edilen

fonksiyon yine monomial bir fonksiyondur. Ornegin, f(x)=cxx{...x" fonksiyonu

(¢>0 ve a,€ R) monomial bir fonksiyon olmak iizere;

/4
Y — a4 4.4 ay — AV T TV yay
f(x) —(cxl X2 X, ) =X Xy 7

n

fonksiyonu da monomialdir. Geometrik programlamada kullanilan monomial terimi,
cebirde kullamilan standart tanimdan farklidir. Cebirde, Es. 3.20’de verilen

fonksiyonun monomial bir fonksiyon olmasi i¢in degiskenlerin iisleri g, ’ler pozitif

tamsayr olmak zorundadir ve ¢ katsayis1 1°dir. Bununla birlikte, geometrik
programlamada kullanilan monomial fonksiyon taniminda ise, ¢ katsayisi herhangi
pozitif bir say1 ve degiskenlerin iisleri ise pozitif ya da negatif kesirli sayilar1 da

kapsayan herhangi bir reel sayi1 olabilir.
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Bir veya daha fazla( K tane) monomial fonksiyonun toplami, K terimli posinomial

fonksiyon olarak adlandirilir ve asagidaki formda ifade edilir.
K

f)=> camx . xi, ¢, >0 vea,eR (3.21)
k=1

Her monomial fonksiyon, posinomial bir fonksiyondur. Es. 3.21°deki posinomial
fonksiyonlar, toplamaya, carpmaya ve pozitif Olceklendirmeye gore kapalilik
ozelligine sahiptir. Posinomial fonksiyonlar, monomial fonksiyonlara boliinebilir ve

elde edilen yeni fonksiyon yine bir posinomial fonksiyondur. f posinomial
fonksiyon, g monomial fonksiyon olmak iizere; f/g posinomial bir fonksiyondur.

y pozitif tamsay1 ve f posinomial fonksiyon ise, f7 posinomial bir fonksiyondur.
Aym sekilde y pozitif tamsay1 ve f posinomial fonksiyon ise, ¥ f ’de posinomial

bir fonksiyondur.

Ornegin, x, y ve z pozitif degiskenler olmak iizere;

2x, 023, 2zx/y. 3x*y°'%

fonksiyonlart monomial fonksiyonlardir. Her monomial fonksiyon aym1 zamanda

posinomial oldugundan, bu fonksiyonlarin hepsi posinomialdir.
0.23+x/y, 2(+xy)’, 2x+3y+2z

Fonksiyonlar1 posinomialdir fakat monomial degildir.

~1.1, 2(1+xy)*', 2x+3y-2z, x*+tanx

Fonksiyonlar1 posinomial degildir. Bundan dolayr monomial degildir.
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3.3.2. Kisitsiz geometrik programlama

Kisitsiz geometrik programlamada, amag¢ fonksiyonu asagidaki gibi monomial

fonksiyonlarin toplamindan olusan posinomial bir fonksiyon olarak tanimlanir.
N

2=f0)=2.U,
j=1

Burada,

z=f(x) =chfle"

olarak verilir. Her bir U, terimi monomial bir fonksiyondur. Monomial fonksiyonun
tanimindan ¢, >0 ve a, € R’dir. Ayrica N, U i terimlerinin sayis1 sonlu kabul

edilir.

Geometrik programlama problemlerinde, posinomial olarak tanimlanan f(x)
fonksiyonunun minimizasyonu ele alinir. Ele alinan problemin ilk hali primal olarak
isimlendirilir. x, degiskenleri kesinlikle pozitif degiskenler olarak tanimlanir ve
X, <0 durumu ise miimkiin olmayan bir ¢oziimii gosterir. x, # 0 olmas1 sonuglarin

tiretilmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

z=f(x) amag¢ fonksiyonunun birinci kismi tiirevleri minimum noktada sifir

olacagindan, amac fonksiyonun degiskenlere gore tiirevleri alinarak minimum nokta

elde edilir. Amag fonksiyonu;
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N n
7= f(x)= Z U, ve U= ch x” olarak tamimlandigindan;
i=1

i=1

2= f@ =20, = e [

j=1  i=l

olarak elde edilir. Amag¢ fonksiyonunun x, degiskenine gore kismi tiirevi alinirsa;

dz LoU, & - |
—=>—L=>"c,a,(x)" []x" =0 k=1,2,..,n x>0
axk j=1 a.xk j=1 ’ A i#k
N N N
aZ _ akj—l a; akj ay; a; akj L a; 0
3 =2 cjay(x)" [ =2, )" [ [ =2~ [ [ 5" =
X A i#k = Xk ik =t X isl
\q/_—/
Uj

0z N4y
—=>—2U;=0 k=12 ..,n

ox, T X

olarak elde edilir. Elde edilen son esitlik ortogonalite sartinin bulunmasinda
kullamilir. z°, z amag fonksiyonunun minimum degeri olsun. z posinomial ve z

amag fonksiyonunun minimum noktalar1 x, >0 oldugundan amag fonksiyonunun

minimum degeri z >0 olur.

yj. terimini, j. terim U, nin amag fonksiyonunun optimum degeri 7 ’a goreli

katkis1 olarak tanimlarsak,
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olur. Yukaridaki gerek sartlar;

N

Zakjyj.zo k=12, 7]

j=1

N * *®

]Z_l:yjzl y; >0 tim j 'ler igin

olarak yazilabilir. Bu sartlar sirayla ortogonalite ve normalite sartlar1 olarak

adlandirtlir. Degisken sayist n ve U, terimlerinin sayist N olmak iizere;

(n+1)=N ise, y: degeri tek olarak belirlenir. Ancak N > (n+1) oldugunda y: "larin

tek olmamasi nedeniyle problem daha kompleks bir hal alir. Yukaridaki

denklemlerden yj.’larm tek olarak elde edildigini varsayalim. Bu degerleri

kullanarak 7" ve x; (i=1,2, ..., n) degerleri asagidaki gibi elde edilir.

Geometrik-aritmetik ortalama esitsizligi kullanilarak,

N n N C_/'Hxialj . N
Z=f(x)=zcjnxf’f =Zyj —= y;>0 ve Zyjzl

=1 i=1 j=1 Y j=1

olmak iizere;

N cfoiaii N (¢, % N n .
feo=]]}—5— =H[ ] (H j
J=1 - -

j i
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N
elde edilir. Ortogonalite sarti z a; yj =0 oldugundan yukaridaki esitsizlik

Jj=1
]};

Yj
o Tl ¢
olarak elde edilir. v(y;) = H( . J olarak kabul edilirse;

c

j
*
Yj

fx) zH(

=Y

N no . N (o)
f@=2 ] 2vop=T]| =
j=1 =l =\ Y;
-
primal dual

elde edilen esitsizlige primal-dual esitsizligi denir ve literatiirde zayif dualite teoremi
olarak bilinir. Giiclii dualite teoremi ise yukaridaki esitsizligin esitlik olarak
saglanmasini kapsamaktadir. Geometrik programlamada, problemlerin ¢oziimii i¢in
geometrik-aritmetik ortalama esitsizliginden elde edilen gii¢lii dualite teoremi goz
Oniine alinmaktadir[http://www.engineering.uiowa.edu./~dbricker/Stacks_pdf2/

Constrained_GP.pdf, 2008]. Buradan;

by
N n o . N C.
f(x)=20jnxi” :V(yj):H :
j=1 i=l =\ Y
\ —
primal dual
. el e g
Z=f=[] =2
=Y

olarak elde edilir. Ortogonalite ve normalite sartlar1 da goz oniine alinarak yukaridaki

denklemin ¢6ziimiinden, ©nce y; degerleri, sonra bulunan yj. degerleri yerine

yazilarak 7z degeri bulunur. Amag¢ fonksiyonunun minimum degeri z ve U ;
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terimlerinin amag¢ fonksiyonu iizerine goreli katkilarini ifade eden yj arasmdaki

iliski kullanilarak, amag fonksiyonunu minimum yapan x, degerleri asagidaki gibi

elde edilir.

U =yz

J J

n

ENC * %

Up=c,] [0 =}z
i=1

Kisaca 6zetleyecek olursak; asagidaki formda olan primal bir model

n

N
min(z):minf(x):min(ch x.""’j ¢;>0, ;>0 ve a;eR

1
j=1  i=1

geometrik-aritmetik ortalama esitsizligi yardimi ile elde edilen giiclii dualite teoremi

kullanilarak duali alinip asagidaki modele doniistiiriiliir.

max(v(yj)) = max I]l[(ci j

j=1 yj
N *
Kisitlar Z y; =1
j=l
ul *
z a;y; = 0
j=1
y; >0

Dual problemin ¢oziimiinden elde edilen y, optimum degerleri, U=y z

doniisiimii ile primal modelin optimum degerlerine esit olur.
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3.3.3. Kisith geometrik programlama

Kisitli geometrik programlama problemi kendi arasinda, kisitlar esitsizlik halinde ve
kisitlar hem esitsizlik hem de esitlik halinde olmak iizere iki gruba ayrilir. Kisith
geometrik programlama yontemi, belli doniisiimler altinda kisitlart amag
fonksiyonuna ekleyerek problemi kisitsiz geometrik programlama yontemine

doniistiirme temeline dayanmaktadir.

Esitsizlik kisitli geometrik programlama

Esitsizlik kisitli geometrik programlama probleminde, hem amac¢ fonksiyonu hem de
esitsizlik kisitlar1 posinomial fonksiyonlar ve esitsizlik kisitlar1 1’e esit ya da kiigiik
olmak zorundadir. Esitsizlik kisitli geometrik programlama problemi i¢in primal

model;

min  f(x)

N’- n
Kisitlar - g,(x)=> ¢, [[x" <1 ¢,>0 i=12,..m
1

J= i=l

x>0 i=12, ..,n

olarak tanimlanir. Burada, m esitsizlik kisitlarinin sayisini, n degisken sayisini ve

N, ise i. esitsizlik kisitindaki terim sayisini ifade etmektedir. Primal model, dual

modele doniistiiriildiigiinde elde edilen yeni modelin kisitlart dogrusal

fonksiyonlardir. Dual modelde, amag¢ fonksiyonundaki ve kisitlardaki terim sayilari
kadar yt degiskeni yer alir. Ayrica, hem amag¢ fonksiyonuna hem de kisitlara
Lagrange carpanlar1 A ’ler ilave edilir. Esitsizlik kisith geometrik programlama igin

gerekli doniisiimler yapildiktan sonra dual model;

m

by
x0T 11 4
J=1

i=0 Y
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Ny

Kisitlar )’ y' =4 i=0,1,2 ...m
Jj=1
N;
Zaﬁyj.zO j=12, .., n
%

¥y 20, 420 Vi, j

olarak elde edilir. Amag¢ fonksiyonuna eklenen Lagrange carpani A, olmak iizere;

N;
A, =1 kisitina normalite sarti ve Zaﬁ y, =0 kisitina ise ortogonalite sarti denir.
j=1

Dual modelin ¢6ziimiinden ( y;, A) optimum degerleri elde edilir. Dual modelden

elde edilen optimum degerler yardimi ile primal modelin optimum degerlerini elde
etmek istersek; primal model ile dual model degiskenleri arasinda asagidaki iliski yer

almaktadir.

n
*q.
c.I Ix.’f "
J 1 y
i=1

J

g(x) A

Eger i>1 ve A >0 ise bu durumda g,(x')=1 olur. Bu durumda yukarida belirtilen
kisitlarin terimleri ile dual modelden elde edilen ( y;, A) optimum degerleri

arasindaki iliski;

*
i
A

1

n *
a; _
CjI I.xi =
i=1

halini alir. i=0 ve A =1 ise bu durumda, amag fonksiyonu terimleri ile (yjf, A)

optimum degerleri arasindaki iliski asagidaki gibi
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n

*a,j
C]- I I Xi y*

TS

1

tanimlanir[http://www.engineering.uiowa.edu/~dbricker/Stacks_pdf2/Unconstrained

_GP.pdf, 2008].
3.3. Ornek

Asagida verilen iki degiskenli kisitli geometrik programlama problemini ¢oziiniiz.

min 27x* +27xy

Kisitlar  1000y~'x7 <1

x, y>0
Coziim

Yukarida verilen iki degiskenli primal modeli, dual probleme c¢evirmek istersek;

ama¢ fonksiyonundaki ilk terimin katsayis1 ¢, =27, ikinci terimin katsayisi
¢, =27’ dir. Amag¢ fonksiyonunda iki terim yer aldigindan her bir terimin dual
problemdeki karsiligi olarak y, ve y, yazilir. Ayrica, amag fonksiyonu igin atanan

Lagrange ¢arpant A, ’dir. Buradan, normalite sart;

N+ =A =1

olarak elde edilir. Esitsizlik kisit1 tek oldugundan bu kisita karst gelen Lagrange

carpant /4 ile ifade edilir. Bu kisit tek bir terim igerdiginden bu terimin dual

modeldeki karsiligi olarak y, yazilir ve bu terimin katsayisi ¢, =1000 dir. Bu

durumda dual problemin kisitlarindan bir digeri;
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yi=4

olarak elde edilir. Ortogonalite sartlarinin elde edilebilmesi i¢in, x degiskenine ait
isler amag fonksiyonunun birinci teriminde 2, ikinci teriminde 1 ve kisittaki terimde
ise -2°dir. Ayn1 sekilde y degiskenine ait iisler ama¢ fonksiyonunun birinci

Nl
teriminde 0O, ikinci teriminde 1 ve kisittaki terimde ise -1’dir. Buradan; Zaii yj =0
j=1

ortogonalite sartlari;

2y, +y, =2y, =0

¥, =¥, =0

olarak elde edilir. Tiim kisitlar elde edildikten sonra dual model asagidaki gibi

yazilir.

n Y2 %
N Y Y3
Kisitlar  y, +y, =4, =1
=4

2y, +y, =2y, =0

¥, =¥, =0

ijO Jj=1L2,3 ve 420

Dual problemim ¢6ziimiinden optimum noktalarin degerleri;

(Vis Yos s Ags A)=(1/3, 2/3, 2/3, 1, 2/3)
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olarak, amac fonksiyonu degeri ise 1187,4476 olarak elde edilir. Primal model i¢in
optimum degerler ise, dual modelden elde edilen degiskenler ile primal model

degiskenleri arasindaki iligki yardima ile;

_23_
"y3_1

mmfw*:ﬁ = 1000x72y""

27’ « 27’ l

s _yl =
f(x) 1187.4476 3

27Txy . 27Txy 2
oV T T oo s A
f(x) 1187.4476 3

denklemlerinin ¢dziimiinden elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimiinden, primal model

icin optimum noktalar (x, y) =(7.937, 15.874) olarak elde edilir.

Hem esitsizlik hem de esitlik kisithh geometrik programlama

Hem esitsizlik hem de esitlik kisitli geometrik programlama, yalmz esitsizlik kisiti
olan geometrik programlama problemine ¢ok benzemektedir. Bu problemlerde de
hem amag¢ fonksiyonu hem de esitsizlik kisitlar1 posinomial fonksiyonlar ve esitsizlik
kisitlar1 1’e esit ya da kii¢iik olmak, bununla birlikte esitlik kisitlart monomial
fonksiyonlar ve I'e esit olmak zorundadir
[http://www.stanford.edu/~boyd/ggplab/gpposy.pdf, 2009]. Hem esitsizlik hem de

esitlik kisitl geometrik programlama problemi icin primal model;

(0)

K()
(0) (0)
; 0) Ly % Y
min E b, x " x,'x,
k=1

K.
! . i) (i) i .
Kisitlar Zb,f’)xl““ XX <1, i=1,2, ..., m
k=1
hxtrxfe . xbr =1, i=1,2,..,p

n
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olarak tanimlanir. Burada, n degisken sayis1 ve Vx, >0, amag¢ fonksiyonunda ve

esitsizlik kisitlarinda degiskenlerin {isleri a,ﬁj’f) ile esitlik kisitlarindaki degiskenlerin

tsleri g, degerleri negatif, pozitif ve kesirli sayilar1 da kapsayan herhangi bir reel

say1( a,;’f), g;€R), amag fonksiyonunda ve esitsizlik kisitlarinda terimlerin

katsayilan b ile esitlik kisitlarindaki terimlerin katsayilar1 /. degerleri pozitif reel
saytlardir(b”, h.e R*). m degeri esitsizlik kisitlarinin sayisimi, p degeri ise esitlik

kisitlarinin sayisini ifade etmektedir. Hem esitsizlik hem de esitlik kisitli primal
geometrik programlama modelinin, dual modele doniistiiriilmesi ve c¢oziimii,

esitsizlik kisith geometrik programlama problemlerinin ¢oziimii ile aynidir.
Yukaridaki tanimlamalar altinda, bu calismada ele alinan, yigindan secilen n c¢aph
Ornegin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi problemini Geometrik

programlama yontemine uygun olarak modelleyelim.

— Varyansi amag fonksiyonu, maliyeti kisit olarak aldigimiz durumda model

L 2¢2 2¢q2
nnnV(f,b):min[ZWhSh ZWhShj

=1 N, h=

=

n,<N, h=1,2,..., L
L
Znhzn h=1,2,..., L
h=1

bicimindedir. Bu problem, geometrik programlama problemine doniistiirilmek

istendiginde hem esitsizlik hem de esitlik kisith bir geometrik programla problemi
L

olur. Bununla birlikte, esitlik kisiti Znh =n,+n, +...+n, =n ifadesi posinomial bir
h=1

fonksiyon olmakla beraber monomial degildir. Bu nedenle, bu problemin geometrik

programlama ile ¢oziimii s6z konusu degildir. Problemi geometrik programlama
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yontemi ile coziilebilir hale getirmek i¢in esitlik kisiti, esitsizlik haline getirilip
L

miimkiin ¢oziimler i¢inde sadece Znh =n kisitim saglayanlar dikkate alinmistir.
h=1

Esitsizlik kisitli geometrik programlama yontemi ile ¢oziimlenecek olan oOrnek

capimnin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi probleminin primal modeli

asagidaki gibi olusturulur.

L 2¢2 L 2¢2
nnnV(f,b):min[ZWhSh ZWhShj

h=1 I’lh h=1 Nh

3.4. Ornek

100 ¢apli bir y1g&in iki tabakaya ayrilmistir. Daha onceki yillardan tabaka standart

sapmalar1 ve her bir tabakaya seyahat maliyetleri asagida verildigi gibidir.

Tabaka N, S, 1, (TL)

1 30 4 20
2 70 9 10

Toplam 100

Bu arastirma i¢in 2000TL. ayrilmis ve sabit masraflar icin 200TL. harcanmustir.
L

Maliyet kisitimizin Zthngs yapisinda oldugunu varsayarak bu biitce planina gore 30
h=1

capl Ornegi varyanst minimum yapacak sekilde geometrik programlama kullanarak

tabakalara paylastiralim.
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Coziim

Arastirma i¢in ayrilan biitce 2000TL. ve sabit masraflar i¢in yapilan harcama 200TL.

oldugundan bu problem icin ayrilan biitge ¢ =2000-200=1800 diir. Yukaridaki

problemin geometrik programlama i¢in primal modeli;

L 2¢Q2 2 By
minV (X, ) = min(z /A j = min((OBO) 16 + (0.70) Slj

=1 1, n n,

Ig166(20nf-5+10n;’-5)s1

4
70

1
%(n1 +n,) <1

olarak elde edilir. Esitsizlik kisith geometrik programlama yardimi ile primal

modelin duali;

*

(L44jy'(3969}”[?1011}”[fxooss}“[ﬁ1033j“[F1014j*[}1033j”
» ¥, Vs 2 Vs Ve ¥

[0'0§3j PR

8

max

Kisitlar  y; +y, =4, =1

ity =4
ys=4
Yo =4
iy =4

—y, +0.5y,+y;+y; =0
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—y, 0.5y, + ¥+, =0

y; 20 j=1,2,..,8 ve 420 i=1,234

olarak elde edilir. Elde edilen dual modelin kisitlarinin ¢oziilmesi ile, Ornek
ortalamasi istatistifinin varyansint minimum yapacak, tabakalardan secilecek

optimum Ornek ¢aplart;
(n,, n,)=(4.8, 25.2)=(5, 25)

olarak elde edilir. Bu ornek caplart kullanilarak ama¢ fonksiyonun yani Ornek

ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum degeri ise 1.875 olarak hesaplanir.

L
3.34. c'=2thn,‘f kisit1 altinda geometrik programlama ve Kuhn-Tucker
h=1

yontemi kullanilarak oOrnek ortalamasi1 istatistiginin varyansinin

minimum yapilmasi

L
Bu alt boliimde, c':Zthn,f’ kisiti gboz Oniine alinarak, & >0 olmak iizere; & ’ya
h=1

bagli dogrusal olmayan maliyet kisitina iligkin simiilasyon yapilmis, geometrik
programlama ve Kuhn-Tucker yontemi kullanilarak & ’nin hangi degerleri i¢in 6rnek
ortalamasi istatistiginin varyansinin daha etkin oldugu, ayrica kullanilan yontemlerin
birbirlerine gore ne gibi ustiinliikleri oldugu incelenmistir. Bu maliyet kisit1 yardimi
ile ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerinin bulunmas: icin 1000 tekrarl
Monte Carlo simiilasyonu kullanilmistir. Simiilasyon calismasinda y1gin ¢api( N ),
yigindan secilecek ornek capi(n), biitce(c ), tabakadan tabakaya seyahat
maliyeti(?, ) ve o baslangicta verilmistir. Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisiti
altinda, Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum yapilmasi icin
kullanilacak olan, geometrik programlama ile ¢oziilmek iizere olusturulan Model 1
ve Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilmek iizere olusturulan Model 2 asagida verilmistir.

Simiilasyon c¢alismasi tabakalara seyahat maliyetlerinin farkli degerleri altinda
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yapilmistir. Tabakalara seyahat etmenin farkli degerleri alinda Model 1 ve Model
2’nin coziimleri elde edilerek, tabakali tesadiifi Orneklemede Ornek c¢apinin
tabakalara  paylastirllmast  probleminde hangi  optimizasyon yOnteminin

kullanilmasinin ne gibi avantajlar sagladig tartigilmastir.

Model 1:Geometrik programlama i¢in Model 2:Kuhn-Tucker yontemi i¢in

olusturulan model olusturulan model

minV (X), minV (X),
1 L
—Znh <1 Znh =n
n =

L « .
thhnf <1 zthnh sc
C p=1
<

N,

n,>0 h=1,2, ..., L

Sonraki iglemler asagidaki adimlara gore yapilmigtir.

Adim I: Tabaka caplarinin belirlenmesi i¢in Normal dagilimdan N birimlik say1
retilip, kullanmilan Normal dagilimin ortalamasi1 ve ka¢ tabaka oldugu dikkate
alinarak belirlenen tabaka sinirlar1 cercevesinde tabaka caplar1 ve tabakalardaki

birimler elde edilmistir.
Adim 2: Belirlenen tabakadaki birimler yardimu ile tabaka varyanslart hesaplanmustir.

Adim 3: Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisit1 altinda olusturulan Model 1 ve
Model 2’nin ¢Oziimleri yapilmis ve bu modellere iliskin Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans degerleri ve CPU time degerleri elde edilmistir. Burada modelin
¢cOziimii i¢in gerekli olan baglangi¢ noktasi, 6rnek c¢api i¢in belirlenen alt ve {ist sinir
arasinda ortalama bir deger olarak secilmistir. Ayrica Model 1°deki geometrik

programlama  modelinin ¢coziimii icin http://www.stanford.edu/~boyd/
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ggplab/gpposy.pdf ve http://stanford.edu/~boyd/ggplab/ggplab.pdf’de verilen Matlab

alt modiilii kullanilmig, Model 2’nin ¢6ziimii i¢in simiilasyon programi yazilmistir.

Adim 4: Adim 1-2-3 1000 defa tekrar edilmistir.

Adim 5: Sonuglarin genellenebilmesi icin 1000 tekrardaki ©Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans degerleri ve CPU time degerlerinin ortalamasi alinarak,
tabakalardan secilecek optimum Ornek caplari, Ornek ortalamasi istatistiinin

varyanst ve CPU time degerleri elde edilmistir.

Simiilasyon ¢alismasi yiginimizin iki, ii¢, dort ve bes tabakadan olugsmasi durumunda
yapilmig, sonuglar dort farkli tabaka sayisi i¢in genellenebildiginden daha fazla
tabaka sayis1 dikkate alinmamistir. Sonuglar Cizelge 3.21-Cizelge 3.30°da

Ozetlenmistir. Cizelgelerde yer alan n, gosterimi, i. modelden elde edilen h.

tabakadan secilmesi gereken ornek capini ve i. Kul. Biitce ise i. modelle ¢oziim
yapildiginda arastirma icin ayrilan biitcenin ne kadarinin kullanildigini ifade
etmektedir. Bununla beraber, miimkiin c¢oziimlerin saglanmadigi durumlar italik

olarak ifade edilmistir.
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Simiilasyon caligmasindan elde edilen sonuglardan goriildiigii gibi & >0 olmak
tizere Cizelge 3.21 icin yapilacak genellemeler diger Cizelgeler icin de gecerlidir. &
degeri biiylidiikkce elde edilen miimkiin ¢6ziimlerin sayist hem geometrik
programlama ile ¢oziilen Model 1 hem de Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen Model 2
icin azalmakta, model kisitlar1 saglanmamaktadir. Cizelgelerden goriildiigi gibi
Geometrik programlama ile ¢oziilen Model 1 ve Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen
Model 2 i¢in miimkiin coziimleri saglayan « degerleri i¢inde en etkin olam
a=0.5"dir. &¢=0.5 iken, tabakalara seyahat maliyeti ne olursa olsun, miimkiin
coziimler icinde 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi en kiiciik olarak elde edilir.
Ayrica, miimkiin ¢oziimii veren ¢« degerleri biiyiidiikce arastirma igin ayrilan

biit¢enin kullanilan kismi da artmaktadir.

Geometrik programlama ile ¢oziilen Model 1, Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen
Model 2’ye gore, miimkiin ¢o6ziim olan « degerleri i¢in, Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansini az farkla da olsa daha kiiciik olarak elde etmektedir. Bu
sebeple, yigindan secilen n c¢apli 6rnegin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi
probleminde geometrik programlamadan alinan sonuglar daha iyidir. Ayrica,
geometrik programlamanin ¢6ziim vermedigi, Kuhn-Tucker yoOnteminin ¢oziim
verdigi hicbir durumla karsilagilmamistir. Bunun yaninda, Geometrik programlama
ile coziim elde edildigi halde Kuhn-Tucker yontemiyle c¢oziim elde edilmedigi
durumlar s6z konusudur(Cizelge 3.22 o =0.8 ve Cizelge 3.23 « =0.8 durumu). Elde
edilen simiilasyon sonuclarindan, arastirma i¢in ayrilan biitcenin kullanilan kismi her
iki yontemle de ya ayni ya da birbirine ¢ok yakindir. Bununla birlikte, Kuhn-Tucker
yontemiyle elde edilen ¢oziimler, geometrik programlamadan elde edilen ¢oziimlere

gore cok daha kisa siirede tamamlanmaktadir.

Iki ve ii¢c tabaka olmasi durumunda, hem geometrik programlama hem de Kuhn-
Tucker yontemi n c¢apli Ornegi tabakalara benzer bicimde paylastirmaktadir.
Bununla birlikte, yigindaki tabaka sayisi arttikca iki yontem n c¢apli Ornegi
tabakalara oldukca farkli bicimde paylastirmaktadir(Ornegin, Cizelge 3.27 a=0.2

durumu). Tabaka sayis1 iki ya da ii¢ iken geometrik programlama ve Kuhn-Tucker
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yontemlerinden elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri
birbirlerine yakin iken, tabaka sayisi arttikca iki yontemden elde edilen varyans
degerleri arasindaki fark acilmakta ve geometrik programlama yontemi n c¢aph
ornegi tabakalara daha iyi paylastirdigi i¢in 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi

daha kii¢iik olarak elde edilmektedir.

Bu alt bolimde elde edilen simiilasyon sonuglarindan goriildiigi gibi, ozellikle
tabaka sayist arttikca geometrik programlama ile elde edilen Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans degerleri, Kuhn-Tucker yontemi ile elde edilen Ornek
ortalamas1 istatistiginin varyans degerlerinden daha etkindir. Yani geometrik
programlama, Kuhn-Tucker yontemine gore ornek capini tabakalara daha optimum
sekilde paylastirmaktadir. Geometrik programlama ile elde edilen 6rnek ortalamasi
istatistiginin varyans degerleri daha kii¢iik olmasina ragmen daha uzun siirede
coziimlenmektedir. Bu yiizden yapilan arastirma ile ilgili zaman kisiti yok ise

geometrik programlama kullanilarak n capli 6rnek tabakalara paylastirilabilir.

3.4. Hedef Programlama

Insanlik tarihinin baslangicindan bu yana canlilar, cok amach karar verme
problemleriyle karst karsiya kalmislardir. Ornegin, canlilar agisindan tiiketilen
yiyecekler hem lezzetli olmali, hem giizel kokmali, hem iyi goriinmeli hem de
besleyici olmalidir. Diger taraftan herkes iyi bir yasama sahip olmak istemektedir,
yani daha zengin, daha giiclii, daha saygideger, kendisi icin daha fazla zaman ve
bunlarin yam1 sira daha saglikli bir yasam istemektedir. Gergekten insanlik
tarthindeki raporlara gore tiim 6nemli siyasi, ekonomik ve Kkiiltiirel olaylar kendi

gelisimlerinde ¢cok amag icermektedir.

Tarihi gelisimde, cok amacghh problemler analiz edilebilmesine ragmen, bu
analizlerin matematiksel bir formda ifade edilebilmesi yakin tarihte gerceklesmistir.
Hedef programlama yontemi, ilk defa 1961 yilinda Charnes ve Cooper tarafindan
cok amacl problemlerin ¢oziimiinde kullanilmaya baslanmistir[Charnes ve Cooper,

1961]. Kisitli optimizasyon problemlerinin pek cogu bir amaci aciklayan
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terimlerden olusan tek bir amac¢ fonksiyonuna sahiptir. Ayrica, ele alinan probleme
iliskin modelin ama¢ fonksiyonu ya sadece minimize edilmek ya da maksimize
edilmek istenir. Bu modellerin tek amaghi olma o6zellikleri kullanim alanlarin

sinirlamaktadir.

Hedef programlama yontemi, karar vericiye birden fazla amaca sahip problemlerin
cOziimiinde cevap veren bir tekniktir. Bunun yani sira, karar verici sistemde birbiri
ile celisen amagclarla da karst karsiya kalabilir. Ornegin, isletmeci hem karimi
maksimize etmek hem de isgiiciinii minimize etmek isteyebilir. Bununla birlikte,
isletmelerin aym: birimle Olgeklendirilmeyen amaclar1 da olabilir. Karar vericinin
amaclarindan biri iiretim maliyetini minimize etmek digeri tiretimi maksimize etmek
ise, burada iiretim maliyeti TL. ile ol¢iiliirken buna karsilik iiretim adet olarak
Olceklendirilmektedir. Dolayisiyla, hedef programlama birbiriyle celisen birden ¢ok
amac1 belirli kosullar altinda optimize etmeye calisan bir cok amach karar verme

teknigidir.

Hedef programlama modelinde, belirlenen hedeflerin hepsi modele dahil edilir. Bir
hedefin asilmasi yani pozitif sapma ya da hedefin altinda seyretmesi negatif sapma
olmak iizere, hedeflerden olusabilecek sapmalar toplami minimize edilmeye
calisilir. Bu modellerde her zaman celisen amaclari optimum kilan tek bir ¢6ziim
bulmak olanaksiz olabilir, modeldeki amaclardan birine ulasildiginda diger amaclara
ulasamama durumu s6z konusu olabilir. Bu nedenle, bu tiir modellerle ilgili

problemlerin sonucuna etkin ¢6ziim denir.

Hedef programlama tekniginin temel diisiincesi, orijinali ¢ok amacl olan problemi
tek amacli probleme doniistiirerek ¢6ziim aramaktir. Hedef programlama ile tiim
celisen amagclara uygun ¢oziim bulunmayabilir. Problemin ¢oziimiinde elde edilen
etkin ¢oziimlerin her zaman optimum ¢oziim olmasi gerekmez. Hedef programlama,

modelin hedeflerini dogrulayacak bi¢imde bir ¢6ziim bulmaya calisir.

Daha once belirtildigi gibi hedef programlamada amaclardan birine ulasildiginda

digerine ulasamama durumu olabilir. Bu nedenle, cok amacgh karar verme
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modellerinin hedef programlama yaklasimi ile c¢oOziimiinde amaclarin Onem
derecelerini yansitan siralamalara ihtiyag vardir. Amaglarin onem derecelerini
yansitan bu siralamaya oncelik denir. Dolayisiyla her amacin 6nceligini temel alan
uzlasik ¢oziimler bulunabilir. Hedefler 6ncelikli verilmis iken, once birinci oncelikli
hedefin sapmasi miimkiin oldugunca minimum yapilir. Sonra, ikinci ©ncelikli
hedefin sapmas1 miimkiin oldugunca minimum yapilir. Bu sekilde devam edilerek,
en son oOncelikli hedefin sapmasi miimkiin oldugunca minimum yapilarak tiim

hedefleri saglayan optimum ¢oziimler aranmaya caligilir.

Hedef programlama, birden fazla amacin minimize edilmesini goz oniine aldig: icin
cok genis bir kullanim alanina sahiptir[Carrizosa ve Morales, 2007; Reyes ve
Frazier, 2007; Wei ve ark., 2004; Oliveira ve ark., 2003; Blake ve Carter, 2002;
Yahya ve Kingsman, 2002; El-Gayar ve Leung, 2001; Ogryczak, 2001; Wise ve
Perushek, 2000; Baki ve Fraser, 1997].

Giiniimiizde hedef programlama miihendislik ve mimarlik, enerji, iiretim planlama,
pazarlama, finans ve muhasebe, ziraat ve kalite kontrol gibi pek cok alanda

kullanilmaktadir.

Hedef Programlama kendi i¢inde gruplara ayrilir:

¢ Dogrusal hedef programlama
¢ Dogrusal olmayan hedef programlama
» Karar degiskenlerine gore hedef programlama
¢ Siirekli degerler alabilen hedef programlama
% Tamsayili hedef programlama
¢ 0-1 hedef programlama
» Katsayilarin 6zelliklerine gore hedef programlama
+ Deterministik hedef programlama
+¢+ Stokastik hedef programlama

+¢ Belirsiz hedef programlama
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Dogrusal olmayan hedef programlama problemlerini ¢ozmek i¢in kullanilan dort

temel yaklasim vardir:

e Simpleks yaklagimi
e Direkt arama yaklagimi
e Gradient arama yaklagimi

e Interaktif yaklasim

Dogrusal olmayan hedef programlama problemlerini ¢o6zmede kullanilan
yaklasimlardan biri olan simpleks yaklasgimi, kendi iginde {ice ayrilir. Bu

yaklasimlar asagidaki gibi siralanabilir:

e MAP(Method of Approximation Programming) Yaklagimi
e Ayrnlabilir Programlama Yaklagimi

e Karesel Programlama Y aklagimi

Hedef programlama, arastirmacinin coklu isteklerini g6z Oniine alarak problemi
cozme temeline dayanmaktadir. Bu yontem ile, arzu edilen amaglara ulasmayi
saglayan kaynak miktari, verilen kaynaklar kullanilarak olusturulan hedeflerin elde
edilme derecesi belirlenebilir ve hedeflerin 6ncelik yapilar1 ve kaynak miktarlarinin

degisiminde miimkiin oldugunca en 1yi sonuclar iiretilir.

Cok sayida hedef programlama yontemi bulunmakla birlikte, bu calismada, yigindan
secilen n c¢apli Ornegin tabakalara paylastirilmasi probleminde, dogrusal olmayan
hedef programlama yontemlerinden biri olan degiskenlerin siirekli deger aldig1 hedef
programlama yontemi kullanilmistir. Bu yontem kullanilirken simpleks yaklasimi
kullanilmis ve simpleks yontemi kullanilirken de MAP yoOnteminden

yararlanilmistir[Ignizio, 1976].

d; : Hedeften negatif sapma

d’ : Hedeften pozitif sapma
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x; : J. karar degiskeni
b, : i. amacin istenilen diizeyi

1

¢, : 1. hedefte j. degiskene iliskin katsayilar

)

p.(d",d") : k. oncelikli hedefin dogrusal fonksiyonu

olmak {izere, oncelikli dogrusal hedef programlama modeli asagidaki gibi ifade
edilir:
Mina={p,(d",d"), p,(d",d"),...p,(d",d")}

D cx,+d; —d =D, i=1,2,....m

j=1

x,d,d >0

Amaglarin istenilen diizeyleri yani kisitlarin sag taraf sabitleri b, ’ler bilinmiyorsa,

arastirmact tarafindan mutlaka belirlenmelidir. Hedef programlama yoOntemi
kullanilarak ¢6ziime ulagsmak icin degisken sayisi ikiden fazla ise ¢ok boyutlu
simpleks yontemi kullanilir. Cok boyutlu simpleks yonteminin alt boliim 3.4.1°de
tanimlanacak olmasinin nedeni, dogrusal olmayan optimizasyon problemlerinin
hedef programlama ile ¢6ziimii yapilirken belli bir doniisiim altinda dogrusal hedef

programlama problemine doniistiiriilerek bu yontemin kullanilmasidir.
3.4.1. Cok boyutlu simpleks yontemi

Oncelikli dogrusal hedef programlama modeli asagidaki gibi ifade edilmek iizere;

Mina={p(d",d"), p,(d",d"),...p.(d",d")}

> c,x,+d; —d] =b, i=1,2,..,m
j=1

x,d,d >0
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bu modelin ¢ok boyutlu simpleks yardimi ile ¢oziilmesi i¢in asagidaki tanimlarin

verilmesi gerekir:

w,, : k. Oncelikteki s. degiskene ait pozitif sapmanin agirlig
u, : 1. hedefte k. Oncelikli negatif sapmanin agirlig

: k. oncelikteki s . degiskenin marjinal katkis1

e. : i.hedefteki s. degiskene iliskin katsay1

b, : i.hedefteki sag taraf sabiti veya hedef degeri

a, k. oncelikteki hedeflerin basari seviyesi

m
I, = z Up €y — W ve a, = z ub,
i=1 '

olmak iizere; ¢cok boyutlu simpleks tablosu asagidaki gibi dizayn edilir.

Cizelge 3.31. Cok boyutlu simpleks tablosu

Py Wi o o W W Wi nim
pl wll : : : Wln Wl n+l Wl n+m
Pe - - - P 14 X S )2 SR P
Uy - - - Uy n LT L €lurt 0 Gy !
Uy -+ = Uy n, € s 6y, €t 0 € b,
umk uml nm eml : : : emn em n+l T : em n+m bm
P 111 . . . Iln Iln+1 o Iln+m a,
P Ly - - - I, Livw - o o Liwm | &
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Cok boyutlu simpleks algoritmasinin adimlari ise asagidaki gibidir:
1.Adim: 1.6ncelik i¢in yani k =1 icin simpleks tablosu olusturulur.

2.Adim: Coziimiin optimum olup olmadig kontrol edilir. k=1 icin a, ; sifir ise 6.
adima degilse gosterge satirindaki pozitif en biiyiik 7, (1, ) secilir(Esitlik s6z konusu

oldugunda onceligi daha diisiik olan secilir veya keyfi se¢im yapilir). Bu siitun s ile

gosterilir. /, ’lerin hepsi sifir ya da negatifse 6.adima degilse 3.adima gidilir.

3.Adim: Temel ¢oziime girecek degisken belirlenir. s siitunundaki degisken temel

degisken olarak belirlenir.

4.Adim: Temel ¢oziimden ayrilacak degisken belirlenir. Sirayla hedef degerleri s

siitunundaki degerlere oranlanir. Min {bl. / e ‘eﬁ > 0} ile i satirindaki degisken

ayrilacak degisken olarak belirlenir. Bu satir i ile gosterilir.

5.Adim: Yeni tablo olusturulur. Bu tabloda i satirindaki degiskenle s siitunundaki
degisken yer degistirir.

a) Yeni tablonun i satirindaki elemanlar e.. = pivot” disinda e, . "ne boliiniir.
b) Yeni tablodaki pivot elemaninin tersi alinir.
c) s siitun elemanlari ise pivot diginda —e. .’ne boliinir. Diger elemanlar ise; e,

ve b, oOnceki tablonun elemanlart olmak iizere yeni e, ve b, degerleri

asagidaki formiiller kullanilarak hesaplanir.

d) Yeni I,  ve a, degerleri hesaplanir.
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6.Adim: Oncelik sayis1 k bir artirtlir yani k=k+1 alinir. k<K ise Adim 2’ye

doniiliir, degilse ulasilan ¢oziim en 1yi ¢oziim olarak alinir.

Cok boyutlu simpleks yontemi kullanildiginda karsilasilabilecek bazi giigliikleri ve

bu giicliikler karsisinda ne yapilmasi gerektigini asagidaki gibi ozetleyebiliriz:

e Bazen sag taraf sabitleri negatif olabilir. Bu durumda negatif b, katsayisina
sahip ilgili kisit (-1) ile carpilarak pozitif hale getirilir veya dual simpleks
yontemi uygulanir.

e Giren degisken icin [, ’ler de esitlik soz konusu olabilir yani pozitif en biiyiik
birden fazla deger yer alabilir. Bu durumda secim islemi istege bagh
gergeklestirilebilir.

e Minimum oranlarda esitlik s6z konusu olabilir. Burada secim islemi daha
yiilksek  Oncelikli  degisken temel c¢oOziimden c¢ikacak  sekilde
gerceklestirilmelidir. Oncelik s6z konusu degilse yine keyfi secim yapilabilir.

e Uygun olmayan c¢oziim olabilir. Uygun olmayan c¢oziim; dogrusal
programlamada kisitlar1 saglamayan ¢o6ziim olarak ifade edilir. Hedef
programlama da ise uygun olmayan ¢oziim ilk oncelige ait hedefi saglamanin

miimkiin olmadig1 durumu ifade eder yani a, >0 oldugu ¢6ziimdiir.

e Alternatif en iyi ¢6ziimler durumu s6z konusu olabilir. Son en iyi ¢oziim
tablosunda temel dis1 degiskenlere ait herhangi bir /, ’nin siitunu tamamen
sifirlardan olusuyor ve bu siituna kars1 gelen en az bir e, >0 degeri var ise

alternatif en 1yi ¢oziimler s6z konusudur.

3.4.2. Dogrusal olmayan hedef programlama

Gercek uygulamalarda biitiin fonksiyonlar dogrusal olarak ifade edilemeyebilir.
Gercek uygulamalar ile ilgili kararlar ile ugrasan arastirmacilarin dogrusal olmayan
fonksiyonlar1 da olacaktir. Genellikle dogrusal olmayan programlama veya dogrusal

olmayan optimizasyon tek amacli modellerin(verilen kisitlar altinda tek amacin en
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1yl yapildig1 model) ¢oziimii ile ugragsmaktadir. Dogrusal optimizasyonun aksine,
burada problem c¢oziimii i¢cin tek bir ¢oziim araci(simpleks ya da cok boyutlu
simpleks yontemi) bulunmamaktadir[Ignizio, 1976]. Burada, modeller 6zel bir forma
doniistiiriilmeksizin verilen problemin mutlak optimumunun elde edilme garantisi
yoktur. Bu arastiricinin yalnizca yerel optimumu elde etme ile yetinebilecegi

anlamina gelir.

Bu calismada, yigindan secilen n c¢apli Orne8in tabakalara paylastirilmasi
probleminde, dogrusal olmayan hedef programlama yontemlerinden biri olan
degiskenlerin siirekli deger aldig1 hedef programlama yontemi kullanilmistir. Bu
yontem kullanilirken simpleks yaklagimi kullanilmis ve simpleks yaklagimi

kullanilirken de MAP yonteminden yararlanilmistir.

MAP yontemi ilk kez Griffith ve Stewart tarafindan tek amacli dogrusal olmayan
problemleri ¢6zmek igin kullanilmis ve daha sonra Ignizio tarafindan dogrusal
olmayan hedef programlama problemlerinin ¢6ziimiine genisletilmistir[Ignizio, 1976;
Griffith ve Stewart, 1961]. MAP yontemi literatirde GS yoOntemi olarak da
kullanilmaktadir. Griffith ve Stewart(GS) yonteminin temel yaklasimi asagidaki gibi
verilebilir:

1.Adim : Karar modeli formiile edilir.

2.Adim : Keyfi bir baglangi¢ ¢oziimii secilir.

3.Adim : Bu baslangi¢ ¢oziimiine iliskin komsuluk(sinirlar) tanimlanir.

4.Adim : Dogrusal olmayan modelin dogrusal yaklagimi gelistirilir.

5. Adim : 3.Adimda tanimlanan komsuluga gore modelin dogrusal yaklasiminin

optimizasyonu ¢ok boyutlu simpleks yontemi ile ¢oziiliir.
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6.Adim : 5.Adimin sonucunda elde edilen ¢oziim, baslangic noktasim keyfi
sectigimiz i¢in bizi ya daha iyi bir noktaya ya da daha kotii bir noktaya gotiiriir.
Birinci durumda Adim 3’e gidilir ikinci durumda ya yontem durdurulur ya da

dogrusal yaklastirma modeli daha kii¢iik bir komsulukta g6z oniine alinir.

GS yaklasiminda, Taylor serisi kullanilarak dogrusal olmayan fonksiyon, dogrusal

fonksiyona doniistiiriilmektedir. GS yonteminin temelinde, verilen bir X, baslangic
noktasinda her f;(x,)’in Taylor serisi a¢ilimini kullanmak ve serideki dogrusal
olmayan terimleri dikkate almamak yatmaktadir. Bunu yapabilmek icin f( X, )’lerin

tiirevlenebilir olmas1 gerekir. Cok amagh karar modellerinde her bir amag¢ asagidaki

gibi yazilabilmektedir.
G =f(x)+d —d’ =b

x, amaglar kiimesinin miimkiin bir ¢oziimil ise, kars1 gelen fonksiyonlar i¢in karsi

gelen dogrusal yaklastirmalar:

b—d; +d] = f,(x)= f,(x)+ Zaf(x) X;—x,;) (3.22)

./

olacaktir. Es. 3.22°de j =1, 2,...,m ve X, 5 X, “nin bir bilesenidir.
X, =%, X5, - ’xs,j)
x; ise X 'nin bir bilesenidir.

X=(x,%,, ... ,xj)

G, amag fonksiyonunun dogrusal yaklastirmasin (A?i olarak gosterelim. Buradan:
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I ) (x,—x, )+d —d’ =b (3.23)
ax P Ly

J

G = f(T)+).

yazilabilir. Es. 3.23’{in dogrusal yaklasimi vektor notasyonu ile asagidaki gibi tekrar

yazilabilir:
G = f,(X)+ [Wi@)]' (X-X)+d —d =b (3.24)
Es. 3.24’deki x — X, terimini yeni bir y vektoriiyle degistirebiliriz.

X, (3.25)

<l
Il

=
I
S

©

olsun. Sonug olarak, Es. 3.25’deki y vektorii; yeni X, ¢Oziim noktasiyla X noktasi
arasindaki degisimi temsil eder. Ancak y ’nin bilesenleri isaret bakimindan serbest

olabilirler. Bu nedenle simpleks yontemi kullanilirken sorun s6z konusu olabilir. Bu

sorunu ortadan kaldirmak icin, y degiskeni iki pozitif degisken cinsinden ifade
edilebilir.

y=u-v (420 ,v20) (3.26)

Es. 3.25 ve Es. 3.26 arasindaki iliskiden yararlanarak Es. 3.24’{i tekrar asagidaki gibi

yazabiliriz.

G = f@)+[V@)] @-V)+d ~d =b, (3.27)

elde edilen Es. 3.27, dogrusallastirilmis fonksiyondur. Burada Wfi(z)]',
[vfi()_cs)]’mn transpozudur ve Vf,(x) degeri, f.(xX,)’mn gradyantidir ya da

asagidaki gibi f;(X,) 'nin kismi tiirevlerinden olusur:
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of; (%)
ox,

af(x,)
ox,

V() =

Bu durumda Es. 3.27 herhangi bir dogrusal olmayan fonksiyonun dogrusal forma

yaklagimi olarak kullanilacaktir.

Dogrusal yaklagim kullaniminda g6z Oniine alinmasi gereken iki durum vardir.

Birincisi; X =(x,,x,, ..., x,) nin her bileseni alttan ve iistten sinirli olmalidir. Eger

U, x; bileseninin iist sinirt ise 0 zaman

J’
0<x. <U, (3.28)

yazilabilir. U ; 'nin bu degeri amaglar kiimesine bakilarak bulunabilir. Ikinci problem

ise, x, komsulugunda dogrusal yaklasim éi ‘nin iyi bir yaklagim olup olmamasidir.

d; : x;’nin hareket edebilecegi maksimum uzaklik olsun. Boylece d; komsuluk

taniminda bize yardimci olacaktir. Ciinkii,

~d, <y, <d, j=1,2...,J (3.29)

y,=u;—v, olmak iizere;

~d, <u,-v,<d, j=L2, .. u;20,v,20 (3.30)
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oldugundan Es. 3.30;

O<u,<d, j=L2,...,J (3.31)

0<v. <d, j=L2,...,J (3.32)

olarak yazilabilir. Es. 3.25 ve Es. 3.28’den

0<x;,<U, j=12,...,J
ve
y=x-Xx yada y =x,—-x j=L2,...,J

oldugu hatirlanirsa ve bu denklemler Es. 3.31 ve Es. 3.32 ile birlestirilerek:

0<u,<min{d, U, -x,,} (3.33)

0<v, <min{d,,x, )} (3.34)

elde edilir. Sonug olarak Es. 3.33 ve Es. 3.34’den olusan {iist sinirlar seti, en iistiin

amaglarin ve x; karar degiskenlerinin her hangi bir iist sinirt agsamayacagini ve

G, ’ye yaklasimin yapildigr bolgenin goreli olarak kiiciik kalmasini ya da bdylece

gecerli olmasini saglamaktadir. En iistiin amaclar diger biitiin oncelikli amaglardan

daha oncelikli olurlar. Es. 3.33 ve Es. 3.34 asagidaki formda yazilabilir.

u,+d; —d =min{d,, U, —x,} (3.35)

v,+d,; —d =min{d,, x,_} (3.36)

Cooper ve Steinberg d; i¢in Es. 3.37"deki araligi 6nermistir[Cooper ve Steinberg,

1970].
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U,/10<d, <U, /5 (3.37)

Eger dogrusal modelin optimum ¢oziimiinde iyilesme olmazsa d; degeri uygun

olarak azaltilir.

Es. 3.35 ve Es. 3.36 en iistiin amaglar olduklarindan, Es. 3.35’deki d ve Es.

3.36’daki d; "y1 minimum yapmak isteriz. Burada en agik problem d; "nin se¢imidir.

Yukaridaki tanimlamalar 15181nda, bu calismada ele alinan, yi8indan secilen n caph
Oornegin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi problemini hedef programlama

yontemine uygun olarak modelleyelim.

llgilendigimiz problemde ilk hedefimizi 6rnek ortalamasi istatisti§inin varyansini
minimum yapmak, ikinci hedefimizi arastirma i¢in ayrilan biitcenin kullanilan
kismint minimum yapmak ve son hedefimizi ise tabakalardan secilen Ornek capi
toplaminin, toplam Ornek capina esit olmasi olarak goz Oniine alabiliriz. Ayrica,
hedef programlama problemlerinde sag taraf kaynaginin belirlenmesi zorunlu
oldugundan Ornek ortalamasi istatistiginin varyansi icin sag taraf kaynagi,

arastirmacinin goriisleri dogrultusunda belirleyebilecegi bicimde;

duyarlilik’ _a,'2 D

giivenilirlik* 2

arzu edilen varyans olarak almabilir. Yigimin iki tabakadan olugmasi durumunda

hedef programlama modeli:

1 NS} 1 N,S; d’ ST
fi——"+——22<D’=— Ornek ortalamast istatistiginin varyans
N° n N n, Z
fritnf +t,ny <c' maliyet fonksiyonu

fiin+n,=n
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biciminde ifade edilir. Her bir amaci asagidaki gibi yazabiliriz:

NP1 NS
N? n, N? n,

G,: +d; —d =D’

G,:tn +tn; +d, —d; =c'

G,:n+n,+d;, —d; =n

min({d} {d;} {d; +a:})

Dogrusal olmayan model yukaridaki gibi kurulduktan sonra, degiskenlerin

simirlarinin belirlenmesi, 7, "nin hareket edebilecegi maksimum uzaklik d; degerinin

ve baslangi¢ noktas1 7, 'nin keyfi se¢imi yapilir.

Ul Ul
n<n-1 U =n-1 jﬁ<dls?
n,<n-1 U,=n-1 &<d U

10" "5

n, =(n,,n,,) baslangi¢c noktasi aragtirmacinin éngoriisii dogrultusunda keyfi olarak

belirlendikten sonra dogrusal olmayan hedef programlama problemi asagidaki gibi

dogrusallastirilir.

N’n? U, —v
f[(r_ls)+ 2 12 ( : 1j+dl__dl+:D2
N2S2 uz_vz
N2r122
N2S*  N2S? u —v
n)+| ——5= 22 ol +di-dr =D’
£i(m) { N°’n}  N°’n o\, =V, b
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N;S! N;S3
N2 (”1 _Vl)_
1

fi ()=

NQ)

o () 4[5, (7)] (@ =)+ d5 —d =’

_ atn®! u —v -
f,(n )+( o j ( ! 1j+al2 —-d; =c'
s a-1
atn, 7 U, —v,

1 (ﬁ;)*‘atlnft_l(”1_V1)+at2ng_l(”2_V2)+d2__d2+ =c'

é3:f3(ﬁj)+[Vf3(ﬁj)]'(ﬁ—7)+d;—d;’ =n
— 1) U = - +
fj’(ns)+ +d; —d; =n
1% u, =V,
A0, (270 et
Uy,
f3(ﬁ:)+(ul_vl)+(u2_v2)+d3__d; =n
G,:u,+d; —d} =min{d,,U,—n,}
és v, +d; —d? =min{d,,n,}
(A?G ‘u, +dg —d; =min{d,,U,—n, }

G7 v, +d; —d; =min{d,,n,}

Bu durumda iki tabakadan olusan yigin i¢in, 6rnek capinin tabakalara paylastirilmasi

problemi dogrusallastirilmis olarak yeniden asagidaki gibi ifade edilir.
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min({d; +d; +d; +d;} {a} {d5} {ds +d;})

202

NS, "

Nip?
n

£, ()=

£ () +an™ (u,—v))+at,ns™ (u,—v,)+d, —d; =c’
() +(u,—v,)+(uy—v,)+d; —d; =n

u,+d; —d; =min{d,,U, —n,}

v, +d; —d; =min{d,,n,}

u, +dy —d; =min{d,,U, —n,,}

v, +d; —d; =min{d,,n,,}

Yukaridaki sekilde dogrusallastirilmis optimizasyon problemi ¢ok boyutlu simpleks

yontemiyle ¢oziiliir.
Y1gmin ii¢ tabakadan olugsmasi durumunda hedef programlama modeli:

1 Nfsf+ 1 stj+ 1 NjS?

— <D’
N* n N> n, N> n,

fi:

fritn +t,n; +t,n5 <c'

fiin+n,+n,=n
biciminde ifade edilir. Her bir amaci asagidaki gibi yazabiliriz:

LNSI, L NISE L L NS
N* n N> n, N* n,

G,: +d; —d'=D’

G, :tn +t,n; +t,n +d, —d, =c'

. - +_
G,:n+n,+n,+d; —d; =n

min({d;} {d;} {d; +d:})
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Dogrusal olmayan model yukaridaki gibi kurulduktan sonra, degiskenlerin

sinirlarinin belirlenmesi, n; ’nin hareket edebilecegi maksimum uzaklik d; degerinin

ve baslangi¢ noktas1 7, 'nin keyfi se¢imi yapilir.

Uyl
n<n-2 U=n-2 . 5
n<n=2;=>U,=n-2 :&Sdzéﬁ
10 5
n,<n-2 U,=n-2
3 3 £<d <£
10° 775

n, =(n,,n,,n,) baslangic noktasi aragtirmacinin ngdriisii dogrultusunda keyfi

olarak belirlendikten sonra dogrusal olmayan hedef programlama problemi asagidaki

gibi dogrusallastirilir.

G :f,(m)+[Vf, (1) ] (W -¥)+d, —d; =D

_N12512
N’n}
u —v
_ NZS? b
f](nx)+ _ﬁ U, =v, +d1_—d1+=D2
2
_N;SSZ U — v,
N’n} .
u —v
_ NS> N2S?  N2S? N
f] (ns)+(_ leniz - sznjz - N32n§ U, =v, +d1 _dl =D
Uy = Vs
_\ N!S? N:S: N:S? o
fz("s)_lenlz( 1_V1)_N22 ;(“z_vz)_]\;zn; (“3_V3)+d1 —d, =D’
1 2 3



a-1 '
ann, U —v
fz(ﬁx)"' 0”2"?_1 u,—v, |+d, —d; =c'

a-1 —
atny ) \U3~Vs

n.&'
u—n
1 (ﬁs)+(6rtlnf’_1 at,nd™ m3n§’_1)ﬁ u,—v, |[+d, —-d; =c'

U = Vs

/s (’7;)"'&71”105_1(ul_"'1)"'&It2’1§_1(”2_Vz)"'“%n;[_l(’/‘3_"3)""{2—_d2+ =c'

Gy o f, (1) + [V, (1) ] (@=7)+d; —d; =n

1 u, —v
fi(m)+| 1| |u,—v, |+d; —d] =n
1 a = Vs
u—n
f3(ﬁ5)+(1 1 l)ﬁ u,—v, |+d; —d; =n
X Uy =V,

e (ﬁs)""(ul_Vl)""(uz_Vz)"'(us_"3)"""'3__“'3+ =n

G, :u,+d; —d} =min{d,,U,—n,}
G, v, +d; —dt =min{d,,n,}
G, :u, +d; —d! =min{d,,U, —n, )
G, v, +d; —d; =min{d,,n,,}
G, :u; +dg —di =min{d,,U,—n,,)
G, v, +d; —d; =min{dy,n,)}

115
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Bu durumda ii¢ tabakadan olusan y18in icin, ornek capinin tabakalara paylastirilmasi

problemi dogrusallastirilmis olarak yeniden asagidaki gibi ifade edilir.

min({d; +d; +d{ +d; +d +d;} {d]} {d7} {d; +d;})

NS

_ NS,
N’n}

2.2
N~n;

_NSSS
N’n;

(u, =) (u, =v,)

fl(ﬁs) (’/’3_V\%)"'dl__dr:D2

£ (m)+ann™ (u,—v,)+atny™ (uy —v, )+ atn™ (u;—vy ) +d; —dy =c'
£ () +(u, =) +(uy = v,y )+ (1 —vy ) +d; —=df =n

u,+d; —d; =min{d,,U, —n, }

v, +d; —d; =min{d,,n,}

u, +dy, —d; =min{d,,U, —n,}

v, +d; —d; =min{d,,n,,}

u, +dg —dy =min{d,,U,—n,}

v, +dy —dy =min{d,,n,,}

Yukaridaki sekilde dogrusallastirilmis optimizasyon problemi ¢ok boyutlu simpleks
yontemiyle ¢oziiliir. Daha fazla sayida tabaka sayisi i¢in modeller benzer sekilde

olusturulur.

3.5. Ornek

Yiginmmizin N, =10 ve N, =20 olan iki tabakadan olustugunu varsayalim. Birinci

tabakaya seyahat maliyetinin 2TL., ikinci tabakaya seyahat maliyetinin STL.
oldugunu ve tabaka varyanslarinin onceki arastirmalardan sirasiyla 1 ve 25 olarak
belirlendigini varsayalim. Tabakalara seyahat etmenin maliyet kisiti tizerine etkisi
0.5, arastirma i¢in ayrilan biitce 40TL. iken 10 capli 6rnegi asagidaki hedefleri
dikkate alarak tabakalara paylastiriniz.
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1. Hedef: Ormek ortalamasi istatistiginin varyans: 15’e esit ya da kiigiik
olmalidir(z=2, d* =60).
2. Hedef: Kullanilan biitce, arastirma i¢in ayrilan biitceyi gegmemelidir.

3. Hedef: iki tabakadan secilecek ornek capi toplami 10 olmalidir.

Coziim
d2

N=30, N, =10, N,=20, z=2, d’ =60, 02:7:15, =2, 1,=5, §2=1,
87 =25, ®=0.5, n=10, ¢'=40 olmak iizere;

1 NS 1 N;S; ’ o
fi :—2N1 5 +—2NZS2 <D’ =d—2 ornek ortalamasi istatistiginin varyansi

N° n N” n, Z
fritn +t,ny <c' maliyet fonksiyonu

fiin+n,=n

1 10°*1 1 20°*25 60
+ S—=

15
3° n, 30> =n, 4

fi:

£, :2n)° +5n)° <40

fiin +n,=10
Her bir amac1 asagidaki gibi yazabiliriz:

GI:L+@+df—d1+=15
9n, 9n,

G,:2n) +5n)° +d; —d; =40

G,:n+n,+d; —d; =10

min({d;} {a;} a5 +4:))
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d; degerinin ve baslangi¢ noktast n "nin keyfi se¢imi yapilir.

n,

n,

<10] vu,=10] 4=
= =
<10

n,=(1, 1) baslangi¢ noktasi aragtirmacinin 6ngoriisii dogrultusunda keyfi olarak

belirlendikten sonra dogrusal olmayan hedef programlama problemi asagidaki gibi
dogrusallastirilir.

G

fi(m)+[ VS, (7)) ] (W =) +d; —d] =D

0112
n12 u —v - 2
11.23+ +d; —d =D
11112 U, =V,
n,o )
u—=v - 4
11.23+(=0.11 —11.11) +d —df =15
U, =V,

—0.11(u, =v, ) =11.11(u, —v, ) +d; —d,' =3.77

—0.11u, +0. 11y, =1 1. 11w, +11.11v, +d —d; =3.77

. f, (7, +[Vf2 ]u—v)+d —d; =c'

-05 Y\ U —v
74{ ™ _0_5] ( ! 1j+d2‘—d;:40
2.5n, 5 Wb =V

7+4(1 2.5)(”1_
(u

vlj+d2‘—d; = 40

U, =v,

L= )+2.5(u, —v, ) +d;, —dy =33

U, —v, +2.5u, = 2.5v, +d; —d; =33
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Gy f, (1) +[VF (1) ] (7 ~7) + d5 —d; =n

2+4(1 1)(”1_V1

j+d;—d; =10

U, =V,

S
u—v,+u,—v,+d; —d; =8

qu)

tu, +dy —df =min{d, U, —n,}
w,+d; —d; =min{2, 10-1}

u,+d, —d; =2

o)

v, +d; —d? =min{d,,n,}
v, +d; —d; =min{2, 1}

v, +d; —d; =1

O’\Q)

‘u, +d6__dg :min{dz’Uz_nZ‘v}
u, +dg —d; =min{2, 10-1}

u,+d, —d; =2

)

v, +d; —d; =min{d,,n,,}
v, +d; —d; =min{2, 1}

v, +d; —d; =1

Bu durumda iki tabakadan olusan yigin i¢in, 6rnek capinin tabakalara paylastirilmasi

problemi dogrusallastirilmis olarak asagidaki gibi elde edilir.



120

min({d; +d; +d; +d;} {a} {d5} {ds +d;})
—0.11u, +0.11v, =1 1. 11w, +1 L. 11v, +d —d; =3.77
U, —v, +2.5u, —2.5v, +d; —d; =33

u—v,+u,—v,+d; —d; =8

u,+d, —d; =2
v, +d; —d; =1
u,+d, —d; =2
v, +d; —d; =1

Dogrusallastirilmig optimizasyon problemi c¢ok boyutlu simpleks yontemiyle

asagidaki gibi coziiliir.

Cizelge 3.32. Cok boyutlu simpleks 1. asamanin 1. ¢6ziim tablosu

2 0 0 0 0 0 ] 1 0 0 0 ]

s 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 ] 0 0 0 0 ]

2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
A - N - | ks Ty v 4y 4 df df 4 df 47| *
0 0 0 0 dl_ £.11 011 -11.11 11.11 1 0 0 0 0 0 0 377
0 0 ] 0 dz— 1 -1 25 -25 0 1 0 0 0 0 ] 33
1 0 0 0 dB_ 1 -1 1 -1 0 0 1 0 0 0 0 5
0 0 0 0 d; 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2
0 0 ] 0 dj— 0 1 0 0 0 ] 0 0 1 0 ] 1
0 0 0 0 dg_ 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 z
0 0 ] 0 d?— 0 0 0 1 0 ] 0 0 0 0 1 1

2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0

2 0 0 0 0 -1 ] 0 0 0 0 ] ]

2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=) 1 1 1 1 0 ] 0 0 0 0 ] ]
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[k tablodan goriildiigii gibi 4. hedef saglanmamistir(8 olarak elde edilmistir). 4.

hedefin saglanmadigi son satirdan temele girecek degisken u, ya da u, olarak
belirlenir. Tki degiskenden biri keyfi olarak segilir. Temele girecek degiskeni u,

olarak belirleyelim. Bu durumda, temelden ¢ikacak degisken;

(33 8 2
mms—, —, —
{1 1 1}

olmak iizere, d, olarak belirlenir.

Cizelge 3.33. Cok boyutlu simpleks 1. asamanin 2. ¢6ziim tablosu

O 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
& 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 ]
& 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
& & & eV d o m ty v, df df df df di dy d; |*#
] ] 0 0 dl_ 011 011 -11.11 1111 1 0 0 011 0 0 ] 4
0 0 0 0 d; -1 -1 15 1.3 0 1 0 -1 0 0 031
1 0 0 0 dB‘_ -1 -1 1 -1 0 0 1 -1 0 0 ] 6
0 0 ] 0 1 1 0 0 0 0 ] 0 1 0 0 0 2
0 0 ] 0 dj‘ 0 1 0 0 0 ] 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 dﬁ- 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 d?— 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1
a 0 0 0 0 0 ] 0 1 1 1 1 0
FeX 0 0 0 0 -1 ] 0 0 0 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
O 1 1 1 1 0 ] 0 1 0 0 0 6
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Ikinci tablodan goriildiigii gibi 4. hedef saglanmamustir(6 olarak elde edilmistir). 4.

hedefin saglanmadig1 son satirdan temele girecek degisken u, olarak belirlenir. Bu

durumda, temelden ¢ikacak degisken;

(31 6 2
miny—, —, —
{2.5 1 1}

olmak iizere, d, olarak belirlenir.

Cizelge 3.34. Cok boyutlu simpleks 1. agamanin optimum tablosu

f=) 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

f=A 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
e & & e | Y\ dl o m dy vy df di 4y dy 4y dp 4y | B
0 0 0 0 dr 011 011 1111 1111 1 0 0 0.11 0 1111 0 262
0 0 0 0 d; -1 -1 2.5 2.5 0 1 0 -1 0 2.5 0 26
1 0 0 0 d; -1 -1 -1 -1 0 0 1 -1 0 -1 0 4
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2
0 0 0 0 d; 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 0 T 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 ds 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1

2 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 0

f=A 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

f=) 1 1 1 1 0 0 0 1 0 1 0 4

Uciincii tablodan goriildiigii gibi 4. hedef saglanmamustir(4 olarak elde edilmistir).
Bununla birlikte, 4. hedef saglanmamasina ragmen tablo optimumdur. Bu tablodan
sonuglar u, =2, u,=2, v,=0, v, =0 olarak elde edilir. Buradan, yeni gidilen

nokta;
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(n—n)=(u-v)

)G

olarak elde edilir.

7,=(1,1) = min{0, 0, 0, 8}

n,=(3,3) = min{0, 0, 0, 4}

Hedefler birebir karsilastirildiginda amag fonksiyonu degerinde iyilesme oldugundan

yeni baglangi¢ noktasi 7, =(3, 3) alinir. 77, =(3, 3) iken;

) —0.0124) (u,—v, ) _ .
G, :3.741+ +d7 —d =15
~1.234 ) \u, -v,

~0.0124u, +0.0124v, —1.234u, +1.234v, +d; —d; =11.259

NQ)

)

0577 (u,-v,) _ .
12,124+ +d; —d; =40
1.443 |\ u

0.577u, —0.577v, +1.443u, —1.443v, +d; —d; =27.876

1 u - - +
16+ +d; —d; =10
1)\u,—v,

e
u—v+u,—v,+d; —d; =4

o)

451 >

‘u, +d; —d; =min{2, 10-3}

u,+d, —d; =2
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o

v, +d; —d; =min{2, 3}

v, +d; —d =2

O’\Q)

‘u, +dy —d; =min{2, 10-3}

u,+d, —d; =2

o

v, +d; —d; =min{2, 3}

v, +d; —d; =2

Bu durumda iki tabakadan olusan y1gin icin, drnek capinin tabakalara paylastirilmasi

problemi dogrusallastirilmis olarak asagidaki gibi elde edilir.

min({d} +d; +d; +d;} {a} {di} {ds +d;})
—~0.0124u, +0.0124v, —1.234u, +1.234v, +d; —d; =11.259
0.577u, —0.577v, +1.443u, —1.443v, +d; —d; =27.876

u—v,+u,—v,+d; —d; =4

u,+d, —d; =2
v, +d; —d; =2
u,+d, —d; =2
v, +d; —d; =2

Dogrusallastirilmig  optimizasyon problemi c¢ok boyutlu simpleks yontemiyle

asagidaki gibi coziiliir.
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Cizelge 3.35. Cok boyutlu simpleks 2. asamanin 1. ¢6ziim tablosu

fe 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

fel 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

JoX 0 0 0 0 1 0 0 0 ] 0 0

o 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1
a & & o| V] oy v w, v, dy d dF df 4 df di | &
0 0 0 0 dl_ 0012 0012 -123 123 1 0 0 0 0 0 0 112
0 0 0 0 dg_ 0.57 0357 144 144 0 1 0 0 0 0 0 | 278
1 0 0 0 d3— 1 1 1 -1 0 0 1 0 0 0 0 1
0 0 0 0 d_[ 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2
0 0 0 0 d; 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 .:;Eﬁ" 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 ] 0 ] d{ 0 ] 0 1 ] 0 0 0 ] ] 1 2

FaX 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 ]

foX 0 ] 0 0 -1 0 0 0 ] ] 0 ]

foX 0 ] 0 0 ] 1 0 0 ] ] 0 ]

Fe 1 1 1 1 ] 0 0 0 ] ] 0 4

bt

Ikinci durumun ilk tablosunda, goriildiigii gibi 4. hedef saglanmamistir(4 olarak elde

edilmistir). 4. hedefin saglanmadig1 son satirdan temele girecek degisken u, ya da u,
olarak belirlenir. Temele girecek degiskeni keyfi bicimde u, olarak belirleyelim. Bu

durumda, temelden c¢ikacak degisken;

27876 4 2
min y =y —
0577 1 1

olmak iizere, d, olarak belirlenir.
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Cizelge 3.36. Cok boyutlu simpleks 2. asamanin 2. ¢6ziim tablosu

e 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

2 0 0 ] ] 0 ] 0 1 1 1 1
L N - I Ay n v 4y dy 4y 4y d di 47| *®
0 ] ] 0 dl_ 0012 0012 -123 123 1 ] 0 o012 0 ] 0 1128
0 ] ] 0 d:{- 057 037 144 144 0 1 0 037 0 ] 0 ]26.72
1 ] ] 0 d?'- 1 1 1 1 0 ] 1 1 0 ] 0 2
0 ] ] 0 1 1 0 ] ] 0 ] 0 1 0 ] 0 2
0 0 0 0 dﬁ- 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 dﬁ- 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 d?- 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 2

2 0 0 ] ] 0 ] 0 1 1 1 1 0

2 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0

2 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

Je) 1 1 1 1 0 ] 0 ] 0 ] 0 2

f

Ikinci durumun ikinci tablosunda, goriildiigii gibi 4. hedef saglanmamistir(2 olarak

elde edilmistir). 4. hedefin saglanmadig1 son satirdan temele girecek degisken u,

olarak belirlenir. Bu durumda, temelden c¢ikacak degisken;

. 26722 2 2
1.443 7 171

olmak iizere, d; ya da d; olarak belirlenir. Iki degiskenden biri keyfi olarak segilir.

Temele girecek degiskeni d, olarak belirleyelim.
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Cizelge 3.37. Cok boyutlu simpleks 2. asamanin optimum tablosu

FeX 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0

1 0 0 0 dy -1 -1 -1 -1 0 0 1 -1 0 -1 0 0
0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 2
0 0 0 0 ds 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 2
0 0 0 0 i, 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 dy 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 2

Ikinci durumun son tablosunda, goriildiigii gibi 4 hedef de saglanmistir. Cok boyutlu

simpleks tablosu optimumdur. Bu tablodan sonug¢lar u, =2, u,=2, v,=0, v,=0

olarak elde edilir. Buradan, yeni gidilen nokta;

olarak elde edilir.



128

(3,3) = min{0, 0, 0, 4}

nS

n (5, 5) = min{0, 0, 0, 0}
Goriildiigii gibi, yeni gelinen nokta tiim hedeflerin tam olarak saglandigi optimum
noktadir. Bu nedenle 10 ¢apli ornegin tabaklara 4 hedefi de aym1 anda saglayacak

sekilde paylastirilmas1 probleminde, n, =5, n, =35 olarak belirlenir. Elde edilen

optimum Ornek ¢aplarini hedeflerde yerine yazdigimizda;

V(x)=2.2448
Kullanilan biitce : 15.65
Ornek capi : 10

olarak elde edilmis olur.

L
3.4.3. c'=2thn,‘f kisit1 altinda hedef programlama ve Kuhn-Tucker yontemi
h=1

kullamlarak simiilasyon calismasi ile ornek ortalamas: istatistiginin

varyansinin minimum yapilmasi

L
Bu alt boliimde, c':Zthn,f’ kisiti gboz Oniine alinarak, & >0 olmak iizere; & ’ya
h=1

bagli maliyet kisitina iligkin simiilasyon ¢alismasi yapilmistir. Hedef programlama
ve Kuhn-Tucker yontemi kullanilarak & 'nin hangi degerleri icin 6rnek ortalamasi
istatistiginin varyansinin daha etkin oldugu, ayrica kullanilan yontemlerin
birbirlerine gore iistiinliikleri incelenmistir. Bu maliyet kisiti yardimi ile Ornek
ortalamasi istatistiginin varyans degerinin bulunmasi icin 1000 tekrarli Monte Carlo

simiilasyonu kullanilmistir. Simiilasyon c¢alismasinda yi1gin capi(N ), yigindan
segilecek drnek gapi(n), biitge(c ), tabakadan tabakaya seyahat maliyeti(,) ve &

baslangicta verilmistir. Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda, drnek
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ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum yapilmasi i¢in kullanilacak modeller

asagidaki gibidir.
Model 1: Hedef programlama i¢in Model 2:Kuhn-Tucker yontemi i¢in
olusturulan model olusturulan model
min({d;} {d;} {ds +d;}) minV (%),
L
202 202 _
%lel +...+L2—N”S” +d; —d/ =D’ ;"”_n
N n N° n, .
a < !
tnf +..+tn +d, —d, =c' ;thnh sc
ntetn +d;—di=n h=1,...,L h<m <k, h=l....L

Bu calisgmada, modelde tabaka varyanslarinin ve tabakalara paylastirilacak ornek
capinin Onceden bilindigi varsayilmaktadir. Bununla birlikte gercek uygulamalarda
tabaka varyanslarinin ve yigindan secilecek Ornek c¢apinin belirlenmesi zordur.
Bunun icin yigindan segilen bir pilot 6rnek yardimi ile tabaka varyanslari tahmin
edilip, yigindan secilecek Ornek c¢ap1 belirlenebilir. Hedef programlamada,
problemlerin c¢oziilebilmesi icin sag taraf kaynaginin belirlenmesinin zorunlu
oldugunu daha o©nce belirtmistik. Bu nedenle, Ornek ortalamasi istatistiginin
varyansinin ~ sag taraf kaynaginin  belirlenmesi  aragtirmaci  tarafindan
gerceklestirilecektir. Aragtirmaci, daha onceki arastirmalardan ya da konuyla ilgili
kendi uzmanhig1 dogrultusunda belli bir duyarlilik ve giivenilirlik ile arzu edilen
varyanst belirleyebilir. Duyarliligin artmasi, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini

kiiciilteceginden yapilan tahminlerin daha hassas olmasini saglayacaktir.

Modellerin c¢oziimiinde, kisith dogrusal olmayan optimizasyon problemlerinin
coziimiinde kullanilan yontemlerden hedef programlama ve Kuhn-Tucker
yontemlerinden yararlanilmistir. Modellerin ¢oziimii i¢in yapilan islemler asagidaki

adimlara gore gerceklestirilmistir.

Adim 1: Tabakali tesadiifi orneklemede amac; birbirine benzer nitelik, ozellik ve

vasiftaki birimleri bir araya getirip, homojen tabakalar olusturmaktir. Boylece,
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homojen tabakalardan 6rnekler secilerek hem y1ginin daha 1yi temsil edilmesi hem de
ornek ortalamasi istatistiginin varyansinmin kii¢iiltiilmesi hedeflenir. Arastirmanin
basinda tabaka caplari belli oldugundan, her biri farkli ortalamali ve varyansh

Normal dagilimdan N, birimlik say: iiretilip, belirlenen tabaka sinirlan gercevesinde

tabakalardaki birimler elde edilmistir. Tabakalarin homojen olmasi hedeflendiginden,
tabaka ortalamalar1 oldukca farkli, bununla birlikte tabaka i¢ci homojen olacak

bicimde tabaka varyanslar kii¢iik olan Normal dagilim verileri kullanilmastir.

Adim 2: Belirlenen tabakadaki birimler yardimu ile tabaka varyanslar1 hesaplanmustir.

Adim 3: Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda olusturulan Model 1 ve
Model 2’nin yazilan simiilasyon programi yardimui ile ¢oziimleri yapilmis, varyans
degerleri ve CPU time degerleri saniye olarak elde edilmistir. Dogrusal olmayan
modellerin ¢oziimiinde en ©6nemli problemlerden biri, ¢6ziim i¢in gerekli olan
baslangic noktasinin belirlenmesidir. Baslangi¢ noktasinin yanlis belirlenmesi,
¢oziim olan bir model i¢in ¢oziim elde edilememesi veya ¢oziimiin yerel ¢oziimlere
takilmas1 gibi durumlar1 beraberinde getirebilir. Modelin ¢oziimii i¢in gerekli olan
baslangic noktasi, tabaka caplari, tabaka varyanslar1 ve tabakalara seyahat maliyetleri
g6z Oniinde bulundurularak, arastirmacinin uzmanlhig dogrultusunda tabakalardan
kacar birimlik Ornek se¢mesi gerektigi Ongoriisii altinda belirlenebilir. Coziimler
birka¢ farkli baslangi¢c noktasi i¢in yapilip, ¢ikan sonuglar dogrultusunda sezgisel

yeni bir baslangi¢ noktas1 belirlenebilir.

Adim 4: Adim 1-2-3 1000 defa tekrar edilmistir.

Adim 5: Sonuglarin genellenebilmesi icin 1000 tekrardaki ©Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans ve CPU time degerlerinin ortalamasi alinarak, tabakalardan
secilecek optimum ornek caplari, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans degeri ve

CPU time degerleri elde edilmistir.
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Simiilasyon c¢alismasi tabakalara seyahat maliyetlerinin farkli degerleri altinda
yapilmistir. Simiilasyon calismasi yiginin iki, ii¢, dort ve bes tabakadan olustugu
durum i¢in yapilmis, sonuglar dort farkli tabaka sayisi i¢in genellenebildiginden daha
fazla tabaka sayis1 dikkate alinmamistir. Sonuglar Cizelge 3.38-Cizelge 3.47°de

Ozetlenmistir. Cizelgelerde yer alan n, gosterimi, i. modelden elde edilen #.

tabakadan secilmesi gereken ornek capini ve i. Kul. Biit¢e ise i. modelle ¢oziim
yapildiginda, arastirma i¢in ayrilan biit¢cenin ne kadarinin kullanildigimi ifade
etmektedir. Bununla beraber, miimkiin c¢oziimlerin saglanmadigi durumlar italik

olarak ifade edilmistir.
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Simiilasyon c¢alismas1 yaparken, yigin caplarinin, tabaka caplarinin, tabakalara
seyahat maliyetlerinin, tabakalara paylastirilacak ornek caplarinin ve duyarliligin
farkli durumlar1 goz Oniine alinarak tabakalara seyahat etmenin maliyet kisit1 iizerine

etkisini yansitan « degerinin sifirdan biiyilk durumlar i¢cin miimkiin ¢oziimler

aranmistir. Arastirma icin kullanilan maliyet kisiti c'=Zthnf bicimde dogrusal

olmayan yapidadir. Simiilasyon calismasinda bu yapidaki maliyet kisitinin
kullanilmasinin nedeni, alt bolim 3.2.2°de c'=2th In(n,) ve c'=2thn,f’

yapisindaki maliyet kisitlarinin simiilasyon yolu ile karsilastirilmasi ve bu iki farkli
yapidaki maliyet kisitinin sadece, maliyet kisitina kars1 gelen Lagrange carpaninin
sifirdan farkli olmas1 durumunda farkli sonuglar verdiginin elde edilmesidir. Bununla
birlikte, bu iki maliyet kisitinin farkli sonuclar vermesi durumuyla ¢ok az karsi

karsiya kalindigi icin, iki maliyet kisit1 arasindaki bu fark goz ardi edilmistir.

a degeri biiylidiikkce elde edilen miimkiin ¢oziimlerin sayist hem hedef
programlamayla ¢oziilen Model 1 hem de Kuhn-Tucker yontemiyle ¢6ziilen Model 2
icin azalmaktadir. « biiylidiikk¢e her iki Model icin de kisitlar saglanmamaktadir.
Cizelgelerden goriildiigii gibi, daha onceki alt boliimlerde geometrik programlama ve
Kuhn-Tucker yontemleri icin gecgerli olan & =0.5 iken Ornek ortalamasi istatistiginin
varyansinin miimkiin ¢éziimler icinde minimum olmasi durumu hedef programlama
icin de gecerlidir. Bu alt boliimde de, & =0.5 iken, tabakalara seyahat maliyetleri ne
olursa olsun, miimkiin ¢oziimler i¢inde drnek ortalamasi istatistiginin varyansi en

kiiciik olarak elde edilmistir.

Hedef programlama ile ¢oziilen Model 1, Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen Model
2’ye gore, miimkiin ¢oziimii olan ¢ degerleri icin, 6rnek ortalamasi istatistiginin
varyansint daha kiigiilk olarak elde etmektedir. Bununla birlikte, hedef
programlamada, yalnizca bir amag¢ olmadigr géz oniinde bulundurulmalidir. Kuhn-
Tucker yontemi sadece 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapmayi
hedeflerken, hedef programlama yontemi ayni anda hem Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansim1t hem de arastirmada kullanilan biitceyi minimum yaparak

ornek capini tabakalara paylastirmayi hedeflemektedir. Cizelge 3.38’de goriildiigii
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gibi tabakalara seyahat maliyetleri ayni ya da birbirine yakinken, hedef programlama
ve Kuhn-Tucker yontemleri arastirma igin ayrilan biitceyi hemen hemen aymi
bicimde kullanmaktadir. Cizelge 3.39’de oldugu gibi tabakalara seyahat maliyetleri
arasinda farklilik varken, Kuhn-Tucker yontemi, hedef programlamaya gore
genellikle arastirma icin ayrilan biitcenin daha azini kullanmaktadir. o degeri
arttikca hedef programlamada ornek capi, Kuhn-Tucker yontemine gore daha iyi
paylastirmasina karsin, arastirma i¢in ayrilan biitgenin kullanilan kismi daha fazla
artma egilimindedir. Bu durumu, & degeri arttik¢a hedef programlamada kullanilan
biitce, Kuhn-Tucker yontemine gore daha fazladir biciminde genelleyebiliriz.
Genellikle hedef programlama ornek ortalamasi istatisti§inin varyans degerini,
Kuhn-Tucker yontemi ise maliyeti kiiclik bulmasina karsin, nadir olarak tersi

durumla da karsilasilmistir. Ornegin Cizelge 3.40°da @ =0.8 iken hedef
programlama V(E)1 degerini 0.01212, arastirma i¢in kullanilan biitceyi 904.1116

bulmasina karsin, Kuhn-Tucker yontemi V(E)2 degerini 0.00859, arastirma igin

kullanilan biitceyi 1674.5 olarak elde etmistir. Ayrica Cizelge 3.40’da arzu edilen
varyansin kii¢iik oldugu durum géz Oniine alinmistir. Yani hedef programlama icin
ilk onceligin hedef degeri miimkiin oldugunca kii¢iik tutulmustur. Bu nedenle bu
cizelgede hedef programlama i¢in & =1.5, 1.8 ve 2 durumunda Ornek ortalamasi
istatistiginin - 0.0143  degerinden  kiiciik olmasi 1.6ncelikli hedef degeri
saglanmamistir. Hedef programlama yonteminin ayni anda hem Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans degerini hem de arastirma ic¢in kullanilan biit¢eyi daha kiigiik
buldugu durumlar s6z konusuyken, Kuhn-Tucker yonteminde boyle bir durumla
karsilasilmanmustir. Ornegin, Cizelge 3.38’de ar=1.2 iken, Cizelge 3.40’da «=0.2,
0.4, 0.5 ve 0.6 iken, Cizelge 3.41’de a=0.8 ve 1 iken, Cizelge 3.43’de « =0.8 iken,
Cizelge 3.44’de a=1.2 iken, Cizelge 3.47°de a=0.4, 0.5, 0.6 ve 0.8 iken hedef
programlama yontemi hem 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans degerini hem de
arastirma icin kullanilan biitceyi, Kuhn-Tucker yoOntemine gore daha kiigiik
bulmaktadir. Ayrica hedef programlamanin ¢6ziim vermedigi, Kuhn-Tucker
yonteminin ¢oziim verdigi hicbir durumla karsilasiilmamistir. Bunun yaninda, hedef
programlamayla ¢oziim elde edildigi halde Kuhn-Tucker yontemiyle ¢oziim elde

edilemeyen durumlar s6z konusudur. Ornegin, Cizelge 3.39’da a =1.2 iken, Cizelge
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3.40°da ar=1 ve 1.2 iken, Cizelge 3.43’de =1 iken hedef programlamayla tiim
hedefler saglanmasina ve miimkiin ¢oziimler elde edilmesine karsin Kuhn-Tucker
yontemiyle miimkiin ¢oziim elde edilememistir. Ayrica, simiilasyon yoluyla elde
edilen sonuglara bakildiginda, hedef programlamanin problemi ¢ozme siiresi, Kuhn-

Tucker yonteminin problemi ¢6zme siiresinden daha kisadir.

Sonu¢ olarak, hedef programlamadan elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin
varyans degeri, Kuhn-Tucker yonteminden elde edilen degerlere gore daha kiiciiktiir.
Hedef programlama yontemi ayni anda hem Ornek ortalamasi istatistiginin varyansini
hem de arastirma i¢in kullanilan biitceyi Kuhn-Tucker yontemine gore daha kiiciik
elde edebilmektedir. Kuhn-Tucker yontemiyle ¢oziim elde edilemeyen durumlarda,
tim hedefler saglanarak hedef programlamada miimkiin ¢oziimler elde edilmistir.
Ayrica, hedef programlama daha kisa siirede ¢coziim vermektedir. Bu nedenlerden
dolay1, ornek capinin optimum sekilde tabakalara paylastirilmast probleminde, hem
birden fazla amaci goz Oniine aldigi hem de Kuhn-Tucker yontemindeki tek amag
olan 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans degerini daha kiiciik elde ettigi i¢in hedef

programlama yonteminin kullanilmasi 6nerilmektedir.
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4. COK DEGISKENLIi TABAKALI TESADUFi ORNEKLEME

Onceki boliimlerde, tek degiskenli tabakali tesadiifi rneklemede dogrusal olmayan
maliyet kisitlar1 altinda yi§indan secilen n c¢apli 6rnegin, tabakalara optimum sekilde
paylastirilmasi i¢in, dogrusal olmayan optimizasyon problemlerinin ¢oziimiinde
kullanilan yontemlerden Kuhn-Tucker, geometrik ve hedef programlama yontemleri
tanitilmis ve bu yontemler kullanilarak elde edilen simiilasyon sonuglart verilmisti.
Bu boliimde, tabakalarda birden fazla degisken olmasi durumunda yigindan segilen
n c¢apli Ornegin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasina iligskin literatiir
calismas1 sonuclar1 ve dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 gbz 6niine alindiginda, ¢cok
degiskenli tabakali tesadiifi Ornekleme i¢in yigindan secilen n ¢apli Ornegin

tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi problemi incelenecektir.

Ornekleme yontemleri ¢ok cesitli olmasma ragmen, uygulamalarda en ¢ok tabakali
tesadiifi orneklemenin kullanildigim1 belirtmistik. Tabakali tesadiifi 6rneklemede,
tabakalardan secilecek ornek capinin belirlenmesinde, arastirma i¢in ayrilan biitce
cok onemli rol oynamaktadir. Tabakali tesadiifi 6rneklemede tek degisken ve maliyet
kisiti dogrusal yapida oldugunda, Ornek capinin tabakalara paylastirilmasi igin
gelistirilmis, bilinen klasik yontemler kolaylikla sonu¢ vermektedir. Bununla birlikte,
arastirmalarda genellikle, bir birime ait birden fazla degisken ile ilgili bilginin
toplanmas1 tercih edilir. Cok degiskenle calisildiginda, yiginin bircok acidan
tanimlanmast miimkiin olur. Cok degiskenli arastirmalarda, bir degisken i¢in uygun
olan bir ¢oziim diger bir de8isken i¢in uygun olmayabileceginden, klasik yontemlerin
kullanilmast uygun olmaz. Bu problem ilk defa 1934 yilinda Neyman tarafindan ele
alinmistirfNeyman, 1934]. Literatiirde, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi ornekleme

icin dogrusal maliyet fonksiyonu altinda pek ¢ok ¢calisma yapilmistir.

Tabakali tesadiifi orneklemede, tabakalardaki birimlerin aym1 anda birden fazla
degiskene gore gozlem degerleri elde edildiginde, tabaka varyanslari ve maliyet
degerleri ilgilenilen degiskene gore farklilik gosterebilir. Ornek capmin tabakalara
paylastirilmasi probleminde, bir degisken icin optimum olan ornek caplari, diger bir

degisken icin optimum olmaktan uzak olabilir. Dolayisiyla, verilen bir biitce ile
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biitiin degiskenlerin tahmin edicilerine ait varyanslarin ayn1 anda minimum yapilmasi
ya da varyans kisiti altinda arastirma i¢in ayrilan biitcenin minimum yapilmasi tek
degiskenli duruma gore oldukca zordur. Cok degiskenli tabakali tesadiifi ornekleme
icin notasyonlar asagida verilmistir.

N : Y18 cap1

n : Ornek cap1

L : Yigindaki tabaka sayisi(h =1,2,...,L)

p : Her bir tabakadaki degisken sayisi( j =1,2,..., p)

L
N, : h. tabakadaki birim sayisi( 4. tabakanin ¢ap1, N = ZN 0)

h=1

L
n, : h. tabakadan secilen 6rnek ¢api(n = Znh )

h=1

N
W, = 7” . h. tabakanm agirhgi(h =1,2,...,L)

X7 : Yiginda h. tabakada j. degiskene ait i. birimin gozlem degeri(h =12,...,L,
i=12,.,N,, j=12,...,p)
@)

x,”” : h. tabakadaki j. degiskene ait Ornege secilen i. birimin gozlem degeri

(h=12,..L, i=12,..n,, j=12,...p)
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- _ | AT . .
X,=X,=p=—> X7 : h tabakada j. degiskene ait yigin ortalamasi

h hi
’ N, S

(h=12,.,L, j=12,....p)

I ' '
Xy =X, =n— x\7 i h. tabakada j. degiskene ait 6rnek ortalamasi (h=1,2,...,L,
hoi=l1
j=L2..p)
— i . L N, —
X; =X =u’ = Z Nh X,;  J- degiskene ait y1gin ortalamasi( j =1,2,..., p)
h=1
L
N
Xy =X; =X = ZW”X,U . j. degiskene ait 6rnek ortalamasi( j =1,2,..., p)
h=1
SZ_;Nh XD X ) - h bakada 7 dedisk v
TN _12( hi y) ¢ h. tabakada j. degiskene ait yigm varyansi
h i=1

(h=12,.,L, j=12,....p)

1 N . .
Sp = > (x)=%,)* : h tabakada j. deBiskene ait Ornek varyansi

(h=12,.,L, j=12,.,p)

j. degiskene ait o©rnek ortalamasi

istatistiginin varyansi( j =1,2,..., p)

_ 1 < N, - . .
Cov(x,,x;) =0y :FZNiphkjShkSmM : k. ve j. degiskenler arasindaki
h=1

nfly

kovaryans(k # j=1,2,...,p)
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N, _ ) _
Z(Xi(ul'c) _th)(Xi(u'j) _th)

Py = P == : h. tabakadaki k ve j degiskenleri
! N hShkShj

arasindaki ~ korelasyon  katsayisi

(k+j=12,..p)

o, 0, Oy O,
2
0, O, Oy 0,,
Y =Cov(X,,x;)=| ' "~ .| : Varyans-kovaryans matrisi
c, 0, O o’
L~ pl p2 p3 - " r

Literatiirde, cok degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede dogrusal maliyet kisiti
altinda varyansin minimum yapilmasi ya da varyans kisiti altinda dogrusal maliyet
fonksiyonunun minimum yapilmasina iliskin pek ¢ok calisma yapilmistir ve bu

caligmalarin bazilarina izleyen alt boliimlerde yer verilmistir.
4.1. Ghosh(1958) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Ghosh’un gelistirdigi yontemde, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, 6rnek

capinin tabakalara optimum sekilde paylastirilmasi igin genellestirilmis varyans esas

L
alinmistir. Ghosh bu yontemde, varyans-kovaryans matrisini n = Znh kisit1 altinda
h=1

minimize eden ornek caplarini(n,) Lagrange carpanlari yontemini kullanarak elde

etmistir. Bununla birlikte, varyans-kovaryans matrisini minimize eden Ornek

caplarini bulurken, biitce kisitin1 goz 6niine almamistir[Ghosh, 1958].
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- _
o, O, Oy O,
2
0, O, Oy 0,,
min(2)) = min(V) = min
c. 0, O o
L~ pl p2 p3 - " r

Kisit: n+n,+..+n, =n

Lagrange carpanlar1 yontemi kullanilarak;

L=V+/1(inh —n)

=

%:%(V+ﬂ(gnh —n))=0

aar‘; +£(Z(§nh —-n))=0

§%+l=0

%:_ﬂ 4.1)

elde edilir. Ayrica varyans-kovaryans matrisinin n,’a gore tiirevi asagidaki gibi

alinir.
-, ' _
o, o, c,
G, sz 62[7
oV & ...
_8 :z 4.2)
l’lh j:1 . . . . . . .
c G ' G’
L~ pl pi oot p |
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Es. 4.2°deki o,;", k ve j degiskenleri arasindaki kovaryansin n,’a gore tiirevidir ve

asagidaki gibi elde edilir.

1 L

O, = FZNthkjShkShj

h=1

olarak elde edilir. Buradan, Es. 4.2’de verilen matris formu asagidaki gibi yazilir.

[ 2
Gl
G21
WV N1
a—=——2—225h,~
n, ny, =1
_Gpl

1
FthphkjShkShj [ e

on
h 1 N,fS;j (__
n

1
G12 . FN}fphljShlShi [

(Nh —I’lh)

W

1
Gy - F thpthShZShj [_

|
pl N F Nh phniShpShj (_

phljShl
pthShZ

phpj Shp

1
,
1
,

1
m,

olmak tizere;

p |

By
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612 : phljShl - - Oy
Gy - pthShZ e 62[)
14
IBh|=ZSh,~
j=1
2
G, - phijhp N
oV N 1
2 e~ 4.3
on, N2 n,f| h| (4.3)

Es. 4.1 ile Es. 4.3 birbirine esitlenirse;

9

N 1
Nl

= 4.4
N i (4.4)

o

elde edilir. Buradan, Es. 4.4’{in tabaka iizerinden toplam1 alinirsa;

L= (4.5)

N, B[
m_ N VA
N, [
;N Ja
N, N
n,=—————n olarak elde edilir.
AN
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4.2. Kokan(1963) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Kokan tarafindan gelistirilen bu yontemde, varyanslara iist sinir getirmek kosuluyla
optimallik kriteri olusturularak, dogrusal maliyet fonksiyonuna sahip olundugu
varsayllmistir. Bu yontemde, tabaka Ornek caplarinin, belirli bir giivenilirlik
diizeyinde, degiskenlere ait tahmin edicilerin hata paylari belirli bir iist diizeyi
asmayacak bicimde aragtirma maliyetinin minimum yapilmasi amag¢lanmistir. Amag
fonksiyonunun maliyeti minimum yapmak oldugu optimizasyon problemi asagidaki

gibi formiile edilmektedir[Kokan, 1963].

j. degiskene ait 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi( j =1,2,..., p)

_ 1 & LN, —-n, S, & 11
V(x,)= N2t W _Nwrier|l — 4.6
/( J) NZE h N, n, hzzll h = n, N, 9

olmak tizere;

Qi :thSZj 4.7)
1 1

= ——— 4.8

A [nh NJ (4.8)

olarak tanimlanirsa, Es. 4.7 ve Es. 4.8 yardimu ile Es. 4.6 asagidaki gibi ifade edilir.
_ L
V(X)) =2 ayy, (4.9)
h=1

Problemin amag¢ fonksiyonu olan, dogrusal maliyet fonksiyonu asagidaki gibi ifade

edilir.

L
c=cy+ Y cpm, (4.10)

h=1



Es. 4.10, Es. 4.8 yardimi ile asagidaki gibi tekrar diizenlenebilir.

L

c=e+3e

=t (1+Nhyh)

Problemin kisitlar1 ise Es. 4.12 ve Es. 4.13 asagidaki gibi tanimlanir.

L
2@V SV,
h=1

N,
1thSthlS—<N = 0<y, < 1—L
1+N,y, N,
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4.11)

4.12)

(4.13)

Es. 4.12°deki v, degeri, varyanslar igin, aragtirmaci tarafindan belirlenen arzu edilen

varyans degeridir. Buradan, Kokan’in yOntemine gore, cok degiskenli tabakali

tesadiifi ornekleme i¢in, maliyeti minimum yapacak Ornek caplarini bulmak ic¢in

paylastirma problemi asagidaki gibi modellenir.

L

Max(C) = z N ) )

Bu problemin ¢6ziimii i¢in, dogrusal olmayan optimizasyon yontemlerinden herhangi

biri kullanilabilir. Kokan, problemin ¢6ziimiiniin Kuhn-Tucker

yapilmasini dnermistir.

yontemi ile
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4.3. Jagannathan(1965) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Jagannathan tarafindan gelistirilen bu yontemde, degiskenlere ait tahmin ediciler
icin, On goriilen duyarlilik diizeylerine gore 6rnek ¢api belirlenmistir. Jagannathan’in
yonteminde de, ama¢ dogrusal maliyet fonksiyonunu minimum yapacak Ornek
caplarinin belirlenmesidir[Jagannathan, 1965a; Jagannathan, 1965b]. Problemin

formiilasyonu asagidaki gibidir.
j. degiskene ait 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi( j =1,2,..., p)

L

_ 1 N, —n S, & 11
Vi(xj):szNz : hi‘ZWfSé(———j
h=1

= N, n n, N,

g

Dogrusal maliyet fonksiyonu,

L
c=cy,+ Zchnh
h=1

2¢2

) . .. O
olmak iizere, a,; =W,’S; ve diizeltme terimi a,; = » ——

h=1 h

olarak ifade edilirse,

V()—c)ziﬂ—a
JNTT 0j

h=1 1y

olarak yazilabilir. Bu durumda, model asagidaki gibi yazilir.

L
min(c) =c, + ZChnh
h=1
L a
hj .
Z——aojﬁvj j=12,...p

n=1 1y,

n, <N, h=12,..,L
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Asagidaki doniistimler uygulansin.

N
n,=—-" = ! (4.14)
Nhyh+1 +L
h Nh
o L
h Nh

olarak alinirsa Es. 4.14 asagidaki gibi ifade edilir.

1
n, =
Yp+m,

Buradan, Jagannathan’in yontemine gore, cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rnekleme
icin, maliyeti minimum yapacak Ornek caplarin1 bulmak i¢in paylastirma problemi

asagidaki gibi modellenir.

min(c)zich( 1 j

h=1 y, +m,
L
Zahjyh Sbj j=12,...p
h=l1
v, 20 h=12,...,L

B 3 . o .
Burada, b, =v, +a, Za ym, olarak elde edilir. v, ’ler ise arzu edilen varyanstir
h=1

ve arastirmacinin istegi dogrultusunda belirlenir. Problem modellendikten sonra,
esitsizlik kisit1 altinda herhangi bir optimizasyon yontemi ile islem yapilabilir.
Bununla birlikte, Jagannathan yukaridaki modelin ¢Oziimii i¢in, arastirmaci

tarafindan belirlenen bir baslangi¢ noktasi etrafinda iteratif bir yontem gelistirmistir.
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4.4. Folks ve Antle(1965) Tarafindan Gelistirilen Yontem

P
Folks ve Antle tarafindan gelistirilen bu yontem, Zaj =1 ve «a;>0 olacak
j=1

bi¢imde, tabakalardaki her bir degiskenin varyansinin ¢, ’lerle agirliklandirilmasi

temeline dayanmaktadir. Bu yontemde de, arzu edilen varyanslar icin iist sinirlar
olusturulur. Varyanslar ic¢in belirlenen {ist sinirlarin orani alindiginda elde edilen

degere karsi gelen ¢«; degeri kullanilarak ornek caplart bulunur. Bu yontem igin,

L
problem modellenirken ve ¢oziilirken sadece Znh =n kisitindan faydalanilmis,
h=1

maliyet kisit1 dikkate alinmamistir. Problemin formiilasyonu asagidaki gibidir[Folks

ve Antle, 1965].

j. degiskene ait 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi( j =1,2,..., p)

1 & L N,-n, S, NS} & N,S;
V(E)=—5D N2 =N 205 ! 4.15
= S " N, n N’n, N’ 1

L
h=1 h=1

Es. 4.15 icin asagidaki kisaltmalar yapilabilir:

NZ2S?

ky = —;,zh’ (4.16)
L NS

;=2 ]}vzhj (4.17)
h=1

olmak iizere, Es. 4.16 ve Es. 4.17 yardimu ile Es. 4.15 asagidaki gibi ifade edilebilir.

V(;):i@_c.
J J J

n=1 Ny,

Varyansin negatifi alindiginda;
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L

V)= =~ 3 (4.18)

n=1 N,

elde edilir. Amag fonksiyonu Es. 4.18’deki gibi oldugunda, tabakalardan secilecek

n,, ’lar, bu fonksiyonun degeri en biiyiik olacak sekilde belirlenmelidir. Amacimiz,

don,=n (4.19)
h=1
n, >0 (4.20)

Es. 4.19 ve Es. 4.20 kisitlar1 altinda Es. 4.18’1 maksimum yapmaya ¢alismaktir. Tiim

J degiskenleri i¢in, ¢; agirliklar yardimu ile asagidaki fonksiyon tanimlansin yani

varyanslara agirliklar verilsin.

x(n,a) = Zp:ajxj (n) 4.21)
ve

)4
Zaf:l ve a; >0

J=1

Amacimiz, degisken sayisi kadar yani p tane x;(n) fonksiyonu i¢in optimum

noktalarin bulunmasidir.

L-1
Es. 4.19; n, =n—2nh olarak yazilip, Es. 4.18’deki ama¢ fonksiyonunda yerine

h=1

yazilirsa,

L -1
khj khj ij
x,(my=c,-) —=c;— E ———
n=1 1y, h=1 By Ny
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=y k..
x;(my=c, - n—”’—+ (4.22)
h=1 "tp
- n

elde edilir ve kisit asagidaki forma doniisiir.

L-1
n, =n—2nh >0
h=1

Es. 4.22°deki amac¢ fonksiyonu, Es. 4.21°deki gibi varyanslarin agirliklandirilmasi
biciminde yazildiginda;

p B p p L-1 khj p ij 423
Z;ajxj(n)—z;ajcj—z;ajh 1——Z;aj—§ (4.23)
J= J= J= = h J= n— n

h=1 !

—Za x,(n)= 0+Za ia —2 =0
(n_znhj

P P
Za. = =Y a, —2 (4.24)
Jj=1 n, Jj=1 (n _ z n, j
h=1

L-1
elde edilir. Es. 4.19°daki n, =n-— Zn , degeri, Es. 4.24°de yerine yazilirsa,

h=1
Sa gk 4.25)
= n, T

elde edilir. Es. 4.25°de gerekli diizenlemeler yapildiginda;



0=
B
B

2 Jj=1
n =
h P k )
2.
i 2
=t My
P
E a ik,
N —
n, n, h=12,

M=
K
G’»

~.
I
—

elde edilir. Es. 4.26’nin L iizerinden toplami alinirsa;

h

D
K
S

<
&

S

I
M-

N

R K

=~ =~

& =
=

J

~.
]
LN

bulunur. Es. 4.26 ve Es. 4.27 oranlanirsa;

M-
<

~.
I
—

. M"’
K
&

S
=
<
Ii

R

M-
M= | 20
]| 8
N
& =

=

~.
Il
—_
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(4.26)

(4.27)
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n,=————n h=12,..,L (4.28)

elde edilerek, cok degiskenli tabakal: tesadiifi ornekleme i¢in her tabakadan secilecek

L L N,S,
ornek caplan belirlenmis olur. Ayrica Es. 4.28°de, k, = z 5

h=1

degeri yerine

yazilarak,

P
n, = = no Yoe,=lvea,>0 (4.29)

L _p =
2N, ZajSZj

Es. 4.29 elde edilebilir. Bu yontemin dezavantaji, agirliklarin belirlenmesinin
arastirmactya birakilmis olmasidir. Bu nedenle, agirliklar i¢in olas1 kombinasyonlar

denenerek en uygun n, degerleri bulunabilir.

4.5. Chatterje(1968) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Chatterje tarafindan gelistirilen bu yontem, cok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede 6rnek capinin tabakalara paylastirilmasi probleminde, her degiskene ait
arzu edilen varyanslar altinda dogrusal maliyet fonksiyonunu minimum yapma

temeline dayanmaktadir[Chatterje, 1968].

Her bir degiskene ait arzu edilen varyans v, ve dogrusal maliyet fonksiyonu

asagidaki gibidir.

L
c=Yeum,
h=1
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L 1 1
- 22
Vj(xj) = th]Wh Shj(n——N—j SVj

h h

L L

202 202
WS, WS,
h=1 h=1

Svj+
n, N,

(4.30)

2<n,<N,

elde edilir. Es. 4.30’un sag tarafindaki diizeltme terimi ihmal edilir ve y, :i
n,

yazilirsa, model asagidaki sekle doniisiir.

L

) c
min(c) = » -

n=1 Yp

L
D WiSEy, <v, j=12,..,p
h=1

elde edilen model, dogrusal olmayan optimizasyon problemlerinin ¢oziimii icin

gelistirilen herhangi bir yontem yardimi ile ¢oziilebilir.
4.6. Ahsan ve Khan(1977) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Ahsan ve Khan tarafindan gelistirilen bu yontem, onsel ve sonsal dagilim bilgisi
kullanma temeline dayanmaktadir. Bu yontemde, varyans kisiti altinda maliyet
minimize edilmeye calisilirken, problemin ¢6ziimii icin bir algoritma gelistirilmis ve
hicbir kisiti saglamayan bir baslangic noktas1 secimi altinda ¢dziime baglanmistir.

Problemin formiilasyonu asagidaki gibidir[Ahsan ve Khan, 1977].

W : Tabaka agirliklarinin vektorii

>

;= ()?U, )?zj,..., )?hj) : . degiskene ait y1gin ortalamasi vektorii
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& = (X,;, %55 %)+ J. degiskene ait 6rnek ortalamasi vektorii

2

Burada, x ; "lerin ortalamasi X ; Ve varyansi kosegen elemanlart = (h=12,..,L

ve j=L12,.,p)olan M, késegen varyans-kovaryans matrisine sahip p degiskenli

kisitli normal dagilima sahip oldugu varsayilmistir.

X ,; lere iliskin On bilgi ise, m; ortalama vektorii ve A; kosegen varyans kovaryans
matrisine sahip olundugu big¢imindedir. X ; lerin p degiskenli sonsal dagilimina ait

m i ortalama vektorii;

bicimindedir. Sonu¢ olarak, X y lerin dogrusal bir kombinasyonu olan X, ;.
degisken i¢in yiZin ortalamasimn, tek degiskenli onsel dagiliminin m; :V_ijl.

ortalamali ve a; = WAJ.VL varyansl, sonsal dagiliminin ise a;, WW' varyansli

tek degiskenli normal dagilima sahip oldugu sdylenebilir.

¢,, h. tabakadaki baslangic maliyeti ve ¢,, h. tabakadaki j. degiskenin Ol¢iim

maliyeti olmak {izere, dogrusal maliyet fonksiyonu;

L L »p
c=2chnh ZZC,”nh] (4.31)
h=1

h=1 j=1
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olarak verilebilir. Bu maliyet fonksiyonu ayni zamanda minimum yapilmak istenen

amag fonksiyonudur. Ornek capmin tabakalara paylastirilmasi problemi, X ; lerin

sonsal varyanslar1 icin arzu edilen varyans kisiti altinda dogrusal maliyet

fonksiyonunu minimum yapan n,,’lerin bulunmasidir. X, ’lerin sonsal varyanslari
icin arzu edilen varyanslarin tist sinirlart v; olarak tanimlanirsa, amag fonksiyonu ve

kisitlar asagidaki gibi yazilir.

I
=
]
=

A
\<
~

I

L2,...p (4.32)

n, =0 h=12,.,Lve j=12,...,p

A, kosegen bir matris olarak tammlandigindan ve V, = A;l oldugundan Es.

4.32’deki varyans kisit1 asagidaki gibi yazilabilir.

L
a =M o j=12,p (4.33)

Es. 4.33°deki (v;),,,, V. matrisinin kosegen elemanlaridir. Es. 4.33{in paydasindaki

J

terim Uy, olarak tamimlanirsa,

nhj
wy =)+
hj

ny =Gy =), )S, (4.34)

hj

olarak elde edilir. Es.4.34, Es. 4.31’de yerine yazilirsa,
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L L p
— 2
=2 0y + 2, > 0y =(,),)S),
h=1 h=1 j=1
L L p ) L p )
= cum, + 0. Sy =2 > € (v,), Sy (4.35)
h=1 h=1 j=1 h=1 j=1

olur ve buradan kisitlar

L 2
f— _ h _
a, =y —-<v, h=12,..,L
h=1 Uy,
u, 2 (vj)hh h=12,.,Lve j=12,..,p

olarak elde edilir. Es. 4.35’in son terimi sabittir bu nedenle ihmal edilebilir. Aym

. . . . o 1 . -
sekilde baslangic maliyetleri de ihmal edilip, — yerine y,;, chjS,fj yerine ¢,
uhj

yazildiginda amag fonksiyonu ve kisitlar asagidaki forma doniisiir.

L p E )
min(c) =Y > —~ (4.36)
h=l j=1 J pj
L
a, =y Wy, <v, (4.37)
h=1
1
Vi (4.38)
‘ (Vj)hh

Bu problem, dogrusal olmayan programlama problemidir. B, {1,2...., p} indislerinin

bir alt kiimesi ve Es. 3.36’da verilen hiperyiizey ile,

L
D Wiy, =v, jeB (4.39)
h=1

seklinde verilen hiperdiizlemlerin kesisim noktasi olsun. Eger Es. 4.39’da verilen

denklemler tutarliysa y,; >0 icin Eg. 4.36 konveks oldugundan Y? noktasi pozitif
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ceyrek icinde tek bir nokta olarak belirlenebilir. B’nin olast tim miimkiin

kombinasyonlart i¢in Es. 4.39 kisit1 altinda Es. 4.36 minimize edilir.

L p o~

C,.
min(c) = Z M
A=l j=1 Ypj
- 2
D Wiy, =v; (4.40)
h=1

Lagrange carpanlar1 yardimai ile elde edilen kok Es. 4.41’deki gibi bulunur.

Vj chj

= VW
W, > W, Jc,
h=1

Vi (4.41)

Bundan sonra izlenecek yol asagidaki gibidir:

1- Miimkiin ¢oziim disinda herhangi bir pozitif baslangi¢ noktasi alinir. Higbir

kisit1 saglamayan nokta asagidaki esitlik yardimui ile elde edilebilir.

vy =L (4.42)

L
Tim j=12,..,p i¢in D> Wy, —v, farklar hesaplanir ve biiyiikliik sirasina

h=1

koyulur.

2- Es. 4.41 kullanilarak, tim y, ’ler bulunur. Bulunan y, ’ler i¢in optimallik

kontrol edilir. Bu asamada hicbir kisiti bozmayan nokta maliyeti minimum

yapan noktadir. Eger kisitlarin bazilar1 saglanmiyorsa, diger asamaya gecilir.
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3- Ikinci maksimum nokta icin Es. 4.41 kullanilarak, y,; 'ler yeniden hesaplanir.

Bu degerler i¢cin optimallik kontrol edilir. Eger tiim kisitlar saglaniyorsa
optimum ¢6ziim bulunmus olur. Saglanmiyorsa, ii¢lincii maksimum fark i¢in
islemler tekrarlanir. Optimum nokta bulunana kadar maksimum farklar

incelenmeye devam edilir.
4.7. Omule(1985) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Omule tarafindan gelistirilen bu yontem, 6rnek capinin paylastirilmasi probleminin
cok asamali bir karar siireci olarak ele alinmasi temeline dayanmaktadir. Omule,
tabakalardan secilecek ornek caplarinin belirlenmesi siirecini, cok asamali bir siire¢
olarak  diisinmiis ve c¢Oziim i¢in  dinamik  programlama  yOntemini

kullanmistir[Omule, 1985]. Her asama, 1. tabakadan n, birimin seg¢ilmesi, 2.
tabakadan n, birimin secilmesi, ..., L. tabakadan n, birimin secilmesi seklinde

olusturulmustur. Dolayisiyla, ¢ok asamali karar modeli asagidaki gibi formiile

edilebilir: A. tabaka h. asama ve n, ise h. asamadaki karar degiskeni olsun. /.
agama icin ornek ortalamasi istatistiginin varyans buyiiklugi Y, ,, (2—1). asama i¢in
ornek ortalamasi istatistiginin varyans biiytikligi Y, , , olmak iizere; Y,, ve Y;,

arasindaki iligki asagidaki gecis fonksiyonu ile tanimlanir.

11
Y. =Y, +W,fS,fj[— ——J

n, N,
Buradan yola ¢ikarak, problemin formiilasyonu asagidaki gibidir:

Amacimiz her tabaka i¢in arzu edilen varyans kisitlar1 altinda, dogrusal maliyet

fonksiyonunu minimum yapmaktir.

L
min(c) = Zchnh
h=1
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1 1
wesz[ Lo L)<y
n, N,

2<n,<N,

Bu durumda, bu problemin dinamik programlama ile ¢dziimii iki asamada ele alinir.

1- Amac fonksiyonu ve kisitlar durum bilesenlerine yani tiim /4 ’ler icin
birbirinden bagimsiz olan n, fonksiyonlarina ayrilir. Bu ayirim zaten
mevcuttur, ¢iinkii, her n, karar degiskeni, ama¢ fonksiyonu ve kisitlarda ayr1

birer ek terim olarak ortaya cikar.

2- L Xkarar degiskeninde olusan problem, L tane duruma karsilik gelecek

bicimde, L tane problem olarak ele alinir. Bu problemlerin her birinde

yalnizca bir tane n, karar degiskeni yer alir. Dolayisiyla, h. asamaya ait
karar probleminde, n, optimum Ornek capmnin elde edilmeye calisildig:

belirtilebilir. n, ’lar asagidaki ifade saglanacak sekilde elde edilir.

Fi(y) = min{chnh + fh—l(yh—l)}

2<n, <N, vy, =0<y, <v.,0<y,, <V |

. . . I 1 e
Yukaridaki tim y,, terimleri y,, =y, +W;1251§i (——N—j esitliginden

h h
bulunmustur ve genellikle f,(y,)=0 alir. Dinamik programlama, esas olarak

birbirine bagimli bir¢cok degisken iceren, cok asamali bir karar siirecini ele alir ve
bunu, optimizasyon yontemleri ile sonucun daha kolay bulunmasinmi saglayan bir
forma doniistiiriir. Bununla birlikte, dinamik programlama ile bulunan sonuclarin
genellikle etkin olmadigr goriilmiistiir. Tabaka sayist arttikga, dinamik

programlama yaklagiminin uygulanmasi zorlagmaktadir.
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4.8. Khan ve Ahsan(2003) Tarafindan Gelistirilen Yontem

Khan ve Ahsan cok degiskenli tabakali tesadiifi Orneklemede ornek c¢apinin
tabakalara paylastirilmasi i¢in, dogrusal maliyet kisitin1 g6z 6niine almiglardir. Bunu
yaparken, degiskenlere ait 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansim agirliklandirmis
ve p degisken i¢in agirhiklandirilmis toplam varyansi minimize etmeye
calismiglardir. Ayrica modellenen problemin c¢oziimiinde, dogrusal olmayan
programlama yaklagimlarindan biri olan dinamik programlamayi

kullanmislardir[Khan ve Ahsan, 2003]. Problemin formiilasyonu asagidaki gibidir:

L tabakanin her birinde p tane degisken oldugu varsayilsin. j. degisken icin 6rnek

ortalamasi istatistiginin varyansi asagidaki gibidir.

L WZSZ- L W252~
V)= - ;V |
h=1 h

hj
=l Ny

Burada onemli olan nokta, tabaka ici yapinin homojen olmasidir. Eger tabaka
icindeki degiskenlerden biri kendi i¢inde homojen degil ise bu durum § ,fl. degerinin
ve dolayisiyla V;(x;) degerinin artmasina neden olacaktir. V,(x;) deZerinin artmasi

ise, duyarlilikta azalisa neden olacaktir. Khan ve Ahsan, duyarliliktaki azalist

engellemek i¢in, kendi i¢inde heterojen olan ;. degiskene maksimum agirlik w; nin

atanmasini onermislerdir.

w; :max(alj,azj,...,aLj) (4.43)

a,; h.tabakadaki j. degiskene ait agirliktir ve bu agirlik h. tabakadaki .

P
degiskenin tabaka varyansi S ,fj ile orantil1 olarak elde edilir. Za 5 =1 olmak iizere,
j=1
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S:
Y j=12,....,p ve h=12,...,L (4.44)

=— :
zshj
j=1

ahj =

Amag, dogrusal maliyet kisiti altinda, daha heterojen olan degiskenin varyansina
daha yiiksek agirligr atayip, elde edilen amag¢ fonksiyonunu minimum yapmaktir.

Problem asagidaki gibi modellenir:

& _ P L W2S2 L W12512'
min ) w,V, (%)= w, D ——"= > w, — (4.45)
= -

j=l =l h ==

Amag¢ fonksiyonunun ikinci terimi sabit oldugundan yani n,’dan bagimsiz

oldugundan ihmal edilebilir. Ayrica, Es. 4.45’deki amag fonksiyonunun ikinci terimi

ihmal edilip sadelestirmeler yapilinca asagidaki gibi tekrar ifade edilebilir.

p p L W2S2- p L W252~
minZWij(ijZWfZM—ZWJZ —
j=1 j=l h=l h j=1 k=l N,
& _ L th )i )
mmZWjVj (x;) = z_zszhj (4.46)
j=1 h=t Ty j=1

L
Es. 4.46°da, ) w;S; = A} yerine yazilirsa, Es. 4.45°deki model asagidaki gibi ifade
=1

edilir.

minzp:wjvi()‘cj) => (4.47)

h=1

2 42
W, A,
n,

L
Znhch <c-c,=C,

h=1



167
2<n,<N,

Es. 4.47°deki gibi modellenen problemin ¢6ziimii i¢cin Khan ve Ahsan dinamik
programlama yontemini kullanmislardir. Es. 4.47°deki modelin ¢6ziimii i¢in yontem

asagidaki gibidir:

Es. 4.47°deki amag fonksiyonu ve kisitlar her bir n, degeri icin ayrilabilir. Problem

cok asamali karar verme problemi olarak ele alinir. Dinamik programlama bu

modeli, L asamali tek degiskenli bir problem olarak ele alabilir. k. asama
(k=12,...,L),k. tabaka igin optimum paylastirma 7, ’1 saglar. Bu durum ilk k

tabaka icin goz Oniine alinirsa;

(4.48)

2<n, <N, h=12,..k

olarak yazilabilir. Burada, C, degeri, ilk k tabaka icin gerekli olan biit¢edir ve
aragtirmanin tamami i¢in ayrilan biitce C, degerinden kiiciiktiir(C, <C,, k< L).

Es. 4.48’deki modelin amag fonksiyonu f(C,) ile tammlanirsa;

k W2A2
f(C)=min) ——1

=1 Ny

(4.49)
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olarak yazilabilir. Es. 4.47’nin, Es. 4.49°daki gibi tanimlanmasi ile f(C,) nin

bulunmasiyla birlikte f(C,) tekrarlanarak bulunabilir.

L k L
Znhch = Znhch + Znhch <C,
h=1 h=1

h=k+1

Es. 4.49’daki problemin ikinci kisitindan, n, yerine en kiiciik degeri olan 2 yazilirsa;

L k L k L
2Y c,=2)¢,+2>.¢c,<C, = 2> ¢, <C =2 ¢, (4.50)
h=1 h=1 h=k+1 h=1 h=k+1
k k
D me, =2) ¢, <C, (4.51)
h=1 h=1

C, <C, oldugu bilindiginden, Es. 4.50 ve Es. 4.51 yardimu ile asagidaki esitsizlik

yazilabilir.
k L

2> ¢, <C, <C,-2) ¢, (4.52)
h=1 h=k+1

Buradan model asagidaki gibi yazilabilir:

W2A2 k-1 W2A2
f(C)= min{MJrzM (4.53)
k h=1 My
k-1
n,c, <C, —n,c,
h=1
2<n,<N, h=12,..,k

n, lizerine bir deger sabitlemek i¢in;

2<n, <min(C,,N,) (4.54)



169

Es. 4.54°de, C, degeri, k.tabaka igin elde edilebilir biitce C, altinda bu tabakadan

secilebilecek maksimum ornek ¢apidir ve C, degeri asagidaki gibi elde edilir.

C, =—"— (4.55)

f(C,) fonksiyonu asagidaki gibi verilir.

(4.56)

WA WAL
f(c,H)=—"--+% +mln{ h ”}

=1

>~

-1
n,c, <C, —n,c,
1

<n, <N, h=12,..k—1

=
1l

[\

Es. 4.56’daki;

2 42
Ah k-1
h=1

k—1

Jaw,
min z
h=1

W <C,—nc, ve 2<n, <N, ,h=12,.., k-1

terimi f(C,_,)’dir. Sonu¢ olarak, eger Es. 4.52’yi saglayan tiim miimkiin C,
degerleri i¢in f(C, ) biliniyorsa, Es. 4.48 icin f(C), f(Cy),.... f(C,)

fonksiyonlar1 asagidaki gibi ifade edilir.

W2A;, SWA;
f(€)=" min { +Z:h h} (4.57)

2<n <min(C, N | T

Es. 4.57’nin ¢6ziimii i¢in baslangicta f(C,) =0 alinir. Es. 4.47 modelinin ¢6ziimii,

Es. 4.57 modelinin ¢o6ziimiine denktir. Es. 4.57 her k=12,..,L ic¢in sirasiyla
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coziiliirse, f(C,) ¢bziilmiis olur. f(C,)’den n,, f(C,,)’den n,_, ve bu sekilde

devam edilerek f(C,)’den n, optimum paylastirmalari elde edilir.

4.1. Ornek

N =4190 olan bir y1gin 4 tabakaya ayrilmistir ve her bir tabakada 2 degisken ile
ilgilenilmektedir. Tabakalardan birim se¢cme maliyetinin her tabaka icin 1TL.
oldugunu ve arastirma i¢in 1000TL. ayrildigin1 varsayalim. Veriler asagidaki gibi

iken bu biitce kisit1 altinda her bir tabakadan kag birimlik 6rnek secilmelidir?

2 2
h N, W, St Sha

1 | 1419 | 0.3387 | 4817.72 | 130121.15

619 | 0.1477 | 6251.26 | 7613.52

2
3 11253 10.2990 | 3066.16 | 1456.40
4 | 899 |0.2146 | 56207.25 | 66977.72

Coziim
SZ:'
ay =-
2.5
j=1
0 = 4817.72 —0.0357 a,= 130121.15 —0.9643
4817.72+130121.15 4817.72+130121.15
a, = 625126 =0.4509 a,, = 7613.52 =0.5491
6251.26+7613.52 6251.26+7613.52
a = 3066.16 — 0.6780 a, = 1456.40 —0.3220
7 3066.16+1456.40 “3066.16+1456.40
56207.25 04563 ay, = 66977.72 05437
56207.25+66977.72

ay, = =u.
56207.25+66977.72
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0.0357 0.9643
04509 0.5491
“W=10.6780 0.3220
0.4563 0.5437

olarak elde edilir. Buradan tabaka varyanslariyla orantili olarak j. degiskene atanan

agriliklar;

w, =max(qa,,,a,,,d,,,a,,) =0.6780

w, =max(a,,,a,,,a,,,4d,,) =0.9643

2
olarak bulunur. A} = w.s; olmak iizere, her tabaka i¢in asagidaki gibi bulunur.
=
A12 =0.6780(4817.72)+0.9643(130121.15) =128742.2391
1422 =0.6780(6251.26)+0.9643(7613.52) =11580.0716
A32 =0.6780(3066.16) +0.9643(1456.40) = 3483.2630

A; =0.6780(56207.25) +0.9643(66977.72) =102695.1309
Amac fonksiyonu ve kisitlar agagidaki gibi yazilir.

min z = min ZL:M _ | 14769.0123 | 2526226 | 311.4072  4729.4353
=1 Ny n n, n, n,

L
ZChnh <C, = n,+n,+ny,+n, <1000
h=1

2<n, <N, = 2<n, <1419
2<n, <619
2<n, <1253

2<n, <899
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k=123,4 i¢cin C, degerleri;

C,=n,+n,+n;+n, =1000
C,=C,—n, = 6<C,<998
C,=C,—n, = 4<C,<99

C,=C,—n, = 2<C, <994

elde edilir. Baslangi¢ icin f(C,) =0 olmak iizere;

k =1 icin;
. 14769.0123
J(€)= min {—"‘f(co)}
2<m <min(Cy,N,) 1
k—1
C, -2
k hZ:l:ch C -0

Ck = = C1 = = Cl

Cp 1

2 <n, <min(C,,1419) = 2<n, <C,

f(C)=min

2<n, <C,

{14769.0123}

1

f(C,)’in degerinin minimum olmas1 i¢in n,’in en biyiik degerini almasi

14769.0123 o

gerektiginden ve 2 < n, < C, oldugundan n, = C, dir ve f(C,)= lur

1

k =2 icin;

f(C)= min

2<n,<min(C),N,)

f(C))= min {

2<n, <min(C,,619)

{252.6226+ £ Cl)}

n,

252.6226 N 14769.0123
n, o
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2<n, <min(C, —2,619)

252.6226 14769.0123
f(C)= I +
? 2Snzs££11<1c§2,619) n, ¢, —n,
f(C,)’in klasik optimizasyon yontemleri ile coziilmesiyle

n, =0.1156591652C, *olarak bulunur ve

252.6226 14769.0123 18884.78713
f(C)= + = olur
0.1156591652C,  C,—0.1156591652C, C,
k =3 igin;
. 311.4072
f(C)= min {—Jrf(cz)}
2<n, <min(Cy,Ny) n,

311.4072 N 18884.78713}

f(CH= min [ , c

2<n, <min(C;,1253)

2 < n, <min(C; —4,1253)

311.4072 N 18884.78713}

H&)= min { n C.—n

2<n,<min(C;—4,1253)

f(C;)’lin klasik optimizasyon yontemleri ile coziilmesiyle

n, =0.1137994802C; ’olarak bulunur ve
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311.4072 N 18884.78713 _24046.29069
0.1137994802C, C,—0.1137994802C, C,

f(Cy)= olur

k =4 icin;

f(CH= min

2<n, <min(C},N,)

{4729.4353Jr £ C})}

4

f(CH= min

2<n, <min(C, ,899)

4729.4353 N 24046.29069
n, G,

C,—-2>c¢
CI;: k /12::‘ h N CQ:C4_2(C1+C2+C3)
Cy 1

=C,-6

2 < n, < min(C, —6,899)

4729.4353 4 24046.29069}

A min { n C,—n

2<n, <min(C,—6,899)

f(C,) iin Klasik optimizasyon yontemleri ile ¢oziilmesiyle n, =307.2329647 olarak

elde edilir. n, =307.2329647 iken f(C,)=>50.1041461"dir.

= C,=C,—n, =1000-307.2329647 = 692.7670353
n, =0.1137994801C, = 78.83652838
= C,=C,—n,=692.7670353-78.83652838 = 613.9305069
n, =0.1156591652C, = 71.0066898
= C,=C,—n, =613.9305069 —71.0066898 = 542.9238171

n, =C, =542.9238171

Buradan; n, =543, n, =71, n, =79, n, =307 ve minz=>50.1042 olarak elde

edilir.
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5. COK DEGISKENLIi TABAKALI TESADUFi ORNEKLEMEDE
TABAKALARDAN SECILECEK ORNEK CAPININ BELiRLENMESI
ICIN YENI BIR MODEL

Bu boliimde, tabakalarda birden fazla degisken ile ilgilenildiginde yani c¢ok
degiskenli tabakali tesadiifi Orneklemede, yigindan secilen n capli Ornegin
tabakalara optimum sekilde paylastirilmasinda kullanilan klasik modele alternatif bir
model onerilmistir. Dogrusal olmayan maliyet kisitt géz Oniine alinarak, klasik
model ile onerilen model yapilan simiilasyon ¢alismasi ile karsilastirilmis ve hangi
kosullar altinda kullanilan modellerin 6rnek ortalamas: istatistiginin varyansini
minimum yaptigr ve hangi modelin tabakalardan secilmesi gereken 6rnek caplarim

daha optimum sekilde belirledigi incelenmistir.

Doérdiincii boliimde ele alindigi gibi literatiirde, ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede tabakalardan secilecek Ornek capinin belirlenmesine iliskin pek ¢ok
calisma yapilmistir. Bununla birlikte, bu ¢alismalarda ya maliyet kisit1 goz Oniine
alinmamis ya da alinsa bile dogrusal yapidaki maliyet fonksiyonu ile ¢alisilmistir.
Maliyet fonksiyonunun kullanildigi modellerde ya dogrusal maliyet kisiti altinda
varyansin minimum yapilmasi ya da varyans kisiti altinda dogrusal maliyet
fonksiyonunun minimum yapilmasi amaclanmistir. Ayrica Folks ve Antle(1965) ile
Khan ve Ahsan(2003) tarafindan gelistirilen yontemler hari¢ diger caligmalar aym
modelin farkli bi¢imlerde c¢oziimlenmesi mantifina dayanmaktadir. Folks ve
Antle(1965) ile Khan ve Ahsan(2003) ise modele agirliklar eklemislerdir. Bununla
birlikte, Folks ve Antle’nin(1965) yontemlerinde agirliklarin belirlenmesi tabaka igi
yap1iy1 yansitmayacak bicimde arastirmacinin inisiyatifine birakilmistir. Literatiirdeki
caligmalar i¢inde, Khan ve Ahsan’in(2003) sunduklar: alternatif model hem modele
eklenen tabaka i¢i yapiyr yansitan agiliklarin kullanilmas: hem de tiim degiskenlere
ait toplam varyans1 ayni anda minimize etmeye caligmasi agisindan diger yontemlere
gore iistiinliikk gostermektedir. Bununla birlikte, bu yontemde de dogrusal yapidaki

maliyet fonksiyonu kullanilmistir.
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Bu boliimde, hem dogrusal olmayan maliyet kisitin1 goz Oniine alan hem de
literatiirde kullanilan modelden farkli olan yeni bir model gz Oniine alinarak,
tabakalardan secilecek ©rnek caplar1 belirlenmeye c¢alisilmistir. Tek degiskenli
tabakal1 tesadiifi Orneklemede kullanilan, Bretthauer ve ark.(1999) ile
Chernyak(2001) tarafindan Onerilen dogrusal olmayan maliyet kisitlar1 ¢ok
degiskenli tabakali tesadiifi Orneklemeye adapte edilmis ve tabaka icindeki
degiskenler arasindaki iliski yapis1 g6z Oniinde bulundurularak elde edilen
agirliklarin  modele eklenmesi ile klasik modele alternatif yeni bir model
sunulmustur. Bu modelin 6zelligi, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede,
dogrusal olmayan maliyet fonksiyonunun kullanilmasi ve Khan ve Ahsan(2003)
modeline benzer bicimde tabaka i¢i yapiyr yansitacak agirliklarin modelde yer
almasidir. Maliyet fonksiyonunun elemanlar1 ve degisim katsayis1 asagidaki gibi

tanimlanmaistir:

¢, : Sabit giderler

¢, : h. tabakadan bir birim se¢gme maliyeti(h=1,2,...,L)

t, . h. tabakaya seyahat maliyeti(h=1,2,...,L)

« : Tabakadan tabakaya seyahat etmenin maliyet fonksiyonu iizerine etkisi

C, = th . h. tabakadaki j. degiskene ait degisim katsayisi(h=1,...,L, j=1,....,p)

hj

5.1. Cok Degiskenli Tabakal Tesadiifi Orneklemede Tabakalardan Secilecek

Ornek Capinin Belirlenmesi icin Onerilen Yeni Modelin Olusturulmasi

Aragtirmalarda tabakali tesadiifi Ornekleme kullanildigi zaman, arastirmacinin
istesinden gelmesi gereken ii¢ temel problem oldugunu belirtmistik. Bu problemler
tabaka sayisinin, tabaka smirlarinin ve tabakalardan secilecek Ornek caplarinin
belirlenmesidir. Bu calismada amac, tabakalarda birden fazla degisken oldugunda,
tabakalardan secilecek 6rnek ¢apinin belirlenmesidir. Arastirma i¢in ayrilan sabit bir
biitce kisit1 altinda, de8iskenlere ait 6rnek ortalamasi istatistiginin toplam varyansini

minimize etmek icin dogrusal olmayan programlama modeli formiile edilecektir.
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Her bir tabakada ilgilenilen p degisken oldugu varsayimi altinda, her bir .
degisken icin ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin tahmini, j. degisken icin

ornek ortalamasi istatistiginin varyansi i¢in yansiz birer tahmin edicidir.
EV,EN=V,F)  j=12..p

Tabakali tesadiifi 6rneklemede, yapilan tahminin hassasliginin yiiksek olmasi, tabaka
ici yap1 ile birebir iligkilidir. Tabaka ic¢i yap1 ne kadar homojen olursa tabaka igi
varyans o kadar kiiciik olacagindan 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansi o denli
kiiciik olacaktir ve yapilan tahminlerin hassaslig artacaktir. Bununla birlikte, tabaka
ici yapr heterojen olursa, tabaka i¢i varyans biiyiiyeceginden, Ornek ortalamasi

istatistiginin varyansi bilyiiyecek ve yapilan tahminin hassasligi o derece azalacaktir.

Cok degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, her bir tabakada p tane degisken
oldugundan, tabaka ici yapi ile ilgili olarak bu p degiskenin her biri farkli 6zellik
gosterebilir. Ayni tabaka i¢inde i. degiskene gore tabaka i¢i yapi homojen iken, j.

degiskene gore heterojen olabilir. Bu durumda, yapilan tahminlerin hassasligini
arttirmak ve tabakalardan secilecek ornek capini degiskenlere ait 6rnek ortalamasi
istatistiginin toplam varyansini minimum yapacak bi¢imde belirleyebilmek i¢in, ayni
tabakadaki farkli degiskenlerin tabaka i¢i yapilarinin modele yansitilmasi
gerekmektedir. Tabaka i¢i yapt homojen oldugunda, kiiciik capli ornek tabaka
hakkinda gercege yakin tahminler yapmak icin yeterli olurken, tabaka i¢i yapi
heterojen oldugunda ayni duyarhilikta tahminler yapmak icin ¢ok daha fazla 6rnek

capi ile calismak gerekmektedir.

Cok degiskenli tabakal1 tesadiifi 6rneklemede, diger bir gbz Oniine alinmasi gereken
nokta ise tabaka icindeki degiskenlerin iliskili olup olmadigidir. Degiskenler arasinda
iliski yapis1 goz oniine alinirken iligkinin yonii ile degil siddeti ile ilgilenmek uygun
olacaktir. Tabakali tesadiifi 6rnekleme, yiginin normal dagildigi varsayimi altinda
kullanildigindan degiskenler arasindaki iligski kontrol edilir iken Pearson korelasyon

katsayis1 kullanilacaktir. A. tabakadaki i. ve j. degiskenler arasindaki korelasyon
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p,; mutlak degerce 0.67°den biiyiik ise bu iki degisken arasinda istatistiksel olarak

bir iliski oldugu soylenir. Degiskenler arasinda iliski olmasmin tabakalardan
secilecek ©Ornek c¢apmnin belirlenmesi problemine katkisi, birbiri ile iliskili

degiskenleri arindirarak modeldeki degisken sayisini azaltmaya yoneliktir.

Cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, tabakalardan segilecek 6rnek capinin
belirlenmesi probleminde degiskenler arasindaki iliskiden yola ¢ikarak, iliskili
degiskenler var ise bu degiskenlerden tabaka ici yapisi daha heterojen olanim
modelde tutmak, daha homojen olanim1 modele dahil etmemek uygun olacaktir.
Degiskenlerin tabaka icindeki homojenlik ya da heterojenlik durumuna degisim
katsayisindan faydalanilarak bakilmaktadir. Bu diisiincenin altinda, tabaka i¢i yapisi
heterojen olan degisken i¢in hassaslik saglaniyor ise tabaka i¢i yapist homojen olan

degisken icin bu hassasligin zaten saglaniyor olmasi mantig1 yatmaktadir.

Mliskili degiskenlerden degisim katsayis1 bilyilk olan yani tabaka ici yapist daha
heterojen olan, iliskisiz diger degiskenlerin ise hepsi modele dahil edildikten sonra
modelde degisim katsayilar1 ile orantili olarak agirliklandirilarak tabakalardan
secilecek Ornek capinin belirlenmesi amaglanmaktadir. Boylece, hem iliskili
degiskenler arindirilarak degisken sayisimi azaltiriz hem de degisim katsayilari ile
orantili agirliklar kullanilarak tabaka i¢i yap1 degiskenler bazinda modele yansitilmis

olur.

Klasik modele alternatif olarak Onerilen yeni modelin nasil olusturuldugu ve

agirliklarin belirlenmesi 7 =2 tabaka ve her bir tabakada p =3 degisken olmasi

durumunda, tabakalardaki degiskenler iliskisiz, bazilar1 iligkili ve hepsinin iliskili

oldugu durumlar i¢in asagida verilmistir:

1.Durum: Tabaka icindeki degiskenlerin iliskili olmadigi durumda problemin

modellenmesi

P,;» h. tabakadaki i. ve j. degiskenler arasindaki korelasyon tahmini olmak lizere
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1.tabakada |9,

P3| ve || 0.67°den kiigiik ise bu tabakadaki biitiin degiskenler

9

b

iliskisizdir. Benzer bicimde, 2.tabakada |D,,|, |Dy;| Ve |Pys| 0.67 den kiiciik ise bu

tabakadaki biitiin degiskenler iliskisizdir. Tabakalardaki biitiin degiskenler
istatistiksel olarak iliskisiz oldugundan, her bir degisken tabaka ici yapisiyla orantili

olarak yani degisim katsayisi ile orantili olarak modelde yer alacaktir.

a,; : h. tabakadaki j. degiskene iligkin agirlik katsayisi
n, . h. tabakada j. degisken i¢in segilmesi gereken drnek ¢api

n, : h. tabakadan se¢ilmesi gereken drnek capi

s,
c, = .. ph. tabakadaki j. degiskene ait degisim katsayisinin tahmini olmak iizere

j — .

xhj
P
C C C
ay = = > G = 2 » A3 = = ve zalj =1
€ +C,+C, G +Cpt, €+t j=l
c c c P
a = = » Ay = 2 » Oy3 = = ve zaz =1
Gy TCp TCy5 Cyy TCpp T €y Cy T Cp TCy j=1

agirliklar belirlenir. Bu agirliklar yardimu ile, 1. ve 2. tabakadan secilecek ornek

caplar1 ve yigindan secilecek toplam 6rnek capi asagidaki formda yazilabilir.

p
n = zaljnlj =ay,ny, tapn, +a;sn;,
=

P
n,= zaZjan = Ay My T Ay, t Ayl
=

p L 4 P
n= z Zahjnhj = Zaljnlj + zaZjan =ay iy tapn, +asn; t+a,n, +a)n,, +a,n,,
=1 h=l = =

Belirlenen agirliklar, tabaka icinde daha heterojen olan degiskene daha biiyiik
agirligi, daha homojen degiskene ise daha kiiciik agirligr verecek sekilde belirlenmis

olur. Iki tabaka ve her bir tabakada ii¢ degisken var iken degiskenler arasinda iliski
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yoksa problemimizde 6 bilinmeyen olur. Buradan, ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede, dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda, degiskenlere ait Ornek
ortalamasi istatistiginin toplam varyansini minimum yapacak, tabakalardan secilecek

ornek caplarinin belirlenmesine iliskin model asagidaki gibi olusturulur.

Amagc, degiskenlere ait Ornek ortalamas: istatistiginin varyanslarinin ortalamasini

minimum yapmaktir.
1 4

Amag fonksiyonu :  min —ZVj(fj)
P j=1

Amac fonksiyonu asagidaki gibi diizenlenebilir.

2
N2 N, —(a,ny, +a,n, +a;n;) Sh
1
N, ayny, +apn, +a;n;,
2
+N2 N, —(a,ny, +ayny, +a,n,,) S5
2
N, Ay 1y + Ayl + ANy,
2
N2 N, —(a,n, +apn, +a;3n;) Sh
1
11 N, ayny, +apn, +a;n;,
min —— )
pN +N2 N, —(ayny, +ayny, +a,n,,) Sy
2
N, Ay 1y + Ayl + Ayl
2
N2 N, —(a,n, +apn, +a3n;) S
1
N, ayny, +a,n, +a;n;,
2
N2 N, —(ayny, +ayny, +a,n,,) S5
2
L i N, Gy My + Apllyy + Ay ) | |
| I N, —(a,n,+a.,n,+a.n.) S2+S2+S° 1
N2 1/ T Ay, T a4, 1 TP T3
1
11 N, ayny, +apn, +a;n;,
min —— 5 5 5
pN IN2 N, —(ayny, +ayny, +a,n,,) S +8,+S8,
2
L L N, Ay My + Apllyy +Ay3My; ) | |

Amag fonksiyonunu en genel hali ile asagidaki gibi yazabiliriz.
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)4 )4 )
1 L Ni— Z Ty Z S
L e =
h
h=1

V4
N Yan
hj""hj

j=1

min

1
p N

Kisitlar ise asagidaki gibi ifade edilebilir. Tlk kisitimiz arastirma icin ayrilan sabit bir
biitcenin agilmamas kisiti, ikinci kisitimiz ise tabakalardan segilecek ornek capinin
tabaka capini gegcmemesi kisitidir. Bununla birlikte, biitce kisit1 tabakadan tabakaya
seyahat etmenin maliyet fonksiyonu iizerine etkisini yansitan « (& >0) sabitini

iceren dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisitidir.

Maliyet kisiti;
(04 a <
¢yt (allnll ta,n, + a13n13) +1, (a21n21 +a,n,, + azanzs) ¢, a>0

olarak ifade edilir. Maliyet kisitin1 en genel hali ile asagidaki gibi yazabiliriz.

(24
L p
¢+ 20 (Zahj”hj] <c
h=1 =

Ornek capinin, tabaka capin1 asmamasi Kisiti;

n,<N, yada 2<n, <N,
n,<N, yada 2<n,<N,
n;<N, yada 2<n,<N,
n, <N, yada 2<n, <N,
n,<N, yada 2<n,<N,

n,<N, yada 2<n,<N,
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olarak ifade edilir. Ornek capinin, tabaka capini asmamasi kisitini en genel hali ile

asagidaki gibi yazabiliriz:

ny<N, h=12..,L  j=12..p

ya da

2<n, <N,  h=12.,L j=12..p

Cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, tabakalardaki degiskenler arasinda
iliski yok iken dogrusal olmayan maliyet kisit1 altinda tabakalardan segilecek 6rnek
capiin belirlenmesi icin klasik modele alternatif olarak Onerilen yeni modelin en

genel hali asagida verilmistir.

a
L )
¢, t+ Zth (z ahjnhjj <c
h=1 j=1

n, <N

] h

h=12,...,L j=12..p

Klasik yontem ile 6nerilen yontem arasindaki farklari agsagidaki gibi siralayabiliriz:

e Klasik yontem, once maliyet kisiti altinda yigindan secilecek drnek capini
belirleyip daha sonra tabakalara paylastirma temeline dayanmaktadir.
Onerilen yontem ise, nce tabakalardan secilecek 6rnek caplarim belirleyip
sonra bu Ornek caplarinin toplanmasi ile yigindan secilecek toplam ornek
capini belirlemektedir.

e Klasik yontem, ¢ok degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, tabakalardan

secilecek Ornek caplarimi belirlerken, tek degiskenli tabakali tesadiifi
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orneklemede elde edilen formiilleri kullanarak, dnce tabakalarda tek degisken
varmig gibi her bir degisken i¢in ayr1 ayr1 6rnek capi bulup, daha sonra her
degisken icin bulunan Ornek caplarinin ortalamasimi alarak tabakalardan
secilecek ortalama bir 6rnek capr bulmaktadir. Onerilen alternatif yontem ise,
degiskenlerin her birini tabaka ici yapilarina gore agirliklandirarak ayni anda
modele yansitmaktadir.

¢ Klasik yontem, modellemede esitlik kisitli bir optimizasyon problemi olarak

ele alindigindan n, <N, kisitim goz Oniine alamamakta ve n, > N, durumu

ile karsilasilmakta, bununla birlikte Onerilen yontemde her bir degiskene

iliskin n,, <N, kisitt modele yansitilmaktadir.

Klasik model ile onerilen modelin isleyisleri ve coziimleri ile ilgili sayisal ornek

Ornek 5.1°de verilecektir.

2.Durum: Tabakalar icindeki degiskenlerin bazilarmin iligkili oldugu durumda

problemin modellenmesi

1.tabakada |, ,| 0.67 den biiyiik,

Pis| ve || 0.67"den kiigiik ise bu tabakada 1.
ve 2. degiskenler iligkili, 1. ve 3. ile 2. ve 3. degiskenler iliskisizdir. 2.tabakada

b

Py15| 0.67"den kiigiik,

| Doz Pyy| 0.67"den biiyiik ise bu tabakada 1. ve 2. ile 1. ve

3. degiskenler iliskisiz, 2. ve 3. degiskenler iliskilidir. Bu durumda, 1. tabaka icin 1.
ve 2. degiskenlerden yalnizca degisim katsayisi biiyiik olan degisken ile 3. degisken
modelde degisim katsayilar: ile orantili agirliklarla yer alacaktir. Benzer bigimde, 2.
tabakada 1. degisken ile 2. ve 3. degiskenlerden degisim katsayis1 biiyiikk olan
modelde degisim katsayilar1 ile orantili agirliklarla yer alacaktir. 1. tabaka igin

¢, >c¢,, 2. tabaka i¢in c¢,, >c,, oldugunu varsayarsak, modelde yer alacak

degiskenlerin agirliklarinin belirlenmesi asagidaki gibidir:

l.tabaka i¢in ¢,, >c,, oldugundan 2. degisken modelde yer almaz ve a,, =0 kabul

edilir.
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2.tabaka i¢in c,, >c,, oldugundan 3. degisken modelde yer almaz ve a,, =0 kabul
edilir.
)

Cxn

a, = , ay , a,, =0 ve ay +ay, =1

Cy T ¢y Cy T ¢y

agirliklar belirlenir. Bu agirliklar yardimu ile, 1. ve 2. tabakadan secilecek ornek

caplar1 ve yigindan secilecek toplam 6rnek capr asagidaki formda yazilabilir.

n = a,n, +0n, +a,n, =a,n, +a,n;,
Ny = Ay My, + Aplyy + 00y = ay 1y, + dyiy,

n=a,ny, +a;n;+a,n, +ayn,

Miskili olan degiskenlerden, degisim katsayisi biiyiik olan yani tabaka ici yapis1 daha
heterojen olan degisken modele dahil edildiginde modeldeki bilinmeyen degisken
sayisi da azalmus olur. Iki tabaka ve her bir tabakada ii¢ degisken var iken yukaridaki
gibi her tabakada 2 degiskenin iligkili oldugu varsayilir ise problemimizde 6 degil, 4
bilinmeyen olur. Bu durum, modelin ¢oziimiinde tabaka icindeki degiskenlere ait
bilgiyi ihmal etmeden daha az bilinmeyenli problemlerin ¢oziimii ile ugragsmamizi

saglar. Buradan amag fonksiyonu ve kisitlar asagidaki gibi yazilabilir:

1 )4
in|l —» V.(x.
min pjz_:' J(xj)j

2 2 2
N2 N, —(a,n, +a,n;) S5 +85,+ S5
1
min l 1 N, ay g, +a;n;,
2 2 2 2
pN +N2 N, —(a,ny, +ayny,) S5+, +S5,
2

N, ay Ny + Ay,
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o o
¢yt (allnll + aanB) +1, (a21n21 + azz”zz) <c a>0
n,<N,, n;<N,

11 =

n,<N,, ny,<N,

3.Durum: Tabakalar i¢indeki degiskenlerin hepsi iliskili oldugu durumda problemin

modellenmesi

1.tabakada |0,

P3| Ve || 0.67den biiyiik ise bu tabakadaki tiim degiskenler

9

b

iliskilidir. 2.tabakada |p,,,

P3| Ve |Prs| 0.67°den bityiik ise bu tabakadaki tiim

degiskenler iligkilidir. Bu durumda, 1. tabaka i¢in 1., 2. ve 3. degiskenlerden yalmzca
degisim katsayis1 en biiyiik olan degisken modelde yer alacaktir. Benzer bi¢imde, 2.
tabakada 1., 2. ve 3. degiskenlerden degisim katsayis1 en biiyiilk olan modelde yer

alacaktir. 1. tabaka i¢in ¢, >¢, >¢,,, 2. tabaka i¢in c, >c, >c,; oldugunu

varsayarsak, modelde yer alacak degiskenlerin agirliklarinin belirlenmesi asagidaki

gibidir:

1.tabaka i¢in ¢, >¢,, > ¢, oldugundan 1. ve 2. degiskenler modelde yer almaz ve

a,, = a,, =0 kabul edilir.

a,=0, a,=0, a,=1

2.tabaka i¢in c,, >c,, >c,; oldugundan 2. ve 3. degiskenler modelde yer almaz ve

a,, = a,, =0 kabul edilir.

a, =1, a,, =0, a,,=0

agirliklar belirlenir. Bu agirliklar yardimu ile, 1. ve 2. tabakadan secilecek ornek

caplar1 ve yigindan secilecek toplam 6rnek capr asagidaki formda yazilabilir.
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n, =0n,, +0n,, +a,n,; =a,n, =n;,
ny = a, Ny, +0ny, +0ny, =a,n, =n,y,

=AM+ Ay 1y =Ny + 1y,
Iki tabaka ve her bir tabakada ii¢ degisken var iken yukaridaki gibi tabakalardaki

biitiin degiskenlerin iligkili oldugu varsayilir ise problemimizde 6 degil, 2 bilinmeyen

olur. Buradan amag fonksiyonu ve kisitlar asagidaki gibi yazilabilir:

1 )4
in| — ) V.(x.
min pjz_:' J(xj)j

11 KN Ny=ny SGHSHHSE o Na=my S34S3 45, m
1 2

min| ——
R4 N? N, 3 N, My
¢, +tn," +t,n," <c a >0
ny <N,
n, <N,

Tabaka sayis1 ve tabakalardaki degisken sayisi arttikca, klasik modele alternatif
olarak onerilen yeni model yukaridaki ii¢ farkli duruma benzer olarak olusturulabilir.
Bununla birlikte, O©nerilen yeni model olusturulurken, arastirmayr yoneten
arastirmacilarin cok dikkatli olmasi1 gerekir. Ciinkii, degiskenler arasinda iliski
aranirken, degiskenlerin 6zellikleri gbz 6niinde bulundurulmalidir. Tabaka icinde yer
Uygulamalarda, aslinda arasindaki iliskiye bakmanin anlamsiz oldugu degiskenler
olabilir. Ornegin, bir bireyin boyu ile derse devam siiresi arasinda iliskiye
bakildiginda belki korelasyon katsayisinin tahmini 0.67°den biiyiik ¢ikacaktir,
bununla birlikte aranan iliski anlamsizdir. Bu gibi durumlarda, bu degiskenler
arasinda iliski aranmadan, degiskenlerin degisim katsayilar1 ile orantili agirliklar ile

birlikte modele yansitilmalar1 anlamli olacaktir.
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5.1. Ornek

Yigimimizda iki tabaka ve her bir tabakada 3 degisken oldugunu varsayalim. Birinci
tabakada 300, ikinci tabakada 200 birim bulunmaktadir. Birinci tabakaya seyahat
etmenin maliyeti 1TL., ikinci tabakaya seyahat etmenin maliyeti 30TL.’dir.
Tabakadan tabakaya seyahat etmenin maliyet fonksiyonu iizerine etkisi 0.8 iken
arastirma igin sabit giderlere yapilan harcamalardan sonra 500TL. ayrilmustir.

Yapilan pilot ¢alisma ile asagidaki istatistikler elde edilmistir.

— — — 5 5 " " A
h N, X1 Xn2 X3 S Sin Si3 Pz | Pus | Pix

1 {300 | 18.4988 | 96.6218 | 250.2327 | 1013.6 | 957.6 | 976.6 | 0.05 | 0.90 | -0.1

2 1200 | 51.3173 | 82.4342 | 397.7884 | 233.1 | 1111.1 | 2973.7 | 0.89 | 0.27 | 0.14

Hem klasik modelle hem de Onerilen yeni modelle, degiskenlerin hepsi i¢in 6rnek
ortalamas1 istatisti§inin varyansint minimum yapmak ic¢in her bir tabakalardan

secilmesi gereken 6rnek capini bulunuz.

Klasik modelle ¢6ziim

Klasik model, cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede tek degisken varmis gibi
davranip, her bir degisken i¢in ayr1 ayr1 tabakalardan secilmesi gereken ornek capini
bulup daha sonra bulunan Ornek c¢aplarinin ortalamasinmi alarak, ortalama bir 6rnek
cap1 bulma mantigina dayandirilmaktadir. Tek degiskenli tabakal1 tesadiifi 6rnekleme

icin klasik modelin genel formu asagidaki gibidir:

L 2¢2 L
minV(x,) = min(%z N,S, _%ZNthj

=1 Ny h=1

L
_ a
c= Zthnh
h=1
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Tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, klasik modelin dogrusal olmayan
maliyet kisiti altinda Lagrange carpanlari yontemi ile ¢oziimii Chernyak(2001)
tarafindan elde edilmis ve yigindan se¢ilmesi gereken ornek capi ile her tabakadan

secilmesi gereken ornek caplari asagidaki gibi verilmistir.

L
c%‘Z(N,fS; /c, )%”“)
n= h=1 i
L Yava) ¢
3 (wasicle)
h=1
(N2S7 /¢, )%“w
n, = n

1 i(N;S; /¢, )%Ha)

h=1

Buradan; tabakalarda sadece 1. degiskenin oldugu varsayildiginda yigindan ve

tabakalardan secilmesi gereken ornek capi:

1 1 1

500°% | (300°(1013.6) /1)=0% + (2007 (233.1)/ 30140
n= - 1=533.70=534

1
038 08 Jos

L \1+08 L \1vo8
[3002(1013.6)10-8j + {2002(233.1)300-8j

Goriildiigi gibi, 2. ve 3. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 1.
degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan sec¢ilmesi gereken 6rnek
capimi 534 olarak bulmaktadir. Bununla birlikte, y1gin ¢capt N =500 diir. Klasik

yontemin en biiyiikk dezavantaji n, <N, kisitmin modelde yer almamasi ve

arastirmacinin bu gibi durumlarda miidahale etmesi gerektigidir. » > N oldugundan,

n =N =500 alinarak ornek capi tabakalara dagitilir.
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1
(300°(1013.6) /1)t
= 1 —500=479.58 = 480
(300*(1013.6) /1)+0% +(2007(233.1)/30) 08
1
(2007(233.1)/30)+0%
= i —500=20.41=20

(300°(1013.6)/1)05 +(200°(233.1) /30 )+0%

Goriildiigii gibi, 2. ve 3. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 1.
degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan secilmesi gereken 500
capl Ornegi tabakalara paylastirdiginda, 1. tabakadan secilmesi gereken ornek capi
480°dir. Bununla birlikte, 1. tabakadaki birim sayis1 300’diir. Bu durumda,
n, =N, =300 alinarak 1. tabakadan tamsayim yapilir. Yapilan diizeltmelerden sonra
yiginda sadece 1. degisken oldugu varsayimi altinda, ornek ortalamasi istatistiginin

varyansini minimum yapan ornek ¢aplart n, =300, n, =20 ve n =320 "dir.

Tabakalarda sadece 2. degiskenin oldugu varsayildiginda yigindan ve tabakalardan

secilmesi gereken 6rnek capi:

=N L 1
50008 [(3002(957.6) /1)08 +(200%(1111.1) /3005 }

=282.266 = 282

n=

1
038 08 Jos

1 \1+08 1 \1+08
(3002(957.6)10-8 J + (2002 (1111.1)3098 ]

Goriildiigi gibi, 1. ve 3. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 2.
degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan secilmesi gereken drnek

capin 282 olarak bulmaktadir.

1
(300%(957.6) /1)1+0%
282 =255.29 = 255

n = 1 1

(300°(957.6)/1)1+05 +(200%(1111.1)/30)#0%
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1
(200°(1111.1)/30)0%
282=26.70 =27

n, = 1 1

(300(957.6) /1)1+05 +(200*(1111.1)/30) 08

Goriildiigi gibi, 1. ve 3. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 2.
degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan secilmesi gereken 282
capli ornegi tabakalara paylastirdiginda, ornek ortalamasi istatistiginin varyansini

minimum yapan 6rnek ¢aplar1 n, =255, n, =27 ve n=282"dir.

Tabakalarda sadece 3. degiskenin oldugu varsayildiginda yigindan ve tabakalardan

secilmesi gereken 6rnek capi:

=N _L L
50004 [(3002(976.6) /1)0% +(200%(2973.7) /30 )03 }
n= =190.111=190

038 08 Tosg

RER Y L Yiwos |
(3002 (976.6)108 J + (2002(2973.7)300-8 ]

Goriildiigii gibi, 1. ve 2. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 3.
degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan secilmesi gereken drnek

capini 190 olarak bulmaktadir.

1

(300%(976.6) /1)i+0%
n = 1 —190=161.180=161
(300%(976.6) /1)1+0% +(2007(2973.7) / 30) =0
e
(200(2973.7)/30)+08
ny = —190=28.8=29

(300%(976.6)/ 1)ﬁ +(200(2973.7) /3008

Goriildiigi gibi, 1. ve 2. degisken yok kabul edildiginde aragtirmamizda sadece 3.

degiskenin oldugu varsayildiginda klasik yontem yigindan secilmesi gereken 190
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capli Ornegi tabakalara paylastirdiginda, ornek ortalamasi istatistiginin varyansini

minimum yapan 6rnek ¢aplart n, =161, n, =29 ve n =190 dur.

Klasik yontem, Ornek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak,
tabakalardan secilecek ornek caplarimi belirlerken, tek degiskenli tabakali tesadiifi
ornekleme mantig1 ile hareket ederek, her tabaka icin degiskenlere gore secilmesi
gereken Ornek caplarinin ortalamasini alip yeni bir 6rnek ¢api elde eder. Buradan,
yukaridaki ornek ic¢in klasik yontem ile tabakalardan segilecek ©Ornek c¢aplari,
kullanilan biitce ve degiskenler icin ortalama Ornek ortalamasi istatistiinin varyansi

asagidaki gibi elde edilir:
Klasik yonteme gore 1. tabakadan se¢ilmesi gereken ortalama 6rnek caps;

n, = 3OO+2§5+161 =238.66 = 239

Klasik yonteme gore 2. tabakadan se¢ilmesi gereken ortalama 6rnek caps;

n, :W: 2533225

Klasik yonteme gore yigindan secilmesi gereken toplam 6rnek capi ise;
n=n,+n,=239+25=264

olarak elde edilir. Klasik yonteme gore; arastirma icin kullanilan biitce;
c=1(239)"* +30(25)** =473.91

olarak elde edilir. Diizeltme terimi ihmal edildiginde her bir degisken i¢in elde edilen

amag fonksiyonu degeri ;
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1.degisken i¢in V (X,) =3.0186
2.degisken icin V (X, ) =8.5534

3.degisken i¢in V (X, ) =20.5027

bicimindedir. Bu ii¢ degisken i¢in ortalama amag fonksiyonu degeri; 10.691 dir.
Onerilen modelle ¢6ziim

Onerilen model, oncelikle tabakalar icindeki degiskenler arasindaki iliskilere
bakarak, degisken sayisin1 azaltmayr amaglamaktadir. Iliskili degiskenlerden,
degisim katsayis1 biiyiik olan ve iliskisiz degiskenlerin tamami degisim katsayilari ile
orantili agirliklarla modele dahil edilerek, tabaka ici yapilarin iyi temsil edilmesi

saglanmaktadir.

Yukaridaki ornek icin, 1. tabakada 1. ve 3. degiskenler, 2. tabakada ise 1. ve 2.
degiskenler iliskilidir. Bu durumda, 1. tabaka icin 1. ve 3. degiskenlerden degisim
katsayis1 biiyiik olan ve 2. degisken, 2. tabakada ise, 1. ve 2. degiskenlerden degisim

katsayis1 biiyiik olan ve 3. degisken modelde yer alacaktir.

1.tabaka icin modelde yer alacak degiskenlerin ve agirliklarin belirlenmesi

v1013.6 V957.6 0.3202 V976.6

¢ = =1. ¢, = =0. €3 = =0.1248
18.4988 96.6218 T 250.2327

¢;, >¢; oldugundan 1.tabaka i¢cin modelde 1. degisken olacak, 3. degisken yer

almayacaktir. Buradan modelde yer alacak 1. ve 2. degiskenler i¢in agirliklar

asagidaki gibi belirlenir.

¢, 1.7210
all

- - =0.8431
¢, +c, 1.7210+0.3202
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o = 0.3202

= = =0.1569
¢, +c, 1.7210+0.3202

a;=0

a,+a,=1

2.tabaka icin modelde yer alacak degiskenlerin ve agirliklarin belirlenmesi

V2331 _oooe VUL _ o 29737

1370

C, = = VU. C . Crn = =V.
' 51.3173 2824342 ¥ 397.7884

¢y >, oldugundan 2.tabaka i¢in modelde 2. degisken olacak, 1. degisken yer

almayacaktir. Buradan modelde yer alacak 2. ve 3. degiskenler i¢in agirliklar

asagidaki gibi belirlenir.

=0.7469

Yoo Cn  _ 04043
2 ¢, +c,  0.4043+0.1370

=0.2531

Lo _ 01370
2o, +c,  0.4043+0.1370
ay, +a,, =1

Agirliklar belirlendikten sonra 6nerilen model asagidaki gibi kurulur.

o7 300 (0843 1n;, +0.1569n,,) (1031.6+957.6+976.6)

30
11 300 0.8431n,, +0.1569n,,
min| —
35007 | 012 200(0.7469n;, +0.2531n,,) (233.141111.1+2973.7)
200 0.7469n,, +0.2531n,,

Diizeltme terimini ihmal edebiliriz.
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L , 2647.8 42007 4317.9
3500 0.8431n,, +0.1569n,, 0.7469n,, +0.2531n,,

Gerekli kisaltmalarin ardindan 6nerilen model asagidaki gibi kurulur.

. 353.736 .\ 230.288
0.8431n,, +0.1569n,,  0.7469n,, +0.2531n,,

(0.8431n,, +0.1569n,,)"" +30(0.7469n,, +0.2531n,,)"* < 500
n,, <300
n,, <300
n,, <200

1y, <200

Esitsizlik kisitli optimizasyon problemlerinin ¢6ziimiinde kullanilan en yaygin
yontem Kuhn-Tucker yontemidir. Bu yiizden, bu sayisal 6rnegin ¢oziimii i¢in Kuhn-
Tucker yontemi kullanilmistir. Bununla birlikte, yukaridaki modelin ¢oziimiinde
sezgisel yontemler dahil pek cok yontem kullanilabilir. Simiilasyon calismasinda,
Onerilen modelin ¢oziimiinde arastirmaci tarafindan belirlenen bir baslangic noktasi
etrafinda dogrusal olmayan programlama mantig1 kullanilarak c¢oziimler elde

edilmistir.

Esitsizlik kisitlarinin, esitlik haline getirilip genel Lagrange fonksiyonunun

olusturulmas1 ve Kuhn-Tucker gerek ve yeter sartlar1 asagidaki gibidir.

- 353.736 . 230.288
0.8431n,+0.1569n,,  0.7469n,, +0.2531n,,

(0.8431n,, +0.1569n,,)"" +30(0.7469n,, +0.2531n,,)"" + S = 500
n,+S; =300

n, +S; =300
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n, +S; =200

n,, +S: =200

~ 353.736 .\ 230.288
0.8431n,,+0.1569n,,  0.7469n,, +0.2531n,,

2 ((0.8431n,,+0.1569n,,)"" +30(0.7469,, +0.2531n,)

0.8

+87=500)+

Ay (m,+55 =300)+ 4, (n, + 85 —300) + A, (ny, +S; —200) + A (nyy + S5 —200)

oL 353.736(0.8431)
on,  (0.8431n, +0.1569n,, )

~+4,0.8(0.8431n,, +0.15697,,) 2 0.8431+ 4, =0

oL ___ 333736(0.1569) -+ 4,0.8(0.8431n,, +0.1569n,,) * 0.1569+ 4, =0

on,  (0.8431n,+0.1569n,,)

oL ___ 230.288(0.7469) ~+4,(0.8)30(0.7469n,, +0.2531n,,) " 0.7469+ 1, =0
on,,  (0.7469n,, +0.2531n,,)
OL _ 230.288(0.2531)

= +,(0.8)30(0.7469n,, +0.2531n,,) 2 0.2531+ 4, =0
ony,  (0.7469n,, +0.2531n,, )’ ( z )

g—z = (0.8431n,, +0.1569n,,)"" +30(0.7469n,, +0.2531n,,)

0.

" +52-500=0

O +57-300=0

94,

S—Z=n12+sf—3oo=o

%=n22+55—200=0
4

oL

ﬁ:nB+S;—2oo:0

oxL_4 ((0.8431,, +0.1569m,,)"" +30(0.7469n,, +0.2531n,,)"* ~500) =0

3s,
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;TLzz/lz(n“—%O):O
;—é:%(nlz—Z%OO):O
%=ﬂ4(nzz—200)=0
g—izﬂs(nz3—2oo)=0

A, A, AL A, ve ;20

Kuhn-Tucker gerek ve yeter kosullarindan bulunan yukaridaki denklemler, Lagrange
carpanlarinin farkli kombinasyonlar1 icin denendiginde elde edilen ¢oziimler

asagidaki gibidir:

n,, =240.8399 = 241
n, =166.9052 = 167
n, = (0.8431)241+(0.1569)167 = 229.3894 = 229

n, =12.6875=13
ny, =70.4126 = 70
n, = (0.7469)13+(0.2531)70 = 27.42 = 27

Onerilen yonteme gore yigindan secilmesi gereken toplam 6rnek capi ise;
n=n,+n,=229+27=1256
olarak elde edilir. Onerilen yonteme gore; arastirma icin kullanilan biitge;

c=1(229)"* +30(27)"" = 496.24
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olarak elde edilir. Diizeltme terimi ihmal edildiginde ii¢ degisken i¢in ortalama amag

fonksiyonu degert;

m{iivo—m}lo.07
P j=1 ’

olarak bulunur. Her bir degisken i¢in ayr1 ayr elde edilen amag fonksiyonu degeri ise

1.degisken icin V (X,)=2.9747
2.degisken i¢in V (X, ) =8.0896

3.degisken i¢in V (x;)=19.1571
bicimindedir.
5.2. Simiilasyon Calismasi

Simiilasyon caligmast MATLAB program: kullanilarak yapilmistir. Bu bdliimde,
a>0 olmak iizere; «a’ya bagli dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda cok
degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, tiim degiskenler i¢in Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansini minimum yapacak tabakalardan secilecek Ornek caplarinin
belirlenmesinde klasik model ve Onerilen yeni modelin karsilastirilmasi igin
simiilasyon c¢aligsmas1 yapilmigtir. ¢ ’nin farkli degerleri i¢cin Ornek ortalamasi
istatistiginin varyans degerleri elde edilmis ve iki modelin birbirlerine gore
istiinliikleri incelenmistir. Dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisiti yardimi ile
varyans degerinin bulunmasi icin 1000 tekrarli Monte Carlo simiilasyonu

kullanilmastar.

Simiilasyon calismasinda yi1§in ¢api( NV ), tabaka caplari( N, ), biitge(c ), tabakadan

tabakaya seyahat maliyeti(#,) ve « baslangicta verilmistir. Belirlenen dogrusal
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olmayan maliyet kisit1 altinda, ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin minimum

yapilmasi icin kullanilacak modeller asagidaki gibidir.

Model 1: Klasik Model Model 2: Onerilen Yeni Model
minV (x. p p
) N, _Zahinhi Zshz/
1 LNS, 1 & min lLiNZ I
. h*™h; 2 2 h p
min| — ~———>» N, S;. p N o N
(Nz hZ::‘ n, N’ hZ::‘ " h’] ' Zlah.inhj
=

i o
c=>y tn’ j=L12,.,p L 4
h:ll h 00+Zth Zahjnhj <c

Onceki boliimlerde, tek degiskenli tabakal tesadiifi orneklemede, dogrusal olmayan
maliyet kisit1 altinda, yigindan secilecek ornek capi belli iken, bu 6rnek capinin
ornek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum Yyapacak sekilde tabakalara
dagitilmasinda kullanilabilecek farkli optimizasyon tekniklerinin birbirlerine gore
istiinliikleri ve sabit bir ornek capinin tabakalara paylastirilmasinda « sabitinin
paylastirmaya katkis1 incelenmisti. Bu boliimde, 6rnek ¢api 6nceden bilinmediginde
dogrusal olmayan maliyet kisit1 altinda ele alinan iki modelin tabakalardan segilecek

ornek caplarini nasil belirledikleri iizerinde durulmustur.
Simiilasyon calismasi asagidaki adimlar gbz Oniine alinarak yapilmastir.

Adim [: Tabaka sayis1 ve tabakalardaki degisken sayilar1 arastirmanin basinda
belirlendikten sonra tabakalardaki her bir degisken icin degisken ortalamalar1 ve
varyanslar1 belirlenmistir. Ayrica, hem degiskenler arasindaki iliskiye miidahale
edebilmek hem de varyans-kovaryans matrisinin tekil olmamasi i¢in h. tabaka

icindeki i. ve j. degiskenler arasindaki korelasyonlar belirlenmistir. Daha sonra
degiskenler icin belirlenen ortalama ve varyanslar altinda p degiskenli Normal

dagilimdan her tabaka icin N, birimlik say: liretilip, tabakalardaki tiim degiskenlere
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ait birimler elde edilmistir. Tabakalarin homojen olmas1 hedeflendiginden, tabakalar

icindeki ayn1 degiskenlere ait ortalamalarin farkli olmasina dikkat edilmistir.

Adim 2: Cok degiskenli Normal dagilimdan iiretilen birimler yardimi ile
tabakalardaki degiskenlere ait varyanslar, korelasyonlar, degisim katsayilar1 ve

agirliklar hesaplanmaistir.

Adim 3: Belirlenen dogrusal olmayan maliyet kisiti altinda olusturulan Model
1(Klasik model) ve Model 2(Onerilen yeni model)’nin yazilan simiilasyon programi
yardimi ile ¢Oziimleri yapilmuis, her tabakadan secilmesi gereken ornek caplari ve
ama¢ fonksiyonu degerleri elde edilmistir. Model 1’in ¢6ziimii icin Chernyak(2001)
tarafindan tiiretilen formiilasyon kullanilirken, Model 2’nin ¢6ziimii icin program
yazilmistir. Model 2’nin ¢Oziimii i¢in yazilan program, dogrusal olmayan
problemlerin ¢oziimiinde kullanilan baslangic noktasina ihtiyac duymaktadir.
Baslangi¢ noktasinin yanlis belirlenmesi, ¢oziim olan bir model icin ¢6ziim elde
edilememesi veya ¢oziimiin yerel coziimlere takilmasi gibi durumlar1 beraberinde
getirebilir. Modelin ¢6ziimii icin gerekli olan baslangic noktasi, tabaka caplari,
tabaka varyanslar1 ve tabakalara seyahat maliyetleri géz Oniinde bulundurularak,
arastirmacinin uzmanligi dogrultusunda tabakalardan kacar birimlik 6rnek se¢mesi
gerektigi ongoriisii altinda belirlenebilir. Coziimler birka¢ farkli baslangic noktasi
icin yapilip, ¢ikan sonuclar dogrultusunda sezgisel yeni bir baslangic noktasi
belirlenebilir. Bu calismada, baslangic noktalar1 her tabakadaki birim sayilar1 goz

oniinde bulundurularak belirlenmistir.

Adim 4: Adim 1-2-3 1000 defa tekrar edilmistir.

Adim 5: Sonuglarin genellenebilmesi i¢in 1000 tekrardan elde edilen tabakalardan
secilecek ornek cap1 ve amac fonksiyonu degerlerinin ortalamasi alinarak,

tabakalardan secilecek optimum Ornek ¢aplar1 ve varyans degerleri elde edilmistir.

Simiilasyon c¢aligmasi tabakalara seyahat maliyetlerinin farkli degerleri altinda

yapilmigtir. Simiilasyon ¢alismasinda yi1ginin iki, ii¢, dort ve bes tabakadan olustugu
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durum icin, tabakalarda 3, 4 ve 5 degisken olmasi durumlar1 gbz Oniine alinmustir.
Elde edilen sonuglar genellenebilir oldugundan daha fazla tabaka ya da tabakalarda
daha fazla degisken olmasi durumu dikkate alinmamistir. Simiilasyon deneyi
yapilirken, tabaka sayis1 ve tabakalardaki degisken sayilarinin yani sira tabaka
icindeki degiskenlerin iligkisiz, bazilarinin iliskili ve hepsinin iliskili oldugu
durumlar incelenmistir. Sonuglar Cizelge 5.1-Cizelge 5.39’da Ozetlenmistir.

Cizelgelerde yer alan n,, gosterimi, klasik modelden elde edilen &. tabakadan
secilmesi gereken Ornek capini, n, klasik modelle yigindan secilmesi gereken
toplam Ornek capini ve K. Biitce ise, klasik modelle ¢oziim yapildiginda biitcenin ne
kadarimin kullamldigim ifade etmektedir. Benzer sekilde, n,,; gosterimi, Onerilen
modelden elde edilen /. tabakadan secilmesi gereken ornek capini, n, Onerilen

modelle yigindan secilmesi gereken toplam ornek capini ve O. Biitce ise, onerilen
modelle ¢oziim yapildiginda biitcenin ne kadarinin kullanildigini ifade etmektedir.

Ayrica, Min(Var(K)) klasik modelden elde edilen amag¢ fonksiyonu degerini,
Min(Var(0)) ise, 6nerilen modelden elde edilen amag fonksiyonu degerini ifade

etmektedir. Bununla beraber, kisitlarin saglanmadigi durumlar italik olarak ifade
edilmistir. “**” sembolii ise, klasik modelin ¢6ziim vermedigi durumu ifade

etmektedir.
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Simiilasyon calismast 2, 3, 4 ve 5 tabaka durumu i¢in yapilmis, ayrica her bir
tabakada 3, 4 ve 5 degisken olmasi durumu dikkate alinmistir. Bunun yani sira,
degiskenler arasindaki iligski yapis1 modele yansitildigindan degiskenlerin iligkisiz
oldugu, bazilarinin iligkili oldugu ve hepsinin iligkili oldugu durumlara bakilmistir.
Sonuglar genellenebilir oldugundan daha fazla tabaka ve degisken sayisi ile
calisitlmamigtir. Simiilasyon calismasi yaparken, yigin caplarinin, tabaka ¢aplarinin,
tabakalara seyahat maliyetlerinin farkli durumlar1 goz Oniine alinarak tabakalara
seyahat etmenin maliyet fonksiyonu iizerine etkisini yansitan & degerinin sifirdan

bliylilk durumlar1 icin miimkiin c¢oziimler aranmistir. Arastirma i¢in kullanilan

maliyet kisit1 ¢'= Zthn,’f bicimde dogrusal olmayan yapidadir.

Simiilasyon ¢alismasinin en zor asamast ¢ sabiti icin miimkiin ¢éziimler aranirken,
tabakalara seyahat maliyetlerinin ve arastirma i¢in ayrilan biitcenin belirlenmesi
olmustur. Bunun nedeni, & degeri kiiciikken, yani tabakalara seyahat etmenin ya da
tabakadan bir birim se¢menin maliyet fonksiyonu {iizerine etkisi kiiciikken klasik
modelin, tabakalardan secilecek Ornek c¢aplarin1 yigin capinin ¢ok iistiinde
belirlemesi ve bu durumun miimkiin ¢oziimler icinde yer almamasi, tabakalara
seyahat etmenin ya da tabakadan bir birim se¢menin maliyet fonksiyonu iizerine
etkisi biiylikken yani « degeri biiyiikken ise, her iki modelinde tabakalardan
secilecek Ornek caplarimi tabaka caplarina gore c¢ok kiiclik bulmasi ile
karsilagilmasidir. o degeri biiyiidiikce, tabakalardan secilen Ornek capi1 degeri
azalmakta ve Ornek ortalamasi istatistiginin varyansit biiyiimektedir. Ayrica, &
degeri biiylidiikce, tabakalardan segilecek 6rnek ¢capi degerleri kiigiildiigiinden, klasik
model ile 6nerilen model arasindaki farklar1 belirlemek zorlasmaktadir. Bu yiizden,
arastirmanin simiilasyon deneyinden elde edilen sonuglar cogunlukla & =0.6, 0.8, 1

ve 1.2 oldugu durumlar i¢in yorumlanacaktir.

o degeri kiigiikken, klasik model n, <N, kisitim1 icermediginden, tabakalardan

secilecek ornek capini ¢ok biiyiik bulmaktadir. Uygulamalarda arastirmaci isterse

n,>N, ya da n,>>N, olmasi durumunda n, =N, alarak tamsayim yapabilir.

Bununla birlikte, biitce kisit1 tamsayim yapmaya izin verse bile tamsayima ayrilacak
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zaman ve arastirma icin caligsacak kalifiye eleman olmayabilir ya da yigindaki tiim
birimlere ulasilmasi her zaman miimkiin olmayabilir. Bu noktada 6rneklemenin
Oonemi ortaya ¢ikmaktadir. Bu nedenle, bu c¢alismada « degeri kiigiikken klasik
modelin n, >N, yada n, >> N, buldugu durumlar miimkiin olmayan ¢6ziim olarak
nitelendirilmis ve cizelgelerde “**” olarak ifade edilmistir. Onerilen yontem ise,
arastirma ic¢in ayrilan biitce cok biiyiik ve tabakalara seyahat etme ya da tabakalardan
bir birim se¢cme maliyeti kii¢iik olmadik¢ca « degeri ne kadar kiiciik olursa olsun

ornekleme yapmaya izin vermekte ve n, <N, kisiti modele yansitildigindan hicbir

zaman n, > N, yada n, >> N, olmasi durumuyla karsilasilmamaktadir.

Aragtirma boyunca, 6nerilen modelin ¢6ziim vermedigi, klasik modelin miimkiin bir
coziim elde ettigi hi¢cbir durumla karsilagilmamistir. Bununla birlikte, yukarida
bahsedilen ¢ ’nin kiiciik degerleri haricinde de klasik modelin ¢oziim vermedigi
fakat onerilen modelin ¢oziim verdigi pek ¢ok durum s6z konusudur. Ornegin iki
tabaka olmast durumunda klasik modelden elde edilen ¢oziimlerde, Cizelge 5.1°de

a =0.8 iken, Cizelge 5.6’da o =0.5, 0.6 ve 0.8 iken, Cizelge 5.7, 5.8, 5.9 ve 5.10’da
o =0.8 iken, n,, <N, ve n,, <N, olmasma ragmen elde edilen ¢oziimler maliyet
kisitin1 saglamayan uygun olmayan c¢oziimlerdir. Aym sartlar altinda Onerilen
modelden elde edilen ¢oziimler ise, hem n,; <N, ve n,; <N, hem de maliyet
kisitin1 saglayan uygun ¢oziimlerdir. Benzer durumlar ile, ii¢ tabaka olmasi
durumunda Cizelge 5.13, 5.15, 5.19 ve 5.21’de a =0.8 iken, dort tabaka olmasi
durumunda Cizelge 5.22, 5.23, 5.24, 5.25, 5.26, 5.27 ve 5.29’da a =0.8 iken ve
Cizelge 5.30’da &r=0.6 ve 0.8 iken, bes tabaka olmas1 durumunda ise Cizelge 5.34,
5.37, 5.38 ve 5.39’da a =0.8 iken karsilagilmistir. Bu durumlarin hepsi icin, klasik

model n,, <N, olan fakat biit¢e kisitin1 saglamayan ¢oziimler verir iken, Onerilen

model biitiin kisitlart saglayan uygun ¢éziimler vermistir.

Klasik yontem, tabakalarda yer alan degiskenler arasindaki iliski durumunu goéz

Oniine almadig1 icin aragtirmada yer alan p degiskenin her biri icin ayr1 ayr1 6rnek

cap1 bulup daha sonra bu 6rnek ¢aplarinin ortalamasini almaktadir. Klasik model ile
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onerilen modelin ayni sayida degiskeni goz Oniine aldiklar1 tek durum tabaka
icindeki degiskenlerin iligkisiz oldugu durumdur. Bununla birlikte, tabaka icindeki
degiskenler iligkisiz olduklarinda bu iki model ayni sayida degiskeni goz Oniine
almalarina ragmen, klasik model tabaka ici yapiyr modele yansitamaz iken, onerilen
model daha heterojen degiskene daha biiyiik agirlig1 vererek tabaka i¢i yapiyr modele
yansitmaktadir. Tabaka icindeki degiskenlerin bazilarmin iliskili ya da hepsinin
iliskili oldugu durumda ise onerilen model cok daha az sayida degiskeni modele

dahil ederek daha iyi sonuclar verebilmektedir.

Yigindan secilen ornek capi arttikga, Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin
kiiciilmesi ve yapilan tahminin hassashiginin biiyiimesi beklenen bir durumdur.
Bununla birlikte, yapilan simiilasyon deneyinde, ozellikle =1 ve 1.2 oldugu
durumlarda 6nerilen model ¢ogunlukla yigindan secilen daha az 6rnek ¢api ile 6rnek
ortalamasi istatistiginin varyansini daha kiiciik bulmustur. Bunun nedeni, Onerilen
modelin toplamda yigindan daha az ornek capi secmesine ragmen tabaka i¢i yapiy1
degisim katsayisina bagli agirliklarla yansitan bir model oldugundan bu 6rnek capini
tabakalara daha iyi bir bicimde paylastirmasidir. Bununla birlikte, tersi bir durumla
yapilan simiilasyon deneyi boyunca karsilagilmamistir; yani klasik modelin yigindan
secilecek toplam Ornek capimi daha kiiciik belirleyip, ayn1 anda 6rnek ortalamasi
istatistiginin varyansini da daha kiiciik elde ettigi hicbir durumla karsilasilmamustir.
Ornegin, Cizelge 5.21°de ii¢c tabaka olmas1 durumunda, & =1 iken, klasik modele

gore yigindan secilmesi gereken toplam Ornek c¢apr n,=287.4998=287 ve
tabakalardan secilmesi gereken ornek caplar n, =69.0696= 69,
n,, =121.9881=122, n,, =96.4421 =96, onerilen modele gore yigindan secilmesi
gereken toplam Ornek ¢ap1 ise n,; =279.1946 = 279 ve tabakalardan secilmesi gereken
ornek caplan n;=64.4734=64, n,;=111.0707= 111, n,; =103.6505= 104 iken,

klasik model yigindan se¢ilmesi gereken toplam Ornek capini, 6nerilen modele gore
daha fazla belirlemesine ragmen Onerilen modelden elde edilen amag¢ fonksiyonu
degeri daha kiiciiktiir. Klasik model 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans degerini
1.6765 olarak elde ederken, onerilen model daha az 6rnek capi ile 1.5662 olarak elde

etmistir. Bu durumu gosteren 6rneklerden bir digeri; Cizelge 5.16’da ii¢ tabaka
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olmas1 durumunda, & =0.8 iken, klasik modele gore yigindan secilmesi gereken

toplam ornek capr n,=506.2951=506 ve tabakalardan secilmesi gereken ornek
caplan n, =105.4878=105, n,, =250, n,, =150.8073= 151, Onerilen modele gore
yigindan secilmesi gereken toplam Ornek c¢apr ise n,;=487.4105=487 ve
tabakalardan  secilmesi  gereken  Ornek  ¢aplar n, =133.2193= 133,
n,; =214.2840=214, n,; =139.9072= 140 iken, klasik model Ornek ortalamasi

istatistiginin varyans degerini 0.1987 olarak elde ederken, Onerilen model daha az
ornek capi ile 0.1185 olarak elde etmistir. Onerilen model, cok daha az 6rnek capi
ile, klasik modelin buldugu 6rnek ortalamasi istatistigi varyans degerinden daha
kiiciik varyans degeri elde edebilmektedir. Benzer 6rnekler, Cizelge 5.1’de ar=1 ve
1.2 iken, Cizelge 5.2’de a =1, Cizelge 5.3, 5.4, 5.7°de a=1 ve 1.2 iken, Cizelge
5.11, 5.12, 5.13, 5.14’de a =1 iken, Cizelge 5.16’da & =0.8 iken, Cizelge 5.20’de
a =1 iken, Cizelge 5.21, 5.22, 5.23’de a =1 ve 1.2 iken, Cizelge 5.24, 5.26, 5.28,
5.31, 5.32, 5.33, 5.34’de a =1 iken, Cizelge 5.35, 5.36’da =0.8 ve 1 iken, Cizelge
5.37°de o =1 iken goriilebilir.

Iki modelin belirledikleri, yigindan secilecek toplam 6rnek ¢api degerleri yaklasik
olarak ayn1 oldugunda bile, onerilen model tabakalardan sec¢ilen 6rnek ¢aplarini daha
iyi belirledigi icin, ornek ortalamasi istatistiginin varyansini yine daha kiiciik elde
edebilmektedir. Ornegin dort tabaka, bes degisen ve degiskenlerin bazilarinn iliskili
olmast durumunda Cizelge 5.29°da a =1 iken klasik model yigindan secilecek
toplam Ornek capini yaklasik olarak 213, onerilen model ise yaklasik olarak 214
olarak belirlemektedir. Bununla birlikte, her iki modelden elde edilen yigindan
secilmesi gereken toplam ornek caplari neredeyse ayni olmasina ragmen, onerilen
yontem daha az degiskeni modele dahil ederek, tabaka ici yapiyr daha iyi yansitip
tabakalardan secilecek ornekleri daha iyi belirlemis ve ornek ortalamasi istatistiginin

varyansini daha kii¢iik elde etmistir.

Simiilasyon deneyi boyunca, Onerilen model tabakalardan secilecek Ornek c¢apini

daha iyi belirlemis ve Ornek ortalamasi istatistiginin varyansimi daha kiiciik elde
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etmistir. Yapilan calismada Cizelge 5.17°de ii¢ tabaka, dort degisken ve
degiskenlerin bazilarinin iligkili oldugu durumda & =0.8 iken, klasik model y1gindan
secilecek ornek capini yaklasik olarak 257, 6nerilen model ise yaklasik olarak 249
olarak elde etmistir. Bu modellere gore tabakalardan secilecek ornek caplar1 da
oldukca farkhidir. Klasik model, yigindan secilecek Ornek c¢apini daha biiyiik
bulmasina ragmen, Onerilen modelden daha iyi sonuclar elde edememistir ve amac
fonksiyonu degerini ayn1 bulmuslardir. Onerilen model, daha az 6rnek capr ile klasik

modelin yakaladigi minimum degeri yakalamistir.

Calisma boyunca sadece Cizelge 5.21 ve Cizelge 5.26’da o =0.6 iken, Cizelge
5.28’de @ =0.8 iken, klasik model, Onerilen modele gore Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansini daha kii¢iik bulmustur. Bunun nedeni ise, klasik modelin
yi1gindan secilecek toplam Ornek ¢apini, 6nerilen modele gore cok biiyiik bulmasidir.
Ornek capr arttik¢a, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansinin kiiciilmesi istatistiksel
olarak beklenen bir durumdur. Bununla birlikte, klasik model, Onerilen modelin
yapabildigi daha az ornek capi ile daha kiiciik varyans elde etme durumunu

bagsaramamaktadir.

Klasik model, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede tek degisken varmig gibi
davranip, once her bir degisken i¢in ornek ¢api1 bulup daha sonra ortalama bir 6rnek
cap1 buldugu i¢in arastirma i¢in ayrilan biit¢eyi zaman zaman Onerilen modele gore
daha az kullanmaktadir. Bununla beraber, klasik modelden elde edilen ortalama
ornek capi, elde edilen tahmin edicinin hassashgni azaltmaktadir. Onerilen model
ise, a’'nmin kiiciik oldugu durumlar hari¢, arastirma i¢in ayrilan biitcenin hepsini
kullanarak elde edilen tahmin edicinin hassashigini arttiracak dolayisiyla Ornek
ortalamast istatistiginin  varyansim1  kiiciiltecek Ornek c¢aplarint  bulmay:

amaclamaktadir.

Sonug olarak, simiilasyon ¢alismasindan elde edilen bulgular incelendiginde, yapilan
100 denemeden yaklasik olarak 99’unda onerilen yeni modelden elde edilen 6rnek
ortalamasi istatistiginin varyans degerleri, klasik modelden elde edilen degerlere gore

daha kiiciiktiir. Ayrica, onerilen model yigindan secilecek daha az ornek c¢api ile
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klasik modelden elde edilen varyans degerlerinden daha kiiciik varyans degerleri
bulabilmektedir. Onerilen model, degiskenler arasindaki iliski yapisini goz oniine
alarak modelleme yaptigindan hem daha az sayida degiskenle islem yapmakta hem
de degiskenlerin tabaka icindeki homojenlik-heterojenlik durumlarin1 degisim
katsayilar1 ile orantili agriliklarla modele yansittigi icin daha iyi paylastirma
yapmaktadir. Klasik model, & 'nin kiiciik oldugu durumlar i¢in miimkiin ¢oziimler
vermemekte, Onerilen model ise @ ne olursa olsun biitiin kisitlar1 saglayacak uygun
coziimler sunmaktadir. Dolayisiyla, arastirma i¢in ayrilan biitcenin hemen hemen
hepsini kullanarak, onerilen modelle, klasik modele gore daha hassas tahminler
yapilabilmektedir. Bu nedenlerden dolayi, cok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede, ©Ornek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak,
tabakalardan secilecek Ornek caplarinin belirlenmesi probleminde klasik modele

alternatif olarak sunulan yeni modelin kullanilmas1 onerilmektedir.
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6. SONUC

Tabakali tesadiifi orneklemede, en onemli asamalardan biri tabakalardan secilecek
ornek caplarinin belirlenmesidir. Arastirma i¢in ayrilan biitce kisit1 altinda ilgilenilen
istatistigin varyansinin minimum yapilmasi ya da arzu edilen varyans kisiti altinda
arastirmada kullanilacak biitcenin minimum yapilmasi i¢in tabakalardan secilecek
ornek caplarinin belirlenmesi kisitli optimizasyon problemleridir. Literatiirde, amag
fonksiyonu ister ilgilenilen istatistigin varyansini, ister aragtirma icin ayrilan biitceyi
minimum yapmak olsun konuyla ilgili pek ¢ok calisma yapilmistir. Bununla birlikte,
yapilan calismalarda ya dogrusal maliyet fonksiyonu kullamlmis ya da maliyet

fonksiyonuna yer verilmemistir.

Bu calismada hem tek degiskenli hem de cok degiskenli tabakali tesadiifi
orneklemede, tabakalardan secilecek Ornek caplarimin belirlenmesi i¢in dogrusal
olmayan maliyet kisitlar1 kullanilmistir. Bunun anlami, tabakalara seyahat etmenin
ya da tabakalardan bir birim se¢cmenin maliyet kisit1 {izerine etkisinin bir birim artig

olarak yansimamasidir.

Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rnekleme i¢in, Neyman (1934) tarafindan Lagrange
carpanlar1 yontemi kullanilarak elde edilen 6rnek capinin tabakalara paylastirilmasi
formiiliiniin dezavantajlari bulunmaktadir. Esitlik kisith optimizasyon problemlerinin

¢coziimiinde kullanilan Lagrange carpanlart yontemi n, <N, kisitim goz Oniine
alamadig1 i¢in elde edilen ¢oziimlerde n, >N, ya da n>N gibi sonuglarla
karsilagilabilmektedir. Bu nedenle, ¢alisma boyunca n, <N, (h=l, 2, ..., L)

esitsizlik kisitim da gb6z Oniine alabilen ve Lagrange Carpanlari yontemini de
kapsayan Kuhn-Tucker yontemi kullanilarak, Lagrange Carpanlar1 yonteminin

kullanilmasindan ortaya ¢ikan bu olumsuzluk ortadan kaldirilmastir.

Tek degiskenli tabakali tesadiifi ornekleme icin Breathaur ve ark. (1999) ve
Chernyak (2001) tarafindan onerilen, dogrusal olmayan yapidaki iki farkli maliyet

kisitt ayrintili olarak incelenmis ve hangi maliyet kisitinin Ornek ortalamasi
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istatistiginin varyansini, hangi sartlar altinda daha minimum yaptig1 simiilasyon
L
calismasi ile karsilastirilmistir. Ornek capinin belirlenmesi probleminde ¢'= Zthn,f’
h=1
dogrusal olmayan maliyet kisit1 kullanildiginda, tabakaya seyahat etmenin ya da
tabakadan bir birim se¢menin maliyet fonksiyonu iizerine etkisini yansitan & degeri
biiylidiikce elde edilen miimkiin ¢oziimlerin sayisi azalmaktadir. Arastirma igin
ayrilan biitce cok fazla degilken, ¢ 'nin biiyiilk durumlar1 ¢6ziim vermemektedir. o
biiyiik iken miimkiin ¢6ziim elde etmek icin maliyet kisitinin sag taraf sabiti
arttirilmalidir. Bununla birlikte, maliyet kisitinin sag taraf sabitinin yani arastirma
icin ayrilan biit¢cenin arttirilmasi gercek hayattaki uygulamalarda her zaman olanakli
olmamaktadir. « biiyiidikkge c¢ogunlukla, tabakalardan secilen Ornek caplari
L
toplaminin, y1gindan segilen toplam ornek capina esit olmasi k1s1t1(2nh =n) yada
h=1
biitge kisiti saglanmamaktadir. Miimkiin ¢oziimleri saglayan ¢ degerleri i¢cinde en
etkin olam1 a=0.5"dir. @ =0.5 iken, tabakalara seyahat maliyeti ne olursa olsun,
miimkiin ¢oziimler i¢inde Ornek ortalamasi istatistiginin varyansi en kiigiik olarak
elde edilmektedir. Ayrica, miimkiin ¢6ziimii veren & degerleri biiylidiikce arastirma

icin ayrilan biit¢enin kullanilan kismi da artmaktadir.

L L
Miimkiin ¢oziimleri saglayan o degerleri icin, c'=2thln(nh) ve c'=2thnf
h=1 h=1

maliyet kisitlar1 altinda olusturulan modellerden elde edilen coziimler biiyiik
cogunlukla ayni olmaktadir. Bunun nedeni, her iki modelde de maliyet kisitlarina
kars1 gelen Lagrange carpaninin sifir olmasidir. Maliyet kisitlarina karsi gelen
Lagrange carpani sifir oldugu durumlarda Kuhn-Tucker algoritmast ile her iki
maliyet kisiti kullanilarak ayni miimkiin c¢oziimler elde edilmektedir. Bununla
birlikte, miimkiin ¢6ziim saglandiginda maliyet kisitlarina karsi gelen Lagrange
carpam sifirdan farkli oldugunda her iki modelden elde edilen ¢oziimler birbirinden
farkli olmaktadir. Maliyet kisitlarina karsi gelen Lagrange carpani sifirdan farkhi

L
oldugunda elde edilen ¢oziimlerde c'=Zthln(nh) kisitindan elde edilen V(X)
h=1
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L
degerinin, c'=Zthn,f’ kisitindan elde edilen V(x) degerinden daha minimum
h=1

oldugu goriilmiistiir.

L
o Dbiyidiikge c'=Zthn,f’ maliyet kisit1 ile tabakalardan secilecek ornek capi
h=1

L

belirlenemezken, c'=2thln(nh) maliyet kisit & ’dan etkilenmedigi icin
h=1

tabakalardan secilecek ©Ornek cap1 belirlenebilmektedir. & ’nin kii¢iik oldugu

L
durumlar i¢in ¢'= z t,n, maliyet kisit1 biitgenin daha azin1 kullanmakla birlikte, o
h=1

L
biiyilidiikce aragtirma icin kullanilan biitcenin arttigir goriilmektedir. ¢'= Zthln(nh)

h=1
maliyet kisit1 ise, tabakalara seyahat maliyetinden etkilenmemekte ve biitge kisitini

L
saglayarak, arastirma i¢in ayrilan biitcenin ¢cok azini kullanmaktadir. ¢'= Zthln(nh)
h=1

L
kullanildiginda elde edilen c¢oziimler, c':Zthn,’f kullanildigr duruma gore daha
h=1

kisa siirede tamamlanmaktadir.

L
Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, ¢'= Zthn,’f dogrusal olmayan maliyet
h=1

kisiti altinda Kuhn-Tucker, Geometrik programlama ve Hedef programlama
yontemleri ile olusturulan modeller simiilasyon c¢alismasi ile ¢oziilmiistiir. Kuhn-
Tucker yontemi, ornek capinin belirlenmesinde kullanilan en temel yodntem
oldugundan, Kuhn-Tucker ve Geometrik programlama, Kuhn-Tucker ve Hedef
programlama yontemlerinin birbirlerine gore iistiinliikleri simiilasyon caligmasi ile

incelenmistir.

Tek degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede, « degeri biiyiidiikkce elde edilen
miimkiin ¢oziimlerin sayist hem geometrik programlama ile hem de Kuhn-Tucker

yontemi ile ¢oziilen modeller icin azalmakta, kisitlar saglanmamaktadir. Ayrica, bu
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modeller i¢in miimkiin ¢oziimleri saglayan ¢ degerleri i¢inde Ornek ortalamasi

istatistiginin varyansint minimum yapan ¢ = 0.5’dir.

Geometrik programlama ile ¢oziilen model, Kuhn-Tucker yontemi ile c¢oziilen
modele gore, miimkiin ¢oziim olan « degerleri i¢in, 6érnek ortalamasi istatistiginin
varyansini az farkla da olsa daha kii¢iik olarak elde etmektedir. Ayrica, Geometrik
programlamanin ¢oziim vermedigi, Kuhn-Tucker yonteminin ¢oziim verdigi higbir
durumla karsilagilmamistir. Bunun yaninda, Geometrik programlama ile ¢6ziim elde
edildigi halde Kuhn-Tucker yontemiyle ¢oziim elde edilmedigi durumlar soz
konusudur. Elde edilen simiilasyon sonuglarindan, arastirma icin ayrilan biit¢cenin
kullanilan kismi her iki yontemle de ya ayni ya da birbirine ¢ok yakindir. Bununla
birlikte, Kuhn-Tucker yontemiyle elde edilen ¢oziimler, Geometrik programlamadan

elde edilen ¢oziimlere gore cok daha kisa siirede tamamlanmaktadir.

Tabaka sayis1 iki ya da {i¢ iken Geometrik programlama ve Kuhn-Tucker
yontemlerinden elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri
birbirlerine yakin olarak elde edilirken, tabaka sayisi arttik¢a iki yontemden elde
edilen varyans degerleri arasindaki fark agilmakta ve Geometrik programlama
yontemi n c¢apli Ornedi tabakalara daha iyi paylastirdigi i¢in 6rnek ortalamasi

istatistiginin varyansi daha kii¢iik olarak elde edebilmektedir.

Geometrik programlama ile elde edilen 6rnek ortalamasi istatistiginin varyans degeri,
Kuhn-Tucker yontemi ile elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin varyans
degerinden daha etkindir. Geometrik programlama, Kuhn-Tucker yontemine gore
ornek capini1 tabakalara daha optimum sekilde paylastirmaktadir. Geometrik
programlama ile elde edilen ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerleri daha
kiiciik olmasina ragmen daha uzun siirede ¢oziimlenmektedir. Bu yiizden yapilan
arastirma ile ilgili zaman kisit1 yok ise geometrik programlama kullanilarak n ¢aph

ornek tabakalara paylastirilabilir.
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Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede, O©Ornek capinin tabakalara
L

paylastirilmas1 problemi ¢'= Zthn,f’ dogrusal olmayan maliyet kisit1 altinda Kuhn-
h=1

Tucker yonteminin yam sira aragtirmacinin hedeflerini géz oniine alarak birden fazla

amacl minimize etmeyi amaglayan Hedef programlama ile de ¢oziilmiistiir. & degeri

biiyiidiikce elde edilen miimkiin ¢oziimlerin sayis1 hem Hedef programlama hem de

Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen model i¢in azalmakta, kisitlar saglanmamaktadir.

Ayrica, Geometrik programlama ve Kuhn-Tucker yontemleri i¢in gecerli olan

a=0.5 iken Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin miimkiin ¢oziimler icinde

minimum olmast durumu Hedef programlama icin de gegerlidir.

Hedef programlama ile c¢oziilen model, Kuhn-Tucker yontemi ile ¢oziilen modele
gore miimkiin ¢6ziimii olan « degerleri i¢in, Ornek ortalamasi istatistiginin
varyansint daha kiigiikk olarak elde etmektedir. Bununla birlikte, hedef
programlamada, yalnizca bir amag¢ olmadiglr g6z oniinde bulundurulmalidir. Kuhn-
Tucker yontemi sadece 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapmayi
amaglarken, Hedef programlama yoOntemi ayni anda hem Ornek ortalamasi
istatistiginin varyansim1 hem de arastirmada kullanilan biitceyi minimum yaparak
ornek capim1 tabakalara paylastirmayr amacglamaktadir. Tabakalara seyahat
maliyetleri ayn1 ya da birbirine yakinken, Hedef programlama ve Kuhn-Tucker
yontemleri arastirma i¢in ayrilan biitceyi hemen hemen aym bigimde kullanmaktadir.
Tabakalara seyahat maliyetleri arasinda farklilik varken, Kuhn-Tucker yontemi,
Hedef programlamaya gore genellikle arastirma i¢in ayrilan biit¢enin daha azim
kullanmaktadir. & degeri arttikca Hedef programlama 6rnek capini, Kuhn-Tucker
yontemine gore daha iyi paylastirmasina karsin, arastirma igin ayrilan biit¢enin
kullanilan kismi daha fazla artma egilimindedir. Genellikle Hedef programlama
ornek ortalamasi istatistiginin varyans degerini, Kuhn-Tucker yontemi ise maliyeti
kiicik bulmasina karsin, nadir olarak tersi durumla da karsilagilmistir. Hedef
programlama yonteminin ayni anda hem Ornek ortalamasi istatistiginin varyans
degerini hem de arastirma icin kullanilan biitceyi daha kii¢iik buldugu durumlar s6z
konusuyken, Kuhn-Tucker yonteminde boyle bir durumla karsilagiilmamistir. Ayrica,

Hedef programlama, Kuhn-Tucker yonteminin ¢oziim vermedigi durumlarda da
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coziim vermektedir. Simiilasyon yoluyla elde edilen sonuglara bakildiginda, hedef
programlamanin problemi ¢ézme siiresi, Kuhn-Tucker yonteminin problemi ¢dzme

suiresinden daha kisadir.

Sonu¢ olarak, Hedef programlamadan elde edilen 6rnek ortalamasi istatistiginin
varyans degeri, Kuhn-Tucker yonteminden elde edilen degerlere gore daha kiigiiktiir.
Hedef programlama yontemi ayni anda hem Ornek ortalamasi istatistiginin varyansini
hem de arastirma ic¢in kullanilan biitceyi Kuhn-Tucker yontemine gore daha kiiciik
elde edebilmektedir. Kuhn-Tucker yontemiyle ¢oziim elde edilemeyen durumlarda,
tim hedefler saglanarak Hedef programlamada miimkiin ¢oziimler elde edilmistir.
Ayrica, hedef programlama daha kisa siirede ¢coziim vermektedir. Bu nedenlerden
dolay1, ornek capinin optimum sekilde tabakalara paylastirilmasi probleminde, hem
birden fazla amaci goz Oniine aldigi hem de Kuhn-Tucker yontemindeki tek amag
olan Ornek ortalamas istatistiginin varyans degerini daha kiiciik elde ettigi i¢cin hedef

programlama yonteminin kullanilmasi 6nerilmektedir.

Cok degiskenli tabakali tesadiifi drnekleme igin, c¢'= Zthn,f’ bi¢cimde ifade edilen

dogrusal olmayan yapidaki maliyet kisit1 kullanilarak yeni bir model Onerilmistir.
Tek degiskenli tabakali tesadiifi 6rneklemede kullanilan, Bretthauer ve ark. (1999)
ile Chernyak(2001) tarafindan Onerilen dogrusal olmayan maliyet kisitlart ¢ok
degiskenli tabakali tesadiifi Orneklemeye adapte edilmis ve tabaka igindeki
degiskenler arasindaki iligki yapis1 gz Oniinde bulundurularak elde edilen
agirliklarin - modele eklenmesi ile klasik modele alternatif yeni bir model
sunulmugtur. Klasik model ve oOnerilen yeni model simiilasyon yolu ile
karsilastinlldiginda, « degeri biiyiidiikge, tabakalardan secilen 6rnek capi degeri
azalmakta ve Ornek ortalamasi istatistiginin varyansit biiyiimektedir. Ayrica, &
degeri biiylidiikce, tabakalardan segilecek 6rnek ¢capi degerleri kiigiildiigiinden, klasik

model ile 6nerilen model arasindaki farklar1 belirlemek zorlagsmaktadir.

Arastirma boyunca, onerilen modelin ¢6ziim vermedigi, klasik modelin miimkiin bir

coziim elde ettigi hicbir durumla karsilagilmamustir. Klasik model ile & 'nin kiigiik
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oldugu durumlarda =n, <N, kisiim saglayan miimkiin ¢oziimler elde

edilememektedir. Ayrica, & 'nin kii¢iik degerleri haricinde de klasik modelin ¢6ziim
vermedigi fakat onerilen modelin ¢oziim verdigi pek cok durum s6z konusudur.

Klasik model n,, <N, olan fakat biitce kisitin1 saglamayan ¢oziimler verir iken,

onerilen model biitiin kisitlart saglayan uygun ¢oziimler vermistir.

Klasik model ile Onerilen modelin ayni sayida degiskeni goz Oniine aldiklar1 tek
durum tabaka icindeki degiskenlerin iliskisiz oldugu durumdur. Bununla birlikte,
tabaka icindeki degiskenler iliskisiz olduklarinda bu iki model aynmi sayida degiskeni
g6z Oniline almalarina ragmen, klasik model tabaka i¢i yapiyr modele yansitamaz
iken, 6nerilen model daha heterojen degiskene daha biiyiik agirligi vererek tabaka ici
yapiy1 modele yansitmaktadir. Tabaka icindeki degiskenlerin bazilarinin iligkili ya da
hepsinin iligkili oldugu durumda ise Onerilen model ¢ok daha az sayida degiskeni

modele dahil ederek daha iyi sonuglar vermektedir.

Yigindan secilen ornek c¢api arttikga, Ornek ortalamasi istatistiginin varyansinin
kiiciilmesi ve yapilan tahminin hassasliginin artmasi beklenen bir durumdur. Bununla
birlikte, oOzellikle =1 ve 1.2 oldugu durumlarda Onerilen model g¢ogunlukla
yigindan secilen daha az 6rnek capi ile ornek ortalamasi istatistiginin varyansini daha
kiiciik bulmaktadir. Bunun nedeni, Onerilen modelin toplamda yigindan daha az
ornek cap1 secmesine ragmen tabaka i¢i yapiyr degisim katsayisina bagh agirliklarla
yansitan bir model oldugundan bu ornek capimi tabakalara daha iyi bir bi¢imde
paylastirmasidir. Bununla birlikte, tersi bir durumla karsilasilmamustir; yani klasik
modelin yi8indan segilecek toplam Ornek capini daha kiiciik belirleyip, ayni anda
ornek ortalamasi istatistiginin varyansint da daha kiigiik elde ettigi hi¢cbir durumla

karsilasilmamustir.

Iki modelin belirledikleri, yigindan secilecek toplam 6rnek ¢api degerleri yaklasik
olarak ayni oldugunda bile, 6nerilen model tabakalardan secilen 6rnek ¢aplarin1 daha
iyi belirledigi i¢in, ornek ortalamasi istatistiginin varyansini yine daha kiiciik elde

edebilmektedir.
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Klasik modelin, onerilen modele gore drnek ortalamasi istatistiginin varyans degerini
daha kii¢iik buldugu durumlarda olmustur. Bunun nedeni, bu durumlarda klasik
modelin yigindan segilecek toplam ornek capini, onerilen modele gore ¢ok biiyiik
bulmasidir. Ornek ¢ap1 arttikca, 6rnek ortalamasi istatistiginin varyansinin kiigiilmesi
istatistiksel olarak beklenen bir durumdur. Bununla birlikte, klasik model, Onerilen
modelin yapabildigi daha az 6rnek c¢api ile daha kiiciik varyans elde etme durumunu

basaramamaktadir.

Klasik model, ¢cok degiskenli tabakali tesadiifi orneklemede tek degisken varmis gibi
davranip, once her bir degisken icin ornek ¢ap1 bulup daha sonra ortalama bir 6rnek
cap1 buldugu i¢in arastirma i¢in ayrilan biit¢eyi zaman zaman 6nerilen modele gore
daha az kullanmaktadir. Bununla beraber, klasik modelden elde edilen ortalama
ornek capi, elde edilen tahmin edicinin hassashigini azaltmaktadir. Onerilen model
ise, a’nm kiiciik oldugu durumlar hari¢, arastirma icin ayrilan biitcenin hepsini
kullanarak elde edilen tahmin edicinin hassashigini arttiracak dolayisiyla Ornek
ortalamas1 istatistiginin  varyansimi  kiiciiltecek  6rnek c¢aplarin1  bulmayi

amaclamaktadir.

Sonug olarak, onerilen yeni modelden elde edilen Ornek ortalamasi istatistiginin
varyans degerleri, klasik modelden elde edilen degerlere gore neredeyse her zaman
daha kiiciiktiir. Ayrica, onerilen model yigindan secilecek daha az 6rnek c¢api ile
klasik modelden elde edilen varyans degerlerinden daha kiiciik varyans degerleri
bulabilmektedir. Onerilen model, degiskenler arasindaki iliski yapisini goz Oniine
alarak modelleme yaptigindan hem daha az sayida degiskenle islem yapmakta hem
de degiskenlerin tabaka icindeki homojenlik-heterojenlik durumlarin1 degisim
katsayilar1 ile orantili agriliklarla modele yansittigi icin daha iyi paylastirma
yapmaktadir. Klasik model, & 'nin kiiciik oldugu durumlar i¢in miimkiin ¢oziimler
vermemekte, Onerilen model ise @ ne olursa olsun biitiin kisitlar1 saglayacak uygun
coziimler sunmaktadir. Dolayisiyla, arastirma i¢in ayrilan biitcenin hemen hemen
hepsini kullanarak, onerilen modelle, klasik modele gore daha hassas tahminler
yapilabilmektedir. Bu nedenlerden dolayi, cok degiskenli tabakali tesadiifi

orneklemede, Ornek ortalamasi istatistiginin varyansini minimum yapacak,
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tabakalardan secilecek Ornek caplarinin belirlenmesi probleminde klasik modele

alternatif olarak sunulan yeni modelin kullanilmasi1 6nerilmektedir.
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