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destegini esirgemeyen kiymetli esim Cigdem KONURALP’e sonsuz tesekkirlerimi sunarim.

Ali KONURALP



OzZET

Bifurkasyon Teorisinin yararli konularindan birisi olan, 1892 yillarinda Poincaré’in
¢aligmalarindan kékenini alan Hopf bifurkasyonu olarak adlandirilan bu konu Gg¢ boyutlu
uzaydaki adi diferansiyel denklem sistemlerinin ve dinamik sistemlerin genis bir yelpazesine
uygulamak igin genigletilmistir. Hopf bifurkasyon teorisinin iki ve ¢ boyutlu yapisini temel alan

bu tez ¢alismasi ¢ bolimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, Bifurkasyon Analizi teorisi ile ilgili teoremler ve kararlilik analizinin
temelini teskil eden Bifurkasyon, Kararli Duragan C6zim, Kararsiz Duragan C6zim, Dissipative

Sistem, Hopf bifurkasyonu tanimlari ifade edilmistir.

ikinci bélimde iki boyutlu diferansiyel denklem sisteminde halihazirda literatiirde
incelenen Hopf bifurkasyonu ele alinmis olup burada ise sabit nokta civarinda iki boyutlu bir

sistemin davranislari sekiller ile gosterilerek bulunmaya ¢aligiimistir.

Uglincli bélimde Hopf bifurkasyonunun meydana geldigi cesitli kaotik davraniglara
sahip olan sistemlerin icerisinden segilen 6zel bir sistem Uzerinde c¢aligiimistir. Bunun igin
serbestlik derecesi 3 olan orijinal olarak ortaya konan bir sistem tanimlanmistir. Burada
Oncelikle, Hopf bifurkasyonunun meydana gelmesi igin kendi tanim kiimesi igerisinde bulunan
bir sistem parametresi kendi ekseni boyunca dedistiriimis, bunun sunucunda sistemin

davranisini gdsteren kritik nokta civarindaki bazi sekiller giziimeye calisiimistir.

Buna ilaveten, iki sistem parametresi degistirilerek ve diger parametre ise sabit alinarak
g6z 6nline alinan sistem incelenmeye devam edilmistir. Son olarak ise ¢ boyutlu sistemin iki

boyutlu bir sisteme indirgenmesi igin gerekli dontsimler bulunmustur.



Teorik olarak yapilan bu calismanin ardindan tercih edilen bilgisayar programinin
kullanisli oldugu kadar ¢ok yararli, hassaslik derecesinin istenilen dogruluga sahip olmasi ve
daha ¢ok zaman kazandirmasi dolayisiyla, yapilan islemler ve sonuglari hatanin sonsuz kiguk
degerleri icin hesaplanmistir. Yazilan orijinal algoritmalarin iki veya ¢ boyutlu sistemlerin Hopf

bifurkasyonuna ilgi duyan ve bu konuda inceleme yapacak olan arastirmacilara da isik tutacagi
kacinilmaz bir gergektir.



ABSTRACT

One of the useful subjects of bifurcation theory named Hopf bifurcation which had its
origins in the works of Poincaré around 1892, is expanded to apply a wide spectrum of
dynamical systems and the systems of ordinary differential equations in three dimensional
space. This thesis consists of three chapters in which two and three dimensional structure of

Hopf bifurcation theory was yielded.

In the first chapter, basic theorems concerning about Bifurcation analysis theory and
definitions as bifurcation, stable stationary solution, unstable stationary solution, dissipative

system, Hopf bifurcation are given in the sense of stability analysis.

In the second chapter, the Hopf bifurcation is already known in literature in a two
dimensional system of differential equations is investigated. In here the behaviors of two
dimensional system starting near the fixed point are pointed out and also the figures are tried to

show related with the subject.

In the third chapter, it is worked on special system is selected having various chaotic
behavior among the systems which causes the Hopf bifurcation (i.e., the values of the
parameter increase or decrease in their domains). Here the original system is defined having 3
degree of freedom. Firstly, one of the system parameter in its domain is changed along its axes
in order to occur Hopf bifurcation. At the and of this, it has shown some figures of the system

near the critical point which shows the behavior of the system.

It is continued to investigate the system by changing two system parameters and the
other remained fixed. At last the necessary transformations are obtained in order to reduce the

three dimensional system to a two dimensional system.



At the end of the theoretical work, the operations and their results are calculated with
small errors by means of the computer program is functional as well as it has a high accuracy
and causes to earn much more time. Furthermore giving the original algorithm is clarified to the
researcher who are interested in investigating Hopf bifurcation either in a two dimensional or

three dimensional systems.



ONSOz

Bu tez konusunun adi olan Hopf bifurkasyonu, kokenini Poincaré [6]'nin 1982 yilindaki
¢alismalarindan almis, 1930’larda da Andronov, Witt ve c¢alisma arkadaslari ile birlikte
tartisilmis, Aimanca dilinde Hopf'un temel makalesi olarak 1942 yilinda yayinlanmistir. Bundan
dolayr bu c¢alisma konusunun ismi “Poincaré-Andronov-Hopf bifurkasyonu” olarak anilir.
Simdilerde ismi Hopf bifurkasyonu olarak ifade edilen ve sistemlerin kaotik davranislarini
inceleyen bu konu Matematik yaninda Fizik, Biyoloji, Kimya gibi temel bilimlerde de

kullaniimaktadir.

Bu calismanin kolay anlagilabilmesi agisindan, birinci bolimde temel tanim ve
teoremler verilmis konuya bir giris yapiimistir. ikinci bélimde iki boyutlu dinamik sistemler igin
bifurkasyon noktalari incelenerek noktalar civarindaki grafikler gizilmeye calisiimistir. Uglincii
bélimde ise Hopf bifurkasyonunun meydana geldigi cesitli kaotik davraniglara sahip olan
sistemlerin igerisinden secilen 6zel bir sistem Uzerinde c¢alisiimigtir. Son olarak bu sistem igin

kullandigimiz ve orijinal olarak ele aldigimiz gerekli bilgisayar programi algoritmalari verilmistir.



I. BOLUM
TANIMLAR VE TEOREMLER

Tanim 1.1: Herhangi bir durumun dinamigi, zamanin gidisi boyunca durumun nasil degistigini
verir. Bir dinamik sistem, ayarin degismesi ve belirli bir zamandan bir sonraki zamana hareket
etmesi icin gerekli kurallar ile birlikte bir fiziksel diizenektir.

Dinamik sistemlerin matematiksel teorisinin temel bir amaci, sistemin uzun sdreli
davranislarini bulmak ve karakterize etmektir. Yaygin olarak kullanilan ¢ ¢esit dinamik sistem
mevcuttur.

(i) Sembolik dinamik Sistemler (Buradaki fiziksel dizenek,bi¢cimsel sembollerin bir dizgisidir)

(ii) Discrete - zaman Sistemleri (Fiziksel diizenek, 6lgimlerin bir kiimesine indirgenmistir)

(iii) Sirekli — zaman Sistemleri (Sistemin 1 zamanindaki, 2 zamanindaki,... konumun bir
kural (bir fonksiyon) yardimiyla bulunmasi durumudur)

Biz burada surekli-zaman sistemleri tizerinde ¢alisacagiz.

Tanim 1.2: n-boyutu n>0 igin, X = f (X,X,,...,X,) diferansiyel denklem sisteminin
X (1), X, (t),..., X, (t) ¢ozimleri (X, X,,...,X,) faz uzayinin tamamini veya bir kismini drten

yértingelerin (akis gizgileri,ybringeler) bir kiimesini bigimlendirir.

Tanim 1.3: Segilmis yoringelerin ¢izildigi asadidaki sekle benzeyen diyagrama faz diyagrami,
(X, X,) duzlemine de faz diizlemi denir. Burada X, (t,) =X, X,(t,) =X,, ise baslangic

degerleri olarak tanimlanir.

(%, (1), %, (1)

(X1 X20)

Sekil 1.1 Bir faz dizleminde yoéringeler.



Tanim 1.4: Faz dizleminin belirli bir kismindan baslayip belirli bir kismina kadar olan butin

yoringelerin kimesine akig (flow) denir. Akislar vektdr alanlari tarafindan Uretilir.

Tanim 1.5: n>0 icin n-boyutlu, X, = f (X,X,,...,X,) diferansiyel denklem sistemine

otonom denklem sistemi ve eger fn fonksiyonu ayni zamanda t degiskenine de bagdli ise

sisteme ofonom olmayan sistem denir.

Tanm1.6: n=0,1,2,... igin,

X, = f.(X,%,....X,)
N -boyutlu diferansiyel denklem sisteminde, X, =0 ile tanimlanan (Xy;, Xo,- .., Xy,) noktasina
denge noktasi denir. Denge noktasindaki c¢ézimler ise sabit c¢dzumlerdir. Burada
(XOl, Xoz1-++s Xon ) NOktalarina sabit (duragan) ¢bziimler de denir ve nadiren, tekil noktalar, kritik

noktalar, rest(dinlenme) noktalar veya sabit noktalar olarak da adlandirilir.

Tanim 1.7: Karakteristik polinomun kokleri 4, 4, olmak lzere, 4,4, reel, L, 4, >0, A4, #4,

olmas! durumunda, yani her iki 6z deger reel ve ayni isarete sahip olmak lzere, (X,,Y,) sabit
(duragan) noktasina diigim (node) noktasi adi verilir. Burada iki durum s6z konusudur.

(i) 1<0, !im e =0 ise, bu dugiim noktasina kararli (stable) diigiim noktasi adi verilir.

(i) A>0, lim e’ =w ise, bu digim noktasina da kararsiz (unstable) diigiim noktas! adi
t—w

verilir.

Tanim 1.8: Karakteristik polinomun kokleri 4,4, reel, 44, <0 olmak lizere yani, reel 6z

degerler farkl isaretlere sahip ise bu sabit noktaya eyer (saddles) noktasi adi verilir.

Tanim 1.9: Reel kismi sifir olmayan A, 4, kompleks eslenikler o ve £/ sirasiyla reel ve
sanal kisimlari géstermek tizere 4, =a +if, A, =a —if biciminde tanimlansin. Bu durumda

denge noktasina yaklagan herhangi bir yoriinge sekil olarak bir spirale benzer. a >0 ise sabit

nokta kararsiz bir odak (focus) noktasi, a <0 olmasi durumunda sabit noktaya ise kararli bir

odak noktasi denir.



Tanim 1.10: Karakteristik polinomun kokleri, sifir reel kisma sahip olmasina karsin higbir 6z

degere sahip degilse, denge noktasina hiperbolik veya bozulmamis nokta denir.

Tanim 1.11: Lineer olmayan bir dinamik sistemde, bir sistem parametresi degistirildiginde

cekicilerin sayisi degisebilir. Bu degisime bifurkasyon denir.

Tanim 1.12: Kompleks bir eslenik ¢ift, kararlilik sinirina gegerken meydana gelen bifurkasyona

Hopf bifurkasyonu adi verilir.

Tanim 1.13: Dengelilik halindeki bir daldan periyodik salinimlarin bir dalina gegerken olusan
bifurkasyona Hopf bifurkasyonu denir. Cogu zaman bu bifurkasyon salinimli bifurkasyon olarak

da adlandirilir.

Tanim 1.14: Cift periyoda sahip periyodik ydériingelerin bir dalina gegen bifurkasyona periyot

doubling (Cift periyotlu) bifurkasyonu denir.

Tanim 1.15: Kararli bir sabit noktadan bir kararsiz veya iki kararli sabit noktaya geciste

meydana gelen bifurkasyona Pitchfork bifurkasyonu (Cift periyotlu ag) denir.

Tanim 1.16: EgJer sistem N.mertebeden ise, &, katsayilar reel olmak Uzere karakteristik
polinom

P(A)=A"+aA" +a,A"*+---+a =0

n

biciminde genel formda ele alinabilir. Ornegin, lic boyutlu bir sistemin karakteristik polinomu
n =3 icin,

P(A)=A"+al*+a,l+a,=0
seklindeki kiibik bir polinomdur.

Teorem 1.17: P(1)=21°+aA’+a,A+a,=0 kibik polinomu igin Routh-Hurwitz kararlilik
sartlari
a>0,a,>0,a,>0ve R=aa,-a,>0



dir. Kararllik bélgesinin sinirlari (8, >0, a,>0, a,=0) ve (8 >0, a,>0, R=0) ile
verilen iki ylizeydir. Karakteristik denklemin, a, =0 ylizeyinde en az bir koki sifir ise, bu

durumda (R =0, a, > 0) ylizeyinde sadece sanal kisma sahip bir ¢ift kompleks kok vardir.
Teorem 1.18: P(1) =A% +a,4° +a,4+a, =0 kiibik denkleminin reel kklerinin sayisi
A=-a’al +4a’a, +4a) —18a,a, + 274,

diskiriminantinin isaretine baghdir.
(i) Eger A > 0 ise, kiibik denklem bir gergel ve iki kompleks eslenik kdke sahip;
(i) Eger A <0 ise, kiibik denklem (i¢ ayrik gergel koke sahip;

. - 1.2 1., ) . )
(iii) A =0 oldugunda, eger a, = §a1 ve a; = Eal ise denklem g katli bir reel koke

veya biri iki katli kdk olan iki reel kbke sahiptir.

Tanim 1.19: P(1)=A°+aA*+a,A+a, =0 kiibik karakteristik denkleme sahip bir sistem

icin, a,>0 ve R=aa,-a,=0 oldugunda bu taktirde, sistemin bir Hopf bifurkasyonu

mevcuttur denir.
Tanim 1.20: Normlu ve bu norma gore tam olan uzaya Banach uzayi denir.

Tanim 1.21: Lokal olarak Oklidyen olan bir topolojik uzaya manifold denir.

Transversality Hipotezi 1.22: T,, X 'deki bir tanjant uzayi géstermek tizere, T.G ve T,H ise

T, Xin alt uzaylari olarak tanimlandiginda, eger herhangi bir X € G M H noktasinda
TG+TH=TX

bagintisi saglaniyorsa, bu taktirde bir M diizgiin manifoldu iki dizgin G ve H alt

manifoldlari ile transversal (aykiri) olarak kesigirler denir.



Tanim 1.23: X bir metrik uzay ve f : X — X bir siirekli 6rten fonksiyon olsun. Eger X’in her

U komsulugu icin f"(U)NU bos olmayacak sekilde bir n>1 sayisi varsa, X< X ’e bir

nonwandering nokta denir ve Q( ) ile gésterilir.

Tanim 1.24: Her bir blok miimkiin olan ayri A sabitleri ile Jordan bloklarindan ibaret olan blok

matrisinin bir 6zel ¢esididir. Bu taktirde klasik kanonik form olarak ta adlandirilan bu forma
Jordan Kanonik Formu denir.

Tanim 1.25: Bir E Banach uzayinda T : E — E sinirli bir lineer operatér olsun.
o(T)={1eC: T -Al E'ninkomplekslestirmesi (izerinde tersinir degildir}
seklinde tanimlanan o (T) 'ye E Banach uzayinin spektrumu denir. Tanimindan dolayr o (T)

bos degildir ve kompaktir. A € o(T) igin |A|<||T|| . r(T) spektral yarigapi

r(T)=sup{| 4| :2€0o(T)}

ile tanimlanmis olup, genellikle
r(r)=lim || T"|*"
nN—oo

formdlu ile de verilir.
Tanim 1.26: F(X,t, &) fonksiyonunun X, vektori civarinda bir Taylor serisine agilimi
1
F (% +u,t, 1) = F (X, t, 1) + F, (% |U’tuu)+EFxx(Xo lufu,t, )

1
*3 P (o [UTu Ut )+ O(ffu )

seklindedir. Burada

O°F(x, +5,a+ 52b)|
06,06,

FXX(XO | a|b,'[,,u) = Fxx(XO |b|a1t’/u) =

5,=6,=0

Bir bilineer operatdri olup, vektorleri vektorlere tasir. FXXX

(X, |ulu|u,t, &) operatdrii de
benzer yolla Uretilen trilineer operatordir. Bu durum otonom denklem sistemleri i¢cin g6z énlne

alindiginda

dx 1 1
1= T = LD+ B (X0 + 2 F (XX +O(1 X 1)

olur.



Tanim 1.27: Bir yoringe (veya akig) boyunca faz uzayi hacminin buzuldigu dinamik sistemlere

dissipative sistem denir. Bunun anlami sistemin diverjansinin sifirdan kuguk olmasidir yani,
V-f <0 dr.

Tanim 1.28: V (t), M, kiimesinin hacmi olsun. Bu taktirde hacimdeki degisiklik
dv

- =J|:V-fdv

ile verilir.

Dissipative sistemlerde hacmin azalmasi(¢ekilmesi) bir karakteristik 6zelliktir.Buradan
da anlagilacagi gibi div f =V - f =0 ise, hacim M, altinda invaryant kalir. Eger M, akislari

boyunca V- f <0 oluyorsa, sistem dissipative olmalidir.



Il. BOLUM
iKi BOYUTLU SISTEMDEKI HOPF BIFURKASYONU

Bu boélimde, iki boyutlu bir sistemdeki Hopf bifurkasyonu igin gerekli tanimlari ve
teoremleri vererek, sistemlere Hopf bifurkasyonu anlaminda genel olarak bakacak ve daha
sonraki bolimde ise sistemin iki boyuta indirgenmesinden sonra gerekli analizler yapilarak elde

edilen sonuclar sekiller gizilmek sureti ile irdelenecektir.

Tanim 2.1: K, birM topolojik uzay! lizerinde bir C° akisi (veya yari-akisi) ve butin t’ler igin

F.(G) € G olacak sekilde G bir invaryant kime olsun. Eger X, €V (sirasiyla ﬂ FV)=G)
>0

ise, G ’nin herhangi bir U komsulugu igin X(X,,t) = F,(X,) akis dogrulari (integral egrileri)

U ’nun elemani olacak sekilde G 'nin bir V komsulugu var ise G 'ye kararli (sirasiyla asimtotik

kararli veya bir ¢ekici) denir.

Su halde baglangi¢ sartt G 'den hafifge uzaklastiginda yine G 'nin civarinda (sirasiyla
G ’ye yaklasiyorsa) kaliyorsa G 'ye kararlidir (sirasiyla gekiliyor) denir. Eger G kararl degilse,

G 'ye kararsizdir denir.

X, sabit noktasinin kararlihginin en uygun oldugu temel durum sonlu boyutlu lineer
durumdur. X :R" —R" bir lineer déniisim olsun. X ’in akisi X(X,,t) =€%(X,) dir. Bu
durumda orijin bir sabit noktadir. {4;} X'in 6zdegerleri olsun. Bu taktirde {eﬂ"t} e%’in

6zdegerleridir. Bitin j'ler icin ReA; <0 oldugunu kabul edelim. Bu taktirde t— oo iken

Redit — 0. Jordan kanonik formu kullanilirsa, 0 noktasi asimtotik olarak kararlidir ve

|eijt |: e
eger pozitif reel kisma sahip bir /Ij var ise, bu taktirde O noktasi kararsizdir. Daha genel olarak

asagidaki teoremi goéz 6niline alabiliriz.

Teorem 2.2: Bir E Banach uzayi tizerinde X : E — E sirekli bir lineer déniisiim olsun. Eger
X'in o(X) spekturumu acik sol yari diizlemde ise; orijin, X ’in akisinin sabit noktasini geken
kararl bir noktadir. Eger Re(z) >0 olacak sekilde z € o(X) mevcut ise, orijin kararsiz bir

noktadir.



Simdi lineer olmayan durumu g6z 6nilne alalim. Bir P Banach manifoldu igin X , P
tizerinde bir C' vektor alani ve X (p,) =0 olsun. Bu taktirde dX(py): T, (P)—>T, (P)

Banach uzayinda surekli bir lineer donlisimdur.

Teorem 2.3: X, bir P Banach manifoldu (zerinde bir C* vektér alani ve p, ise X ’in bir
, , \ . 0
sabit noktasi yani, X(p,)=0 olsun. F, X'in akisi yani, ﬁF‘(X) =X(R(x)), F(x)=x

olarak tanimlansin (Bitin t’ler icin F,(p,) = p, olduguna dikkat edelim.). Eger dX (p,) 'nin
spektrumu sol yari-diizlemde bulunuyorsa yani o(dX(p,)) c{ze€ C|Rez <0} ise; bu

taktirde [, asimtotik olarak kararhdir.

Eger Rez >0 olacak sekilde izole edilmis bir z € o(dX (p,)) noktasi mevcut ise, P,

kararsizdir. Eger o(dX (p,)) c{z|Rez <0} ve Rez =0 olacak sekilde bir z € a(dX (p,))

noktasli varsa, bu taktirde kararlilik lineerlestiriimis denklemden elde edilemez.

Sabit noktalarin birgok edgrisi, bir bifurkasyon noktasina gelebilir (Sabit noktalarin bir

egrisi, bitin ’ler icin X, (a(u)) =0 olacak sekilde bir a:1 — P egrisidir. Bdyle bir egri

acikca 1 — p(w) dir.). > , igin kararl sabit noktalarin egrileri olabilir.

Ornegin, tavana asili bir gember igerisinde bir topun oldugunu ve W frekansi ile topun

merkezindeki dikey eksen civarinda déndiuguni dasinelim. Kugik W degerleri igin, topun

gemberin altinda oldugunu ve bu konumun kararl oldugu gérulir. Bununla beraber W, W, kritik

noktasina ulagirken top kararl olan, gemberin yan tarafinda yeni bir X(W) konumda yer alir.

Topun ¢emberin sag tarafina veya sol tarafina hareket edebilmesi, baslangigta dikey eksenin
hangi tarafina dayandigina baghdir. Cemberin altindaki bu durumda konum hala bir sabit

noktadir, fakat kararsiz hale gelmeye baslamistir. Bu c¢emberdeki topun kararli sabit
noktalarinin W= W, olmasi durumunda, iki egrisi vardir: Birisi gemberin sol tarafina digeri ise

¢emberin sag tarafina hareket eder.

Meydana gelebilen davranisin baska bir cesidi de periyodik yoéringelere gecen

bifurkasyonlardir. Bunun anlami a(u,) = p(u,) ve a(u), X, ’'nin akisinin kapal bir y,



yoriingesi lizerinde olacak sekilde « : | — P bigimindeki egrilerin mevcut olmasidir. Bu tipteki

bir bifurkasyon Hopf bifurkasyonu olarak disundlar.

Kararli kapal yoringelerin (=periyodik ¢dziimler) gérinimdi, orijinal sabit ¢ézimden
periyodik ¢c6zime gecerken ki kararlilik degisimi olarak yorumlanir, yani orijinal sabit nokta

civarindaki bir nokta c¢ekilmistir ve bu nokta kapali yoriingeden segilemez hale gelmistir.

Teorem 2.4: y, bir P Banach manifoldundaki «,’in bir komsulugu civarindan P ’ye bir
dénlstim olsun. y 'nin sirekli K. mertebeden tiireve sahip oldugunu ve y(«,) = &, oldugunu

kabul edelim. Ayrica dy/(a,)'in spektral yarigapmin 1 oldugunu ve dy(e,)’in

spekturumunun ise birim ¢ember lzerinde bir kisma dagildigini, geriye kalanlarinda birim

¢emberden sifir olmayan bir uzaklikta oldugunu kabul edelim. Birim ¢ember Uzerinde

spekturumu ait bir kismin elemani olan dy (¢,) 'In genellestiriimis 6zuzayi ise Y ile gésterilsin

ve Y 'nin sonlu bir boyuta sahip oldugunu varsayalim. Bu taktirde P ’de ¢, ’in bir V komsulugu

ve

(i) (Yerel Degigsmezlik) Eger X € M ve w(x) €V ise, bu taktirde y(X) e M
(ii) (Yerel Cekme Giictiniin Derecesi) Eger biitin n=1,2,... igin " (X) €V ise, bu
taktirde N — o iken " (X) > M
ise, bu taktirde «,’da Y 'ye teget ¢r,’dan gegen d boyutlu v igin bir merkez manifoldu olarak

adlandirilan bir C¥! M altmanifoldu mevcuttur.

Teorem 2.5: f €C? icin
() f (%, 115) =0
(ii) T, (X, 44,)'in A(1,) = i biciminde sanal bir 6zdeger ¢iftine haiz oldugunu,

bunlardan bagka sifir reel kisimli baska 6zdegere sahip olmadigini;

(iii) d(Re A(x,))/dp#0
oldugunu kabul edelim. Bu taktirde (X,,4,) noktasinda bir limit dairesi olusumu vardir.

Baslangig (sifir genlikli salinimin) periyodu ise T, =27/ £’dr.

Teorem 2.5’in (i), (ii) ve (iii) hipotezleri Hopf bifurkasyonunun bir bigimsel tanimi olarak

gdzlenebilir. (i) hipotezi, higbir 6zdegerin +i/’nin bir tamsayi kati olmasina izin vermeksizin
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serbesttir. (iii) sarti transversality hipotezidir ve genellikle saglanir. Bunu daha iyi anlamak igin
A(u) 6zdegerinin kompleks diizlemde nasil goriindigiine bakalim. Sekil 2.1, A(,) ==*if

bagintisini saglayan 6zdegerler giftinin mimkin bir yolunu gdsterir. Teorem 2.5'in (iii) kabuli
imajiner eksenin capraz gecilmesini saglamaktadir. Eger butin diger 6zdegerler tamamen
negatif reel kisma sahip iseler, bu taktirde Sekil 2.1 kararliigin ortadan kalktigi gozlenir ki bu

durumda kararlihdin kazaniimasi i¢in yapilmasi gereken sadece oklarin yonlerini degistirmektir.

Im(1) 4
/ﬂ o
\—ﬁ\

v

» Re(4)

A

Sekil 2.1. Ozdegerlerin kompleks diizlemi; A(y) 6zdegerlerin yolu Hopf

bifurkasyonuna baghdir.

Hopf bifurkasyonu igin temel mekanizma sdOyledir. Kararli odak nokta olan bir sabit
noktanin mevcut oldugu durumdan baslanir. Bunu basitlestirmek icin orijinde bir sabit nokta
alinir. Bdylece sistemdeki parametre farkli degerler aldiginda bu sabit nokta bir kararsiz noktaya
dénusur ve bu durumda faz dizlemindeki akigin dncelikle digariya dogru oldugu dasundldr.
Baska bir yon oldugunda mesela faz diizlemindeki yon ige dogru oldujunda, esas arzu edilen
bir durum ortaya cikar. Boylece bu iki yon birbirleriyle karsilasir ve kararli bir limit dairesini

olusturur. Buradan da sistem kararli bir limit dairesi olan Hopf bifurkasyonuna gecer.

Hopf bifurkasyonunu tanimlamaya yarayan asagidaki temel Orneklerden birini g6z

onlne alalim.
Ornek 2.6:

X ==X+ )(1(#_)(12 - Xzz)

. (1
X, :X1+X2(:U_X12_X22)
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Kuadratik nonlineerlige sahip iki boyutlu (1) denklem sisteminde, bitin g degerleri igin

X, = X, =0 bir tek denge noktasidir. Bu sistemin Jakobiyen matrisi

OF (%, % 1) :(u —1]
(%, %,) 1 u

olup sadece u*i 6zdegerlerine sahiptir. Boylece eger 1 <0 ise, (0,0) denge noktasi kararli;

eger 1 >0 ise denge noktasi kararsizdir, =0 igin ise kararlliktan biraz uzaklasir fakat

denge uzayinin igine dogru kararlilikta ise herhangi bir degisiklik yoktur.

Simdi p,$ kutupsal koordinatlari kullanilarak

X, = pC0SY ve X, = psing

olmak Uzere (1) sistemi

HCos9— pIdsin 3 =—psind+ pcosI(u— p?)
psin g+ p9cosd = pcosd+ psin Hu— p?)

seklinde iki denklem olarak yazilir. Birinci denklem €0S$ ve ikinci denklem Sin4 ile garpilir,
elde edilen bu iki denklemi taraf tarafa toplanirsa ve birinci denklem —sin$ ile ve ikinci

denklem de C0S 4 ile garpilir benzer iglemler yinelenirse

p=p(u—p°)

=1
diferansiyel denklemleri elde edilir. Buradan da x>0 ve p:\/; icin =0 denklemi
bulunur. Bdylece bir p(t) = \/; seklinde bir periyodik yoriinge vardir ve $(t) =t 'dir. Burada
ybriingenin genligi /2 ile bilyiimektedir. Giinki

P> \/; icin  p <0,
O<p< \/; icin >0
yoringesi kararlidir ( Sekil 2.2 ).
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L@

u<0 u=0 u>0
Sekil 2.2. Hopf Bifurkasyonu Olugumu

A 'nin degistirimesiyle yoringeler, u, = 0’da dengeli bir dal ile birlesen bir dali
bigimlendirir. Su halde (1) denklemi, Hopf bifurkasyonunun bir normal formu olarak gésterilebilir.

My = 0’da kararli dengelilikten kararl bir limit dairesine gegerken bir kararlilik degisimi vardir.

Sekil 2.3'de goriildugii tizere limit dairesi, (12— 44,)"* ile biyiiyen bir genlik ile kararsiz denge

.. —

Sekil 2.3: 1 = 0’da limit dairelerinin olusumu

halini cevreler.

X

e

Simdi ise bu Hopf bifurkasyonunun Normal Formunu elde etmeye calisalim. (1) sisteminin

ozdegerleri A, = y#%i olup, Z=X +iX, ve Z =X —iX, biciminde tanimlanirsa, bu taktirde

| 2|’=2Z = X} + X olarak yazilir. Bu yeni degigkenler de
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Z=%+iX, :_Xz+X1(IU_X12_X22)+i(x1+xz(lu_x12_x22))

= (X, +1%,) +1(X +1%,) = (%, + ixz)(X12 + X22)
diferansiyel denklemini saglar. Bu durumda (1) sistemi
2=(u+i)z-z|zf

biciminde kompleks formda yazilabilir. Buna normal forma indirgenmis diferansiyel denklem
denir. Ayni zamanda Z kompleks sayisi Z = pei‘g seklinde Euler formunda yazilarak yukaridaki

kutupsal koordinatlara tekrar donulebilir.

Ornek 2.7: Kimyasal kinetigin kullandigi

X = K1 _(Kz _l)xi + X12X2

. (2)
X, = K2X1 - X12X2

(2) sistemine Brosselator denklemleri denir. Eger K, =1 alinirsa, (2) sistemi K, <2=1+ K12
icin kararl bir odak noktasina ve K2 > 2 igin kararsiz bir odak noktasina sahiptir. Boylece eger

K, =2, K, =1 ise, (1) sistemi igin bir bifurkasyon noktasi (—1,—2) seklinde olusur (Sekil 1.4).

B T T T T T T T T e T e T T e T T Ty
T T T T T N T e ey Ty T T
T T T T T T T e T el T e T
T T T T T T T e e T e T e e, e
T N N T N T T e e e
1 N N N N e T T e
T T e
1 NN NN NN N NN T e
-\\\\\\\\\mfiff{f////
d\\\\\\\\\m//fl TV
e B N VU NNN
E A T T T I L L N L L
R A N B S N
L L T T e e B T N N VNN
T Mo o P e Ny T e N T T R N
i e L WL ML AL N NN
e IR L LN L L LN,
TR T T e e e L A R N N N NN
e el L S N
e T i B NN
-3 -2 -1 1 2 3

X
Sekil 2.4: (2) sistemi icin bifurkasyona gectigi faz dizlemindeki akis gizgileri
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Ornek 2.8: Bir parametreli

% = F(r, 1% =%, o
X, =X + f(r,,u)Xz
egri ailesi ile
g(r, )= f(r,z)r=—r’+ usin’r (4)

fonksiyonunu goz 6niine alalim.

Eger u =0 ise, orijin butiin yoriingelerin yaklastigi kararli bir denge noktasi, ¢ —1
iken orijin kararsizdir ve (Sinr)/r =1/ u oldugunda bir limit dairesi meydana gelir. Burada en
yakin limit dairesi yerel kararlidir, ondan sonraki kararsiz, t¢lincusu kararl ve bu sekilde devam
eder. Eger S=1/u olmak lizere S=(Sinr)/r egrilerinin kesisimlerine dikkatlice bakilacak
olursa, 1 artarken elde edilen yeni periyodik yoriinge ciftlerinin birinin kararli digerinin kararsiz

oldugu géruldr. Bu denge noktalarinin bifurkasyon noktalar ile ayni benzerlige sahip oldugu
asikardir.

Ornek 2.9: 4 bir reel parametre olmak lizere
X =X,

. 3 (5)
o ==X THX =X

sistemini goz 6nline alalim. Agikga orijinin bir sabit nokta oldugu goérilir. Bu nokta civarinda (5)
01
A=
-1 u

1 .
seklinde karakteristik matrisi elde edilir. Bodylece &zdegerler /11'2=E(,ui|\/4—,u2)

sistemi lineerlestirilirse

bigimindedir. —2 < 1< 2 igin bir kompleks eslenik ¢ift vardir ve 1, (—2,2) arasinda stirekli
olarak degisirken, kompleks A dlzlemindeki yollar belirlenir. £ ’'nln negatif degerleri igin, sanal
eksenin sol tarafi gegerli olup (0,0) sabit noktasi kararli bir odak noktadir. Sanal eksenden

gegerken bu degisir ve (0,0) kararsiz bir odak noktasi haline gelir. Béylece x =0"’da bir

bifurkasyon ortaya c¢ikar.
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. BOLUM
UC BOYUTLU BIR SISTEMDEKI HOPF BIFURKASYONU

Rossler, tepki reaksiyonlar igin cesitli kaotik davraniglar sergileyen denklem
sistemlerinde, kaosa gegme sinirinda gesitli bifurkasyonlari incelemistir. Daha sonralari ise kaos
hakkindaki ¢alismalar giderek artarak mihendislikte, fizikte, kimyada vb. temel alanlarda buyuk
bir potansiyel olusturmustur. 1963’te Lorenz [3], sadece iki nonlineriteye sahip fakat kompleks
dinamik davraniglar sergileyen ilk kanonik kaotik attractorl (gekiciyi) bulmustur. Burada bu
sistemlere benzer asagidaki lineer olmayan adi diferansiyel denklem sistemi igin, igerisinde
sadece tek lineer olmayan terim olan ve literatirde genellikle nadir olarak karsilasilan, Ug¢
boyutlu faz dizleminde parametrelerin belirli dederlerine bagl olmak Uzere ¢izildiginde farkh
formlar elde edilen ve kullanilabilirliginin fazla oldugu distnilen

X =X, + X
X, = ax; + X, (6)
Xy =X, + X% (X, —C)

formunda orijinal olarak ilk kez tarif edilen bir sistem lGzerinde ¢alisacagiz.

Bir dinamik sistemin c¢6zUmlerinin davraniglari ile sistem icerisinde bulunan
parametreler arasinda c¢ok gugcli bir badin oldugu ve bu baga goére kaotik davraniglarin
sergilendigi bilinmektedir. Bir parametre surekli olarak degisirken denge noktalari da
parametrelerin 6zel ele alindigi tanim degerlerinde bunlara gére dogrulan limit daireleri
civarinda gidip gelirler.

iki boyutlu uzayi géz oniine alalim. Faz diizleminde yatay eksen X -ekseni, disey
eksen de X,-ekseni olsun. ¢, genellikle sifira yakin gok kigciik bir pozitif bir reel sayi veya

pozitif bir reel sayl olmak lzere, o yarigapli limit dairesi Uzerine pozitif yonde (saat yéninin
tersi) limit dairesinin sinirina yaklasmaya baslayan egri, parametrenin degisimiyle negatif yonde
dairenin igerisinden ayni dairenin sinirina dogru yénlenebilir. Yani (X, X,) € R? ve &, R*'de
bileseni oldugu ikilinin yatay eksen Gzerindeki dik izdigimuine karsilik gelen nokta, #77’da ayni
dizlemde bileseni oldugu ikilinin disey eksene olan dik izdisimune karsilik gelen nokta ve
0<5eR olacak sekide D={(x,%,)eR?| (X —&)° +(x, —n)° =5°} gemberinin bir

limit dairesi oldugunu kabul edelim. Sistemin bir parametre degisimiyle hareket etmeye
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baglamasindan sonra, fiziksel olarak, sistem Uzerine uygulanan kuvvette bir degisiklik veya
sistemin maruz kaldigi aniden ortaya cikiveren ve sisteme farkli bir yon kazandiran (6rnegin
populasyonlardaki canlilarin dogum ve 6lum oranlarinin, habitat icerisinde canlilarin yasamak
icin ihtiyac duyduklari besin kaynaklarinin azalmasi veya ¢ogalmasina gére degisimini saglayan
deger veya populasyondaki o canlinin, besin zincirinin bir tstiinde bulundugu baska bir canlinin
habitat igerisinde artmasi veya azalmasi nedeniyle populasyondaki canli oraninin degismesini

saglayan deger parametreye birer 6érnek olabilir.) durumun ortaya ¢ikmasi ile 6nce pozitif ydonde

D 'nin sinirina sonsuzdan gelen bir egrinin aldi§i en ug noktalarindaki koordinatlari ile gemberin
sinirinda bulunan koordinatlari arasindaki farkin da sonsuz kigik oldugu disinilsin. Daha
sonra yine parametrenin aldigi farkli bir deger ile bu sefer orijinden hareket etmeye baslayan
egrinin D ’nin sinirina ayni sekilde pozitif yonde yaklastigi farz edilsin. Bu taktirde meydana
gelen bifurkasyon gelen bifurkasyon yine bir Hopf bifurkasyonu bi¢iminde adlandirilir. Bu

bifurkasyona Hopf bifurkasyonu diyebiliriz.

3.1. (6) Sisteminin Bazi Temel Ozellikleri

(i) Sistemin sadece Uglinci denkleminde X, X, bulundugundan dolay! bir nonlineerlik  vardr.
(ii) Sistemin haciminde azalma gériilmesi igin, yani sistemin dissipative olmasi igin V- f <0
olmasi gerekir. Halbuki

V.fza_xl_i_%_;’_%:
OX, OX, OX,

oldugundan sistemin dissipative olmasi icin b <0 olmalidir ki, daha sonraki hesaplamalarda
gorilecegdi Uzere, sistemin karakteristik denkleminin koklerinin Hopf bifurkasyonunu olusturmak
lizere inceledigimizde b parametresinin negatif degerli olmasi gerektigi goriliir. Bu taktirde (6)

sistemi ayni zamanda dissipative bir sistemdir.

(iii) Sistemin (X,,X,,X;) ¢OzUmleri g6z 6niine alindiginda simetrik olmadigi gérilir. Ancak
sistemin ilk iki denklemi dikkate alindiginda, bu denklemlerin  (X,X,,X;) ve
(=X, —X,,—X;) ¢bzUmlerinin her denklem igin de saglandigi agiktir.

(iv) Sistemin biitin parametre degerleri icin sabit noktasi (X", X, ,X; ) = (0,0,0) dir. Ayni

zamanda a # 0 olmak tizere, (X", X,",%,") = (b+c/a, ab+c, —ab—c) noktasi da sistemin

bir sabit noktasidir.
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3.2. Lineerlestirilmis (6) Sistemin Orijindeki Kararlhg

Lineer olmayan (6) sisteminin orijin civarindaki davraniglarinin; kiresel koordinatlar
dikkate alinarak sistemin lineer olmayan kisimlarinin, yarigcapin sifira gittiginde kendisi sifira

yakinsayacagindan, bunun lineer olmayan kisimlardan arindirilarak elde edilen lineer denklem

sisteminin orijin civarindaki davranislariyla ayni olacagi agiktir. X = (X, %,, %) . A=[a;],,

ve F(x) =[F (x)],, lineer oimayan kisim olmak Uizere, (6) sistemi
X = Ax+ F(X)

seklinde yazilabilirdir. Boylece (6) sistemine gore i =12 icin F (X) =0 ve F;(X) = XX, dir.

Ug boyutlu X, X, X, -uzayinda kiresel koordinatlar

X, = ocosédsing
X, =osingsing
X; = 0 COS ¢

olarak tanimlandi§inda

. F 0 ingsingsi
lim 5 (X) :I|m5 cos@singsindsin ¢ _

50 2 2 2 5—0
X2+ %2+ X, o

oldugundan, orijin civarindaki (6) lineer olmayan sistemi

0

X = AX

bicimindeki lineer sisteminin davraniglari incelenerek yorumlanabilirdir. Bunun icin karakteristik

polinomun katsayilarina bakarak, Routh-Hurwitz kriteri kullanildiginda

-2 1 1
P(A)=|A-Al|=| a -4 1 [=A-bA’+(c-a)l+ab+c=0
- 0 b-4
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olup, sistemin kararli bir yapida olmasi icin 8, =-b >0, a,=c-a>0 ve a, =ab+c=0

veya R=aa, —a, =-bc—c =0 olmalidir. Buradan b<-1, c>a veyab=-1ve c>a

esitlik ve esitsizlikleri saglanmalidir. Eger b < -1 ve C>a ise, sistem tamamen sanal iki

kompleks koke ve bir reel kdke sahip olacak, dolayisiyla kararli bir bifurkasyon meydana

gelecektir.

Simdi (6) sisteminin sahip oldugu periyodik ¢dzimlerin var oldugu tanim cimlesini

bulalim. a # 0 ve b sabitler olmak (izere (6) sisteminin kritik noktalarini énce belirleyelim. Hopf

bifurkasyonu noktasinda, karakteristik polinom sadece =*iff sanal kék ciftine sahiptir. Bu

yuzden (6) sisteminin, tglincli dereceden karakteristik polinomunun kéklerine bakmadan énce

sistemin saglandigi kritik noktayi parametreler cinsinden bulalim. Eger (6) denklem sistemi

X, +%X; =0
ax, +%,=0
bx, +x,(x,—¢)=0

biciminde yazilirsa, bu denklem sisteminin kritik noktasi
' ab+c
X'(c) = (u,ab+c,—ab—c)T
a

olarak elde edilir. Simdi karakteristik denklemin  kokleri  olmasini
A,(C) = a(c) iw(c) ve A;(c) degerlerini bulalim. Sistemin katsayilar matrisi
0 11
A=| a 0 1
X,—C X b

ve karakteristik denklemdeki | (g boyutlu uzayda bir birim matrisi géstermek lzere

-4 1 1
|A-Al|=| a -4 1 |=0
X,-C X b-24

olup

(7)

(8)

istedigimiz

©)

(10)
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A2(b—A)+ax + X, —C+A(X,—c)+Ax —(b—2)a=0 (11)

A° =DA%+ (X +X, +a—C)A+ax +X,—c—ha=0 (12)

tiglincti dereceden karakteristik polinomu elde edilir. (8) esitligindeki her bir X,*, X,", X," bileseni
a,b sabitler olmak iizere C badimsiz degiskeninin birer fonksiyonudurlar. O halde XZ*,X;

bilesenleri ile X1* bileseni arasinda fonksiyonel bir baginti olup, Xl* = y(C) olarak alindiginda
(8) esitligi
X" (c) = (y(c),ay(c),~ay(c))’ (13)

halini alir.

Simdi 4,(C") ==%iw(c") ==xiw, ve A,(c")=d <0 olacak sekilde bir C* sayisini

bulmaya calisalim. (13) ifadesindeki dederlere gére (12) denklemi yeniden yazilacak olursa

A%(c)—bA%(c) + (y(c) +ay(c) +a—c)A(c) +ay(c) +ay(c)—c—ba=0

A%(c)—-bA%*(c)+((a+1)y(c)+a—c)A(c)+ay(c)=0 1)
seklinde ve eger C =C” olarak alinirsa da (14) denklemi
A2(c)-bA* () +((a+D)y(c)+a—-c)A(c") +ay(c’) =0 (15)
bigiminde yazilir. (15) denklemi 4, (C”) =+iw(C") = +iw, kokini saglayacagindan,
—iw,® +bw,? +i[(@a+1)y(c) +a-cIw, +ay(c*) =0 (16)
ve (15) denklemi yine A,(C") = —iw(C") = —iw, kékuni de saglayacagindan
iw,® +bw,” —i[(a+1)y(c’)+a-c w, +ay(c’) =0 (17)

elde edilir. (16) ve (17) denklemleri taraf tarafa toplanirsa
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2bw,? +2ay(c") =0

Wy’ = —% y(c") "
olarak hesaplanmisg olur. Diger taraftan (17) denkleminin reel ve sanal kisimlari
Im: bw,” +ay(c*) =0 19)
Re:w,’ —[(a+1)y(c’)+a—c lw, =0.
bigiminde ayrigtirilirsa ve W, # 0 olmak lizere
wo{w,? ~[(a+1)y(c) +a-c'T}=0
(20)

w,’ =(a+1)y(c)+a-c" >0

bulunur. Karakteristik denklemin kokleri A4, ,(C") =*iw, ve A;(c’)=d <0 olmak (zere

yeniden g6z énune alinirsa, karakteristik polinom

(A(C") ~Wp)(A(C") + i) (A(c) ~d) =0

(21)
A3(c")-dA%(c") +w,°A(c) —dw,” =0
seklinde elde edilir. O halde (15) denklemi ile (21) denklemi birbirlerine denktir. Bdylece
A2 —dA? + WA —dw, = 2% -bA% +((@a+1)y(c") +a-c’)A +ay(c’) (22)

olup d =b, dw,” =-ay(c") esitlikleri bulunmus olur. Bu esitlikler birbirleri cinsinden yazilirsa

yani d =b ise, W,” =-ay(c")/b elde edilir. Bu ise (18) denklemi ile aynidir. Buradan

.~ —b(a-c") ) a ,,. a(a-c"
c)=——-+ =——y(c)=—"—"= b<0
)= A rbran Mo =Y b ) 23)

w,” =(a+1)y(c)+a-c’
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esitlik ve esitsizlikleri ¢ozilebilirdir. Dolayisiile @ y(c") >0 olmaldir.
Simdi de kaosa gecis degeri olan CI’Z parametrelerini elde etmeye ¢alisalim. Bunun
icin dnce (7) denklem sistemi diizenlenecek olursa,

y*(c) - (a+b+c)y(c) =0 (24)

bulunur. (23) denklemindeki ilk esitlik (24) denkleminde yerine yazilirsa, buradan
ba-c’)) b(a—c")
——— | +(a+b+c’)—/——==0
a+b+ab a+b+ab

a’b’ —2ab’c” +b*(c")?  a’b+ab’—b’c’—b(c’)’ _
[a(l+b) + b a(l+b)+b

(25)

ve
(-ab—ab?)(c*)* —(3ab® + ab® +b®)c" +a’(b® +b) + 3a’h* +b*(a® +a) =0

bigiminde C"’a bagli kuadratik bir denklem elde edilir ve ¢oziimleri ise diskriminant degeri
hesaplanarak bulunur. C; ve C, degerlerine bakildiginda sistemin iki farkli noktada Hopf

bifurkasyonuna gectigi gorilir. Bu yizden, sistemde bulunan sadece bir non-lineerligin iki ayri

noktada hesap edilen bir bifurkasyon meydana getirdigi gézlemlenir. Bu noktalarin

o - 3ab® +(1+a)b® \/[Sabz +(a+1)b°] +4(ab +ab®)[a®(b* +b) + 3a’h* + b*(a® + a)

L2 —2(ab+ab?)
_ b’(l+a)+3b%a
—2(ab +ab?)
3 \/be(a+1)2 +b°(4a® +10a” + 6a) +b*(4a* +16a° +13a°) +b*(8a* +12a°) + 4b’a’
- —2(ab+ab?)

_ bP(1+a)+30% _+/(b° +3ab® + ab? + 2a%h + 2a%h?)?
" 2(ab+ab?) —2(ab +ab?)
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_ b°(1+a)+3b°aF (b +3ab? +ab® +2a’b + 2a’b?)

—2(ab+ab?)
ve son olarak
. ab*+b*+3ab+a’b+a’b .
c =-— ve C,=a
a(l+b)

oldugu kolayca elde edilir.

Simdiye kadar Hopf bifurkasyonunun meydana gelmesi igin gerekli sartlardan birisi olan
sadece sanal kisma sahip iki eslenik kompleks sayinin bulunumu gergeklestirildi. Fakat ayni
zamanda sistemin kokUnun reel kisminin parametreye goére birinci turevinin pozitif degerli
d(ReA(c"))

dc’

kapali fonksiyonunun turevini alarak bulabiliriz. (14) denkleminin C’ye gdre turevi alinirsa;

olmasi yani, &'(c") = >0 olmasi da gerekir. Su halde, A(C)’nin tirevini, (14)

2(c) = A@©)ly'(c)(a+1)-1]+ay'(c)

322(C)— 204(c) + [+ 1) y(c) + a—c] (26)
elde edilir. (24) denkleminin C*’a gére tiirevinin alinmasiyla da
2y'(c)y(c’) - y(c) - (a+b+c)y'(c’) =0 (27)
ve nihayet
o y(c’)
= 28
V)= ) -@rbro) @
bulunur. A4 (C") =iw, oldugundan
A(C) = iw[y'(c")(a+1) -1]+ay'(c’)
—3w; — 2biw, +[y(c")(a+1) +a—c"]
(29)

A(c') = ay'(c”) +iwg[y'(c’)(a+1) 1]
[-3w +[y(c")(@a+1) +a—c']]-i2bw,
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ve (28) esitligi yukarida yerine yazilirsa;

a{ - y(©) - }iw{( - y(©) - j(a+l)—1}
2y(c’)—(a+b+c) 2y(c’)—(a+b+c")
[-3w +[y(c")(@a+1) +a—c ]]-i2bw,
ay(c’) L W%i(@ +1)y(c") -2y(c’) +(a+b+c")}
_2y(c’)—(a+b+c") 2y(c’)—(a+b+c")
- [-3w2 +[y(c*)(a+1)+a—c ]]—i2bw,

A4(C7) =

B ay(c’) +iw,{(a+2)y(c’)-2y(c’)+(a+b+c")}
C[2y(c)-(a+b+ cHI-3wW + y(c* )@+ +a—c’ —i2bw,]

(30)
_ay(e) +iw[(a+1)y(c’) - 2y(c") +(@a+b+c)]

[2y(c")—(a+b+c)]
. [-3w. + y(c*)(@+1) +a—c’ +i2bw,]
[-3wW. + y(c*)(@+1) +a—c] +4b*w;

_a(a+1)y’(cT)+(a—-c —3w))ay(c") - 2bw; [(a-1)y(c’) +a+b+c’]

T 2y(e)-(a+b+c)KIy(C)(@+1)+a—c" —3w] +4b*w}

i (2abw, y(c") +w,[(a-Dy(c") +a+b+c ][(a+1)y(c") +a—c" —3w.]
[2y(c")-(@a+b+c){[y(c" )@+ +a-c —3w ]’ +4b’°w }

d(ReA(c"))
dc’

elde edilir. Béylece a'(c") = olmak lizere

_ a(@a+1)y*(c’)+a(@a-c —3w)y(c) - 2bw[(a-1)y(c)+a+b+c’]

a’(C*) * % * * 292 2.2
[2y(c")—a-b-c {[y(c")(@a+D) +a—c" —3w,]" +4b°w,}

>0 (31)

seklinde bulunur.
3.3. Lineerlestirilmis (6) Sisteminin Analitik C6ziimu

Serbestlik derecesi Ug olan (6) lineer olmayan diferansiyel denklem sisteminin

lineerlestirilmis bigimi

X, =X, + X,
X, =ax + X,
X, = bx, —cx
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seklindedir. Simdi ise bu denklem sisteminin parametreler ve sabitler cinsinden genel ¢6zimuni

bulalim. Lineerlestirilmis sistemin ¢6zimd igin, sistemin karakteristik polinomunun kokleri

-4 1 1
P(A)=|A-Al|=| a -2 1 [=A-bA’+(c-a)l+ab+c=0
- 0 b-2

esitliginden bulunur. Burada dikkat edilmesi gereken, Boélim 3.2’de Routh-Hurwitz kararlilik
sartlari kullanilarak elde edilen b<-1 ve C>a esitsizliklerinin saglanmasidir. Onun igin

istenilen kararlilik yapisinin korunmasi igin de b = —1 olarak alinir. Béylece
P(A)=|A-Al|=2*+1*+(c-a)l-a+c=0

olarak elde edilir. Bu kubik karakteristik denklemin kokleri A =-1, A, =+a-cC,

23 =—+a—C olarak bulunur. Burada eder C > a ise, bu koklerden birisi reel ve diger ikisi ise

eslenik kompleks sayidir. O halde
A=-1, A, =iNvc-a, A =-iJ/c-a
olup ¢ézimler €™, cos(~/c—at), sin(~c—at) fonksiyonlarina bagl olmak lizere

x (t)=c,sin(~vc—at)+c,cos(~c—at)

X, (t) :+(—c2 cos(~c—at)Jc—a+c,cos(vc—at)vc—aa+c,sin(vc—at)vc—a
a-1l-c
—c,sin(vc—-at)vc—aa-cc,sin(vc—-at)-cc,cos(vc—at)+ce " +cce — acle")

X, (t) :—_C(—cc2 cos(~c—at)Jc—a+cc,sinvc—at)+cc, cos(~/c—at)

1
a-1

+cc sin(ve—at)Wc—a-ce " +ccet +ace™ )

olarak elde edilir.
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3.4. Ug Boyutlu Sisteminin iki Boyuta indirgemesi (Normal Form)

Bu kisimda tg¢ boyutlu (6) sisteminin iki boyuta indirgenmesini inceleyelim. Bir énceki
bdlimde de belirtildigi gibi, kompleks degiskenler yardimiyla iki boyutlu sistemleri bir boyuta

indirgeyebildigimiz gibi burada da Ug¢ boyutlu sistemi iki boyuta indirgemeye calisacagdiz. Bunun

igin (6) sistemine; X"(C), (8) denklemindeki parametrelere bagli olan bir sabit, X = (X, X,,X;)"

ve U= (u,,U,,U,)" 'da R*"te g6z 6niine alinan kolon vektérleri olmak Gizere
X(t) = x"(c) + P(u)u(t) (32)

degisken degistirmesini uygulayalim. Her iki tarafin tirevi alinirsa,
X(t) = P(z)u(t) (33)

olarak bulunur. (32) ve (33) esitlikleri (6) denkleminde yerlerine yazilacak olursa, (6) denklem

sistemi N =[n;],,, sabit bir kolon vektdrii olmak Uizere
P(u)u(t) = AlX"(c) + P(s)u(t)]+ N (34)

bigiminde yazilir. (34) denkleminin her iki tarafi regiiler P(z) matrisinin tersi olan P () ile

soldan garpilirsa,

P (1)P(u(t) = P () AIX" (c) + P(1)u®)] + P (1N
u(t) = P~ () AIX" () + P(u)u®)]+ P (1N
=P (1) AX"(c) + [P () AP(r)u(t) + P ()N
=[P (1) AP()Ju(t) +[P (1) AX" () + P~ (1)N]

(34)

bulunur. Burada U(t) kolon vektériiniin sadece imajiner kisimh bir gift kompleks eslenik koke

sahip olacak bigimde tasarlanmig bir

0 -w, 0
Alw)=|w, O 0 (35)
0 0 A
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katsayilar matrisi oldugunu distnelim. P~'(x)AP(u) matris gésterimini genel haldeki (35)
matrisine esit ve F (U, &) matrisini de (34) denkleminin sag yanindaki geriye kalan matrislere

denk olmak iizere alalim. Béylece U(t) kolon vektori, ti¢ boyutlu
U(t) = A(z)u + F(u, ) (36)

denklem sisteminin bir ¢6zimu olur. (36) denkleminde (35) matrisinin yazilmasiyla elde edilen

sistemde, Z =U, +1iU, indirgeme dénisiimi yapilirsa
U, 0 -w 0 U F(u, )

u, |=|w, O 0 u, |+| F,(u, u)
U, 0 0 A(u) ]| U (U, 1)

I U U 1 + F(u, )
u, - Wo 0 U, F,(u, 1) (37)
U, =4, (), + KU, 1)

ve (37) denklemi de kompleks formda yeniden yazilirsa

2(t) = iwoz +[F (u, 1) +1F, (U, )]

: (38)
Uy = A (1)U; + F5(u, 1)
biciminde iki boyutlu diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Burada
[F(u, p) +iF,(u, )] =G(z,Z,u,) ve F,(u, ) =H(z,Z,u,) (39)

olup, G ve H fonksiyonlari Z,fe@l olmak Uzere Z,Z ’nin dizgin kompleks degerli
fonksiyonlaridir. Gergekten z, (37) denklem sisteminin kritik 6zuzay T° ={u3 =0} uzerinde
yeni bir koordinat olarak gorilebilir. Bu nedenle bilinmeyen W e C ile birlikte W° merkez

manifoldu

u, =V(Z,7)=%W2022+W1127+%W0272+O(| z) (40)
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gosterimine sahiptir. V ‘nin reel olmasi gerektiginden, dolayisi ile W,; reel ve W,, =W,

= W, dir.
Simdi
z2=iw,z+G(z,Z,u,)
0 3 ~ 1)
U, =4, (uy+H(z,Z,u,)
sisteminin Z,Z ve U, noktasi civarindaki Taylor agilimlari g6z énline alinirsa
.. 1 ) _ 1. _, 1 9 -
2 =W,z +=Gy2° + G277 + =G, 72 + =Gy 227 +(Gyq, Uy ) 7+ (Gyy Uy ) Z +
2 2 2
1 1 (42)
U, = A, (p)u, s H,,z° + H1127+EH0272
bulunur. Burada Gy,G,;,Gy,, Gy, Gy, Gy, Hjj € C'; H,, reel ve H, =Hgdir. Ayni

zamanda i¢ ¢carpim <G,u3> = Gu3 olarak tanimlanmistir. G ve H fonksiyonlarina gére (41)

denklem sisteminden,

i+]
i+j>2, . G(z,Z
: " odar) (2.7 )Z:0
62
—G(z2,7
101 — ou 6 (z,Z )Z=0U=o
Y3 (43)
"6z 7.u)
1 = = =4, Z,U;
8U387 2=0,u3=0
i+]
i+j=2 H. = H(z,Z
j i = Sigg) (27 )Z:0

bulunur. (40) agilimi (42) sisteminde yerine yazilirsa, kuadratik mertebeden

(2iW0| _ja)wzo =H
_ﬂ’swll = H11 (44)
(_ZiWol _%)Woz

esitlikleri ve boylelikle
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Wy = (2iW0| _ﬂe)_l Hzo
W, = _ﬂailHn (45)
W = (_ZiWol - /13)71 Hoz

olarak bulunur. Burada, | 'nin birim matris olduguna, 0 ve £2iw,'nin ise A;’lin 6zdegerleri

olmadigina, ayrica (2iw,l —4;), 4;, (=2iw,l —4;) matrislerinin de terslenebilir olduguna

dikkat etmek gerekir. Simdi (41) sistemini merkezi manifolduna kisitlayalim: kibik mertebeden

terimlere bakilacak olunursa

o 1 1,1 ) . _ -
2 =iw,z +§sz2 +G, 77 +§<302z2 +250y = 2(Gy, Ay "Hyy ) + (g, (2iWy | = 4,)  Hy ) 27 4+

elde edilir.

Su halde (6) sistemine karsilik gelen iki boyutlu normal form, (42), (43) denklemileri ile
ifade edilmis denklemlerdir.

3.5. (6) Sisteminin incelenmesinde ve Giziminde Kullanilan Araglar ve Yazilimlar

(6) sisteminin parametrelerin belirli degerlerine bagli goérinimlerini incelemeye ve
bunun i¢in gerekli iterasyonlari hesaplamaya olanak saglayan bilgisayarlarin, matematiksel
verilerin hatasiz veya sonsuz kiglk hata ile yapilmasini saglamasi agisindan, islemcisi ylksek
ve gegcici hafizasi olan Ram’lerin daha buyidk Megabyte degerlerinde olmasi gerekmektedir.
Yapilan hesaplamalarin ¢gogunda kullanilan algoritma igerisinde binden fazla déngiye sahip
komutlarin ¢iktilarinin alinmasi gercekten zaman gerektirmektedir. Nadiren de olsa kapasite
yetersizliginden dolayi, c¢ok buylk araliklardaki adim uzunluklarinin ¢ok kuguk oldugu
durumlarda bile bilgisayarin kilittendigi olmustur. Bu tez c¢alismasinda, Maple 9.5 ve
Mathematica 4.0 programlarinin kullaniimasiyla yapilan hesaplamalar Intel Celeron 367 Mhz

islemcili, 320 MB Ram’a sahip bir bilgisayar yardimiyla gergeklestirilmigstir.

3.6. (6) Sistemin Davraniglarinin Maple Programiyla Gézlenmesi

(6) sisteminde, a =0.15, b=-1 ve C’nin degisken bir parametre olmasi halinde

h=0.05 adim araligiyla elde edilen sisteminin ¢dziim egrisi Sekil 2.1 de gosterildigi gibidir.
Buradaki goruntiler sistemin kararli bir yapiya (limit dairesine) gegis halindeki gérintileri olup,

50 pargalik animasyonun en son gorintuleridir. Bu sistem igin géruntllerin alinan her adim
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arahdinin kagiltilmesi ve de baslangi¢c de@erlerinin degismesi ile sistem farkh davraniglar
gOstermektedir. Sistemin bir spiral yapiya sahip olmasindan da anlasilacagi Uzere, sistemin iki
eslenik karakteristik denklem kokine sahip oldugu goérilur. Asagidaki sekilleri cizmemizi

saglayan Maple algoritmasi soyledir:

> with(DEtools):

> with(plots):

> dd1 := diff(x(t),t) = y(t)+z(t);

> dd2 := diff(y(t),t) =a*x(t)+z(t);

> dd3:=diff(z(t),t)=b*z(t)+x(t)*(y(t)-c);
> bifdd1a := subs(a=0.15, b=-1, de1);
> bifdd2a := subs(a=0.15, b=-1, de2);
> bifdd3a := subs(a=0.15, b=-1, de3);

> bifdd1b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd1a);

> bifdd2b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd2a);

> bifdd3b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd3a);

> hopfc:=seq(DEplot3d({bifdd1b('i/15"),bifdd2b('i/15"),bifdd3b('i/15")},[x(t),y(t),z(t)] ,0..1
40,[[x(0)=0.1,y(0)=0.1,z(0)=0.1]],z=-25..25,y=-10..10, x=-25..25, arrows= NONE,
stepsize=0.05,linecolour=COLOUR(RGB, 0.5, 0, 0.5)),i=0..50):

> hopfc := subs(THICKNESS(3)=THICKNESS(0),[hopfc]):

> display(hopfc, insequence=true);

Program calistirildiginda elde ettigimiz sekiller asagidaki gibidir.

4_——_————__———__
20
10
z EIE
10
] ——————__________
201 Z 10
) 0
E _5 ¥
200 o 0 10 o -10

¥

Sekil 3.1 (a) a =0.15, b =-1 ve c’nin degisken bir parametre olmasi halinde h = 0.05
adim araligiyla elde edilen (6) sisteminin ¢ézimda.
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20
107
z 0]

410

< A0 g
T3 i 0oyt
H

Sekil 3.1. (b) a =0.15, b =-1 ve C’nin degisken bir parametre olmasi halinde h = 0.05
adim araligiyla elde edilen (6) sisteminin ¢dzimuinin farkh bir agidan gérinimu.

(6) sisteminin C parametresine bagl ¢ézimleri disinda, ayni zamanda a
parametresine bagli ¢ézUmlerine de bakabiliriz. Bdyle bir durumda, sisteme ait grafiksel
gOzlemlemeler yapilarak, sitemin davranislarinin incelenmesine olanak saglanmis olunacaktir.
Parametrik dederlerdeki degisikliklerin ve alacaklari degerlerin, sistemin genelinde nasil bir
degisime yol acacagini gérmek icin bu parametrelere belirli bir tanim boélgesinde degerlerin

verilmesi gerektigi bilinmektedir.

Simdi yukaridaki Maple programi i¢in yazilan algoritmayi tekrar g6z 6nlne alarak buna

birka¢ adim daha ekleyelim:

> with(DEtools):

> with(plots):

> dd1 := diff(x(t),t) = y(t)+z(t);

> dd2 := diff(y(t),t) =a*x(t)+z(t);

> dd3:=diff(z(t),t)=b*z(t)+x(t)*(y(t)-c);
> bifdd1a := subs(a=0.15, b=-1, dd1);
> bifdd2a ;= subs(a=0.15, b=-1, dd2);
> bifdd3a := subs(a=0.15, b=-1, dd3);

> bifdd1b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd1a);

> bifdd2b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd2a);

> bifdd3b := (parameter) -> subs(c=parameter, bifdd3a);

> hopfc:=seq(DEplot3d({bifdd1b('i/15"),bifdd2b('i/15"),bifdd3b('i/15")},[x(t),y(t),z(t)] , O..1
40,[[x(0)=0.1,y(0)=0.1,z(0)=0.1]],z=-25..25,y=-10..10, x=-25..25, arrows=NONE,
stepsize=0.05,linecolour=COLOUR(RGB, 0.5, 0, 0.5)),i=0..50):

> hopfc := subs(THICKNESS(3)=THICKNESS(0),[hopfc]):

> display(hopfc, insequence=true);



31

> hopfc := seq(DEplot3d({bifdd1b('h/10"), bifdd2b('h/10"), bifdd3b('h/10")}, [x(t),y(t),z(t)], 0..50,[
"I'x(0)=i/3","y(0)=j/3",'z(0)=k/3"] $i=0..3' $j=0..3' $k=0..3 ], z=0..2.5, y=0..2.5, x=0..2.5,
arrows=NONE, stepsize=0.1, linecolour=COLOUR(RGB, 0.5, 0, 0)),h=0..16):

> display([op(subs(THICKNESS(3)=THICKNESS(0),[hopfc]))], insequence=true);

> bifdd1c := (cparam, aparam) -> subs(c=cparam, a=aparam, b=-0.1, dd1);

> bifdd2c := (cparam, aparam) -> subs(c=cparam, a=aparam, b=-0.1, dd2);

> bifdd3c := (cparam, aparam) -> subs(c=cparam, a=aparam, b=-0.1, dd3);

> hopfa := (aparam) -> seq(DEplot3d({bifdd1c('h/8', aparam), bifdd2c('h/8', aparam),
bifdd3c('h/8', aparam)}, [x(t), y(t),z(t)], 0..120, [[x(0)=0.1,y(0)=0.1,z(0)=0.1]],z=-10..10, y=-10..10,
x=-10..10, arrows=NONE, stepsize=0.1, linecolour=COLOUR(RGB, 0, 0, 0.8)),h=0..20):

> hopf_big := hopfa(0.3), hopfa(0.35), hopfa(0.4), hopfa(0.45), hopfa(0.5), hopfa(0.55),
hopfa(0.6):

> display(hopf_big, insequence=true);

Buna gore (6) sisteminin birden fazla ydrtingelerinin tGzerinde bulundugu sekil asagidaki gibidir.

T

Sekil 3.2 a=0.15, b =-1 ve c’nin degisken bir parametre olmasi halinde (6) sistemi igin

elde edilen birden fazla yoériingelerin gosterilmesi.

Diger yandan b ve C parametrelerin degisimine bagli sekil ise agagidaki gibidir.

-
43_1

] - =10
] /fﬁ"ﬁ y
10 1
10 5 il 5 0
¥

Sekil 3.3 a=0.15, b ve C’nin degisken bir parametre olmasi halinde elde edilen (6)

sisteminin ¢6zimda.
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Bdylece (6) sisteminin bir parametreye bagl bifurkasyonunu, iki parametreye bagli
bifurkasyonunu ve dizlem Uzerinde birden fazla yoéringelerini gbsteren bir algoritma tegkil

edilmis olunur.

Simdi de Mathematica programinin kullaniimasiyla (6) sisteminin ¢éziminin bilinen her
a, b ve c parametrelerine gére cizimesiyle elde edilen sekline bakalim. Bunun icin

Mathematica algoritmasi séyledir:

NDSolve [ {X[t] == x[t] + yIi],
y'[t] == a x[t]+ z[t],
Z[t] == b Zz[t] + x[t]( y[t] -¢),
x[0] == 0.1, y[0] == 0.1, z[0] == 0.1}, {x, v, z}, {t, O, 20}, MaxSteps->5000]

ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], y[t], Z[t]} /. %],
{t, 0, 20}, PlotPoints -> 1000]

Burada a,b ve C parametrelerine gore verilen degerler yerlerine yazilarak program galistirilir.
Ornegin sistemin cok farkli bir hale geldigi a=0.15b=-0.1 ve ¢=0.1 degerleri ile

X (0)=0.1, x,(0) =0.405, X3(0) =-0.45 baslangic degerleri g6z o6niine alindiginda

program asagidaki gibi bir ¢ikti vermektedir.

NDSolve[ {X'[t] == x[t]+y[t],
y'[t] == 0.15 x[t]+ z[t],
Z'[t] == -0.1 z[t] + x[t]( y[t] -0.1),
x[0] == 0.1, z[0] ==-0.45, y[0] == 0.405},
{x,v, z}, {t, 0, 13}, MaxSteps->5000]
ParametricPlot3D[Evaluate[{x[t], y[t], z[t]} /. %],
{t, 0, 13}, PlotPoints -> 1000]

Sekil 3.3 Matematica Programi kullanimiyla ¢ boyutlu uzayda g6z éniine
alinan (6) sisteminin olasi ¢bzimlerinden birisi
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