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OZET

Bu yiiksek lisans tezi ti¢ boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde Dual Sayilar, Dual vektorlerin uzayr (ID-Modiil), Regle
yiizeyler, Egrilikler, E? de yiizeyler ve egrilikler ile ilgili baz1 temel kavramlar
ve teoremler verilmigtir.

Ikinci boliimde regle yiizeyin bogaz cizgisi tizerindeki Blaschke ve Darboux
tigytizliileri aralarindaki iligki verilmigtir.

Uciincii boliimde ise paralel regle yiizeylerin bityiikliikleri ve bogaz cizgi-
lerinin normal egrilikleri, jeodezik burulmalar1 ve jeodezik egrilikleri, verilen
regle yiizeyin biiyiikliikleri cinsinden ifade edilmis ve bunlarla ilgili sonuglar

verilmigtir.



vil

SUMMARY

This master thesis consists of three chapters.

In the first chapter, we give some basic concepts and thereoms such as dual
numbers, the dual vector space, ruled surfaces the curvatures, the surfaces
and curvatures on £3 .

In the second chapter, firstly we give the some relations between Blaschke
and Darboux trihedions on striction curvature of the ruled surface.

Finally, it gives results that the curvatures of striction curve on parallel

ruled surfaces.
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Bolim 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde caligmaya esas olan tanim ve teoremler referans gosterilmemis
olanlar harig, (Hacisalihoglu, 2004), (Hacisalihoglu, 1983) ve (Hacisalihoglu,
2000) kaynaklaridan alinmigtir.

1.1 Dual Sayilar

Reel sayilar ciimlesi (+) toplama ve (.) ¢arpma iglemlerine gore bir cisimdir.
Reel sayilar ctimlesi R ile gosterilir.

Tanmim 1.1.1: V a, a € R olmak iizere bir A = (a,a) ikilisine bir siral1
ikili denir.

Bu sekilde tanimlanan siral ikililerin R x R ctimlesi D ile gosterilsin.
D={(a,a) : a,aeR}

tizerinde iki i¢ islem ve bir esitlik su sekilde tanimlanir:

Tamm 1.1.2: A = (a,@) ve B = (b, ) olmak tizere

S:DxD—D



i¢ islemi
A®B=(a,a)® (b,b) = (a+b,a+b)
seklinde tanimlanir ve D deki toplama olarak adlandirilir.
Tamm 1.1.3: A = (a,a) ve B = (b, b)olmak iizere
©:DxD—D
i¢ iglemi
A®B=(a,a)® (bb) = (a-b,ab+ab)
seklinde tanimlanir ve ) deki ¢garpma olarak adlandirilir.
Tanim 1.1.4: A = (a,a) ve B = (b,l_)) € D igin

a=b,a=b

ise A ile B esittir denir ve A = B seklinde gosterilir.

Tanim 1.1.5: R reel sayilar ciimlesi olmak iizere
D=R x R

ciimlesi {izerinde toplama, ¢arpma ve esitlik islemleri yukaridaki gibi tanim-
lanmig ise D ciimlesine dual sayilar sistemi ve V <a, &) €D elemanina bir
dual say1 denir.

Teorem 1.1.1: (D, @, ©) iigliisii birimli ve degigimli bir halkadir.

Bu halkanin toplamaya gore birim eleman1 (0,0), carpmaya gore birim
elemani ise, (1,0) dir.

Teorem 1.1.2: (D, &, ©) tigliisii bir cisim degildir.

Tanim 1.1.6: A # (0,a) ve X = (x,7) olmak iizere

AX =B
denkleminin bir tek ¢oziimii vardir. Gergekten Tanim 1.1.3. den

(az,aT +azx) = (b, D)



ve Tamim 1.1.4. den de

X - (é7a5—ab)
a a?

ve dolayisiyla X € D elde edilir. X dual sayisina, B nin A ya boliimii denir.
Teorem 1.1.3: Dual sayilar halkasi, R reel sayilar cismine izomorf bir
alt ciimleyi, alt cisim olarak kapsar (Hacisalihoglu, 1983).

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel sayilar ctimlesine izomorf olan,
{(a,0) : a,0 € R}

dual sayilar ciimlesinin herbir elemani, izomorfu olan reel sayi ile goste-
rilebilir.
Kisaca,
(a,0)=a , (L,0)=1

olarak alinabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanacagiz ve ayrica “®”
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ve “©” iglemleri yerine “ 47 ve “.”

isaretlerini tercih edecegiz.

D halkasinda, (0,1) dual sayisi dual birim olarak adlandirihr ve
e=(0,1)
ile gosterilir. Carpma isleminin tanimina gore,
e@e=2¢>=(0,0)20

oldugu kolayca goriilebilir.

Teorem 1.1.4: Her A = (a,a) dual saysi,
A=a+cea, e=(0,1)

seklinde yazilabilir.
Tanim 1.1.7: Bir A = a + ca € D dual sayisindaki “a” reel sayisina A

[~z

nin reel kismi, “a” reel sayisinada A nin dual kismi denir.



Tanim 1.1.8: (0,1) = 1 dual sayisina D deki ¢arpma igleminin birim
elemani veya [ deki reel birim denir.

Teorem 1.1.5: Iki dual saymin carpim sifir ise, carpanlardan biri sifir
olmak zorunda degildir.

Tanim 1.1.9: 7 = z + 7 dual sayismin modiil degeri diye |z| reel

sayisina denir ve,

1Z] = |z +e7]

= |z]

ile gosterilir.

1.2 Dual Vektorlerin Uzay1 (D - Modiil)

Dx D x D:ID)SI{(Al,AQ,Ag)IAl,AQ,Ag € D}

ciimlesinin her bir elemam bir biiyiik harf ile gosterilirse, A € D? icin
A = (A, A, A3) veya A = (A;); (i =1,2,3) notasyonlarindan birisi kul-
lanmilabilir.

Bu ciimle i¢inde asagidaki tanimlar1 verelim.

Tamm 1.2.1: Her A = (4;), B=(B;) € D? i¢in

dur.
Tanmim 1.2.2: Her A = (4;), B= (B;) € D? igin, (i = 1,2,3),

+:D*x D* — D3

i¢ iglemi

A+B=(A+B)



seklinde tanimlanir. Burada, A + B ye D? de A ile B nin toplam denir.
Tanim 1.2.3: A€ D ve A € D? igin,

o Dx D — D3

dis islemi
AMNA= (M) , (1=1,2,3)

seklinde tanimlanir. Burada AA ya A min \ skalar: ile carpimi denir.
Teorem 1.2.1: (D? +, ) sistemi D halkas: {izerinde bir modiildiir.
Tamm 1.2.4: (D3, +,) iigliisiine D -Modiil ve bunun elemanlar: olan

sirali dual tigliilere, dual vektorler diyecegiz ve A= (A;) seklinde gosterecegiz.
Teorem 1.2.2: @, @ € R (R3 {i¢ boyutlu reel vektor uzayimn goster-

mektedir.) olmak tizere D) -Modiil de her bir A dual vektori
A=T+ea , e=(0,1)eD

seklinde yazilabilir.
Teorem 1.1.3 ile es anlamlh olarak; R? vektor uzayi, ) -Modiiliin elemanlar:
(a',0)="a + 0 seklinde olan alt ciimlesine izomorftur.

D-Modiiliin toplamaya gore birim elemani,
0="0+20

seklinde gosterilir. Buna sifir dual vektorii denir.

- = - = T = .. o 1eus
A="4d+ea ve B= b +¢eb dual vektorlerinin esitligi,

ile verilir. Bu tamim 1.2.1 ile es anlamhidir.

— =
Tanim 1.2.5: Her A, B € D-Modiil igin,

(Y :DBPxD — D
(A7) — (AF)=(2.7)+e(T7)+(7.7)



ile tanimlanan (, ) fonksiyonuna D-Modiilde bir i¢ garpim fonksiyonu denir.

Tanim 1.2.6: Bir A = @ + ca dual vektoriiniin normu diye

— =
— — S\ 3 < a,a > —
||| = ((A.2) = {11, =) A
a
dual sayisina denir.
Tanim 1.2.7: Normu reel birime karsilik gelen (1, 0) dual sayisi olan dual
vektore birim dual vektor denir.
Teorem 1.2.3: A #+ (6, 5) € D-Modiil olmak tizere,
her A € D-Modiil igin,
ﬁ
Ap =

bir birim dual vektordiir.

Tanim 1.2.8: Z =a + £@ € D-Modiil olmak iizere,

—
AOI

_>
birim dual vektoriine, A dual vektoriiniin ekseni denir.

Z = + 55, a £ 6, dual vektoriiniin eksenini, £ = H_>H2 olmak
a
iizere, -
ﬁ
— A a —ka
Ao=S7te—=
[l 14

seklinde yazabiliriz.

Tanim 1.2.9: D-Modiilde bir A = @ + e a dual vektorii igin,

2
I’

sayisina, A dual vektoriinin adimi veya yiikselisi denir.



—>
Bu tamimlmalarimizdan sonra, bir A dual vektoriinii,
— — || =
A = |44,

— =

|| MRGIOAPS
Fa'l

veya

A= HZH(Hsk) Ay

seklinde yazabiliriz. Reel kismi sifirdan farkli olan dual vektorlere has dual
vektorler adin1 verecegiz.
— — ||= —
Tanim 1.2.10: K = {X =T +eT: HXH =(1,0);%, T € R3}
ctimlesine -Modiil de birim dual kiire denir.
Teorem 1.2.4 (E. Study): A=7 tea, @ -+ 0 olmak tizere D-Modiil
de denklemi,

-0

olan birim dual kiirenin dual noktalar1, R? deki yonlii dogrulara birebir karsilik
gelir.

Birim dual kiire iizerindeki bir A dual noktasini merkeze birlestiren birim
dual yer vektorii,

- = -
A="d+¢ea

ise Teorem 1.2.4. den dolay1, ¢izgiler uzayinda bir tek yonlii dogruya karsilik
gelir. Burada @ € R? vektorii, bu yonlii dogrunun dogrultman vektorii,

7 € R® vektorii ise, X bu dogrunun iizerinde bir nokta ve O bir baglangic
noktasi olmak {izere,

- ~
a =

OX ANa

ile belirlenen bir moment vektoriidiir. Bu vektore, ¢izgiler uzayindaki dogru-

nun baglangica gore vektérel momenti denir.



Tanim 1.2.11 (Taylor Agilimi): Z =z +cx € D olmak iizere
2
1(2) = £(Zo) + 55521 (Zo) + 5 £ (Z0) + 4 S5 £ (20) +

serisine f dual fonksiyonunun Z; € D noktasindaki Taylor agilimi denir.
Bu tanim geregince, f dual fonksiyonunun Z; = 0 noktasindaki Taylor

acilima,
flz+eT) = f(z) + T f'(x)

seklini alir. O halde, f(x + €T) = cos(x + €7), sin(z + ), sh(z + £T)
ve cosh(z + ) dual fonksiyonlarmin 0 = (0,0) dual noktasindaki Taylor

acitlimlar:

cos(r + ex = Ccosx —EeTSIinT

sin = sinx +exrcosx

sinh(z 4+ z) = sinhx + % coshz

cosh(z +ex) = coshz + T sinhz

( )
(z + )
(x + )
(z + )

olarak elde edilir.
Tanim 1.2.12: D-Modiil'de ac, X, B birer birim dual vektor olmak

izere,
— =
cosd = < A, B>
ifadesi ile verilir. ®=¢ + 5g_0 dual sayisina Z ile § birim dual vektorleri
arasindaki dual ag1 denir.
Simdi, iki birim dual vektor arasindaki dual acinm, R?® deki yonlii dogru-

— —
larin uzay1 olan ¢izgiler uzayindaki anlamini arastiralim. Bunun i¢in A ile B

birim dual vektorlerinin

(AF)=(a.7)+((7.7)+ (7))



i¢ carpimindan hareket edelim. (E. Study) teoremi geregince A ve B birim

dual vektorleri R? de iki yonlii d,ve dy dogrularina karsihik gelirler, d; in yonii
-

@, yeri (momenti) E), do nin yonii ?, yeri b ile belli oldugundan @ ile

ﬁ
b arasindaki ag1 ¢ ise, yukaridaki i¢ carpimin reel kismi,

<7, ?> = CoS

— —
a,b

g

dir. Simdi de dual i¢ carpimdaki < , > + <7, b > dual kismin anlamini
aragtiralim.

- =

a ve b momentleri, dogrular iizerindeki noktalarin segilisinden bagim-
siz oldugundan, X ve Y noktalarini, d; ve ds dogrularinin ortak dikmesinin
ayaklar: olarak segebiliriz. Bu ortak dikme dogrultusundaki birim vektor;

. TAD

n = T =]
7/\bH

ile belirtilebilir. d; ve dy - dogrular1 arasindaki en kisa uzaklik @ ile gosteri-

lirse;
—
= o= aNAD
T -y =Py
|7 7]
e = s T 7 o
yazilabilir. Vektorel momentler @ = 2° A a’, b = y A b oldugundan,

(@)= (Fra V)= (7. ar0)
ve
-
<ﬁ, b>: (@ T2 == (7.7 7)
olur. Buradan dual kisim icin,

<€,?>+<7,f> - (77717
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bulunur. Reel ve dual kisimlar icin buldugumuz degerleri, dual i¢ carpim

ifadesinde yerine koyarsak,
— =
<A, B> =cosp £ epsinp

elde edilir. Bu ifade de (—) isareti gozoniine alinirsa, ® = ¢ + €@ bir dual

say1 olmak tizere, Taylor formiilii geregince,
- =
<A, B > =cos P

yazilabilir. O halde A ve B birim dual vektorleri arasmdaki & = p—+ep dual
acisi, bunlarin R? de temsil ettikleri d; ve do- yonlii dogrularmin arasindaki

¢ agis1 ve en kisa uzakhigi gosteren @ reel ciftinden olusur.
—

OA = A ve O—B> - B birim dual vektorlerinin uglar1  D-Modiil’de O
merkezli birim dual kiirenin A ve B dual noktalarin1 belirteceginden A ile
B arasimdaki @ = ¢ + €p dual agis1t A ve B dual noktalarindan gecen dual
biiyiik dairenin AAB dual yay uzunlugu olarak diisiiniilebilir.

Tanim 1.2.13: Her Z, B € D-Modiil dual vektorlerinin dig ¢arpimi
A:D?*x D — D?
seklinde bir i¢ igslemdir ve

AANB = TAb +

/2\
=|
-
SHH
+
2l
-
=l

~——

olarak tamimlanir.

— =
Teorem 1.2.5: Her A, B € D-Modiil igin,

ﬁ
sin ® N

|

— — —
8B = ||4]|- | 5]

— — —
Burada N, A ile B dual vektorlerine R3 de karsilik gelen dogrularin ortak

dikmesinin E. Study resmi olan bir dual vektordiir.



11

Teorem 1.2.6: _A>, B gibi iki has dual vektoriin dis carpim sifir ise bu
dual vektorlerin eksenleri ¢akigiktir.

- = —
Tamim 1.2.14: A, B, C' € D - Modiil dual vektorlerinin karma garpimi
f:DPxD*xD*— D
seklinde bir doniigiimdiir ve

f(A,B,C) = (A

olarak tanimlanir.
- = =
Tanim 1.2.15: A, B, C € D - Modiil has dual vektorler ve

ANi=ci+ec €D, 1<i<3, olmak iizere
— — - -

— = =
ise A, B, C has dual vektorleri lineer bagimsizdir denir.

Tamm 1.2.16: Z, E), Z*) € - Modiill ve \; = ¢; +ec; € D; ¢; # 0,
1 <7< 3 icin,

— — - =
MA+NB+XC =0
- = —
esitligi en az bir \; # 0 i¢in saglamiyorsa, A, B, C dual vektorleri lineer
bagimlidir denir.
— — —

Tanim 1.2.17: Ay, Ay, A birim dual vektorlerinin R? deki temsil ettik-
leri yonlii dogrular bir noktada dik olarak kesigirlerse /Ti, /T; ve 1?3) birim dual
vektorlerine ortonormal dual vektorler denir.

Tanim 1.2.18: D - Modiil iin bir S alt ciimlesi agagidaki iki ozellige
sahipse D - Modiil ’iin bir baz1 adini alir :

(7) S lineer bagimsizdir.

(i) Sp{S} =D - Modil diir.
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Yani, V A € D - Modiil eleman1 S deki sonlu sayida elemanin bir lineer
kombinezonudur.
Tanim 1.2.19: Elemanlar: dual sayilar olan bir A matrisine dual

matris denir ve,
A = [A”] ;Aij = Clij + EOJ_Z']', OJZ']', OJ_Z] - ]R

seklinde gosterilir.

Tanim 1.2.20: A € D (n x n tipi matris) igin,
A-AT=AT . A=1,

ise A dual matrisine ortogonal dual matris denir.
Tanim 1.2.21:f dual fonksiyonu bir G bolgesinde tanimlanmig olsun.
Eger Vn < 0 igin bir ¢ > 0 bulunabilirse dyle ki biitiin 0 < |h| < § i¢in

f(z0+h) = f(2)
h

—f‘ (Zo) <d

olacak gekilde bir f'(zp) mevcut ise bu haldef, zy € G noktasinda diferen-

siyellenebilirdir.

1.3 Regle Yiizeyler
Tamim 1.3.1: Uzayda hareket eden (x, y, z) noktalarinin koordinatlar: arasinda
F(z,y,2z) =0

bigiminde herhangi bir denklem gecerli ise bu noktalarin geometrik yerine
yiizey denir.

E", n-boyutlu Oklit uzaymda (n—1)— boyutlu bir yiizey, veya (n — 1) —yiizey
diye E™ deki bog olmayan bir M ciimlesine denir, dyleki bu M ciimlesi

M = {:c ceUCE"|f U AL R, f(x) =¢, U bir acik alt Ciimle}
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V P € M igin Vf|, # 0, bigiminde tamimlanir. E? de bir 1—yiizeye diizlem-
sel egri denir. F? de bir 2—yiizeye genellikle sadece yiizey denir.

Tanim 1.3.2: M; ve My, E™ in iki hiperyiizeyi ve M; in birim normal
vektor alani,

n

le aiECOO<M7R>

A ——
Z@xi

olsun. Eger, bir r € R sabit sayis1 ve VP € Mi¢in

fP) = (pr +1ax(P), .., pn + 100 (P))

olacak gekilde bir f : M; — M, fonksiyonu bulunabilirse, My ye M; in
paralel hiperyiizeyi denir.

Tamim 1.3.3: M C E? yiizeyi verilsin. VP € M noktasinda, E? iin
M de kalan bir dogrusu var ise M bir regle yiizey ve P € M noktasindan
gecen ve M de kalan dogruya da M nin bir dogrultmani denir.

Bagka bir tanimla, bir dogrunun herhangi bir bicimde belirlenen hareketiyle
olugturulan yiizeye regle yiizey denir. Hareket eden dogruya da yiizeyin ana
dogrusu veya iireteci denir.

Tamm 1.3.4: E2, 3-boyutlu Oklid uzaymda, verilen [ dogrusunun, verilen
r egrisi boyunca hareket ettirilmesi ile bir yiizey elde edilebiliyorsa, bu yiizeye
3-boyutlu Oklid uzayinda bir regle yiizey denir. Bu durumda verilen [
dogrusu regle yiizeyin anadogrusu ve r egrisi de regle yiizeyin dayanak egrisi
olarak adlandirilir.

E3, 3-boyutlu Oklid uzayinda {0} C I C R olmak iizere diferensiyel-

lenebilir birim hizli bir egri

r: [ — E3

t—r(t)=(ri(t),r2(t),r3 (1))

olsun. Her t € I i¢in r(t) noktasindaki T, teget vektorii ile anadogrunun
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dogrultman vektorii lineer bagimsiz olacak sekilde

l: R— E3
v —1(v) = (r1(t) + vay(t), ro(t) + vas(t), r3(t) + vas(t))

dogrusunu segelim. Burada 1 < ¢ < 3 olmak tizere a;(t) € R skalarlar ()
noktasindaki dogrultman vektoriin bilesenleridir.
[ dogrusunun r egrisi boyunca hareket etmesiyle, (I x R, @) parametrizas-

yonu ile verilen bir

p: IxR — E3

(t,v) — (t,v) = (ri(t) +vai(t), ra(t) + vas(t), r3(t) + vas(t))
(1.7)

regle yiizeyi elde edilir. Bagimsiz bir parametreye bagh (oo!) sayidaki ﬁ
dogrularinin ctimlesine regle yiizey veya 1sin yiizeyi denir.

Tanim 1.3.5: Bir ¢(t,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin 7 yer vek-
torii, dayanak egrisinin 7(s) yervektorii, z(s) dogrultman vektorii ve dayanak

egrisine olan u uzaklig1 cinsinden
7(s,u) = r(s) + ux(s) (1.8)

seklinde ifade edilir . u parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vek-
torit ve dogrultman cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi z(s) ve
x(s) + dx(s) olan komgu iig anadogrusunu segelim . Burada P ve @ farkl iki

bogaz noktasidir. Buna gore,

dz
7(s,u) =r(s) — @ (s) (1.1)

x(s
'd;v2
2

ds
= ( ise regle ylizey, striksiyon egrisine sahip degildir.

seklindedir. Eger

s
Bu durum regle yiizeyin silindir olmasini karakterize eder.
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Regle yiizeyler igin striksiyon egrisi dayanak egrisi olarak alinabilir. Bunun
d
icin u = 0 veya <d—x, t> = (0 alinmas1 yeterlidir.
s
Tanim 1.3.6:
p: IxXR — E3
(t,v) — ot v) = r(t)+vz(t)

regle yiizeyi Vt € [ icin
o(t + 2m,v) = @(t,v) (1.10)

olacak sekilde periyodik ise regle yiizeye kapalidir denir.

Kapali regle yiizeylerin dayanak egrileri ve anadogrularinin kiiresel goster-
geleri kapali egrilerdir. Yani, bir periyot sonra her anadogru kendi {iizerine
gelir.

Tanim 1.3.7 (Lagrange Ozdesligi): Uzayda herhangi a, b, ¢, d vektor-
leri igin

((anb),(cNd)) ={a,c)(bd)— {a,d) (b,c) (1.11)
ozdegligi gecerlidir (Kaya, R., 1996).
Tanim 1.3.8: Uzayda herhangi a,b, ¢ vektorlerinin bir vektorel ve bir

skalar carpiminin bilesimi olan
{(a,bAc)
skalar degerine bu ii¢ vektoriin karma ¢arpimi denir. Bu karma carpim
{(a,b A c) = det(a,b,c) (1.12)

seklinde de tanimlanabilir (Kaya, R., 1996).
Tanim 1.3.9: 3-boyutlu Oklid uzay1, E® de bir « egrisi s € I yay para-
metresi ile verilsin. « egrisinin birim teget vektorii 7" olmak {izere, P—Cé =T

alindiginda, P noktasi « egrisini ¢izerken, () noktasinin birim kiire yiizeyi
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tizerinde c¢izdigi egriye « egrisinin birinci kiiresel gostergesi veya tegetler
gostergesi adi verilir.

« egrisinin tegetler gostergesini (77) ile gosterelim. (7°) nin denklemi,
ar = T dir. ve (T) nin parametresine st dersek, sy # s olup yay elementi

ise dsp = ||T H ds olacaktir (Hacisalihoglu, H. H., 1993).

Teorem 1.3.1: Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin agilabilir olmas igin gerek ve
yeter sart dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Tamm 1.3.10: E£? Oklid uzayinda birer vektor alan Vi, Va, Vs olsun.

Eger VP € E3 noktasi igin {Vi, Vs, V3} sistemi P noktasindaki Tis(P)
tanjant uzaymin bir baz1 ise bu vektor alanlar ticliisiine E3 de bir ¢at1 alam

denir.

E? Oklid uzayimnda VP € E? icin
e1(P) = (1,0,0)[p, ex(P)=(0,1,0)|p, es(P)=(0,0,1)[p

seklindeki {eq, €5, €3} gat1 alanina dogal gat1 alam denir.
E3, Oklid uzayinda her P € E? icin sabit dogal cat1 alani e = {e;, e, €3}

ve diger bir ortonormal ¢at1 alanm1 V' = {V;, V5, V3} olsun.

€1 Vi
e= | ey , V= Vs (1.13)
€3 Vs

olarak alirsak A € O(3) olmak iizere
V = Ae (1.14)

seklinde yazilabilir.
Tanim 1.3.11: E" Oklid uzaymm bir f izometrisi icin

f(0)=0
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olacak gekilde bir 0 € E™ noktasi varsa f ye “0” noktasi etrafinda bir donme
denir.

Tamim 1.3.12: Bir ¢(¢,v) regle yiizeyinde komsu iki dogrultmanin or-
tak dikmesinin esas dogrultman iizerindeki ayagina bogaz (merkez veya
striksiyon) noktasi denir.

Tamim 1.3.13: Bir ¢(¢,v) regle yiizeyinin anadogrusu dayanak egrisi
boyunca yiizeyi olugtururken bogaz noktalarinin geometrik yerine regle yiizeyin
bogaz (striksiyon) c¢izgisi (egrisi) adi verilir.

Tanim 1.3.14: Bir ¢(¢,v) regle yiizeyinin merkez noktasinin 7 yer vek-
torii, dayanak egrisinin 7(s) yervektorii, x(s) dogrultman vektorii ve dayanak

egrisine olan % uzaklig1 cinsinden
7(s,u) = r(s) + ux(s) (1.29)

seklinde ifade edilir. u parametresi regle yiizeyin dayanak egrisinin yer vek-
torii ve dogrultmam cinsinden bulunabilir. Regle yiizeyin ilk ikisi z(s) ve
x(s) + dx(s) olan komsu ii¢ anadogrusunu segelim. Burada P ve @) farkl iki

bogaz noktasidir.

Boylece,
(%)
a5
7(s,a) =r(s) — —2113(5) (1.30)
dx
' ds
bulunur.

Tanmim 1.3.15: Bir regle yiizeyin anadogrular1 boyunca teget diizlemleri
ayni ise regle yiizeye acilabilirdir denir.

Teorem 1.3.2: Bir ¢(s,v) regle yiizeyinin acilabilir olmasi igin gerek ve
yeter sart dagilma parametresinin sifir olmasidir.

Tanim 1.3.16: ]_%1 = ]_%>1 (s) bir regle yiizeyi ve © = 0 + €0 =sabit acis1

da bir dual ag1 olsun. O halde [I_%ﬂ regle yiizeyi
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— — —
Ri(s)= R1cos© + R3sin©

bi¢iminde dual birim vektoriiyle ifade edersek, []_é’{] regle yiizeyine []_fl] regle

yiizeyin paralel regle yiizeyi denir.

1.4 Egrilikler

Tanim 1.4.1: Egri {izerindeki bir P noktasi egriyi ¢izerken T, N, B vektorleri
degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeleri olustururlar. Egrinin 7, N, B iig
ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda, ani helis hareketi yaptigi kabul
edilir. Bu eksene egrinin bu s paremetresine kargilik gelen « (s) noktasindaki
Darboux veya ani donme ekseni denir. Bu eksenin yon ve dogrultusunu

veren vektor,

T N B
W=7sT+rkB=NAN=| 0 1 0
-k 0 7
B ile W arasindaki ac1 ¢ ile gosterilirse
Kk = [[W] cos¢

T = [[W] sing

W vektorii yoniindeki birim vektor C' ise
Wl = V77412 > 0

olmak {izere,
T K

C= T+ —
v

B

olur. x ile 7 nin yerleri degistirilirse,

C =sin¢T + cos pB
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oldugu gortliir.

Tanim 1.4.2: M C E3 egrisi (I, o) koordinat komsgulugu ile verilsin. Bu
durumda, ¥ = (o', a", ") sistemi lineer bagimsiz ve Va* € Sp{¥} olmak
iizere, ¥ den elde edilen {71,72,73} ortonormal sistemine, M egrisinin

- = =
Frenet 3-ayakli alani ve m € M igin {Vl, Vo, Vg} ye ise m € M

noktasindaki Frenet 3-ayaklisi denir. Herbir V; ye Frenet vektorii denir.

—- = =

Tanim 1.4.3: E3de bir a egrisi boyunca {T, N, B} ortonormal bir
sistem tegkil ediyorsa, {?, N), §} tigytizliisiine Frenet tiigytizliisii denir.
Tanim 1.4.4: o' ne dik olan G segiliyor ve (o' L 6), NAa = G olmak
- = = = =
tizere {X ,G=NAX{, N } tigytizliisiine Darboux tigytizliisii denir.
Tamm 1.4.5: M C E? ve (a, M), M iizerinde bir serittir. (]_%)1, ]_%2, 1_%3)
tigytizliisiine bir Blaschke tigytizliisii denir

— = —
Tamm 1.4.6: «, E3 de bir egri olsun. o min Darboux ii¢ytizliisii {Xl, G, N}

olmak tizere,

—_

> =
Py = < , G >
egriligine geodezik egrilik denir.
—_— = —
Tamim 1.4.7: «, E? de bir egri olsun. a nin Darboux {igyiizliisii {Xl, G, N}

olmak iizere,
— =
Pg = < 1‘7 N>
egriligine normal egrilik denir.
— = —
Tamm 1.4.8: «, E2 de bir egri olsun. a nin Darboux tigyiizliisii {Xl, G, N}

olmak {izere,
- —
= (G.N)

egriligine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir.
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1.5 FE? de Yiizeyler ve Egriler

Tamm 1.5.1: « : [ — E3 egrisi yay parametresi ile verilsin. Bu egrinin

birim teget vektor alan1 7' = X, yani

0
T = Zala—xz

olsun. O zaman,

o: I xR — EP
o(t,v) = (aq(t) +vai(t), as(t) + vas(t), as(t) + vas(t))

olmak iizere {(I x R, )} atlasi ile verilen M yiizeyine o : [ — E3 egrisinin
tegetlerinin tors(Torus) yiizeyi denir.

Tanim 1.5.2: 0, h € R olmak iizere,

o RxR — EP
o(u,v) = (ucosf(v),usinf(v), h(v))

seklinde tanimh {R x R, ¢} atlasimin belirttigi yiizeye bir konoid denir.

Tanim 1.5.3:Verilen sabit bir diizleme paralel kalarak, verilen sabit bir
dogruyu keserek ve bir bagka kosula da uyarak hareket eden dogrularin olus-
turdugu dogrusal yiizeye konoid denir. Ozel olarak verilen sabit dogru ile
sabit diizlem birbirlerine dikse bu kanoide dik konoid denir.

Tanim 1.5.4: R" de verilen bir egriye dayanan ve verilen bir dogrultuya
paralel kalarak hareket eden dogrularin olusturdugu geometrik yere silindir
denir.

Tanmim 1.5.5: Ug noktalar1 ¢ = a ve t = b olan bir egri yayina temsil

edilmis
b

s = /\/9:12 + xf + xidt

a
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integraline, egrimizin yay uzunlugu denir.

x ler iizerindeki iis isareti, t ye gore tiirev alindigini gosterir.

ds® = da} + da3 + da;

¢ 7

formiilii ile gosterirsek, buna kisaca ds * yay elementi ” egrinin komsu nok-
talarinin uzakhigini verir denir.

Tanmim 1.5.6: Her noktasindaki tegeti, verilen sabit bir dogrultu ile sabit
acl yapan egrilere helis denir.

Tamim 1.5.7: S? C E3 kiiresi tizerindeki bir @ C S? egrisi egilim cizgisi
ise a ya kiiresel helis denir.

Tanmim 1.5.8: Normal egriligi sifir olan geritlere oskiilator serit denir.

1.6 Regle yilizeyin dual vektorel ifadesi

— —
— — — = = v — = =
X = @ +eT = X(x1,%9,23;T1,To,T3) dogrusunun (xy, zs, r3; T, Ta, T3)

normlanmig homogen olmayan alt1 Pliicker dogru koordinatlar1 arasinda
2+ 2k + x§ =1
T1T1 + ToTo + X3T3 = 0

bagmntilarindan bagka

F(xlvm27x3;flvf27f3) = O
q)(mly'f?;xg;flaf%flﬁ =0
\I/(l’l,l’g,l'g;fl,fg,fg) =0

ﬁ
bagintilar: da varsa X dogrusunun bagimsiz parametre sayisi bir tanedir.
E. Study tekabiiliine uyan ve bagimsiz bir parametreye bagh (co') say1daki

X dogrularimin ciimlesine regle yiizey veya 1sin yiizeyi denir.
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— = =
A, B, C belli has dual vektorler olmak iizere,
Fo. <7§>> v <€?> — 0

=
o . <7,§’>+<b,?> — 0
v <?%’> n <??> — 0
seklinde verilebilir. O zaman bir regle yiizey F' = 0, ® = 0, ¥ = 0 151n komp-
lekslerinin tigiinde de ortak olan (co!) dogrunun ciimlesi olarak diisiiniilebilir.

Bir regle yiizey, bir ¢t parametresine bagh X = )_(>(t) birim dual vektorel

fonksiyon olmak tizere
X=7(t)+e7

(t)
birim dual vektoriine
— —
%] = [ox] = .0
birim dual kiiresi iizerinde bir dual X noktasi karsilik gelir. Biliniyorki; bu

noktaya da R? de bir X dogrusu kargilik gelir. ¢ parametresi degistikce
OX =X(t)=Z () +eT(t)

birim dual vektorii birim dual kiire tizerinde bir egri cizer. Bu egriye de R3
de bir regle yiizey karsilik gelir.
X dual egrisine regle yiizeyin dual kiiresel resmi denir. Birim dual kiire

fizerinde X = )_(z(t) dual egrisinin
d® = dp + edp
dual yay elementi icin
49? = <d?,d?> - <Y )_<)> dt? (1.2)
yazilabilir. Tamim 1.1.4 den (1.6) ifadesi

402 = (d7,dT) ve dpdp= <d?,d%’>
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seklinde elde edilir. d® dual biiyiikliigii bilindigi gibi )_()(t) ve )_()(t+dt) komsu
birim dual vektorler arasindaki dual ac1, yani bu iki birim dual vektoriin birim
dual kiire tizerindeki ug noktalarinin dual kisimlarina )—(Z(t) ve ?(t +dt) birim
dual vektorlerine regle yiizeyde karsilik gelen komsu iki anadogru arasindaki

acl ile bu komsu iki anadogru arasindaki en kisa uzaklik karsilik gelir.

<d)_5, d)_5> = (dT,dT) + 2 (dT,dT)
dual ifadesi, i¢ carpim olmasi nedeniyle koordinat degisimlerine karsi degismezdir.
Bu nedenle,

(dZ,dZ) ve <d?, d?>

reel biiyiikliikleri de koordinat degigsimlerine karsi degismezdir. Dolayisiyla
onlarin oram regle yiizeyin en basit (yani en kiigiik mertebeden) diferensiyel
degismezi olur.

Tanim 1.6.1:

ifadesindeki cll biiytikliigiine regle yiizeyin ¢t parametresine ait olan X anadogrusu
boyunca dagilma parametresi veya drali denir. Bagka bir deyisle; reg-
le yiizeyin komsu iki anadogrusu arasindaki en kisa uzaklhigin bu iki komsu
anadogru arasindaki agiya oranina regle yiizeyin dagilma parametresi (dral)
denir.

Tanim 1.6.2: Komsu anadogrular: kesigen regle yiizeylere toruslar veya
acilabilir regle yiizeyler denir.

Toruslar i¢in dagilma parametresinin sifir olmasi bir karakteristiktir. Zira,

1 _dp
- Az =
i~ dg 0=dp=0

dir. Bu ise, )_(>(t) ve Y(t—l—dt) birim dual vektorlerine regle yiizeyde karsilik ge-

len komsu iki anadogru arasindaki anadogrularinin kesismesi demektir. Dral’in
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bu tanimu silindirler i¢in gegerli degildir. Dral’in sifir olmayan bir regle
yiizeyde komsu anadogrular aykiridir, yani komsu iki anadogru bir diizlem
tegkil etmez.

— — —
Tanim 1.6.3: X = X (), HX(t)

‘ =1, t € R regle yiizeyinde )_5(25) ve
)_iz(t—l—dt) komsu anadogrularin ortak dikmesinin , Y(t) anadogrusu iizerindeki
ayagina, merkez noktasi veya striksiyon noktasi denir. Bu noktalarin
geometrik yerine ise bogaz cizgisi veya striksiyon ¢izgisi denir.

Verilen bir regle yiizeyde, biitiin anadogrular: kesen bir (C') egrisi yiizeyin
dayanak egrisi olarak alinabilir.

Tanim 1.6.4: X = )_(>(t), H)_()(t)H = 1,¢t € R regle yiizeyinin biitiin
anadogrularin1 dik kesen egriye regle yiizeyin ortogonal yOriinge egrisi

denir.



Bolim 2

REGLE YUZEYLER

é
Bagimsiz bir parametreye bagh (co!) sayidaki R dogrularimin ciimlesine regle
yiizey veya 1gin yiizeyi denir. s bogaz c¢izgisinin yay uzunlugu olmak iizere
[R;] regle yiizeyini,

—

Ri=7(s) +em (s) (2.1)

dual birim vektoriiyle ifade ederiz.

— — —
Simdi regle yiizeyimize bagl olmak iizere Rq, Ry, R3 iigyiizliisiinii ele alalim.

P=VR® (2.2)
olmak iizere,
— —
R = R
— E}'
— - —
Rg = R1 X RQ

. . e ﬁ . . . ﬁ . .
dogrusundan ibaret olsun. Ry ve R3 iin geometrik yorumu ic¢in, R birim dual

25
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vektor oldugundan,

B = (R R
_ ﬁﬁ ’ > (2.4)
— 1
dir.
(2.4) iin t ye gore tiirevini alirsak,
(@] - [(77)]
- (R.R)+(ER)
_ 2<T§‘,§>
=0
dir. Oyleyse
<T%“ ,J_%’> —0 (2.5)

elde ederiz. Once sunu iddia ediyoruz:
. o . = ¢ = v . . =
Birbirine yakin R ve R+ R'dt dogrularinin ortak dikmesi R 3 tiir. Bunun

icin ]—%> ve ]_3:* gibi iki dogrunun dik olarak kesismesi icin
- =
<R,R*> —0 (2.6)
olmasi sartindan faydalanarak,
- —
(Fs, ®) =0

dir. Buradan da

bulunur.
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H s .

R3 1in karesi alinirsa,
= — =
B3 = (Fs Rs)

— (Rx BT x )

olur. <ﬁ, §'> = (0 oldugundan

-
R

w N

— <1_%>3,1_DZ3> —1 (2.7)

bulunur.

Z_%>1, }?2, I_%>3 ticytizlii eksenlerinin = kesisme noktam,?%liizerindedir ve bu
nokta komsgu dogrultmana en kisa uzakliga sahiptir. Bu noktaya yiizeyin
“bogaz noktas1” ve z (t) noktalarinin geometrik yerine de yiizeyin “bogaz
cizgisi” diyecegiz. ]—%>3 dogrusu Z—%>1 dogrultmanina dik yiizeyimizin bogaz
noktasindaki tegetidir. f_ié ise yiizeyin bogaz noktasindaki normalidir.

Bogaz ¢izgisinin yay uzunlugu s olmak iizere [R;] regle yiizeyini
E = 71 (s) + 67“:1> (s) dual birim vektorleriyle temsil edelim. [R;] regle
yiizeyinin bogaz ¢izgisi (x) olsun. Bogaz ¢izgisindeki her = noktasinda,

(7'1, 79, T'3) Blaschke tigyiizliisii ve (2, = @, 7 x ©1= ¢, n) Darboux

tigyiizliisii arasinda bagintilar vardir.
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_‘
N

SEKIL-1

x'1 vektortinii 7'y ve 173 reel bilegenleri cinsinden aralarindaki aciy1 ¢

kabul ederek yazalim. « yiizey egrisinin P noktasindan ge¢mek iizere, 71 ve

7’3 vektorlerinin olusturdugu diizlemde bulunan birim vektér 7'; olsun. 7’4

vektoriine dik ve P noktasindan gecen 75 = 7 esitligini saglayan birim vek-

o — . — . — o . .. o e
tor n ve benzer sekilde P noktasindan gegen, x'; ile n” birim vektorlerinin

vektorel carpimindan olugan {iciincii birim vektor de ¢ (E’ = ZT1A W) dir.

sin ¢ =

oldugundan

ve

olur.

S

—— Ve cos¢ = _)p
[ [

q=sing |7

P = CoS ¢ H?lﬂ
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7’1 birim dual vektor oldugundan,

7] =1
dir. Buradan

q =sin¢
ve

D = cos ¢

elde edilir. Sonug olarak

62—1—1_?2 :sin¢2+cos¢2 =1

olur.

¢+p=1 (2.8)

elde edilir.

— o 1. . . .
2’1 1 lineer bilegenler cinsinden yazarsak,

olur. 7’1 vektorii yardimu ile g Darboux vektoriiniin esitini bulalim.

v 7. —_— . e e . .
oldugunu biliyoruz. z’; in esitini yerine yazarsak,

? = %)/\(6?1—1—}_? 3)
= (W AT +p(WATSs)

dir. Burada 7’5, = 7 oldugundan
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<l

elde edilir.
X1, g, n Darboux vektorlerinin 'y, 7’5, 7°3 Blaschke vektorleri cinsin-

den egitleri agsagidaki gibi

— —— _—

T1= qri+prs

g= Ppri—qrs (2.9)
— —

n = T 9

bulunur.

Simdi 71, 72, T 3 Blaschke ticytizliistiyle 7’1, ¢, 7 Darboux ticyiizliisii
arasindaki iligkiyi ifade edelim:

Bir a egrisi alahm ve bu egrinin herhangi bir P noktasindaki tegeti 7,
olsun. P noktasindan gecen ve 7 ; vektoriine dik olan vektor 7, dir; yine P
noktasindan gecmek tizere 71 ve T o nin vektorel carpimindan olusan ticiincii
vektor de 73 (T3 = 71 A Ty) tiir.

Yukaridaki esitliklerden faydalanarak, 71, 79, 73 Blaschke vektorlerini
71, q, n Darboux vektorleri bilesenleri cinsinden yazalim.

7’1 ve ¢ nin esitliklerinden yararlanarak lineer denklem coziimii yapilirsa,

7Ty = CTLHPITs
Py = DPPT1—qpTs

elde edilir. Ayrica taraf tarafa toplarsak,
qT1+99 = (T +p) 71

dir. (¢ + p?) = 1 oldugundan,
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elde edilir. Benzer yolla 7’5 vektoriiniin esitligini gosterelim.

pPry = Ppqri+Dp T
—79 = —@pri+¢7T;

Taraf tarafa topladigimiz zaman,
pr1—-79 = (@ +D") 75

olur ve (2 +p?) = 1 oldugundan,
— _— _—
rs=pri1—49g

bulunur. 7’5 = 7 oldugunu biliyoruz.

r’1, 79, 13 Blaschke vektorlerini lineer denklem sistemi olarak yazarsak,

Ti= q¥1+Dg
?2 - 7 (2.10)
— —— ——
r3= pri1—4gg

olur.
Simdi "1, 7’5, 7 3 Blaschke vektorlerinin tiirevlerini 7'y, 775, 73 cinsin-

den elde etmeye caligalim.

— —
Rk‘ = ZGMR[ (211)
denklemini kullanarak,
=3 — — —
Ry = anRi+apRs+a3Rs
=, — — —
R2 = a21R1+a22R2+a23R3
=3 — — —
R; = as R+ apRy+aszsR3

lineer denklem sistemi yazilir.
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Simdi regle yiizeyimize bagh olmak iizere }?k) vektoriiniin katsayilar: icin

asagidaki,

[

bagintisini kullanabiliriz.

<§>Ikl7 Z_i’>1>

H é . . .
Ry ve R; vektorlerinin i¢ carpimlarini alirsak,

(7.7

=
<Rk7 Rl>
olur.

—_ = .
<Rk, R l> bagintisinin tiirevi

=0 k #£ I

TR = (R (R

= <Z aklﬁh §l> + <Z Clmﬁk, Rk>
= Zakl <§Z, Rl>

—

—

+ > an <§k>7 E}k>

l

(2.12)

(2.13)

— — — —
olur. Ry ve R, ler birim dual vektor olduklarindan, <Rk, Rk> = R?=1ve

R
R? =1 dir. O halde

<§;J—f)l>l = Zakl +Zalk =0

dir. Yani
Qg = — Qg
dir. (2.14) den dolay:
ai1+anr = 0 = a3 = 0
Qoo+ a9 = 0 = agp = 0
a3 +azz = 0 = az3 = 0
olur. Ayrica
aipg+ag = 0 = a2 = —ax
aztaz = 0 = a3 = —az
ags+azx = 0 = a3 = —az

(2.14)
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bulunur. Buldugumuz bu esitlikleri, (2.11) den faydalanarak elde ettigimiz

lineer denklem sisteminde yerine yazarsak

=3 — — — —
R, = anRy+aizsRs = a12Re—az Rs
-, — — — —
Ry = anRi+apnRs = axRsz—anpl
=3 — — — —
Ry = a1 Ri1+apRy = a3 Ry —axsR

- = =
elde ederiz. Simdi bu denklem sistemindeki R;, R,, Rg3 iin katsayilarim
hesaplayalim.

— — — — —
Ry ni R, ile i¢ carpalim. R' = R; = P R, oldugunu biliyoruz. Bu

durumda
= = — - =
<R1>Rz> = <Cl12 2+a13RS,R2>
= = - —
(B Ra) = (PR Ts)
= P
dir. O halde
CL12:P

— —
bulunur. Benzer sekilde R ni Rj3 ile i¢ ¢arpalim.

<7€>'1,ﬁ3> = <a12§2+a13§37§3>

— =
- <PR2, Rg>
— —
_ P<RQ, R3>
= PO
dir. O halde
CL13:O
olur.
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oldugundan ve (2.3) esitliginin tiirevi aliirsa,

R3 = R1XR2

olmasindan dolayn,

1 \\ xR
— — X :
—_ = = - = = |
_ (R,R',R" n R' R, R 1
B = P P
- =, — |
(R, R, R n 0/1
B P? P\P
- = 2
R, R,R
bulunur. as3 yerine () ifadesi yazilirsa,
R.RE. R
agy =Q = (—7 P2’ ) (2.15)

ifadesi elde edilir.
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ap, matrisi ters simetriktir. Bu ytizden (2.14) den dolayz,

ap = P = ay = —P
a3 = 0 = a3 = 0
az = Q@ = azxp = —Q

é H ﬁ . . . . é H ﬁ . .
olur. O halde R, Ry, R3 vektorlerinin tiirevlerini R, Ry, R3 cinsinden
lineer olarak yazarsak,

— —

R, = PR,
Ry = —PR,+QR;, (2.16)
—, —
Rg = _QR2

elde ederiz.
. . ﬁ H ﬁ . . . .
Simdi R, Ry, R3 birim dual vektorlerini reel ve dual kisimlarina ayirirsak

(2.16) daki denklemde yerine yazarsak

dir. O halde
H\ |
R = R+ PRy
g d —
Ty tET = (p+€p)<7"2—|—6r2>
= prz+8<zﬁ_§+z‘97z>
dual sayilarin egitliginden,
— —
Ty =DPT2

olur.
—, — —
Ry = -PR1+QR3

esitligini reel ve dual kisimlara ayiralim. Buradan



ry+ers = —(p+ep) <71+5F_f>+(q+sq) (7’3+sf_§>

ﬁ
= —pTi1+qT3+e¢ (—]ﬁl —Ppri+qrs+ qF_g:)

elde edilir. Dual sayilarin egitliginden

— — —
Ty = —pTri1t+qrs

| f— _ _ g
Ty = —pr —DPri+qra+qrs

dir. Ayrica
—, —
Rs = _QRQ
esitligi, reel ve dual kisimlara ayrilirsa,

—

Pyters = —(g+eq) (72+5g>

H
= —qTy+e (—q Ty — Gﬂ)

olur. Dual sayilarin esitliginden,

— —
s = —qT2

g p— _—
rs = —qT2—q4T2

. — — — . . . . o .
bulunur. Buna gore r"y, 1’9, 7°3 Blaschke vektorlerinin tiirevlerini 7'y,

cinsinden lineer olarak yazarsak,

—
ry = PTa2

— — —
g = —pPri+qrs
—

36

(2.17)



elde edilir.
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Simdi 7',, ¢, m vektorlerinin lineer yazihmindaki @'y, ¢, 7 vektor-

lerinin katsayilarinin elde edilisini inceleyelim,
?‘1 = al?l + a27 + Clgﬁ>
denklemini 7', ile i¢ carpalim
<?‘1, ?1> = (T, T1) +ax (g, 71) +as (0, 71)
= CL1.1 + CLQ.O + CL3.0
= al

bulunur.

(2.4) den dolay1 (@1, 7'1) = 1 dir. Her iki tarafin tiirevi alinirsa,

— =\ — = — =
(T, 74) = (2, 71)+ (2, 0,

' <?‘1, 71>
dir. O halde
oldugu i¢in

yazilir.

?‘1 = (Il?l + GQ? + agﬁ
denklemini ¢ ile i¢ carpalim.
(70,7) = (@1, 9) +02(9.9) + a5 (W, 9)

dir ve
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olur. Yukaridaki esitlikte <?1, 7> = p, Ve ayrica, 71, ¢, n birbirleri ile
ortonormal oldugundan,
Py = a1.0 + as.1 + as.0
IOg = Qa2
bulunur. Ayrica
E)‘l = al?l + as ? + CLg%>
denklemini 7’ ile i¢ carpalim. Oyleyse
(F0.7) = a (@0 W) + (7, 7) +a (7, 7)
= (11.0 + Cl2.0 + CL3.]_

= a3

olur.

oldugu i¢in
az = Py

yazilir.

G =bTi4+b g +bsW
denklemini 7', ile i¢ carparsak,

<7‘7?1> = b <?1,?1> + by <7>71> + b3 (W, @)

buluruz. (2.6) dan dolay:

dir. Esitligin her iki tarafinin tiirevi alinirsa,

(0 7)+(T1.7 ) =0



olur. <?‘1, 7> = p, oldugunu kullanirsak,

pg+<?177‘> =0

ayrica
veya

elde ederiz. Diger taraftan

olup

bulunur. Benzer sekilde
g =bT14+b g +bsm

denklemini ¢ ile i¢ carparsak,

(7.9) = b(@0g) +b:(7.9) +bs (W, 7)

= b1.0+ 021+ 03.0

dir. (2.5) bagmtisindan dolay1

yazilir. Buradan

bulunur.

G =biT14+bg b7

39
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denklemini 7 ile i¢ carparsak,
(9.7 = b (0T + b (6, 7) + by (W, 7)
— by
olur. <§)‘ , 7> = 74 oldugu kullanilirsa
<7‘ ) ﬁ)> = b3
veya
b3 = Tg

bulunur. Benzer sekilde
%)‘ = 61?1 + CQ?> + 63%)

denklemini 7', ile ic carpalim.

<W‘,?1> = (71, 71)+e(q.71) +e (0, 7)
= 01.1 + 02.0 + 63.0

—_= Cl

elde ederiz.

veya

olur. Buradan
C1 = —Pn

bulunur.

— — — —
n =cT1+Cg +c3n
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denklemini ¢ ile i¢ carpalim.

(W.7) = a(@ud) +a(7,9) + (i, )

== cl.O + 62.1 + C3.0

ve
— —
(7.7) =
dir. O halde
(7.7)
n.,g)=cs
veya
Co = —Tyg
olur.

— — — —
n =CcT1+Cg t+czn

denklemini 7 ile i¢ carpalim.
<ﬁ>‘,7> = (T, M)+ (g, 7)) +es (T, )

(2.5) bagmtisindan dolay:

dir. Buna gore,

sl

=
n

> > :Cl.o+02.0+03.1

<

ya da

03:0

bulunur.
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O halde 7'}, g, 7' vektorlerinin lineer yazilim

Ty o= pnAp, g

?‘ = —pg?l + Tgﬁ (218)
— — —

n = —pPpT1—Tg49

bi¢iminde olur. (2.18) deki, p,,, 74, p, biiyiikliikleri sirasiyla (x) bogaz ¢izgisinin
normal egriligi, geodezik torsiyonu ve geodezik egriligi anlamina gelir.

Simdi regle yiizeyine bagh p, p, ¢,q invaryantlar ile p,,, 74, p, biiytikliikleri
arasindaki bagintilar1 bulalim.

(2.10) dan faydalanarak 7, vektoriiniin tiirevini alirsak,

—.
r

126‘

&l

1+ 77, +P g +DPg (2.19)

esitligini elde ederiz. (2.17) ve (2.19) daki bagmtilar: birbirine esitlersek,

T +q7,+D g =pT (2.20)

olur.

(2.20) de W = 7’5 esitligini yerine yazarsak,

bulunur. Son esitlikte 7'}, ve g vektorlerinin yerine (2.18) deki esitlerini
kullanalim.
QT 14T (p g +puT) +D g +D(—p,T1+7,7) =p7

Esitligin sol tarafi ortak ¢arpan parantezine alinirsa,

T1(@ —50,) + G (g +7 ) + T @, +575) = pW
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dir. Yukaridaki ifadede 7’; in katsayilar esitliginden,

q — ﬁpg =0

dir ya da

ql

Py = % (2.21)
bulunur.
¢ nin katsayilar esitliginden,
@y +P =0

dir veya

ﬁ\

Py = _5 (2.22)

2
ve
p’
pj = = (2.24)

elde ederiz.

(2.23) ve (2.24) bagmtilarinda esitligin iki tarafi sirasiyla p? ve @2 ile
carpilirsa,

pep° =7*
ve
P =7"”
bulunur. Bu son iki bagintiy1 taraf tarafa toplayalim.
pg @2 X qz) — 7% +7?

ya da

A7 =1
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esitliginden dolay1

pi — a|2 4 ﬁ?

olur.

b= (2.25)
olur. (2.25) deki bagmtida (2.17) ve (2.18) esitlikleri yerlerine yazilirsa,
— — — —
—PT1L 4T3 =Py T —Tg g

dir. Bu son esitligin sol tarafinda 7] ve 753 vektorleri yerine (2.8) deki esitleri

yazilirsa,

(@71 +7g)+aT1~7g) = —p, 71747
olur. Esitligi diizenlersek,

T1(=pq+ap) + G (=q@+ D) = —p, T1— T4 G

yazilir. Iki vektoriin esitligi kullanilirsa,

veya esitligi (-1) ile garparsak,
P = PG — GP (2.26)
buluruz. Benzer sekilde ¢ nin katsayilarinin esitliginden
—Tg = —4qq+pp

yada
Ty =qq —pp (2.27)
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buluruz.

[R;1] regle yiizeyi, ﬁ in ayritiyla olugur. Bir egri iizerindeki bir P noktasi
egriyi cizerken }?1) , }z, }?; vektorleri degisirler, dolayisiyla kiiresel gostergeler
olugurlar. Egrinin ]?I , E; ) ?3 ii¢ ayaklisinin her s aninda, bir eksen etrafinda
bir ani helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu eksen egrinin s parametre-
sine kargilik gelen a(s) noktasindaki Darboux eksenidir. Bu eksenin yon ve
dogrultusunu veren Darboux vektoriine W diyelim.

H . H H . . . . .
W yi R; ve R3 iin lineer birlesimi olarak gosterirsek,

— — —
W = PRy + QR3

olur veya
— — — —  —
W = PRy + QRs; = R ARy (2.28)
yazilabilir. Burada
—_— = =
Ry Ry Rs
= =
RyARy =1 0 1 0
-P 0 Q

— = —
dir. Ry, Ry, Ry ve W yi (Sekil-2) de oldugu gibi gosterebiliriz.

SEKIL-2
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Ayrica

r
) '
|
% |
W |
—
QR |
1 |
. — — — — — —
SEKIL-3
Ayrica (Sekil-3) teki dik iicgenden faydalanarak
P
tan ¢ = — 2.29
0 (2.29)
ve
Q= [[W].cos¢
P = ||W]| .sin¢

olur. @) ve P nin karelerini alir, taraf tarafa toplayip karekokiinii alirsak,

Wl =/ P2+ Q? (2.30)

yazabiliriz. Darboux vektorii yoniindeki birim vektor E ise,

—

W

Ei=
W]

dir. (2.28) den W nin esitini yerine yazarsak,

— — =
%4 RoARy'

El = =
W~ A

(2.31)




47

elde edilir. (2.31) esitliginde (2.16) daki esitini yazarsak,
RoAR,
By = i——=
||
— — —
RoA(—PRi + QR3)
— — —  —\\1/2
((RARy, RoARy))

QR + PR,
(@ (R + e (RR))

— = — =
<R1, R1> - <R3, R3> — 1 oldugundan

— —
QR + PRs
B=10

NoEw=

dir. Son egitligin pay ve paydasi P ile boliiniirse,
— —
(QR: + PR;) : P

\/W:P

El —

bulunur.

d = % (2.32)

aliirsa
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QR+ PR; Y FRi+Rs

E = 2.33
RV N (2:33)
ifadesini elde ederiz.
(2.29) ve (2.32) den faydalanarak,
1.7
> @
ve
P 1
tang = = = = 2.34
olur.
sing P
tangb = COS¢ = @
dur.

Taylor agilimindan sin ¢ ve cos ¢ nin esiti yerine yazilir ve P ile () da reel

ve dual kisimlarina ayrilirsa,

sin ¢

cos ¢

sin ¢ + € cos ¢

cos p — epsin g
p+ep
q+eq

tangp =

elde edilir. Paydalar eglenigi ile carparak yazarsak,
sinp+ecpcosp  p+ep
cosp —epsing  q+eq
(cosp +epsing) (¢ —€q)

olur. Gerekli iglemler yapilirsa, reel ve duallerin egitliginden,

sing  p
cosp q
veya
_Pp
tanp = — (2.35)

q
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bulunur. Dual kisimlarin esitliginden,

dir.

tanp = —

bagintisindan faydalanirsak

q
cosp = | ———

elde edilir. Gerekli iglemler yapilirsa,

_ qp —pg
=|==—— 2.36

7 ( P*+ ¢ ) (239)
olur. Simdi de P nin esitini p,, ve 7, ler cinsinden gosterelim.

(2.26) ve (2.27) den faydalanarak p, ve 7, nin karelerini alip taraf tarafa

toplarsak,
p2+72 = (97— qp)° + (q7— pp)’
= P — 2papq + ¢°P° + p°P° + 2papq + ¢°F°
= PP+ +¢ 0+
dir.
(P +7°) =1
oldugundan
P+ Ty =0"+ ¢ (2.37)

elde edilir. (2.36) da (2.27) ve(2.37) nin esitleri yerine yazilirsa

5 _ Pa—pi
P+ ¢
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esitliginden
— _ __ Pn
Pr g

(2.38)

bulunur.

é
Kiiresel R (t) egrisinin “ dual uzunlugu” i¢in

Si = [l dt
b
= fHJ_f‘l dt

= [(p+ep)dt

ve Rj3(t) egrisinin dual uzunlugu i¢in de

Ss = [ ﬁgdt
= [(Fs By)
= [Qdt

= [(qg+eq)dt
elde edilir. Burada P ve () sabit oldugundan sadece isaret keyfi kalir, bu

nedenle
/pdt,/ﬁdt,/th,/th
integralleri R (t) regle yiizeyinin integral invaryanti olurlar.

=
T

R=7T()+er (¥)
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birim dual vektoriinii ¢ parametresine bagli gosterdigimizde bir regle yiizey

elde ederiz. Birbirine yakin iki dogrultmanin arasindaki agiya ¢ dersek,

¢ =p+ep

olarak tamimlayabiliriz. ® dual acisinin diferensiyelini alip, sonra da karesini

alirsak,

dd = dp+edp
dd? = (dp +edp)’
= dy? + 2edpdp + dp?

elde edilir. €2 = 0 oldugundan,

d®* = dp* + 2edpdp

bulunur. Dual aginin diferensiyelinin karesi ile birim dual vektoriiniin difer-

ensiyelinin karesi birbirine egit olacagindan,
dR = d7 +edT
oldugundan
(@R = (a7 + ed?)z

— dr? 4 edTdT +e2dT?
elde edilir. €2 = 0 oldugundan,
=
T

dR? = dr® + ed7d

Dual sayilarin esitliginden,

4D* = dR>
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ve

dg* + £2dpd = dr? + e2dTdT

dir. Buradan

ayrica

dodp = dTdT

bulunur. Bu son esitligin her iki tarafi dy? ile boliiniirse,

dodp drd
dp? dp?

olup, dagilma parametresinin tanimindan dolayi,

L_ %@
d dy
I
d 77

dir. Dralin bagintisi ile regle yiizeyin en basit diferensiyeli bulunmusg olur.

1
p bagintisina kisaca regle yiizeyin drali diyecegiz.

Yukaridaki dral formiiliinii kullanarak Til (t) yiizeyimizin d; drali i¢in




yazabiliriz. p =/ 77 ve p = _>|21 oldugunu biliyoruz. O halde
1
_ — =
pp=T1T,
dir. Buradan
1 T
d T
_pp
p
_ P
p

I =1
17Ty
=2
9 .1 — = . . ..
oldugunu biliyoruz. Burada 7, ve 7, yerlerine esitlerini yazarsak

— —> _—> _— = -
1 (—prl+q7”3)(—PT1+QT’3—}7T1+QT3>
5 = = — — —
dy (=p7T1+q7s) (—pT1+q7s)
— — — —
PRI pqT AT AP T T 1 —pg T3 T 3—qP T 1 T 3+qq T 3—qpT 1 T 3+q> T3 T 3
— 5—>2 = — = — 5—>2
P2 —pqT 1T 3—pgT 1T 3+q> T}

ppl — pg0 + p*0 — pg0 — ¢p0 + qql — gp0 + ¢*0
p?1 — pq0 — pq0 + ¢21

dir. Buna gore

I pp+qq

dy P2+ ¢?

elde edilir. Benzer sekilde ]—%>3 (t) yiizeyinin drali igin,




o4

=
T

yazabiliriz. Burada 7’5 ve 7} esitliklerini yerlerine yazarsak,

— _— =
1 (—C]T2)<—C]T2—q7“2>
dg (=q7)’
@i CTT
N 73
—9 — = v
r’5=1ve 7797 9 = 0 oldugundan
1 qql+q%0
d3 q21
_
e
veya
1 g
ds q

olur.



Bolim 3

PARALEL REGLE
YUZEYLER

e
Ry = Ry(s) bir regle yiizey ve
© =0+l = sbt

bir dual ag1 olsun. O zaman [R}] regle yiizeyi,

Ri(s) = _1)COS@ + }?;sin@
bigiminde bir birim vektoriiyle ifade edersek, [R;] regle yiizeyine [R;] regle
yiizeyinin paralel regle yiizeyi denildigini biliyoruz.

[R;] regle yiizeyini ve Blaschke {igyiizliisiinii gozoniinde bulundurarak,
}?; = }?1)(3) regle yiizeyi ve © = 6 + €0 = sbt bir dual agis1 tanimlayalim.

}?f , dual birim vektorii olmak iizere, bunun yardimiyla ifade edilecek pa-
ralel regle yiizeyi,

—
*
1

— —
= Ry cosO + R3sin© (3.1)

ile gosterebiliriz.

95
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[]?ﬂ , regle yiizeyini gozoniine alarak, }?{) yardimiyla Blaschke ticytizliisiinii
olugturalim. Buna gore

.
R*\
Ri=—_-R, ve Ri=R AR, (3.2)

[—
RI\Z

dir. Buna gore

—
*
1

— —
= Ry cos© + R3sin© (3.3)
esitliginin tiirevini alirsak,
ﬁ\ %\ e\
R} = Ry cos© + R3 sin©
ﬁ\ ﬂ\ . . . .
dir. (2.16) dan R; ve R3 egitlerini yerlerine yazarsak,
—, — —
R’ = PRycos®© + (—QR2 ) sin ©
—
= Ry (Pcos® — (QsinO)
bulunur. Bu ifade kendisi ile i¢ carpilir ve karekokii alinirsa

\/E{)Q = \/]?2)2 (P cos© — Qsin ©)°

= \/1.(Pcos@—Qsin@)2

= (Pcos© — Qsin0O)

olur. Buna gore, (3.2) de bulunan esitlikler yerine yazlirsa,
7
Ry
—
\/ R;2
Ry (Pcos® — @Qsin O)
(Pcos® — @QsinO)

—

o)
R2 —
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— —_ = — —
elde edilir. R = R} A R; esitliginde Ry yerine (3.1) deki esitini ve R} yerine
(3.2) deki esitini yazalim. Bu durumda
— — — —
R; = (Rl cos © + R3sin @> A R
—_ = —_ =
= cos©® (Rl A Rg) + sin © (R3 A Rg)

olur. Yukaridaki vektorel carpim islemlerinden,

— — —
R; = R3cos© — R;sin©

elde edilir. Sonug olarak,

— — —

R} = RycosO + R3sin®© (3.4)
— —

R, = R,

— — —

R; = R3cos©® — Rysin®©

denklemlerini yazariz. Ayrica agiklamalardan yola gikarak (2.2) ve (2.15)

—
P* =\ R;? (3.5)

Y — —
det (R;, RY, R’{)

—
*'9
R1

bagintilarin1 gozoniine alirsak,

ve

Q" =

olusur.

_)
(3.4) den Rj 1n egitini yazip, tiirevini alirsak
e —
R} = Ry cos© + R3sin©

oldugundan
— — —

R} = R, cos© + R;sin ©
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-
olur. (2.16) dan R, ve R; esiti yerine yazilirsa,

-
R = (PE;) cos O + (—QE’) $in © (3.6)
— —
= PRyc0s® — QRysin©®
= ]?; (Pcos© — @QsinO)

N
bulunur. Buradan R} ? ni hesaplarsak,

R? = <RT,RT> = <(Pcos@—Qsin@)Rg,(Pcos@—Qsin@)R2>
= (PCOS@—QSin@)2<§;,E>
= (Pcos® —Qsin®)*.1
— (Pcos® — Qsin0)’

P
dir. (3.5) te R}? yerine yazilirsa,

P = \/(P cos © — Qsin ©) (3.8)
= (Pcos® — QsinO)

—)
elde edilir. (3.6) dan R} tiirevini alahm.

—

R—’{'; = (R“{) = [(PCOS@—QSin@) }?2)] = (Pcos© — QsinO) R,

N
olur. Burada (2.16) dan R, yerine yazilirsa

R_}‘“) = (Pcos® — QsinO) <—PE) + Qﬁg) (3.9)
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— - -
bulunur. (3.5) ifadesindeki @* in denkleminde, R}, R} ve R} yerine yazilirsa

— = =
det (R{,R}‘ ,R’{)

H
*'2
Ry

Q=

— — — — —
det [(Rl cos ©+R3 sin G))7 (P cos©®—Qsin ®)Ra, (Pcos©—QsinO) (7PR1 +QR3)]
(P cos ©—Q sin ©)2

(P cos© — Qsin ©)” det [(]?i cos © + %Sin@) , Ro, <—P}?1) + Qf?;)}

(Pcos® — @ sin @)2
dir, gerekli sadelesmeler yapilirsa,

Q" = det[(]%cos@—kﬁgsin@),]%, (—PE;-FQF?))}
= <<ﬁlcos@+§;ﬁin@>/\}?2),<—P§1>+QF3>>
= <cos @ﬁs + sin © (—ﬁ) ) <—P1?1> + Qﬁ3>>
= Qcos@<}?;,}?1>,>+PSin@<}?1),—E1),>
= (cos® + Psin®

elde edilir. O halde

P* = Pcos® —QsinO (3.10)
Q" = Psin®+ QcosO

bagintilar1 bulunur.

P ve @) bagintilar1 invaryant olduklarindan
O =0 +cl = sbt

ﬁ
dual ag1 olmak {izere {R’l‘] regle yiizeyinin P* ve * biiyiikliikleri de ayni
zamanda invaryanttir. Boylece s parametresi de [R;] regle yiizeyinin in-

varyant parametresidir. (3.10) daki biiyiikliiklerin reel ve dual kisimlarimi
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Taylor agilimi yardimiyla bulalim.
Pr=p"+ept, Q" =q¢ +eq7, P=p+ep, Q=q+eq, (3.11)
dir. (3.10) daki esitlikler ve Taylor agilimi yardimuyla,

p*+ept = (p+ep) [cos@ — efsin 8] — (¢ +€9) [sin +e6 cos 0}
= pcosh — ehpsinf + cpcosf — ¢gsinf — efg cosf — £gsin b

= pcosf —qsinf + ¢ (]_:)(:089 —Gsinf — fpsinf — éqcose)
dir. Reel ve dual kisimlarin esitliginden,

p* = pcosf — gsinf (3.12)

= pcosf —gsinf — O(psind + g cosb)
elde edilir. (3.10) dan

Q" =psin©® + qcos O

dir. Benzer gekilde Q* 1reel ve dual kisimlarina ayirip, Taylor agilimi yardimiyla

yazalim.

¢ +eq = (p+ep).[sinf+ebcosb] — (q+eq) [cosf — efsinb]
= pcos — elpsind + epcosf — qsinf — efq cos§ — egsin OF

= psinf —qcosf +¢ (Tosin@ +Gcosf + Opcosf — 5qsin9)
reel ve dual kisimlarin esitliginden,

q* = psinf+ gcosf (3.13)

= psinf +Gcosf + 0 (pcosh — gsinb)



seklinde buluruz.

acilirsa

veya

—

i’
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Eger 6 = 0 secilir ve Taylor agilimi yardimiyla sin © ve cos ©

— —
= cosOR; +sinOR;3
— — — —
= R [cos 0 — 6 sin 9} + R3 [sin 0 + €0 cos 0}
— —_ — —
= R [cos 0 — efsin ()] + Rs [sin 0 + €f cos O}

— — _
= Ry.1+4 Rsef.1

— = _—
RT = Rl + 58R3

— — —
bulunur. § = 0 olarak aldigimizda R} = R; olur. Ayrica

— —
= cosOR; +sinOR;3
— — — —
= R [cos 0 — e6sin 6’] + Rs [sin 0 + €6 cos 0]
— —
= Rj[cosf — e0sinf] + R3[sinf + 0 cos 0]

— —
= Rjicosf+ Rssinf

elde edilir. Eger 6 = 0 segilirse (3.12) ve (3.13) deki bagmntilardan faydala-

narak

yani

p" = pcosfh —qsinf
= pcos0—¢gsin0

= pl—4q0

pt=np (3.14)



bulunur.

veya

olur. Benzer sekilde

ya da

bulunur.

veya

62

pcos —gsinf — 0 (psind — qcos )
cos0 —gsin0 — 0 (psin 0 — g cos 0)

—q.0—0(p.0—q.1)

3

3
—_

p=p—"0q (3.15)

psinf + qcosf + 0 (pcosf — gsin )
psin0 + gcos0 + 0 (pcos0 — gsin0)
p.0+q1+0(p.1—q0)

q

¢ =q (3.16)

psinf + gcosf + 0 (pcosf — gsin )
psin0 + Gcos0+ 0 (pcos0 — gsin0)
p.0+q1+0(p.1—q.0)

q+0p

(3.17)

I
IS
+
i
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elde edilir. Ayni islemler bir de § = 0 secilerek tekrarlanirsa,

p* = pcosf —gsinb (3.18)
qg° = psinf + gcosf
p° = pcosf —gsinf

= psinf + gcost

olarak bulunur. [R;] regle yiizeyinin (z) bogaz ¢izgisi bir helis bi¢imindedir.

Yani € = sbt oldugu dogrulanmigtir. [R;] regle yiizeyi helistir.

p
Helislerde egrilik ile burulma arasindaki oran sabittir. Buna gore, — = Z:)
q
1
ve — = g olmak tizere
T 9

P
q

AR e
QI 173

sabit orani elde edilir. Buna gore [}?1)

| S

regle yiizeyinin (z) bogaz ¢izgisinin
bir helis biciminde oldugu dogrulanmig olur.

Simdi paralel regle yiizeyin dik konoid ve silindir olma gartlarini inceleye-
lim.

Dik konoid olabilmesi i¢in sabit dogru ile sabit diizlem birbirine dik olmak
zorundadir. Oyleyse birbirine dik iki dogrunun egimleri carpimi -1 olacagin-
dan,

tan©.tan¢ = —1

olur. Taylor acihmi yardimiyla esitligi diizenlersek,

-1 _ 1
tanf — €6 tanp — €p = —1
cos? 0 cos?

— 1
tanGtang@—e(@ 5 tan@) = -1
cos?

1
¢ _
cos? 0 ang -+
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olur. Dual sayilarin ve reel kisimlarinin esitliginden, tanf.tan p = —1, veya
-1
tanf = — olur. (2.35) den tan g = P dir. Buna gore tanf = — = 4
tan ¢ q P p
q q I
oyleyse tan (—0) = = ve buradan da —f = arctan — bulunur. Boylece
p p
f = — arctan < (3.19)
p
dir. Dual kisimlarin esitliginden
[ tanyp +p tanf =0
cos? 0 cos?
6 tanf cos®d
[ cos? p tan
dir.
tanf = — 2
p
ve
tan o = 4
p
oldugundan cosf = p ve cos ¢ = q elde edilir. Buna gore,
_ —4
b__p P _awte_,
v ¢ opg
q
veya 3
0
I ]_
2
ise
0 =7 = sht (3.20)
elde edilir. # = — arctan g, 0 = % = sbt oldugunda paralel regle yiizeyi dik
p

konoid olur.



65

Paralel regle yiizeyinde p* = 0 olmasi silindiri karakterize eder. (3.18)
den,

p* =pcosf — gsinf

dir. O halde,

*

p* = pcosf —qgsinf =0

pcosf = gsinf

sinf  p
cosf ¢
tanf =
q
olur. Burada # yalmiz birakilirsa
_ p
0 = arctan — (3.21)

q

olacaktir. Oyleyse § = arctan b oldugunda paralel regle yiizey silindirdir.

3.1 Paralel Regle Yiizeyin Ani D6nme
Eksenleri ve Blaschke Ucyiizliileri ile lis-
kisi

Ani dénme eksenini (2.31), (2.33), (3.5) ve (3.10) daki bagmtilar1 dikkate

alarak inceleyecek olursak,

= =
RoAR,

By =
RoAR,
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— —
ve (3.2) den Ry* = Ry oldugunu biliyoruz. O halde,

— — -
— RoAR, Ry*ARy*

ﬁ
FE, = S =1 = =B (3.22)
yazabiliriz. Yani,
Ry AR,
_>* 2 2
= = (3.23)
olur.
ﬂ

‘ — —

ve (2.28) ve (2.30) denklemlerinden dolay1

| N

olacag i¢in bu egitlikleri (3.23) te yerine yazarsak,

—. 7
Ry* ARy

—

Ra*A (—P*Rl* v Q*R3*>
B =

VPTG

Ryt A (—P*ﬁi*) Ry (Q*ﬁg*)
VP Q7

P (ReaRe) + @ (ReaRr)
VPTG

olur. Yukaridaki esitlikte vektorel carpimlar yapilirsa,

e () £ P (RY) 2

VPP
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bulunur. (3.24) iin pay ve paydasini P* a bolersek ,

(@) (@)

dir. (2.32) ten Z — ise Z* % olur. O halde

L YRR

Ey* (3.25)
*2
VI
olur. (3.24) ve (3.25) den
— —
Er =

/ P*2 + Q*2

(3.26)

yazilabilir.
— —
Benzer bir yolla E1* = E; oldugu gosterilebilir. (3.26) dan
— —

R/

dir. (3.12) den P* ve Q* 1 esitliklerini ayrica (3.4) den de E{* ile }?3)* esit-

liklerini 7} denkleminde yerine yazarsak



68

E* [P sin ¢+Q cos ¢][R1 cos ¢+ R3 sin ¢|+[P cos $—Q sin ¢][— Ry sin ¢+ R3 cos ¢]
! \/P2 sin? ¢+Q?2 cos? ¢+ P2 cos? ¢p+Q2 sin? ¢

[Psingbcosgb + Q cos? ¢ — Psin ¢ cos ¢ + @ sin? gzﬂ Ry
\/P2 (sin® ¢ + cos? ¢) + Q2 (cos? ¢ + sin® ¢)

N [Psin® ¢ + Qsin¢cos ¢ + P cos? ¢ — @sin ¢ cos ¢| Ry
\/P2 (sin2 ¢ + cos? gb) + Q? (0052 & + sin® gb)

Q (sin® ¢ + cos® ¢) Ry + P (sin® ¢ + cos® ¢) Ry

VP @

QR, + PRs
VP+ @

—

- E

olur. Bu son esitligin pay ve paydasimi P ye béler, (2.32) ten Z = % oldugu

kullanilirsa,
— —
g QRl + PR3
B = —
/P2 + QZ
Q= —=
—= R
PRl + Rs
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veya . .
7. _ QR+ PR,

L /P Q

— —
> Ri+Rs
= = (3.27)

ﬂ/HZ2

= B
formiiliine sahip oluruz.
[R1] regle yiizeylerinin paralel regle yiizeyleri, ani dénme eksenleri ve
Blaschke nin iigyiizliilerindeki gibi dual birim vektorii tarafindan tanimlanan

regle yiizeyleridir. O halde son bagint1

© =0+ el = sbt

dual agisina bagh degildir.

Egrinin (ﬁl,ﬁ%ﬁi;) Blaschke iicytizliisiiniin her s aninda bir eksen
etrafinda, ani bir helis hareketi yaptigi kabul edilir. Bu eksene egrinin s
parametresine kargilik gelen «(s) noktasindaki Darboux ekseni denir. Dar-
boux vektorii yoniindeki birim vektér F; olmak iizere (3.27) den E;* = E;

oldugunu biliyoruz.

O =0+¢0 = sbt

regle yiizeyinin dual agis1 ve ¢ = ¢ + ¢ acis1 da dual donme ekseninin agisi

olmak tizere,

— = —
<Rl*,E1*> - HRl*

—
Ey

) cos ¢*



— —
dir ve R} ve Ef birim vektor oldugu i¢in
—_ =
<R1*, E1*> = 1.1.cos ¢"
= cos¢”

—
olur. (3.23) den EY in egiti yazilirsa,

(R B) = (R (R AR
’ ’ HES A Ry*

det (E;*, }?2)*’ }?;*‘)
VP QE
<l71)* A Ry, f—iz>*‘>
VPR QR
(e 7
N

— - I . . . .
bulunur. (3.4) ten R3* ve Ry* nin egitleri son denklemde yerine yazilirsa

<— sin @}?{ + cos @]?3), —P}?{ + Q}?;>
Psin® <§1>,§1>> + @ cos © <§;7 f?:;>

Psin©.1 4+ Qcos©.1

Psin® + () cos©
/P*2 + Q*2
olur. (3.10) dan Psin© + @ cos © = Q* dir. O halde
@
/P21 Q7
dir. Son esitligin pay ve paydasin1 P* ile bolersek

* . P
o —
P*2 + Q*Q - P*

(7 ) -

Dk Tk
Rl -El -

70



veya

*

bulunur. Z* = % alinirsa

71

- = — —
olur. <R1*,E1*> carpmmunda (3.4) ve (3.27) den faydalanarak R;* ve Ei*

ifadesinin esitini yazarsak,

— — — —
<R1*,E1*> — (R, cos© + Rysin©)

> Ri+ R

Zcos ©.14+cosO.0 + Zsin@..() +sin©.1

,/1+Z2

Zcos@—l—sin@

,/1+Z:2

bulunur. Sonug olarak,

Z* Zcos@+sin@

(Ry*, Br") = cos ¢* =

J1+3 ) J1+Y

(3.28)
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denklemlerini yazariz.

sin ¢* = /1 — cos? ¢* yazabiliriz. (3.28) den faydalamrsak

*2
D>
1+Z*2

1

sin? ¢* = 1 — cos® ¢*

sing® = 1

bulunur. Yine

esitliginde (3.28) den faydalanirsak,

2

Zcos@—f-sin@

,/1+22
1—1—22—220082@—sin2@—22cos®sin@
1+Z2
cos? @ +5in? 0+ 3 — 3 cos?0 —sin?0 — 23 cos Osin ©
1+Z2
cos2@+22sin2@—2zcos@sin@
1+Z2
<cos@—Zsin@>2

()

olur. Buna gore,

sin?¢* = 1

sin ¢* = -~ (3.29)
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elde edilir. (3.28) ve (3.29) dan faydalanirsak,

*2
Y
cot gt = B9 _ 2 =5 (3.30)

veya

Z* = cot<;§*:sin¢* (3.31)
Zcos@—i—sin@
@/1+Z2
cos@—Zsin@
,/1+2:2
Zcos@—i—sin@
cos@—Zsin@

dir. (3.31) de
Y =1+e7 (3.32)

esitligini, Taylor formiillerini de kullanarak yerine yazarsak,

* Z cos © +sin ©

Z cos O — Z sin ©

(7 +e7) (cosf — efsinf) + (sin 6 + 6 cos 6)

(cosf — efsinf) — (7 + £7) (siné + £ cos 6)
(7 +&7) (cos 0 — efsinf) + (sinf + £6 cos 0)

(cos® — 7sinf)) — e(Fsinf + Osin @ + 76 cos )

olur. Bu esitligin pay ve paydasi eslenigi ile carpilir ve e = 0 oldugu dikkate
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alinirsa

Z* B TCOS@—l—SinH—i-g(?cos&—gTSmGﬂL@cosé’)
B (cosf — 7sin6)?
Tcos?0 +sinfcosh — m2sinfcosf — Tsin’ 0

(cos @ — 7sin6)?

5 [?COSQG — Orsinfcosf + 0 cos?f — T?Sinﬁcosﬁ]

(cosf — 7sinh)>

072sin?0 — O7sin O cos + O sin b cos @ + O sin’ §

(cosf — 7sinf)?
072 cos? 0 + 07 sin 6 cos § + 77 sin 6 cos O + 7 sin® §
(cosf — 7sin6)?
7 cosf. (cos + 7sin ) + sinf (cos — 7sin b))
(cos — 7sinh)>

£ [F +6 ((:032 0 + 72sin? 0 + sin? 6 + 72 cos? 9)]

+
(cosf — 7sinh)>
T7cosf +sinf ?+§(1+T2) N -
cos —7sinf  (cos® — Tsinh)

bulunur.
Y =1t (3.33)
olarak alalim. Reel ve dual kisimlarin esitliginden

T*:Tcost9+s%n97 o F+§(1+‘T2)2 (3.34)
cos ) — 7sin 6 (cosf — Tsinh)

olur. (3.34) deki esitliklerde 6 = 0 segilirse

7¢c0os0 +sin0
s - 3.35
T cos0 — 7sin0 ( )

™ =7

bulunur. Ayrica 3
. TH+O(1+7
= _

(cos0 — 7sin0)?

veya

T =T+0(1+77) (3.36)



[6)

elde edilir. (3.33) egitliginde (3.35) ve (3.36) esitlikleri yerlerine yazilirsa
S o= rhe(Fro(1+1)
= THeT+ed (1+7°)
dir. Y * =7 + 7 oldugunu biliyoruz. O halde
ST=S b (147 (3.37)
olur. Y = 7 + 7 denkleminde esitligin iki tarafininin da karesi alinirsa

Y= (r+e7)
= T2+ 2e7T +ET

= 724277

dir. Buradan,

7%= Z 2 27T
bulunur. (3.37) de bu son esitligi yerine yazarsak,

Z* = Z +e6 (1 +77)
- Z +cf (22 —2eTT + 1)
= Z +¢6 22 —2e2770 + €6
= Z +6 22 +6
Y=Y e ((22 +1> @) (3.38)

elde edilir. (3.31) denklemi Taylor formiillerine gore agilir ve = 0 segilirse ,

. Z (cosQ—s@sin@) + sinf + €6 cos §
a (COSH — efsin 9) - Z (sin9 + 26 cos 9)




elde edilir. Son esitlikte § = 0 secilirse ,

bulunur. (3.34) da § = 0 secilirse,

Zc059+sin9

cos ) — Zsin@

., Tcosf+sinf

cos@ — Tsinf

ve
e T
(cosf — 7sinh)>
olur.
1 *
t * p— f—
cot ¢ tan ¢* Z
veya
tan¢® = 21:*
Q*
cos©® — Z sin ©
N Z cos© +sin©

yazabiliriz. Yukarida Z = % ifadesi yerine yazilirsa

cos® — =sin©®
tan ¢* =

Fcos@+sin@

olur. Son esitligin pay ve paydas1 P ile ¢arpilirsa

fan ¢ = Pcos©® — @ sin©
" Qcos© 4+ Psin©

76

(3.39)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)
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formiiliinti elde ederiz. Eger (3.10), (3.12) ve (3.13) deki formiilleri dikkate
alirsak, son bagintidan reel ve dual kisimlari buluruz. Buna gore (3.42) den
sing® P~
cosp*  Q*

tan ¢* =

dir. Taylor acilimi kullanilarak,

sing®  sing* +ep*cosp*  p* 4 €p”

tan ¢* = — = — = =
cos ¢ CoSs Y* — € sin p* q* + q*

yazilabilir. Paydalarin eglenigi ile carpma islemi yaparsak,

tan & sin * cos o* + € (sin® p*P* + P cos’ ©*)  pr¢* + e (¢°FF — pT)
an = =

cos? p* q*?
_ sin 90* N c (@* (Sil’l2 SO* 4 C082 (,0*)) _ p_* N e (q*ﬁ* _p*q*)
cos p* cos? p* q* q*?
_ osingt @ pt e(dP —p'T)
cos p* = cos?o*  q* q*?

bulunur. Dual sayilarda reel kisimlarin esitliginden

*

cos p* q* '
tan p* = p_*
q

dir. Benzer olarak, dual kisimlarin esitliginden

COS2 90* q*2
olur.
tan p* = p_*
q

oldugunu biliyoruz. Buradan

*

q

Cos P = ————
p*2 + q*2
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elde edilir. Buna gore

ok k=% k——%

¥ _ 9P —Dpyg

q* 2 q*2
/p*2 + q*2

Ak k=% k—%

2 I et
q*2 q*2
p*2 + q*2
veya
e 3.45
' p*Z + q*2 ( )
bulunur. Z = % ve Z = 7 + €7 oldugunu biliyoruz. O halde
-
P e PR
P p+ep
yazilabilir. Burada paydanin eslenigi ile carpma yapilirsa,
. qteqg _
Z = ¥ T+ €T
(p — €p)
= pq—{—e(];q—qp) =T+4+eT
p
e (0 — b
D (1%12611?):TJFEF
p p
dir. Reel ve dual kisimlarim esitliginden
T:g:p:gve?:g—k%o (3.46)
p T p P
olur.
tan ¢* = p_*

q

oldugunu biliyoruz. Bu bagmmtida (3.12) ve (3.13) den p* ve ¢* mn degerleri

yerine yazilirsa,

* 0 — qsinf
tan * = bo_ pCf)S g5 (3.47)
q* psinf + gcosf
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olur.

RS

ifadesi (3.47) de yerine yazilirsa,

gcosG—qs.in@
-

tanp* = q
=sinf + gcos
-

q <COS€ —SinQ)
-

q (sm9 —i—cos@)
-

(cos® — Tsin )
(sin@ + 7 cos )

gerekli sadelesmeler yapilirsa

tan " = (3.48)

bulunur. (3.47) ve (3.48) deki bagmtilar birlestirilirse,

tan¢*:]l*:pc959—qsin9: (0989—Tsin9) (3.49)
q* psinf+qgcosf  (sinf + 7cos0)

elde edilir.
e _ PP
p*2 + q*2
ifadesinde (3.12) ve (3.13) deki bagintilar1 kullanarak p*, ¢*, p* ve ¢* n esitleri
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yerlerine yazilirsa

[ﬁcos@ —gsinf — 0 (psin 6 + qcos@)} [psin @ + g cos 0]
(pcosf — gsinf)® + (psin 6 + g cos )’

[pcosf — gsin 0] [ﬁsinﬁ +Gcos + 0 (pcos — qsin@)}

(pcos® — qsin ) + (psinf + g cos §)”

ppsin b cos§ — pgsin® 6 — Op? sin®  — Ggpsin 6 cos 6

p2 cos? f — 2pgsin @ + ¢2sin? 6 + p?sin? 6 + 2pg sin @ cos § + ¢2 cos? f

gp cos® 0 — qgsin 0 cos§ — 0g? cos® 6 — Ogpsin 6 cos 0
p2 cos? f — 2pgsin @ + ¢2sin® 6 + p?sin? 0 + 2pg sin @ cos § + ¢2 cos? f

—ppsinf cos§ — pgcos® 6 — Op® cos? @ + Ggpsin O cos 6
p2 cos? ) — 2pgsin § + ¢2 sin® 6 + p2 sin O + 2pg sin  cos § + ¢2 cos? 6

gpsin? 6 + qgsin 6 cos § + Ogpsin O cos § — Og? sin? 6

_|._
p2 cos? ) — 2pgsin § + ¢2 sin® 6 + p2 sin O + 2pg sin  cos § + ¢2 cos? 6

veya

sin’ 6 (gp — 0¢* — pg — 6p*) + cos? 0 (qp — 0q* — pg — Op?)

P+
_ (ap—04* — p7—0p*)
P+
_ (p—p7-0(¢—p*)
P+

olur. Gerekli sadelesmeler yapilirsa,

o _ PPl

— 3.50
R (350)
bulunur.
1 D 1 q
— =P oldugundan
dy p ds q
L 1 _ P qa_ap—rg
dl d3 p q bq
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veya
S O N
4, ds pPqg=4p —pq

olur. (3.50) de bu son egitlik yerine yazilirsa

@)
- — 7| Pq
a* dl d3 _5

R

1
bulunur. Pay ve payda — ile carpilirsa
p

dir.

ifadesi yukarida yerine yazilirsa

o — (11_72) (dll _ di3) 7 (3.51)

olur. Sonug olarak (3.45), (3.50), (3.51) bagimntilar1 birlestirilirse

(3.52)

S _PC-rT _pe-pi ;71 (1 1) 4
p*2_|_q*2 p2+q2 (1+T2) dl dS

elde edilir. (2.35) dan tanp = b oldugundan p = gtanp dir. (3.49) da p
q

yerine ¢ tan ¢ yazilirsa

qtangcosf — gsinf

tan " =
7 qtan ¢ sin € + qcos 6
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bulunur. Pay ve payda q ile sadelegtirilirse

tan ¢ cosf — sin 6

t =
e tan psinf + cos 0

PP s 6 — sinf

_cosp
MY sing + cosf
Cos ¢

_ singcosf —sinf cos o

~ singsinf + cosfcos

_ sin(p—0)

~ cos(p—0)

veya
tan ™ = tan (¢ — 0) (3.53)

elde edilir. (3.52) te pg — pg = —p,, ve p* + ¢> = p} + 7, bagmtilar yerine

yazilirsa B
=g pat (R
pr T3 Pr g
olur. Buradan
tanp® = tan(p — 0) (3.54)
et = p—0
% @ . @

oldugunu goriirtiz. (3.5) ve (3.26) daki hesaplamalardan <}?1)*, ﬁ*) = cos ¢

ve ¢ = ¢* + O iligkisine sahip oluruz. Buna gore,

*

r = o= p=09¢"+0
P =P 0=p=7+0
olacaktur. E{ ile [R;] regle yiizeyinin F; ani dénme ekseni tarafindan meydana

— — —
gelen dual acisi, R;* ile Ry arasindaki sabit dual agisi ile R; ve paralel regle

—
yiizeylerinin F1* ani rotasyon ekseni arasindaki dual agilarin toplamina egittir.
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(3.4) deki bagmtilari, Taylor formiillerini de kullanarak reel ve dual kisim-

larina ayirirsak

— — —
R* = Rycos® + R3sin©
M 4ert = (cos 0 — 0 sin 0) (ri +er1) + (sin@ + €6 cos 9) (73 +¢e73)

burada reel kisimlarin egitliginden

— — - =
1" =cosfr{ +sinfrs

dir. Benzer sekilde

Ry = Ry
o terst = (75 +ers)
—> % —
T2 = T9
elde edilir.
— — —
R3* = R3cos® — R;sin©
T3t 4eryt = (T3 +ers) (cos —efsind) — (77 +r7) (sin6 + 6 cos 6)

— — — .
r3* = T3cosf —7r{sinf

olur. Sonug olarak 7{*, ro*, r3* vektorleri
— — s =
ri* = cosfr] +sinfrs
— —
T * = To (355)
— — . —
rs* = cosfr; —sinfr{

seklindedir.

[R}] regle yiizeyinin 7* = 7'*(s) bogaz ¢izgisi A = A(s) olmak iizere,

T =T+ \s)Ts (3.56)
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*

v . . — v . . o
bagintisina sahiptir. z'* 1n s yay uzunluguna gore tiirevini alirsak,

A7 dT dx _, . dFf
= . A—— 3.57
ds ds + ds 2t ds ( )

bulunur. (3.57) de (2.9) ve (2.17) den faydalanarak@ ile 75 nin esiti yerine

yazilirsa
d?* _>*\ HI \H H\
7 = " =2 +AXry+ Arg
S
= Gri +prs +ATs — ApT1 + A\qT3
= @)+ @+A) T3+ AT
veya
d?* — % — — _ — —
T =T =@ W) T+ (P A T AT (3.58)

elde edilir. (3.55) den faydalanarak 77* ve 73* esitliginin her iki tarafim

sirasiyla cos ve (—sin ) ile garpalim.

— — .=
cosO0r* = cos?0r, + cosOsinfrs
—sinfr3* = sin?0r; —sinfcos O3

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

— . = . —
cosOr{* —sinfr3* = ((:os2 6 + sin? 9) 1
é

7 = cosOr;* —sin07r3* (3.59)

bulunur. 7{* ve r3* egitliginin her iki tarafim1 sirasiyla sinf ve cos@ ile

carpalim.
sin@r* = cosfsinfry + sin’6r;
— . = —
cosOr3* = —cosfsinfr; + cos? 073

esitlikleri taraf tarafa toplanirsa

. — — . —
sin@r{* 4+ cosfrs* = (6082 0 + sin? 0) r3
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T3 =sinfr* + cosOrs* (3.60)

dir. (3.18) den faydalanarak p* ve G* esitliklerinin her iki tarafimi sirasiyla

cos 6 ve sin @ ile carpalim.

cosp* = Ppcos’h — Gsinfcosh

sinfg* = psin®6 + gcoshsinb
egitlikleri taraf tarafa toplanirsa
D = cos0p* + sin 07"
olur. Benzer gekilde p* ve §* esitliginin her iki tarafim sirasiyla (—sinf) ve
cos @ ile carpalim.

—sinfp* = —psinfcosh + gsin?é

cos7* = psinfcosb + gcos®h
esitlikleri taraf tarafa toplanirsa
q=¢q" cosf —p*sinf
bulunur. Buna gore

p = prcosf+ g sind (3.61)

G cos) —p*sinf

|
I

esitlikleri elde edilir.

T =7 45
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denkleminde 77, 73, P, g ifadelerinin yerine (3.59), (3.60) ve (3.61) deki esitleri

yazilirsa
¥ = qri+prs
= (q*cosf — p*sinf) (cosO71* — sinO73*)
+ (p* cos 0 + G* sin 0) (sin 0771 * + cos 073 *)
= cos? 07T * — sinf cos 63 T3 * — sin 6 cos Op* T, *
+sin? 0p* T3 * + sin® 0G* T, * + sin 0 cos 0G5 *
+ sin 6 cos Op* 71 * + cos? Op* T3 *

veya gerekli diizenlemeler yapilirsa

T TR AT =T (3.62)

bulunur. (3.62) de (3.4) iin reel kisimlar1 dikkate alinarak yerine yazilirsa

dz* ‘
i T =77 = @ (cosOr* +sinfr3*) + p* (cosOr3 — sin 077)
= G cosOr +q*sinfr; + p*cosfr3 — p*sin 071
veya
d?* S —% . —_ —% . —% —
e (q*cos@ —p*sinf) r{ + (" sinf + p* cosb) 3 (3.63)

olur. (3.58) ve (3.63) bagintilar1 birbirine egitlenirse

(7" cos 0+p* sin 0) 71+ (T sin 0+5" cos 0) 73 = (G-\p) 71+ (B+AQ) Ta+A 75
(3.64)

dir. Esitligin her iki tarafi 75 ile ic carpilirsa,
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(@ cos @ — p*sin ) 11, 73)+((q" sin 0 + p* cos 0) 73, 73) = (G — Ap) 71, 72)+
(F+ ) 7. 73) + (N73.73)
bulunur. Gerekli i¢ ¢carpimlar yapilirsa
0 = (N73.73)

0 = X(72,73)

0 = A

elde edilir. Buradan A = 0 ve A = sbt. dir. (3.64) de (3.12) ve (3.13) den
faydalanarak p* ve §* 1 esitlerini yerine yazip 7, ile i¢ carparak \ = sbt
degerini hesaplayalim.
((psin® +gcosf + 0 (pcosd — gsinb)) cosd, 7 )
— <(ﬁcos«9 —gsin® — 0 (psinf + gcosf))sin 077, 7“_f>
+((7*sin @ + p* cos ) 73, 77)
= (@) T, + B+ M) 75, 7) + (VT 7))
gerekli i¢ carpimlar yapildiginda
(psin® +gcosf + 0 (pcos® — gsinh)) cos b
—(pcosf —Gsinf — 0 (psinf — gcosf))sinf =q— \p

dir. Ortak carpan parantezine alirsak
q (0082 6 + sin® 9) +0p (C082 6 + sin? 9) = qg—Ap
g1l14+0pl = Gg—\p
A= —0
bulunur. A(s) parametresi sabit ise § sabit olur, karsit1 da dogrudur. O

zaman 6 acisimin tanjantinin tersini kotanjantina esit olarak buluruz. (3.56)

da X\ = —6 degeri yerine yazilirsa

Tr=T7 —0r (3.65)
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elde edilir. 7'* tarafindan belirtilen geometrik yer, [—1)*} regle yiizeyinin 7 *

bogaz ¢izgisini ifade eder. Taylor formiillerine gore (3.4) i agarsak

E{* = E{ (cos@ — Egsinﬁ) + E:; (sin@ + 550080)

dir. Eger 0 sabit degerini 0 secersek, regle yiizeyin bogaz cizgisi asagidaki gibi

olur.
— — —
Ry* = Rj(cosf —e0sinf) + R (sinf + €0 cos )
— —
= Rj;cosf + Rssinf
veya
— — —
R{* = Rycosf + Rssinf
bulunur.

3.2 Paralel Regle Yiizeyin s* Yay Uzunlugu-
nun Diferensiyeli

Tanjant vektoriinii (3.62) deki gibi ifade ederek, [f_ii*} regle yiizeyinin (7°*)

bogaz cizgisini s* yay uzunlugunun terimlerine gére belirttigimizde

—>x —> %
e dTTdST s,

== =q 711 +pPT3 (3.66)
ds* ds
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olur. Buna gore

ds* ds* a5\

= ()
S (RS S S e
= @ aT) + @) + PR + T )
= [7* )+ P2 )

N

elde edilir. Buradan
d *
Y P P =VA (3.67)
ds

denklemi olugur. (3.67) deki kogulu g* + p* = 1 ile (3.12) ve 3.13) deki

formiilleri dikkate alarak diizenlersek,

7% = p*sin®0 + pgsinfcos + psin 00 (pcosd — gsinh)
+pgsin 6 cos § + G* cos® § + gcos 00 (pcosf — gsin b))
+0psin @ (pcos @ + qsin @) + g cos § (pcos § — gsin )

+0° (pcosf — gsin )
ve

= p?cos’ @ — pgsin cosd + psin 6 (psin @ + qcos )
—pgsin 0 cos @ + g*sin® 6 + Gsin 00 (psin § — q cos 6)
—0pcosf (psind + gcosf) + Ogsind (psinf — g cos )

+0° (psin® — qcos @)
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bulunur. g*? ve p*? lerini (2.26) ve (2.37) bagmtilarim dikkate alarak taraf

tarafa toplayalim. O zaman

6*2 4 ]—9*2

72 (COS2 6 + sin? 9) + 7 ((3082 6 + sin? 9)

19 (p? cos® 0 — 2pgsin f cos 6 + ¢° sin® 6

+p?sin® 0 + 2pgsin 6 cos O + ¢° cos? 0

+0 (pcos® — gsinf) [psinf + Gcos O + psin O + Gcos 0]

—0 (psin@ + qcos ) [pcosd — gsind + pcos — Gsin 6]

P+ + 6 (p2 + qz) 420 (pcosf — qsin @) (psinf + Gcos )

—20 (psin + g cosf) (pcosf — gsin 0)

PG+ 0 (PZ + 7'5) +20 (pﬁsin@cos@ + pgcos?§ — gpsin® 6
—qgsinf cosf — ppsin @ cos @ + pgsin® O — gp cos® @ + qgsin § cos O
1+ 0 (,0,2I + TZ) + 20 (pg — qp)

1+ 0’ (,0721 + 73) +20p,,

olur. Sonug olarak

d

7k
ds? VT AT = VA= 14209, + 0 (52 + 72) (3.68)

bagimtisi elde edilir. (2.38) den faydalanarak 6 = 23 ile iligkilendirilirse

bulunur.

—2p
o =20 3.69
o A (3:69)
Ayrica
e —

— \/1 + 4pp,, + 477 (_Tp”)
P

=1
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dir. Buradan

ds* =ds (3.70)
elde edilir. Oyleyse (3.69) daki
2p
T = 2p = sht
gt T

iligkisini dogrulayan regle yiizeylere bagli paralel regle yiizeylerinin bogaz

cizgilerinin p,,, 7, biiytikliikleri arasmdaki iligki,
ds* =ds

den dogmaktadir. (3.69) daki kogulda gegerli olan, paralel regle yiizeylerinin
s* yay uzunlugunu segersek, regle yiizeylerinins yay uzunluklarimin diferen-

siyeli cikar.

3.3 Paralel Regle Yiizeyin Blaschke ve Dar-
boux Ugyiizliileri

[R}] regle yiizeylerinin (7'*) bogaz cizgisinin 2* bogaz noktasi, yiizeyin nor-

malidir. Buna gore,

olur. (3.62) den faydalanirsak,

4 _ d?* _ (—*—>* +—*—>*) 1
xl_ds*_qu pTs ds*
ds

*

S
ds

yazilabilir. = /A oldugunu biliyoruz. Oyleyse

—

Sk
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dir. Buradan

— — — -3
— dx* dx* ds dx* 1 x*
] = =
1

ds*  ds ds*  ds \/Z:\/Z

(3.71)

olmak iizere, Blaschke ve Darboux iigyiizliilerini (z*) bogaz ¢izgisinin her x*
noktasina baglamak miimkiindiir. (77%,75*,73*) ve (z1*, W* AT = ¢*, ")
herbiri tarafindan belirtilmis olan tigytizliilerin bazlarim agsagidaki gibi ifade

edebiliriz. (3.71) den

olacaktar.

— —
dir. Burada n'* = r3* yazilirsa

7= AT (AT

- L+ @
VA VA
ﬁ* —> % q* —> %

= ri¥) — T
\/Z( 1 ) \/Z( 3 )

olur. Sonug olarak

o= e+ (3.72)

= 1~ 3
VA VA
— —
nt = Ty
bagintilar1 elde edilir. Simdi de z1*, ¢* ve n* {igyiizliilerini r{*, r3*, r3*

tigytizliilericinsinden elde edelim.



(3.72) deki 77* ve g* esitliklerini sirastyla g* ve p* ile carpalm.

—x —> % q

\/Z

dir. g2 +p*? = A esitligi kullanihir

—k 7% * >k
T +p g =
veya
—%
— q —
7"1* = 33'1* +

elde edilir. (3.72) z7*deki ve ¢'* esitliklerini sirasiyla p* ve (—q*

T4

T

P

k—%

Q—)*
3

\/ZT

—%2
p —>x

T
VA’

—%x2
q —rx

VA

olur. Diizenlersek,

bulunur. Ayrica

1

+

r3

93

) ile garpalim.
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dir. Sonug olarak

— —

rt o= 4+ * 3.73
* —x

T2 = n

r3s = T — g

bagintilar elde edilir.

(3.72) deki birim vektorlerinin tiirev formiillerini inceleyelim. Bu for-
miillerde kullanacagimz pj, 7, ve p;, swrasiyla paralel regle ytizeyin jeodezik
egriligi, jeodezik torsiyonu ve normal egriligidir. p7, 7, ve p;, egriliklerin

tanimlarindan dolay1 asagidaki iligkileri yazabiliriz.

<?{' , 7*> = (3.74)
H
n

Ayrica,
dr* dz* ds  dz* 1

ds*  ds ‘ds*  ds ﬁ

v e —rx! ! —> %! . e d — — e .
oldugunu biliyoruz. '}, ¢g* ve n'* tiirevlerini z:*, g* ve n’* vektorlerinin

lineer birlegimi olarak yazalim. Buna gore

— — — —
¥ = wmri tagt+azn’”
— g — — —
gt = b1 +bgt+bn”
— — — —
n* = cri +cegtten’t

dir.
— 4 — — —
r] =ax +ayg +azn”



esitliginin her iki tarafim z;* ile i¢ carpalim,

(F13) = @R +a @R + o (@05
= a11+a2.0+a3.0

olur. (z1*,77*) = 1 oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin tiirevi alinirsa

* o x\ —x =« —x =%
<SL’1,$1> = <$1,I1>+<$1,$1>
veya

bulunur. O halde <?*{ , ZB_1>*> = 0 oldugundan a; = 0 dir. Ayrica

=]

— — —
1 =mr +ag +asn’”

esitliginin her iki tarafin1 ¢’* ile i¢ carparsak.

(F1.97) = (@ G +ax (97,97 +as (7,9

<?>{,§>*> = p; dur. Oyleyse
Py = @0+ azl+az0
PZ = a2

bulunur.

— — — —
¥ =ar +tays g +azn”

esitliginin her iki tarafim 7' * ile i¢ carparsak,

(1,77 = a0 (B, T) + 03 (F7,7°) + a3 (77, 7)

95
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<?*{,W*> = pi dir. Oyleyse

p:; = a10 + CLQO + CL31

*

pg = as
. — s e — — — % e .
olur. Benzer islemlerle ¢'* tiirevini sirasiyla 1%, ¢* ve n* ile ic carparsak.

(T 57) = b (@5 + b (T + by (7, 57)

= b1l + b0+ 030

veya

olur.

yazilir. Ayrica
(99" = (@ G+ b (G55 + b (W, 7)
= 010+ bl + 030
(7.9") = b

dir.



olur. Devam edilirse

(T77) = bE T+ (G ) + by (W)
" = b10+b20+b31

T = b3
dir. Benzer sekilde 7'* sirasiyla 77%, ¢'*, 7 * ile i¢ carpilirsa.

S —
<n*,x1*>

(T, T) + e (G 1) + e3 (W, 27)

= 611 + 020 + 030

= Cl

<?1ﬁ> = p* dir. O halde <W:c1>

—p;, olur. Buna gore

—>%' —x *
<TL y L1 >:Clz_pn

7 = @ T+ al@ T+ al® T
*‘,?*> == 010+621+030
ﬁ
g

*>:C2

= 75 dir. O halde <W*,7*> = — olur. Buna gore

dir.

)
)

NN TN T
3|
*
3|
\/\*/\/
I

= c (T, )+ (g ) + ez (0, W)

010 + CQO + Cg]_

|
|

= 03

97
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(n'*, m*) = 1 oldugunu biliyoruz. Her iki tarafin tiirevini alirsak
(R0 = <nﬁ>+<ﬁﬁ>

_ 2<Wﬁ>

= 0

olacagindan <W*,W*> = 0 olur. Boylece <W*‘,7*> = ¢3 = 0 bulunur.

<£’{ A W*‘) birim vektorlerinin s parametresiyle iligkisini kuralim.

&|

*
— ! 1
xT —

*
1 =

N

oldugunu biliyoruz. O halde

—
1

= BT AT

= VA(py g+ o)

E&

N
T

— %
|

bulunur. (3.71) den faydalanarak

yazabiliriz. Buna goére

2]

* % * %
= —PgT1 T TgMN

g

N

<]
I

bulunur. Benzer sekilde (3.71) kullanilarak

— 4
H*\ n
n =
VA
dir. O halde
—
n > * * *
\/Z = —Ppl1 _ng

3|
*_
I
N
T
s
3 %
2|
Hé(—
|
\]
Q@ %
Q
*
N—"
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olur. (3.72) deki birim vektorlerinin s parametresine gore tiirev formiilleri

77 = VA(py g+ o)
G = VA ()
w = VA(=pimT -7y

seklindedir.

. sl Dyl —
Simdi 7'y, 775,

nin elde edilisini inceleyelim.

(3.75)

_>*\ _>*\ _)*\ .. . . _>* _)* _>* .. . . . . . .
Ry, R5 ., Ry vektorlerini R, R3, R} vektorlerinin lineer birlesimi olarak

yazarsak.
_>*‘ _>* _>>|< _>*
B S e S
R2 = a21R1+a22R2—|—a23R3
S o o o
R3 = a31R1+a32R2—|—a33R3

olur. Bu denklem sistemindeki ay; katsayilar (2.12), (2.13) ve (2.14) deki

ozelliklerden dolayi,

CLH:O a22:0 CL33:0
CL12:P* (121:—P* (11320
az; =0 ag = Q" asp = —Q*

_)*\ _>*\ —>*\ .. P _>* _>* _>* . . .
dir. O halde R, Rj, Rj tirevlerini R,*, Ry*, R3* cinsinden lineer olarak

yazarsak,
— —
R} = P'Ry”
— — —
_>*' *_>*
Rg = Q'R

(3.76)

seklinde elde ederiz. Simdi de (3.76) daki ifadeleri reel ve dual kisimlarima

1 | | . o . o
ayirarak 77,75 ve r; tiirevlerini bulalim. Buna gore
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=
R = P'R;
T et = (e (Tiens)

* >k

_>
= p 7~2+5<p* r?*ﬂ—o*@*)

dual sayilarin esitliginden

dir. Ayrica
Ry = -PR+QR
Tr4eTy = — (' +ep) (?1‘ +eT ) + (¢ +<7) (?; teT
= P T T (T - T T T T

olup, dual sayilarin esitliginden

? ' * Tk * T

5 =—pri+qgnrg

bulunur. Benzer sekilde

!
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bulunur. Sonug olarak (3.73) deki birim vektorlerin tiirev formiillerini,

— % —
Ty = ptry (3.77)
—> %! _ * * * %

Ty = —p 1r1+q s

—> % * %

rs = —q Ty

seklinde elde ederiz.

3.4 Paralel Regle Yiizeyin (z*) Bogaz Cizgisinin
Normal Egriligi, Geodezik Torsionu ve Geo-
dezik Egriligi

(3.75) deki formiillerde p;;,, 7;, p; lar birbirini izleyen sirayla (2*) bogaz

¢izgisinin normal egriligi, geodezik torsionu, geodezik egrilikleridir.

7 -

T+
VA

=
 ZR—
T3

VA

—
r] =

denklemi (3.12), (3.13) ve (3.55) bagntilar1 kullamlarak diizenlenirse

. (ﬁsin@—ﬁcos@—l—g(pcosQ—qsin@))

T = \/Z

(ﬁcos@ — gsing — 0 (psin 6 + qcos@))
VA

1 — _
= ﬁ [psinfcos 7 1 +Gcos® 07 1 + Opcos® 071 — Ogsinfcos 07,

+psin? 07 5 — Gsinfcos 07 5+ phsinf cos 7 5 — Ogsin® 07 5

(cos 077 + sin 073)

(—sinOry + cos Or3)

—psinfcos7 1 +gsin?07 1 + pfsin® 07 1 + ¢fsinf cos 67 4

—Opsinfcos 07 5 — qf cos? 07 5 +Pcos’ 07 3 — Gsinf cos 07 5
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veya
7= % (573 + Bp7i — qBrs +T77)

% (a7 -+ Bp7 + 573 — abrs)

S (@+7) 7+ (7))

denklemi (3.12), (3.13) ve (3.55) bagintilar1 kullamlarak diizenlenirse gerekli
esitlikler kullanilirsa

. (ﬁcos@—@sin@—é(psine—i—qcose))
T VA
— (psin® +gcosf + 0 (psind — gcos b))
VA
1

= ——[pcos®Or] —gsinfcosO7 | — Opsinfcos7 1 — Ogcos> 07,

VA

+psinfcos07 3 —Gsin? 07 3 — Opsin? 07 3 — Ogsinf cos 07 5

(cos 071 +sin073)

(—sin@7; + cosf73)

+psin? 07 1 +Gsinfcos 071 + Opsinfcos 07 1 — Ogsin® 07,
—psinfcos07 3 —Gcos? 07 s — Opcos® 07 5+ Ogsin f cos 07 3
veya

[pcos? 0 + psin® 077 — Oqcos® O] — Ogsin® 07,

<
|
==

sin? 073 — Gos*07rs — Opsin® 073 — Opcos® 07 5]

]

ya da

1 _ _
9 =—= (pri — Oqr{ — pOrs —qr3)

T
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olur. Ortak paranteze alinirsa

bulunur. Ayrica
—>x o —> % . — o —
n = T9 =T9g =N
—%
nt = n
elde edilir. Buna gore
7+0p) ., (p—qb)
o= @), o 3.78
1 \/Z 1 \/Z 3 ( )
e _ (P—0q) ., (@+ph)_,
g = ™ = T3
VA VA
—>x —
nt = n

dir. (3.78) deki ifadelerde (3.10) dan faydalanarak 77 ve 73 vektorlerinin

esitleri yerlerine yazilirsa

1 _ _
5= = @) @ +59) + (P 00) (77 ~79)]
1 _ _ _
= 7 [@%1 + p0gz; + p°71 — qpdz; +qpg +0pp g
~Dqg +qqfyg
1 _
= ﬁ[ﬁ2+q + ((p7—qp)0) 71 + (PP + q0) 0) 7|
1 —2 —2 — —_\ 7\ — 1 _ N\ —
= — P+ + (p7—qp)0) T, + — ((pp + qq) 0
77|t ((pg — qp) 0) 71 \/Z((pp q7)0) g

bulunur. Son esitlik p* +g? = 1 ve (2.26) ile (2.27) den dolay1

146 [

va " ta




elde edilir. Benzer iglemlerle

olur. Ayrica

dir. Buna gore

esitligi yazilir.

— T
Ja ! NI
(P—a0) @i +Dg) (7-p0) (P21 —79)
VA VA
1 _ _ _
—A[ma—qaea +9°¢ —qp0q — qpa1 — ppba1
+3°q +pal g
1 _ _ _ _
ﬁ[(pﬁQ—CJW)IE—er(2_?2+672+p§9—%_99) 7]
1 — 1 _
—A(pp—qa)0ﬁ+—A(ﬁ2+62+(<m—qﬁ>9)?)
7*—_5795’+§p”+1?
VAl ovAa
—>x —_
n =n
o — 1‘*'5/%?%_579%
1 \/Z 1 \/Zg
7 = _%F+5Pn+1§>
N SN
=

104

(3.79)

(z*)bogaz ¢izgisinin pj,, 77, py biiyiikliikliiklerini hesaplayalim. O zaman
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dir. (3.75) ve (3.77) den faydalanarak 7'* ve 75* in esiti yukaridaki bagintida

yerine yazilirsa,
T T = VA (T - T)
bulunur. Son bagmtida (3.73) den faydalanarak 71* ve 73 * m esitleri yazilirsa
1

1 *—k k—% * *—% — * % % " "
ﬁ((qp —pT) T - (PP TG = VA(=piEt—197)

dir. Bu son egitlikte 77* 1n katsayilar1 birbirine esitlenirse

1
N e *\/Z
—\/Z(qp pq) = —py,

veya
k% ko=k

. DT —qD
Pn ="

olur. ¢* m katsayilar1 birbirine esitlenirse

]' k—=% *—% *
—ﬁ(PP +QQ):_Tg\/Z

veya
e _ PP a7
g A
dir. Sonug olarak
. _ gD +pq
P = T4 (3.80)
. _ PP AT
o T T4
yazilir. Simdi (3.12) ve (3.13) deki ifadeler (3.80) ile iligkilendirilirse
Pn A
(pcosf — gsinf) (psinf + Gcos +  (pcos — gsin )

A
(Tocos@ — gsinf — 0 (psin 6 + qcos@)) (psinf + qcos0)
A
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P = %[ﬁp sin 6 cos 6 + pg cos? 0 + Op? cos® 6 — Opgsin b cos f
—gpsin® 0 — qgsinf cos 6 — Opgsin 6 cos 6 + Og° sin? 0
—ppsin @ cos O + pgsin® 0 + Op? sin® O + Opg sin 6 cos 6
—qpcos? 0 + qgsin O cos O + Opgsin 6 cos § + Og? cos® 6]

gerekli sadelesmeler yapilirsa

o = (cos f + sin 6’) + Op? (cos2 6 + sin? (9) —qp (COS2 6 + sin? 6’)

B |

+0q* (cos® 6 + sin® 6]

(pq + 0p® — qp + 0¢°)

»—l:;|r~

= <= (pr—ap+0(P*+ 7))

I

olur. Bu son esitlik (2.26) ve (2.37) bagintilar1 géz 6niine alinarak diizenlenirse

1 _
o = 5 (out0 (05 +77))

P, +0 (,0,21 —i-Tz)
A

bulunur. Ayrica
. _ PP HTT

dir. Benzer iglemlerle

[(pcosf — gsin ) (ﬁcos@—@sin@—@(psin&—qcos@))
Ty = "
+(psin® + gcos ) (psinf + gcos + 6 (pcosf — gsin b))

1 _ _
TS = Z[]_)p cos® § — pgsin @ cos  — Op? sin O cos § — Opq cos? 6
—qpsinf cos @ — qgsin® 0 + Opgsin® O + 6¢* sin O cos 0
+ppsin? 6 + pgsin 0 cos § + Op? sin 6 cos § — Opg sin® 0

+gpsin 6 cos § + ¢g cos® O + Opq cos® § — Oq” sin 6 cos 0]
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veya

*

1 _ _
T, = Z(pz‘?—qu+q§+9pq)
— Lp+a)
= S (P+qg

olur. Son esitlik (2.27) den faydalanarak diizenlenirse,

* 7—9
Tg = Z
bulunur. Buna gore
w0 (p2 + 72
s =0 (j d (3.81)
* TQ
Tg = Z
bagintilar1 meydana gelir. Diger taraftan
drs =,
—_— =T = ’]"
dS 1 p p

oldugunu biliyoruz. (3.73) den faydalanarak. 73* 1n tiirevini alirsak

r—3>*:<ﬁ) o —>*'_(q_*>g>*+7* q
va) trrtyat VA VA

(3.75) den 7% ve g*

tiirevlerini yukaridaki esitlikte yerine yazarsak.

r3gs = D 1+ﬁ Pgg T ppm 1

*! \/Z *! * p* * * * * \/Z *—k!
— - = p \/Z( — = ) ? 7
a (\/Z( p;?*{ + 7 w ))

veya gerekli iglemleri yaparsak,

—> %! v A—*‘—>* Kk Tk —k sk Tk v A—>*—*'

r3t = — D T +Dp g+ D~ ——97"q
A A
+¢@x1—¢7—”

g
=k K =% % \/Z—*‘ —>x
= —p 47 Py Py 1 g

+ @y —TT) N



108

dir. (3.77) den 73* tiirevini yukaridaki son bagnti ile birlikte kullanirsak
* * \/Z—*‘ —% ok —% ok \/Z—*‘ —% % *
—qﬁz(jp T | TPy T | T+ P T W

olur. Katsayilarin esitliginden faydalanirsak

VA

P TP, =0 (3.82)
olur. Buradan
) P
Py = —

bulunur. Devam edilirse,

Ppg— 1 =0 (3.83)

dir. Buradan

LT

Py = JAp

elde edilir. (3.82) ve (3.83) bagmntilar sirasiyla g* ve p* ile carpilir ve taraf

tarafa toplanirsa,

VA
A

olur. p*2 +7*? = A oldugunu kullanihirsa

]. I
m(zﬂq pq) 0,

yazilir. Buna gore
=k —x k!

A= DT P

! VA
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veya

L _PT DT
pg -

T (3.84)

bulunur. p? 1 (3.82) ve (3.83) ten faydalanarak

\/Zp;:q—: b

=%

= 3.85
5 - (3.85)

seklinde diizenleyebiliriz. Ayrica

—x!

« 4
\/Zpg = —
p
ve
. P
Vag =

%k

yazilir. Bu iki egitligin her iki tarafim sirasiyla p* ve g* ile carparsak.

VAP =7
VApT = -7

olur. Boylelikle son iki esitligin her iki tarafinin kareleri alinir ve taraf tarafa
toplanirsa

Ap;2 (]—)*2 + 6*2) — q*‘Q + ]—9*‘2

bulunur. p*? + 7*? = A esitligini kullanirsak
Ap;;QA — q*‘Q + I—)*‘Q
ya da

A2p;2 — q*‘Q _’_ﬁ*?
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dir. Her iki tarafin karekokiinii alirsak

Apy =A\T* + 7 (3.86)

olur. Eger (3.84) bagintisi, (2.26), (2.27) ve (3.12), (3.13) deki ifadeler dikkate

alinarak gerekli diizenlemeler gergeklestirilirse
o p.2( 7y |

bulunur. Paralel regle yiizeyleride (3.69) daki iliskilere bagh 6 sabitini § = 2¢

) 0
\/ZpgngvLZ

sabit degeri secelim. (3.81) den

Pn A

oldugunu biliyoruz. (3.68) den

VA= \/1+20p, + 7 (p2 +72)

yazilir. § = 2 alimirsa (3.69) dan

AR

olur. Buna gore

— —2pn —2pn 2 2 4 -2
e Jl”(mw))“((m@) .

veya

A=1 (3.88)
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bulunur. (3.81) de
_2pn

T )

ve A =1 degerleri yerine yazilirsa

Pn = 7
= Pn— 2P,
Pn = —Pn
Pptpn = 0
elde edilir.
Ty = %

T, = %
T, = T4
T,—Tg = 0
olur. Ayrica P
@—%—@iéﬁOMWQ

esitligi yazilir.

[R;] regle yiizeyinin (z*) bogaz egrilerinin geodezik oldugunu diigiinelim.

\/Zp;:q_:_p_

=% —%

p q

esitliginde p; = 0 olmasi icin 7* = 0 ve p* = 0 olmas1 gerekir. (3.12) ve
(3.13) den faydalanirsak

—x!

= pcosh—7q sin@—@(p‘ sinf +q cosf) =0 (3.89)

)
T = ]_9‘Sin@—kdcos@+§(p‘c089—q‘sin6>:0
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olacaktir. (3.89) bagmtisinda 6 = 0 alarak, p ve ¢ bilinmeyenlerini hesapla-

yalim. Bu durumda
7 cos0—gsin0—0 (p‘ sin0 + ¢ cos()) =0

p—0g =0

veya

P =10q (3.90)
olur. Ayrica
P sin0+q cos0+0 (p‘ cos0—gq sinO) =0
g+8 = 0
veya
q=-0p (3.91)

elde edilir. (3.90) ve (3.91) den yola ¢ikarak c;ve ¢y integral sabiti olmak iizere

[p = [t =p=ta+a (3.92)

/G = /—919 = g7=—0Op+c

Sonug olarak, [Rj] regle yiizeyinin (z*) bogaz ¢izgisi gerekli ve yeterli

buluruz.

sartlar i¢in jeodezik olmahdir. (3.92) den bu sonucu goriiriiz. Ayn1 zamanda
f = 0 icin de bu sonug gecerlidir.

f = 0 durumunda }_%)’{ ve }_%3 dual birim vektorleri tarafindan tiretilen regle
yiizeyleri, agilabilir regle yiizeylerdir. O zaman = 0 icin (3.12) ve (3.13)
deki ifadeler asagidaki gibidir.

p* = Pcos0—gsin0 — 0 (psin0 + ¢ cos0)

= p—10q

—%
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Ayrica
7F =0 icin p=0q (3.93)
olur. Benzer olarak
7 = psin0+gcos0+ 0 (pcos0 — gsin0)
7 = q+0p
veya
7°=0 icin g= —0p (3.94)

olur. f = X secildiginde, (3.93) ve (3.94) ten dolay1 regle yiizeylerine bagh

paralel regle yiizeyleri

T
¢ p

iligkisine sahiptir. Bu durumda paralel regle yiizeyi geodezik olur. [R;] regle

yiizeyinin (z) bogaz ¢izgisi geodezik olur. Yani (3.89) dan dolay:

7 cosh —q sin@—?(p‘ sinf + q cos@) =0

dir. Bu esitlikte p = 0 ve § = 0 alindiginda,
0cosf —Osinf — 0 (p‘ sinf + ¢ cos@) =0
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

—0 (p‘ sinf + q cos 8) =0

olur. Bu egitlikte § = \ secildigi icin

(p‘ sinf + q cos 9) =0
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olmalidir. O halde p = 0 ve ¢ = 0 bulunur. Yani p = sbt ve ¢ = sbt dir.
Sonug olarak, [Rj] regle yiizeyinin (z*) bogaz ¢izgisi gerekli ve yeterli
sartlar i¢in jeodezik olmasi i¢in [R;] regle yiizeyinin(x) bogaz ¢izgisinin kiiresel
helis olmas1 gerekir.
Simdi [R]] regle yiizeyinin (z*) bogaz ¢izgisinin aym kogullar saglayip
saglamadigina bakalim. p’ = 0 oldugu i¢in oskiilator serit olusur. Buna gore

P+e T,

@:

veya
7=
PrtTg
oldugunu biliyoruz. Bu esitlikten
elntry) = —pn

e(p+72)+p, = 0

dir. B = 6 almirsa

O(pi+73)+p, =0

olusur. Asagidaki

Pn

= sbt
gt

p=-

iligkisini dogrulayan paralel regle yiizeylerinin 6zel regle yiizeylerine baglan-
mas1 durumunda () bogaz ¢izgisinin p,,, 7, biiyiikliikleri arasinda @ = @ gibi
sabit degeri seceriz. Ozel regle yiizeylerinin (x) bogaz cizgisi bu durumda
oskiilator serit olusur. % = 6 olmasi durumunda (3.54) den @* = 0 oldugunu
ifade eder.

Bu durumda 6zel regle yiizeylerinin ani dénme eksenleri bu iligkiler dogrult-

— —
sunda (R’l‘, R;) diizlemi icinde bulunur.



115

[R1] regle yiizeyinin (z) bogaz ¢izgisinin serit olmasi igin gerek ve yeter

kosul [R3] paralel regle yiizeylerinin (z*) bogaz ¢izgisi serit olmasidir.
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