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ÖZET

Bu yüksek lisans tezi üç bölümden oluşmaktad¬r.

Birinci bölümde Dual Say¬lar, Dual vektörlerin uzay¬(D-Modül), Regle

yüzeyler, E¼grilikler, E3 de yüzeyler ve e¼grilikler ile ilgili baz¬temel kavramlar

ve teoremler verilmi̧stir.

·Ikinci bölümde regle yüzeyin bo¼gaz çizgisi üzerindeki Blaschke ve Darboux

üçyüzlüleri aralar¬ndaki ili̧ski verilmi̧stir.

Üçüncü bölümde ise paralel regle yüzeylerin büyüklükleri ve bo¼gaz çizgi-

lerinin normal e¼grilikleri, jeodezik burulmalar¬ve jeodezik e¼grilikleri, verilen

regle yüzeyin büyüklükleri cinsinden ifade edilmi̧s ve bunlarla ilgili sonuçlar

verilmi̧stir.
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SUMMARY

This master thesis consists of three chapters.

In the �rst chapter, we give some basic concepts and thereoms such as dual

numbers, the dual vector space, ruled surfaces the curvatures, the surfaces

and curvatures on E3 .

In the second chapter, �rstly we give the some relations between Blaschke

and Darboux trihedions on striction curvature of the ruled surface.

Finally, it gives results that the curvatures of striction curve on parallel

ruled surfaces.
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TEŞEKKÜR

Bu tezin haz¬rlanmas¬nda maddi ve manevi her türlü yard¬m ve destek-

lerini benden esirgemeyen de¼gerli hocam Say¬n;

Yrd. Doç. Dr. Cumali EK·IC·I

ye teşekkürlerimi sunar¬m.

Eski̧sehir, 2005 P¬nar Ç·IMEN



Bölüm 1

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde çal¬̧smaya esas olan tan¬m ve teoremler referans gösterilmemi̧s

olanlar hariç, (Hac¬saliho¼glu, 2004), (Hac¬saliho¼glu, 1983) ve (Hac¬saliho¼glu,

2000) kaynaklar¬ndan al¬nm¬̧st¬r.

1.1 Dual Say¬lar

Reel say¬lar cümlesi (+) toplama ve (:) çarpma i̧slemlerine göre bir cisimdir.

Reel say¬lar cümlesi R ile gösterilir.

Tan¬m 1.1.1: 8 a, �a 2 R olmak üzere bir A = (a; a) ikilisine bir s¬ral¬

ikili denir.

Bu şekilde tan¬mlanan s¬ral¬ikililerin R� R cümlesi D ile gösterilsin.

D= f(a; a) : a; a�Rg

üzerinde iki iç i̧slem ve bir eşitlik şu şekilde tan¬mlan¬r:

Tan¬m 1.1.2: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
olmak üzere

� : D� D �! D

1
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iç i̧slemi

A�B = (a; a)�
�
b; b
�
=
�
a+ b; a+ b

�
şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki toplama olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.1.3: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
olmak üzere

� : D� D �! D

iç i̧slemi

A�B = (a; a)�
�
b; b
�
=
�
a � b; ab+ ab

�
şeklinde tan¬mlan¬r ve D deki çarpma olarak adland¬r¬l¬r.

Tan¬m 1.1.4: A = (a; a) ve B =
�
b; b
�
2 D için

a = b , a = b

ise A ile B eşittir denir ve A = B şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.1.5: R reel say¬lar cümlesi olmak üzere

D=R� R

cümlesi üzerinde toplama, çarpma ve eşitlik i̧slemleri yukar¬daki gibi tan¬m-

lanm¬̧s ise D cümlesine dual say¬lar sistemi ve 8
�
a;
�
a
�
2D eleman¬na bir

dual say¬denir.

Teorem 1.1.1: (D; �; �) üçlüsü birimli ve de¼gi̧simli bir halkad¬r.

Bu halkan¬n toplamaya göre birim eleman¬ (0; 0), çarpmaya göre birim

eleman¬ise, (1; 0) d¬r.

Teorem 1.1.2: (D; �; �) üçlüsü bir cisim de¼gildir.

Tan¬m 1.1.6: A 6= (0; a) ve X = (x; x) olmak üzere

A�X = B

denkleminin bir tek çözümü vard¬r. Gerçekten Tan¬m 1.1.3. den

(ax; ax+ ax) =
�
b; b
�
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ve Tan¬m 1.1.4. den de

X =

�
b

a
;
ab� ab
a2

�
ve dolay¬s¬yla X 2 D elde edilir. X dual say¬s¬na, B nin A ya bölümü denir.

Teorem 1.1.3: Dual say¬lar halkas¬, R reel say¬lar cismine izomorf bir

alt cümleyi, alt cisim olarak kapsar (Hac¬saliho¼glu, 1983).

Bu teoremin bir sonucu olarak, reel say¬lar cümlesine izomorf olan,

f(a; 0) : a; 0 2 Rg

dual say¬lar cümlesinin herbir eleman¬, izomorfu olan reel say¬ile göste-

rilebilir.

K¬saca,

(a; 0) �= a , (1; 0) �= 1

olarak al¬nabilir. Genel olarak bu notasyonu kullanaca¼g¬z ve ayr¬ca \�"

ve \�" i̧slemleri yerine \ + " ve \ � " i̧saretlerini tercih edece¼giz.

D halkas¬nda, (0; 1) dual say¬s¬dual birim olarak adland¬r¬l¬r ve

" = (0; 1)

ile gösterilir. Çarpma i̧sleminin tan¬m¬na göre,

"� " = "2 = (0; 0) �= 0

oldu¼gu kolayca görülebilir.

Teorem 1.1.4: Her A = (a; a) dual say¬s¬,

A = a+ "a ; " = (0; 1)

şeklinde yaz¬labilir.

Tan¬m 1.1.7: Bir A = a + "a 2 D dual say¬s¬ndaki �a�reel say¬s¬na A

n¬n reel k¬sm¬, �a�reel say¬s¬nada A n¬n dual k¬sm¬denir.
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Tan¬m 1.1.8: (0; 1) = 1 dual say¬s¬na D deki çarpma i̧sleminin birim

eleman¬veya D deki reel birim denir.

Teorem 1.1.5: ·Iki dual say¬n¬n çarp¬m¬s¬f¬r ise, çarpanlardan biri s¬f¬r

olmak zorunda de¼gildir.

Tan¬m 1.1.9: Z = x + "x dual say¬s¬n¬n modül de¼geri diye jxj reel

say¬s¬na denir ve,

jZj = jx+ "xj

= jxj

ile gösterilir.

1.2 Dual Vektörlerin Uzay¬(D - Modül)

D� D� D = D3 = f(A1; A2; A3) : A1; A2; A3 2 D g

cümlesinin her bir eleman¬bir büyük harf ile gösterilirse, A 2 D3 için

A = (A1; A2; A3) veya A = (Ai) ; (i = 1; 2; 3) notasyonlar¬ndan birisi kul-

lan¬labilir.

Bu cümle içinde aşa¼g¬daki tan¬mlar¬verelim.

Tan¬m 1.2.1: Her A = (Ai), B=(Bi) 2 D3 için

A = B () Ai = Bi ; (i = 1; 2; 3)

d¬r.

Tan¬m 1.2.2: Her A = (Ai), B = (Bi) 2 D3 için, (i = 1; 2; 3) ;

+ : D3 � D3 �! D3

iç i̧slemi

A+B = (Ai +Bi)
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şeklinde tan¬mlan¬r. Burada, A+B ye D3 de A ile B nin toplam¬denir.

Tan¬m 1.2.3: � 2 D ve A 2 D3 için,

� : D� D3 �! D3

d¬̧s i̧slemi

�:A = ( �Ai) , (i = 1; 2; 3)

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada �A ya A n¬n � skalar¬ile çarp¬m¬denir.

Teorem 1.2.1: (D3;+; �) sistemi D halkas¬üzerinde bir modüldür.

Tan¬m 1.2.4: (D3;+; �) üçlüsüne D -Modül ve bunun elemanlar¬ olan

s¬ral¬dual üçlülere, dual vektörler diyece¼giz ve
�!
A = (Ai) şeklinde gösterece¼giz.

Teorem 1.2.2: �!a ; �!a 2 R3 (R3 üç boyutlu reel vektör uzay¬n¬göster-

mektedir.) olmak üzere D -Modül de her bir
�!
A dual vektörü

�!
A = �!a + "�!a ; " = (0; 1) 2 D

şeklinde yaz¬labilir.

Teorem 1.1.3 ile eş anlaml¬olarak; R3 vektör uzay¬, D -Modülün elemanlar¬

(�!a ; 0) = �!a + "
!
0 şeklinde olan alt cümlesine izomorftur.

D-Modülün toplamaya göre birim eleman¬,

!
0 =

!
0 + "

!
0

şeklinde gösterilir. Buna s¬f¬r dual vektörü denir.
�!
A = �!a + "�!a ve �!B =

�!
b + "

�!
b dual vektörlerinin eşitli¼gi,

�!
A =

�!
B () �!a = �!b ve �!a =

�!
b

ile verilir. Bu tan¬m 1.2.1 ile eş anlaml¬d¬r.

Tan¬m 1.2.5: Her
�!
A ,
�!
B 2 D-Modül için,

h; i : D3 � D3 �! D��!
A;
�!
B
�

�!
D�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ "(D�!a ;�!b E+��!a ;�!b �)
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ile tan¬mlanan h; i fonksiyonuna D-Modülde bir iç çarp¬m fonksiyonu denir.

Tan¬m 1.2.6: Bir
�!
A = �!a + "�!a dual vektörünün normu diye




�!A


 = �D�!A;�!AE� 1
2
=

0@k�!a k ;
D�!a ;�!a E
k�!a k

1A ; �!a 6= !
0

dual say¬s¬na denir.

Tan¬m 1.2.7: Normu reel birime kaŗs¬l¬k gelen (1; 0) dual say¬s¬olan dual

vektöre birim dual vektör denir.

Teorem 1.2.3:
�!
A 6=

�!
0 ;
�!
a
�
2 D-Modül olmak üzere,

her
�!
A 2 D-Modül için,

�!
A 0 =

�!
A


�!A




bir birim dual vektördür.

Tan¬m 1.2.8:
�!
A = �!a + "�!a 2 D-Modül olmak üzere,

�!
A 0 =

�!
A


�!A




birim dual vektörüne,
�!
A dual vektörünün ekseni denir.

�!
A = �!a + "�!a , �!a 6=

!
0 , dual vektörünün eksenini, k =

D�!a ;�!a E
k�!a k2

olmak

üzere,
�!
A 0 =

�!
A


�!A


 + "

�!
a � k�!a


�!A




şeklinde yazabiliriz.

Tan¬m 1.2.9: D-Modülde bir
�!
A = �!a + "�!a dual vektörü için,

k =

D�!a ;�!a E
k�!a k2

say¬s¬na,
�!
A dual vektörünün ad¬m¬veya yükseli̧si denir.
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Bu tan¬mlmalar¬m¬zdan sonra, bir
�!
A dual vektörünü,

�!
A =




�!A


�!A 0

=

0@


�!A


+ "
D�!a ;�!a E
k�!a k

1A�!A 0

veya
�!
A =




�!A


 (1 + "k)�!A 0

şeklinde yazabiliriz. Reel k¬sm¬s¬f¬rdan farkl¬olan dual vektörlere has dual

vektörler ad¬n¬verece¼giz.

Tan¬m 1.2.10: K =
n�!
X = ~x+ "

�!
x :



�!X


 = (1; 0) ; ~x;�!x 2 R3

o
cümlesine D-Modül de birim dual küre denir.

Teorem 1.2.4 (E. Study):
�!
A = �!a + "�!a , �!a 6= ~0 olmak üzere D-Modül

de denklemi, 


�!A


 = (1; 0)
olan birim dual kürenin dual noktalar¬, R3 deki yönlü do¼grulara birebir kaŗs¬l¬k

gelir.

Birim dual küre üzerindeki bir A dual noktas¬n¬merkeze birleştiren birim

dual yer vektörü,
�!
A = �!a + "�!a

ise Teorem 1.2.4. den dolay¬, çizgiler uzay¬nda bir tek yönlü do¼gruya kaŗs¬l¬k

gelir. Burada �!a 2 R3 vektörü, bu yönlü do¼grunun do¼grultman vektörü,
�!
a 2 R3 vektörü ise, X bu do¼grunun üzerinde bir nokta ve O bir başlang¬ç

noktas¬olmak üzere,
�!
a =

��!
OX ^ �!a

ile belirlenen bir moment vektörüdür. Bu vektöre, çizgiler uzay¬ndaki do¼gru-

nun başlang¬ca göre vektörel momenti denir.
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Tan¬m 1.2.11 (Taylor Aç¬l¬m¬): Z = x+ "x 2 D olmak üzere

f(Z) = f(Z0) +
Z�Z0
1!
f p(Z0) +

(Z�Z0)2
2!

f pp(Z0) + :::+
(Z�Z0)n

n!
f (n)(Z0) + :::

serisine f dual fonksiyonunun Z0 2 D noktas¬ndaki Taylor aç¬l¬m¬denir.

Bu tan¬m gere¼gince, f dual fonksiyonunun Z0 = 0 noktas¬ndaki Taylor

aç¬l¬m¬,

f(x+ "x) = f(x) + "xf p(x)

şeklini al¬r. O halde, f(x + "x) = cos(x + "x), sin(x + "x), sh(x + "x)

ve cosh(x + "x) dual fonksiyonlar¬n¬n 0 = (0; 0) dual noktas¬ndaki Taylor

aç¬l¬mlar¬:

cos(x+ "x) = cosx� "x sin x

sin(x+ "x) = sin x+ "x cosx

sinh(x+ "x) = sinh x+ "x coshx

cosh(x+ "x) = coshx+ "x sinh x

olarak elde edilir.

Tan¬m 1.2.12: D-Modül�de aç¬,
�!
A;

�!
B birer birim dual vektör olmak

üzere,

cos� =
D�!
A;
�!
B
E

ifadesi ile verilir. �=' + "
�
' dual say¬s¬na

�!
A ile

�!
B birim dual vektörleri

aras¬ndaki dual aç¬denir.

Şimdi, iki birim dual vektör aras¬ndaki dual aç¬n¬n, R3 deki yönlü do¼gru-

lar¬n uzay¬olan çizgiler uzay¬ndaki anlam¬n¬araşt¬ral¬m. Bunun için
�!
A ile

�!
B

birim dual vektörlerininD�!
A;
�!
B
E
=
D�!a ;�!b E+ "�D�!a ;�!b E+��!a ;�!b ��
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iç çarp¬m¬ndan hareket edelim. (E. Study) teoremi gere¼gince
�!
A ve

�!
B birim

dual vektörleri R3 de iki yönlü d1ve d2 do¼grular¬na kaŗs¬l¬k gelirler, d1 in yönü
�!a , yeri (momenti) �!a , d2 nin yönü

�!
b , yeri

�!
b ile belli oldu¼gundan �!a ile

�!
b aras¬ndaki aç¬' ise, yukar¬daki iç çarp¬m¬n reel k¬sm¬,D�!a ;�!b E = cos'
d¬r. Şimdi de dual iç çarp¬mdaki

D�!
a ;
�!
b
E
+

�
�!a ;
�!
b

�
dual k¬sm¬n anlam¬n¬

araşt¬ral¬m.
�!
a ve

�!
b momentleri, do¼grular üzerindeki noktalar¬n seçili̧sinden ba¼g¬m-

s¬z oldu¼gundan, X ve Y noktalar¬n¬, d1 ve d2 do¼grular¬n¬n ortak dikmesinin

ayaklar¬olarak seçebiliriz. Bu ortak dikme do¼grultusundaki birim vektör;

�!n = �
�!a ^ �!b


�!a ^ �!b 




ile belirtilebilir. d1 ve d2 - do¼grular¬aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k ' ile gösteri-

lirse;

�!x ��!y = �'
�!a ^ �!b


�!a ^ �!b 




yaz¬labilir. Vektörel momentler
�!
a = �!x ^ �!a ,

�!
b = �!y ^ �!b oldu¼gundan,D�!

a ;
�!
b
E
=
D�!x ^ �!a ;�!b E = D�!x ;�!a ^ �!b E

ve �
�!a ;
�!
b

�
=
D�!a ;�!y ^ �!b E = �D�!y ;�!a ^ �!b E

olur. Buradan dual k¬s¬m için,D�!
a ;
�!
b
E
+

�
�!a ;
�!
b

�
=

D�!x ��!y ;�!a ^ �!b E
= �

*
'
�!a ^ �!b


�!a ^ �!b 


 ;�!a ^ �!b

+
= �' sin'
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bulunur. Reel ve dual k¬s¬mlar için buldu¼gumuz de¼gerleri, dual iç çarp¬m

ifadesinde yerine koyarsak,D�!
A;
�!
B
E
= cos'� "' sin'

elde edilir. Bu ifade de (�) i̧sareti gözönüne al¬n¬rsa, � = ' + "' bir dual

say¬olmak üzere, Taylor formülü gere¼gince,D�!
A;
�!
B
E
= cos�

yaz¬labilir. O halde
�!
A ve

�!
B birim dual vektörleri aras¬ndaki � = '+"' dual

aç¬s¬, bunlar¬n R3 de temsil ettikleri d1 ve d2- yönlü do¼grular¬n¬n aras¬ndaki

' aç¬s¬ve en k¬sa uzakl¬¼g¬gösteren ' reel çiftinden oluşur.
�!
OA =

�!
A ve

��!
OB =

�!
B birim dual vektörlerinin uçlar¬ D-Modül�de O

merkezli birim dual kürenin A ve B dual noktalar¬n¬belirtece¼ginden
�!
A ile

�!
B aras¬ndaki � = ' + "' dual aç¬s¬A ve B dual noktalar¬ndan geçen dual

büyük dairenin
_

AB dual yay uzunlu¼gu olarak düşünülebilir.

Tan¬m 1.2.13: Her
�!
A;

�!
B 2 D-Modül dual vektörlerinin d¬̧s çarp¬m¬

� : D3 � D3 �! D3

şeklinde bir iç i̧slemdir ve

�!
A�

�!
B = �!a ��!b + "

�
�!a �

�!
b +

�!
a �
�!
b

�
olarak tan¬mlan¬r.

Teorem 1.2.5: Her
�!
A;

�!
B 2 D-Modül için,

�!
A�

�!
B =




�!A


 � 


�!B


 sin��!N
Burada

�!
N ;

�!
A ile

�!
B dual vektörlerine R3 de kaŗs¬l¬k gelen do¼grular¬n ortak

dikmesinin E. Study resmi olan bir dual vektördür.



11

Teorem 1.2.6:
�!
A ,
�!
B gibi iki has dual vektörün d¬̧s çarp¬m¬s¬f¬r ise bu

dual vektörlerin eksenleri çak¬̧s¬kt¬r.

Tan¬m 1.2.14:
�!
A ,
�!
B ,
�!
C 2 D - Modül dual vektörlerinin karma çarp¬m¬

f : D3 � D3 � D3 �! D

şeklinde bir dönüşümdür ve

f(
�!
A;
�!
B ;
�!
C ) = h�!A��!B ;�!C i

= h�!a ^ �!b ;�!c i+ "
�
h�!a ^ �!b ;�!c i+ h�!a ^

�!
b ;�!c i+ h�!a ^ �!b ;�!c i

�
olarak tan¬mlan¬r.

Tan¬m 1.2.15:
�!
A ,
�!
B ,
�!
C 2 D - Modül has dual vektörler ve

�i = ci + "ci 2 D, 1 � i � 3, olmak üzere

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0 =) 8�i = 0

ise
�!
A ,
�!
B ,
�!
C has dual vektörleri lineer ba¼g¬ms¬zd¬r denir.

Tan¬m 1.2.16:
�!
A ,

�!
B ,

�!
C 2 D - Modül ve �i = ci + "ci 2 D; ci 6= 0,

1 � i � 3 için,

�1
�!
A + �2

�!
B + �3

�!
C =

�!
0

eşitli¼gi en az bir �i 6= 0 için sa¼glan¬yorsa,
�!
A ,

�!
B ,

�!
C dual vektörleri lineer

ba¼g¬ml¬d¬r denir.

Tan¬m 1.2.17:
�!
A1,

�!
A2,

�!
A3 birim dual vektörlerinin R3 deki temsil ettik-

leri yönlü do¼grular bir noktada dik olarak kesi̧sirlerse
�!
A1,

�!
A2 ve

�!
A3 birim dual

vektörlerine ortonormal dual vektörler denir.

Tan¬m 1.2.18: D - Modül ün bir S alt cümlesi aşa¼g¬daki iki özelli¼ge

sahipse D - Modül �ün bir baz¬ad¬n¬al¬r :

(i) S lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

(ii) SP fSg = D - Modül dür.
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Yani, 8 �!A 2 D - Modül eleman¬S deki sonlu say¬da eleman¬n bir lineer

kombinezonudur.

Tan¬m 1.2.19: Elemanlar¬dual say¬lar olan bir A matrisine dual

matris denir ve,

A = [Aij] ; Aij = aij + "aij; aij; aij 2 R

şeklinde gösterilir.

Tan¬m 1.2.20: A 2 Dnn (n� n tipi matris) için,

A � AT = AT � A = In

ise A dual matrisine ortogonal dual matris denir.

Tan¬m 1.2.21:f dual fonksiyonu bir G bölgesinde tan¬mlanm¬̧s olsun.

E¼ger 8� < 0 için bir � > 0 bulunabilirse öyle ki bütün 0 < jhj < � için����f (z0 + h)� f (z0)h
� f p (z0)

���� < �
olacak şekilde bir f p (z0) mevcut ise bu haldef; z0 2 G noktas¬nda diferen-

siyellenebilirdir.

1.3 Regle Yüzeyler

Tan¬m 1.3.1: Uzayda hareket eden (x; y; z) noktalar¬n¬n koordinatlar¬aras¬nda

F (x; y; z) = 0

biçiminde herhangi bir denklem geçerli ise bu noktalar¬n geometrik yerine

yüzey denir.

En, n-boyutlu Öklit uzay¬nda (n�1)� boyutlu bir yüzey, veya (n� 1)�yüzey

diye En deki boş olmayan bir M cümlesine denir, öyleki bu M cümlesi

M =
n
x 2 U � En

��� f :U dif.bliir�! R; f (x) = c; U bir aç¬k alt cümle
o
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8 P 2M için rf jp 6= 0; biçiminde tan¬mlan¬r. E2 de bir 1�yüzeye düzlem-

sel e¼gri denir. E3 de bir 2�yüzeye genellikle sadece yüzey denir.

Tan¬m 1.3.2: M1 ve M2, En in iki hiperyüzeyi ve M1 in birim normal

vektör alan¬,

N1 =
nX
ai
@

@xi
ai 2 C1(M;R)

olsun. E¼ger, bir r 2 R sabit say¬s¬ve 8P 2M1için

f(P ) = (p1 + ra1(P ); :::; pn + ran(P ))

olacak şekilde bir f : M1 ! M2 fonksiyonu bulunabilirse, M2 ye M1 in

paralel hiperyüzeyi denir.

Tan¬m 1.3.3: M � E3 yüzeyi verilsin. 8P 2 M noktas¬nda, E3 ün

M de kalan bir do¼grusu var ise M bir regle yüzey ve P 2 M noktas¬ndan

geçen ve M de kalan do¼gruya da M nin bir do¼grultman¬denir.

Başka bir tan¬mla, bir do¼grunun herhangi bir biçimde belirlenen hareketiyle

oluşturulan yüzeye regle yüzey denir. Hareket eden do¼gruya da yüzeyin ana

do¼grusu veya üreteci denir.

Tan¬m 1.3.4: E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda, verilen l do¼grusunun, verilen

r e¼grisi boyunca hareket ettirilmesi ile bir yüzey elde edilebiliyorsa, bu yüzeye

3-boyutlu Öklid uzay¬nda bir regle yüzey denir. Bu durumda verilen l

do¼grusu regle yüzeyin anado¼grusu ve r e¼grisi de regle yüzeyin dayanak e¼grisi

olarak adland¬r¬l¬r.

E3, 3-boyutlu Öklid uzay¬nda f0g � I � R olmak üzere diferensiyel-

lenebilir birim h¬zl¬bir e¼gri

r : I ! E3

t! r(t) = (r1 (t) ; r2 (t) ; r3 (t))

olsun. Her t 2 I için r(t) noktas¬ndaki Tr(t) te¼get vektörü ile anado¼grunun
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do¼grultman vektörü lineer ba¼g¬ms¬z olacak şekilde

l : R! E3

v ! l(v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))

do¼grusunu seçelim. Burada 1 � i � 3 olmak üzere ai(t) 2 R skalarlar¬r(t)

noktas¬ndaki do¼grultman vektörün bileşenleridir.

l do¼grusunun r e¼grisi boyunca hareket etmesiyle, (I � R; ') parametrizas-

yonu ile verilen bir

' : I � R ! E3

(t; v) ! '(t; v) = (r1(t) + va1(t); r2(t) + va2(t); r3(t) + va3(t))

(1.7)

regle yüzeyi elde edilir. Ba¼g¬ms¬z bir parametreye ba¼gl¬ (11) say¬daki
�!
R

do¼grular¬n¬n cümlesine regle yüzey veya ¬̧s¬n yüzeyi denir.

Tan¬m 1.3.5: Bir '(t; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n �r yer vek-

törü, dayanak e¼grisinin ~r(s) yervektörü, x(s) do¼grultman vektörü ve dayanak

e¼grisine olan �u uzakl¬¼g¬cinsinden

�r(s; �u) = r(s) + �ux(s) (1.8)

şeklinde ifade edilir . �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yer vek-

törü ve do¼grultman cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi x(s) ve

x(s) + dx(s) olan komşu üç anado¼grusunu seçelim . Burada P ve Q farkl¬iki

bo¼gaz noktas¬d¬r. Buna göre,

�r(s; �u) = r(s)�

�
dx

ds
; t

�




dxds





2 x(s) (1.1)

şeklindedir. E¼ger





dxds




2 = 0 ise regle yüzey, striksiyon e¼grisine sahip de¼gildir.

Bu durum regle yüzeyin silindir olmas¬n¬karakterize eder.
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Regle yüzeyler için striksiyon e¼grisi dayanak e¼grisi olarak al¬nabilir. Bunun

için �u = 0 veya
�
dx

ds
; t

�
= 0 al¬nmas¬yeterlidir.

Tan¬m 1.3.6:

' : I � R ! E3

(t; v) ! '(t; v) = r(t) + vx(t)

regle yüzeyi 8t 2 I için

'(t+ 2�; v) = '(t; v) (1.10)

olacak şekilde periyodik ise regle yüzeye kapal¬d¬r denir.

Kapal¬regle yüzeylerin dayanak e¼grileri ve anado¼grular¬n¬n küresel göster-

geleri kapal¬e¼grilerdir. Yani, bir periyot sonra her anado¼gru kendi üzerine

gelir.

Tan¬m 1.3.7 (Lagrange Özdeşli¼gi): Uzayda herhangi a; b; c; d vektör-

leri için

h(a ^ b) ; (c ^ d)i = ha; ci hb; di � ha; di hb; ci (1.11)

özdeşli¼gi geçerlidir (Kaya, R., 1996).

Tan¬m 1.3.8: Uzayda herhangi a; b; c vektörlerinin bir vektörel ve bir

skalar çarp¬m¬n¬n bileşimi olan

ha; b ^ ci

skalar de¼gerine bu üç vektörün karma çarp¬m¬denir. Bu karma çarp¬m

ha; b ^ ci = det(a; b; c) (1.12)

şeklinde de tan¬mlanabilir (Kaya, R., 1996).

Tan¬m 1.3.9: 3-boyutlu Öklid uzay¬, E3 de bir � e¼grisi s 2 I yay para-

metresi ile verilsin. � e¼grisinin birim te¼get vektörü T olmak üzere,
�!
PQ = T

al¬nd¬¼g¬nda, P noktas¬� e¼grisini çizerken, Q noktas¬n¬n birim küre yüzeyi
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üzerinde çizdi¼gi e¼griye � e¼grisinin birinci küresel göstergesi veya te¼getler

göstergesi ad¬verilir.

� e¼grisinin te¼getler göstergesini (T ) ile gösterelim. (T ) nin denklemi,

�T = T dir. ve (T ) nin parametresine sT dersek, sT 6= s olup yay elementi

ise dsT =



T p



 ds olacakt¬r (Hac¬saliho¼glu, H. H., 1993).

Teorem 1.3.1: Bir '(s; v) regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬için gerek ve

yeter şart da¼g¬lma parametresinin s¬f¬r olmas¬d¬r.

Tan¬m 1.3.10: E3 Öklid uzay¬nda birer vektör alan¬V1; V2; V3 olsun.

E¼ger 8P 2 E3 noktas¬ için fV1; V2; V3g sistemi P noktas¬ndaki TE3(P )

tanjant uzay¬n¬n bir baz¬ise bu vektör alanlar¬üçlüsüne E3 de bir çat¬alan¬

denir.

E3 Öklid uzay¬nda 8P 2 E3 için

e1(P ) = (1; 0; 0)jP ; e2(P ) = (0; 1; 0)jP ; e3(P ) = (0; 0; 1)jP

şeklindeki fe1; e2; e3g çat¬alan¬na do¼gal çat¬alan¬denir.

E3, Öklid uzay¬nda her P 2 E3 için sabit do¼gal çat¬alan¬e = fe1; e2; e3g

ve di¼ger bir ortonormal çat¬alan¬V = fV1; V2; V3g olsun.

e =

26664
e1

e2

e3

37775 ; V =

26664
V1

V2

V3

37775 (1.13)

olarak al¬rsak A 2 O(3) olmak üzere

V = Ae (1.14)

şeklinde yaz¬labilir.

Tan¬m 1.3.11: En Öklid uzay¬n¬n bir f izometrisi için

f(0) = 0
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olacak şekilde bir 0 2 En noktas¬varsa f ye \0" noktas¬etraf¬nda bir dönme

denir.

Tan¬m 1.3.12: Bir '(t; v) regle yüzeyinde komşu iki do¼grultman¬n or-

tak dikmesinin esas do¼grultman üzerindeki aya¼g¬na bo¼gaz (merkez veya

striksiyon) noktas¬denir.

Tan¬m 1.3.13: Bir '(t; v) regle yüzeyinin anado¼grusu dayanak e¼grisi

boyunca yüzeyi oluştururken bo¼gaz noktalar¬n¬n geometrik yerine regle yüzeyin

bo¼gaz (striksiyon) çizgisi (e¼grisi) ad¬verilir.

Tan¬m 1.3.14: Bir '(t; v) regle yüzeyinin merkez noktas¬n¬n ~r yer vek-

törü, dayanak e¼grisinin ~r(s) yervektörü, x(s) do¼grultman vektörü ve dayanak

e¼grisine olan �u uzakl¬¼g¬cinsinden

�r(s; �u) = r(s) + �ux(s) (1.29)

şeklinde ifade edilir. �u parametresi regle yüzeyin dayanak e¼grisinin yer vek-

törü ve do¼grultman¬ cinsinden bulunabilir. Regle yüzeyin ilk ikisi x(s) ve

x(s) + dx(s) olan komşu üç anado¼grusunu seçelim. Burada P ve Q farkl¬iki

bo¼gaz noktas¬d¬r.

Böylece,

�r(s; �u) = r(s)�

�
dx

ds
; t

�




dxds





2 x(s) (1.30)

bulunur.

Tan¬m 1.3.15: Bir regle yüzeyin anado¼grular¬boyunca te¼get düzlemleri

ayn¬ise regle yüzeye aç¬labilirdir denir.

Teorem 1.3.2: Bir '(s; v) regle yüzeyinin aç¬labilir olmas¬için gerek ve

yeter şart da¼g¬lma parametresinin s¬f¬r olmas¬d¬r.

Tan¬m 1.3.16:
�!
R 1 =

�!
R 1 (s) bir regle yüzeyi ve � = � + "� =sabit aç¬s¬

da bir dual aç¬olsun. O halde
h�!
R �
1

i
regle yüzeyi
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�!
R �
1 (s) =

�!
R 1 cos� +

�!
R 3 sin�

biçiminde dual birim vektörüyle ifade edersek,
h�!
R �
1

i
regle yüzeyine

h�!
R 1

i
regle

yüzeyin paralel regle yüzeyi denir.

1.4 E¼grilikler

Tan¬m 1.4.1: E¼gri üzerindeki bir P noktas¬e¼griyi çizerken T;N;B vektörleri

de¼gi̧sirler, dolay¬s¬yla küresel göstergeleri oluştururlar. E¼grinin T;N;B üç

ayakl¬s¬n¬n her s an¬nda, bir eksen etraf¬nda, ani helis hareketi yapt¬¼g¬kabul

edilir. Bu eksene e¼grinin bu s paremetresine kaŗs¬l¬k gelen � (s) noktas¬ndaki

Darboux veya ani dönme ekseni denir. Bu eksenin yön ve do¼grultusunu

veren vektör,

W = �T + �B = N ^N p =

���������
T N B

0 1 0

�� 0 �

���������
B ile W aras¬ndaki aç¬� ile gösterilirse

� = kWk cos�

� = kWk sin�

W vektörü yönündeki birim vektör C ise

kWk =
p
� 2 + �2 � 0

olmak üzere,

C =
�


�!W


T + �


�!W


B

olur. � ile � n¬n yerleri de¼gi̧stirilirse,

C = sin�T + cos�B
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oldu¼gu görülür.

Tan¬m 1.4.2: M � E3 e¼grisi (I; �) koordinat komşulu¼gu ile verilsin. Bu

durumda, 	 = (�p; �pp; �ppp) sistemi lineer ba¼g¬ms¬z ve 8�k 2 Sp f	g olmak

üzere, 	 den elde edilen
n�!
V 1;

�!
V 2;

�!
V 3

o
ortonormal sistemine, M e¼grisinin

Frenet 3-ayakl¬ alan¬ ve m 2 M için
n�!
V 1;

�!
V 2;

�!
V 3

o
ye ise m 2 M

noktas¬ndaki Frenet 3-ayakl¬s¬denir. Herbir Vi ye Frenet vektörü denir.

Tan¬m 1.4.3: E3de bir � e¼grisi boyunca
n�!
T ;
�!
N ;
�!
B
o
ortonormal bir

sistem teşkil ediyorsa,
n�!
T ;
�!
N ;
�!
B
o
üçyüzlüsüne Frenet üçyüzlüsü denir.

Tan¬m 1.4.4: �p ne dik olan
�!
G seçiliyor ve (�p ? �!G), �!N ^�p = �!G olmak

üzere
n�!
X 1;

�!
G =

�!
N ^ �!X 1;

�!
N
o
üçyüzlüsüne Darboux üçyüzlüsü denir.

Tan¬m 1.4.5: M � E3 ve (�;M) ; M üzerinde bir şerittir.
��!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3

�
üçyüzlüsüne bir Blaschke üçyüzlüsü denir

Tan¬m 1.4.6: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü
n�!
X1;

�!
G;
�!
N
o

olmak üzere,

�g =
D�!
X1

p;
�!
G
E

e¼grili¼gine geodezik e¼grilik denir.

Tan¬m 1.4.7: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü
n�!
X1;

�!
G;
�!
N
o

olmak üzere,

�g =
D�!
X1

p;
�!
N
E

e¼grili¼gine normal e¼grilik denir.

Tan¬m 1.4.8: �;E3 de bir e¼gri olsun. � n¬n Darboux üçyüzlüsü
n�!
X1;

�!
G;
�!
N
o

olmak üzere,

� g =
D�!
G p;

�!
N
E

e¼grili¼gine geodezik torsiyon veya geodezik burulma denir.
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1.5 E3 de Yüzeyler ve E¼griler

Tan¬m 1.5.1: � : I �! E3 e¼grisi yay parametresi ile verilsin. Bu e¼grinin

birim te¼get vektör alan¬T = X, yani

T =

nX
ai
@

@xi

olsun. O zaman,

' : I � R �! E3

'(t; v) = (�1(t) + va1(t); �2(t) + va2(t); �3(t) + va3(t))

olmak üzere f(I � R; ')g atlas¬ile verilen M yüzeyine � : I �! E3 e¼grisinin

te¼getlerinin tors(Torus) yüzeyi denir.

Tan¬m 1.5.2: �; h 2 R olmak üzere,

' : R�R �! E3

'(u; v) = (u cos �(v); u sin �(v); h(v))

şeklinde tan¬ml¬fR� R; 'g atlas¬n¬n belirtti¼gi yüzeye bir konoid denir.

Tan¬m 1.5.3:Verilen sabit bir düzleme paralel kalarak, verilen sabit bir

do¼gruyu keserek ve bir başka koşula da uyarak hareket eden do¼grular¬n oluş-

turdu¼gu do¼grusal yüzeye konoid denir. Özel olarak verilen sabit do¼gru ile

sabit düzlem birbirlerine dikse bu kanoide dik konoid denir.

Tan¬m 1.5.4: Rn de verilen bir e¼griye dayanan ve verilen bir do¼grultuya

paralel kalarak hareket eden do¼grular¬n oluşturdu¼gu geometrik yere silindir

denir.

Tan¬m 1.5.5: Uç noktalar¬ t = a ve t = b olan bir e¼gri yay¬na temsil

edilmi̧s

s =

bZ
a

q
x
p2
1 + x

p2
2 + x

p2
3 dt
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integraline, e¼grimizin yay uzunlu¼gu denir.

x ler üzerindeki üs i̧sareti, t ye göre türev al¬nd¬¼g¬n¬gösterir.

ds2 = dx21 + dx
2
2 + dx

2
3

formülü ile gösterirsek, buna k¬saca ds � yay elementi �e¼grinin komşu nok-

talar¬n¬n uzakl¬¼g¬n¬verir denir.

Tan¬m 1.5.6: Her noktas¬ndaki te¼geti, verilen sabit bir do¼grultu ile sabit

aç¬yapan e¼grilere helis denir.

Tan¬m 1.5.7: S2 � E3 küresi üzerindeki bir � � S2 e¼grisi e¼gilim çizgisi

ise � ya küresel helis denir.

Tan¬m 1.5.8: Normal e¼grili¼gi s¬f¬r olan şeritlere oskülatör şerit denir.

1.6 Regle yüzeyin dual vektörel ifadesi
�!
X = �!x + "�!x = X(x1; x2; x3;x1; x2; x3) do¼grusunun (x1; x2; x3;x1; x2; x3)

normlanm¬̧s homogen olmayan alt¬Plücker do¼gru koordinatlar¬aras¬nda8<: x21 + x
2
2 + x

2
3 = 1

x1x1 + x2x2 + x3x3 = 0

ba¼g¬nt¬lar¬ndan başka

F (x1; x2; x3;x1; x2; x3) = 0

�(x1; x2; x3;x1; x2; x3) = 0

	(x1; x2; x3;x1; x2; x3) = 0

ba¼g¬nt¬lar¬da varsa
�!
X do¼grusunun ba¼g¬ms¬z parametre say¬s¬bir tanedir.

E. Study tekabülüne uyan ve ba¼g¬ms¬z bir parametreye ba¼gl¬(11) say¬daki

X do¼grular¬n¬n cümlesine regle yüzey veya ¬̧s¬n yüzeyi denir.
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�!
A;
�!
B ;
�!
C belli has dual vektörler olmak üzere,

F :::
D�!a ;�!x E+ D�!a ;�!x E = 0

� :::
D�!
b ;
�!
x
E
+

��!
b ;�!x

�
= 0

	 :::
D�!c ;�!x E+ D�!c ;�!x E = 0

şeklinde verilebilir. O zaman bir regle yüzey F = 0, � = 0, 	 = 0 ¬̧s¬n komp-

lekslerinin üçünde de ortak olan (11) do¼grunun cümlesi olarak düşünülebilir.

Bir regle yüzey, bir t parametresine ba¼gl¬
�!
X =

�!
X (t) birim dual vektörel

fonksiyon olmak üzere
�!
X = �!x (t) + "�!x (t)

birim dual vektörüne 


�!X


 = 


��!OX


 = (1; 0)
birim dual küresi üzerinde bir dual X noktas¬kaŗs¬l¬k gelir. Biliniyorki; bu

noktaya da R3 de bir
�!
X do¼grusu kaŗs¬l¬k gelir. t parametresi de¼gi̧stikçe

��!
OX =

�!
X (t) = �!x (t) + "�!x (t)

birim dual vektörü birim dual küre üzerinde bir e¼gri çizer. Bu e¼griye de R3

de bir regle yüzey kaŗs¬l¬k gelir.

X dual e¼grisine regle yüzeyin dual küresel resmi denir. Birim dual küre

üzerinde
�!
X =

�!
X (t) dual e¼grisinin

d� = d'+ "d'

dual yay elementi için

d�2 =
D
d
�!
X; d

�!
X
E
=

* ��!
X;

��!
X

+
dt2 (1.2)

yaz¬labilir. Tan¬m 1.1.4 den (1.6) ifadesi

d�2 = hd�!x ; d�!x i ve d'd' =
D
d�!x ; d�!x

E
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şeklinde elde edilir. d� dual büyüklü¼gü bilindi¼gi gibi
�!
X (t) ve

�!
X (t+dt) komşu

birim dual vektörler aras¬ndaki dual aç¬, yani bu iki birim dual vektörün birim

dual küre üzerindeki uç noktalar¬n¬n dual k¬s¬mlar¬na
�!
X (t) ve

�!
X (t+dt) birim

dual vektörlerine regle yüzeyde kaŗs¬l¬k gelen komşu iki anado¼gru aras¬ndaki

aç¬ile bu komşu iki anado¼gru aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬k kaŗs¬l¬k gelir.D
d
�!
X; d

�!
X
E
= hd�!x ; d�!x i+ 2" hd�!x ; d�!x i

dual ifadesi, iç çarp¬m olmas¬nedeniyle koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬de¼gi̧smezdir.

Bu nedenle,

hd�!x ; d�!x i ve
D
d�!x ; d�!x

E
reel büyüklükleri de koordinat de¼gi̧simlerine kaŗs¬de¼gi̧smezdir. Dolay¬s¬yla

onlar¬n oran¬regle yüzeyin en basit (yani en küçük mertebeden) diferensiyel

de¼gi̧smezi olur.

Tan¬m 1.6.1:

1

d
=

D
d�!x ; d�!x

E
hd�!x ; d�!x i =

d':d'

d':d'
=
d'

d'

ifadesindeki
1

d
büyüklü¼güne regle yüzeyin t parametresine ait olan

�!
X anado¼grusu

boyunca da¼g¬lma parametresi veya drali denir. Başka bir deyi̧sle; reg-

le yüzeyin komşu iki anado¼grusu aras¬ndaki en k¬sa uzakl¬¼g¬n bu iki komşu

anado¼gru aras¬ndaki aç¬ya oran¬na regle yüzeyin da¼g¬lma parametresi (dral)

denir.

Tan¬m 1.6.2: Komşu anado¼grular¬kesi̧sen regle yüzeylere toruslar veya

aç¬labilir regle yüzeyler denir.

Toruslar için da¼g¬lma parametresinin s¬f¬r olmas¬bir karakteristiktir. Zira,

1

d
=
d'

d'
= 0) d' = 0

d¬r. Bu ise,
�!
X (t) ve

�!
X (t+dt) birim dual vektörlerine regle yüzeyde kaŗs¬l¬k ge-

len komşu iki anado¼gru aras¬ndaki anado¼grular¬n¬n kesi̧smesi demektir. Dral�in
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bu tan¬m¬ silindirler için geçerli de¼gildir. Dral�in s¬f¬r olmayan bir regle

yüzeyde komşu anado¼grular ayk¬r¬d¬r, yani komşu iki anado¼gru bir düzlem

teşkil etmez.

Tan¬m 1.6.3:
�!
X =

�!
X (t);




�!X (t)


 = 1; t 2 R regle yüzeyinde �!X (t) ve
�!
X (t+dt) komşu anado¼grular¬n ortak dikmesinin ,

�!
X (t) anado¼grusu üzerindeki

aya¼g¬na, merkez noktas¬veya striksiyon noktas¬denir. Bu noktalar¬n

geometrik yerine ise bo¼gaz çizgisi veya striksiyon çizgisi denir.

Verilen bir regle yüzeyde, bütün anado¼grular¬kesen bir (C) e¼grisi yüzeyin

dayanak e¼grisi olarak al¬nabilir.

Tan¬m 1.6.4:
�!
X =

�!
X (t);




�!X (t)


 = 1; t 2 R regle yüzeyinin bütün

anado¼grular¬n¬ dik kesen e¼griye regle yüzeyin ortogonal yörünge e¼grisi

denir.



Bölüm 2

REGLE YÜZEYLER

Ba¼g¬ms¬z bir parametreye ba¼gl¬(11) say¬daki
�!
R do¼grular¬n¬n cümlesine regle

yüzey veya ¬̧s¬n yüzeyi denir. s bo¼gaz çizgisinin yay uzunlu¼gu olmak üzere

[R1] regle yüzeyini,
�!
R1 =

�!r1 (s) + "
�!
r1 (s) (2.1)

dual birim vektörüyle ifade ederiz.

Şimdi regle yüzeyimize ba¼gl¬olmak üzere
�!
R1;

�!
R2;

�!
R3 üçyüzlüsünü ele alal¬m.

P =
p
Rp2 (2.2)

olmak üzere,
�!
R =

�!
R1

�!
R2 =

�!
R p

P�!
R3 =

�!
R1 �

�!
R2

(2.3)

do¼grusundan ibaret olsun.
�!
R2 ve

�!
R3 ün geometrik yorumu için,

�!
R birim dual

25
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vektör oldu¼gundan,
�!
R 2 =

D�!
R;
�!
R
E

=



�!R


2

= 1

(2.4)

dir.

(2.4) ün t ye göre türevini al¬rsak,

���!
R
�2�p

=
hD�!
R;
�!
R
Eip

=
D�!
R p;

�!
R
E
+
D�!
R;
�!
R p
E

= 2
D�!
R p;

�!
R
E

= 0

d¬r. Öyleyse D�!
R p ;

�!
R
E
= 0 (2.5)

elde ederiz. Önce şunu iddia ediyoruz:

Birbirine yak¬n
�!
R ve

�!
R+

�!
R p dt do¼grular¬n¬n ortak dikmesi

�!
R 3 tür. Bunun

için
�!
R ve

�!
R � gibi iki do¼grunun dik olarak kesi̧smesi içinD�!

R;
�!
R �
E
= 0 (2.6)

olmas¬şart¬ndan faydalanarak,D�!
R 3;

�!
R
E
= 0

d¬r. Buradan da D�!
R 3;

�!
R +

�!
R p dt

E
=

D�!
R 3;

�!
R pdt

E
= 0

bulunur.
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�!
R3 ün karesi al¬n¬rsa,

�!
R 2
3 =

D�!
R 3;

�!
R 3

E
=

D�!
R 1 �

�!
R2;

�!
R 1 �

�!
R2

E
=




�!R 1 �
�!
R2




2
=

D�!
R 1;

�!
R1

ED�!
R 2;

�!
R 2

E
�
D�!
R 1;

�!
R2

ED�!
R 2;

�!
R 1

E
=

�!
R 2
1:
�!
R2

2 �
D�!
R 1;

�!
R2

E2

= 1�

D�!
R;
�!
R p
E2

P

olur.
D�!
R;
�!
R p
E
= 0 oldu¼gundan

�!
R 2
3 =

D�!
R 3;

�!
R 3

E
= 1 (2.7)

bulunur.
�!
R 1;

�!
R2;

�!
R 3 üçyüzlü eksenlerinin

�!x kesi̧sme noktas¬,�!R1üzerindedir ve bu

nokta komşu do¼grultmana en k¬sa uzakl¬¼ga sahiptir. Bu noktaya yüzeyin

�bo¼gaz noktas¬�ve x (t) noktalar¬n¬n geometrik yerine de yüzeyin �bo¼gaz

çizgisi� diyece¼giz.
�!
R 3 do¼grusu

�!
R 1 do¼grultman¬na dik yüzeyimizin bo¼gaz

noktas¬ndaki te¼getidir.
�!
R2 ise yüzeyin bo¼gaz noktas¬ndaki normalidir.

Bo¼gaz çizgisinin yay uzunlu¼gu s olmak üzere [R1] regle yüzeyini
�!
R1 =

�!r1 (s) + "
�!
r1 (s) dual birim vektörleriyle temsil edelim. [R1] regle

yüzeyinin bo¼gaz çizgisi (x) olsun. Bo¼gaz çizgisindeki her x noktas¬nda,

(�!r 1;�!r 2;�!r 3) Blaschke üçyüzlüsü ve (�!x 1 = �!x ;�!n ��!x 1 = �!g ;�!n ) Darboux

üçyüzlüsü aras¬nda ba¼g¬nt¬lar vard¬r.
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n r 2

r 1

g
x

1

P

r 3

q

p

ŞEK·IL-1

�!x 1 vektörünü �!r 1 ve �!r 3 reel bileşenleri cinsinden aralar¬ndaki aç¬y¬�

kabul ederek yazal¬m. � yüzey e¼grisinin P noktas¬ndan geçmek üzere, �!r 1 ve
�!r 3 vektörlerinin oluşturdu¼gu düzlemde bulunan birim vektör �!x 1 olsun. �!x 1
vektörüne dik ve P noktas¬ndan geçen �!r 2 = �!n eşitli¼gini sa¼glayan birim vek-

tör �!n ve benzer şekilde P noktas¬ndan geçen, �!x 1 ile �!n birim vektörlerinin

vektörel çarp¬m¬ndan oluşan üçüncü birim vektör de �!g (�!g = �!x 1 ^ �!n ) dir.

sin� =
q

k�!x 1k
ve cos� =

p

k�!x 1k
oldu¼gundan

q = sin� k�!x 1k

ve

p = cos� k�!x 1k

olur.
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�!x 1 birim dual vektör oldu¼gundan,

k�!x 1k = 1

dir. Buradan

q = sin�

ve

p = cos�

elde edilir. Sonuç olarak

q2 + p2 = sin�2 + cos�2 = 1

olur.

q2 + p2 = 1 (2.8)

elde edilir.
�!x 1 i lineer bileşenler cinsinden yazarsak,

�!x 1 = q�!r 1 + p�!r 3

olur. �!x 1 vektörü yard¬m¬ile �!g Darboux vektörünün eşitini bulal¬m.

�!g = �!n ^ �!x 1

oldu¼gunu biliyoruz. �!x 1 in eşitini yerine yazarsak,

�!g = �!n ^ (q�!r 1 + p�!r 3)

= q (�!n ^ �!r 1) + p (�!n ^ �!r 3)

dir. Burada �!r 2 = �!n oldu¼gundan
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�!g = q (�!r 2 ^ �!r 1) + p (�!r 2 ^ �!r 3)

= q (��!r 3) + p (�!r 1)

= p�!r 1 � q�!r 3
elde edilir.
�!x 1;�!g ;�!n Darboux vektörlerinin �!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörleri cinsin-

den eşitleri aşa¼g¬daki gibi

�!x 1 = q�!r 1 + p�!r 3
�!g = p�!r 1 � q�!r 3
�!n = �!r 2

(2.9)

bulunur.

Şimdi �!r 1; �!r 2 , �!r 3 Blaschke ücyüzlüsüyle �!x 1; �!g , �!n Darboux üçyüzlüsü

aras¬ndaki ili̧skiyi ifade edelim:

Bir � e¼grisi alal¬m ve bu e¼grinin herhangi bir P noktas¬ndaki te¼geti �!r 1
olsun. P noktas¬ndan geçen ve �!r 1 vektörüne dik olan vektör �!r 2 dir; yine P

noktas¬ndan geçmek üzere �!r 1 ve �!r 2 nin vektörel çarp¬m¬ndan oluşan üçüncü

vektör de �!r 3 (�!r 3 = �!r 1 ^ �!r 2) tür.

Yukar¬daki eşitliklerden faydalanarak, �!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörlerini
�!x 1;�!g ;�!n Darboux vektörleri bileşenleri cinsinden yazal¬m.
�!x 1 ve �!g nin eşitliklerinden yararlanarak lineer denklem çözümü yap¬l¬rsa,

q�!x 1 = q2�!r 1 + pq�!r 3
p�!g = p2�!r 1 � qp�!r 3

elde edilir. Ayr¬ca taraf tarafa toplarsak,

q�!x 1 + p�!g =
�
q2 + p2

��!r 1
dir. (q2 + p2) = 1 oldu¼gundan,

�!r 1 = q�!x 1 + p�!g
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elde edilir. Benzer yolla �!r 3 vektörünün eşitli¼gini gösterelim.

p�!x 1 = pq�!r 1 + p2�!r 3
�q�!g = �qp�!r 1 + q2�!r 3

Taraf tarafa toplad¬¼g¬m¬z zaman,

p�!x 1 � q�!g =
�
q2 + p2

��!r 3
olur ve (q2 + p2) = 1 oldu¼gundan,

�!r 3 = p�!x 1 � q�!g

bulunur. �!r 2 = �!n oldu¼gunu biliyoruz.
�!r 1;�!r 2;�!r 3 Blaschke vektörlerini lineer denklem sistemi olarak yazarsak,

�!r 1 = q�!x 1 + p�!g
�!r 2 = �!n
�!r 3 = p�!x 1 � q�!g

(2.10)

olur.

Şimdi �!r 1; �!r 2, �!r 3 Blaschke vektörlerinin türevlerini �!r 1; �!r 2; �!r 3 cinsin-

den elde etmeye çal¬̧sal¬m.

�!
Rk

p =
X

akl
�!
R l (2.11)

denklemini kullanarak,

�!
R p
1 = a11

�!
R 1 + a12

�!
R 2 + a13

�!
R 3

�!
R p
2 = a21

�!
R 1 + a22

�!
R 2 + a23

�!
R 3

=
�!
R p
3 = a31

�!
R 1 + a32

�!
R 2 + a33

�!
R 3

lineer denklem sistemi yaz¬l¬r.
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Şimdi regle yüzeyimize ba¼gl¬olmak üzere
�!
Rk vektörünün katsay¬lar¬için

aşa¼g¬daki,

akl =
D�!
R p
kl;
�!
R l

E
(2.12)

ba¼g¬nt¬s¬n¬kullanabiliriz.
�!
Rk ve

�!
R l vektörlerinin iç çarp¬mlar¬n¬al¬rsak,D�!

Rk;
�!
R l

E
= 0 k 6= l

D�!
Rk;

�!
R l

E
= 1 k = l

(2.13)

olur.D�!
Rk;

�!
R l

E
ba¼g¬nt¬s¬n¬n türeviD�!
Rk;

�!
R l

Ep
=

D�!
Rpk;

�!
R l

E
+
D�!
Rk;

�!
R p
l

E
=

DP
akl
�!
R l;

�!
R l

E
+
DP

alk
�!
R k;

�!
R k

E
=

P
akl

D�!
Rl;
�!
R l

E
+
P
alk

D�!
Rk;

�!
R k

E
olur.

�!
Rk ve

�!
R l ler birim dual vektör olduklar¬ndan,

D�!
Rk;

�!
R k

E
=
�!
R 2
k = 1 ve

�!
R 2
l = 1 dir. O halde D�!

Rk;
�!
R l

Ep
=
X

akl +
X

alk = 0 (2.14)

dir. Yani

alk = �alk

dir. (2.14) den dolay¬

a11 + a11 = 0 ) a11 = 0

a22 + a22 = 0 ) a22 = 0

a33 + a33 = 0 ) a33 = 0

olur. Ayr¬ca

a12 + a21 = 0 ) a12 = �a21
a13 + a31 = 0 ) a13 = �a31
a23 + a32 = 0 ) a23 = �a32
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bulunur. Buldu¼gumuz bu eşitlikleri, (2.11) den faydalanarak elde etti¼gimiz

lineer denklem sisteminde yerine yazarsak

�!
R p
1 = a12

�!
R 2 + a13

�!
R 3 = a12

�!
R 2 � a31

�!
R 3

�!
R p
2 = a21

�!
R 1 + a23

�!
R 3 = a23

�!
R 3 � a12

�!
R 1

�!
R p
3 = a31

�!
R 1 + a32

�!
R 2 = a31

�!
R 1 � a23

�!
R

elde ederiz. Şimdi bu denklem sistemindeki
�!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3 ün katsay¬lar¬n¬

hesaplayal¬m.
�!
R p
1 ni

�!
R 2 ile iç çarpal¬m.

�!
R p =

�!
R p
1 = P

�!
R 2 oldu¼gunu biliyoruz. Bu

durumda D�!
R p
1;
�!
R 2

E
=

D
a12
�!
R 2 + a13

�!
R 3;

�!
R 2

E
D�!
R p
1;
�!
R 2

E
=

D
P
�!
R 2;

�!
R 2

E
= P

dir. O halde

a12 = P

bulunur. Benzer şekilde
�!
R p
1 ni

�!
R 3 ile iç çarpal¬m.D�!

R p
1;
�!
R 3

E
=

D
a12
�!
R 2 + a13

�!
R 3;

�!
R 3

E
=

D
P
�!
R 2;

�!
R 3

E
= P

D�!
R 2;

�!
R 3

E
= P:0

dir. O halde

a13 = 0

olur.

a23 =
D�!
R p
2;
�!
R 3

E
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oldu¼gundan ve (2.3) eşitli¼ginin türevi al¬n¬rsa,

�!
R p
2 =

��!
R p

P

�p
=

�
�!
R p 1

P

�p
=

�!
R pp 1

P
+
�!
R p
�
1

P

�p
bulunur ve di¼ger taraftan (2.3) gere¼gince

�!
R 3 =

�!
R 1 �

�!
R 2

=

�!
R ��!R p

P

olmas¬ndan dolay¬,

a23 =
D�!
R p
2;
�!
R 3

E
=

* 
�!
R pp 1

P
+
�!
R p
�
1

P

�p!
;

�!
R ��!R p

P

+

=

��!
R;
�!
R p;

�!
R pp

P 2

�
+

��!
R p;

�!
R;
�!
R

p

P

��
1

P

�p

=

��!
R;
�!
R

p
;
�!
R pp

P 2

�
+
0

P

�
1

P

�p

=

��!
R;
�!
R

p
;
�!
R

pp

P 2

�
bulunur. a23 yerine Q ifadesi yaz¬l¬rsa,

a23 = Q =

��!
R;
�!
R

p
;
�!
R

pp

P 2

�
(2.15)

ifadesi elde edilir.
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akl matrisi ters simetriktir. Bu yüzden (2.14) den dolay¬,

a12 = P ) a21 = �P

a13 = 0 ) a31 = 0

a23 = Q ) a32 = �Q

olur. O halde
�!
R 1;

�!
R2;

�!
R 3 vektörlerinin türevlerini

�!
R 1;

�!
R2;

�!
R 3 cinsinden

lineer olarak yazarsak,

�!
R

p

1 = P
�!
R2

�!
R2

p
= �P�!R 1 +Q

�!
R 3

�!
R

p

3 = �Q�!R2

(2.16)

elde ederiz.

Şimdi
�!
R 1;

�!
R2;

�!
R 3 birim dual vektörlerini reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬r¬rsak

(2.16) daki denklemde yerine yazarsak

�!
R =

�!
R 1 ve

�!
R

p

1 = P
�!
R2

dir. O halde �!
R

p
=

�!
R

p

1 + P
�!
R2

�!r p

1 + "
�!
r1

p
= (p+ "p)

��!r p

2 + "
�!
r2

�
= p�!r 2 + "

�
p
�!
r2 + p

�!r 2
�

dual say¬lar¬n eşitli¼ginden,
�!r p

1 = p
�!r 2

olur.
�!
R2

p
= �P�!R 1 +Q

�!
R 3

eşitli¼gini reel ve dual k¬s¬mlara ay¬ral¬m. Buradan
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�!r p

2 + "
�!
r2

p
= � (p+ "p)

��!r 1 + "�!r1�+ (q + "q)��!r 3 + "�!r3�

= �p�!r 1 + q�!r 3 + "
�
�p�!r1 � p�!r 1 + q�!r 3 + q

�!
r3

�
elde edilir. Dual say¬lar¬n eşitli¼ginden

�!r p

2 = �p�!r 1 + q�!r 3
�!
r2

p
= �p�!r1 � p�!r 1 + q�!r 3 + q

�!
r3

dir. Ayr¬ca
�!
R

p

3 = �Q
�!
R2

eşitli¼gi, reel ve dual k¬s¬mlara ayr¬l¬rsa,

�!r p

3 + "
�!
r3

p
= � (q + "q)

��!r 2 + "�!r2�

= �q�!r 2 + "
�
�q �!r2 � q�!r 2

�
olur. Dual say¬lar¬n eşitli¼ginden,

�!r p

3 = �q�!r 2

�!
r3

p
= �q �!r2 � q�!r 2

bulunur. Buna göre�!r 1;�!r 2,�!r 3 Blaschke vektörlerinin türevlerini �!r 1; �!r 2; �!r 3
cinsinden lineer olarak yazarsak,

�!r p

1 = p�!r 2

�!r p

2 = �p�!r 1 + q�!r 3

�!r p

3 = �q�!r 2

(2.17)
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elde edilir.

Şimdi �!x p

1;
�!g p
, �!n p

vektörlerinin lineer yaz¬l¬m¬ndaki �!x 1; �!g , �!n vektör-

lerinin katsay¬lar¬n¬n elde edili̧sini inceleyelim,

�!x p

1 = a1
�!x 1 + a2�!g + a3�!n

denklemini �!x 1 ile iç çarpal¬m

D�!x p

1;
�!x 1
E
= a1 h�!x 1;�!x 1i+ a2 h�!g ;�!x 1i+ a3 h�!n ;�!x 1i

= a1:1 + a2:0 + a3:0

= a1

bulunur.

(2.4) den dolay¬h�!x 1;�!x 1i = 1 dir. Her iki tara�n türevi al¬n¬rsa,

h�!x 1;�!x 1i
p
=

D�!x p

1;
�!x 1
E
+
D�!x 1;�!x p

1

E
= 2

D�!x p

1;
�!x 1
E

= 0

dir. O halde D�!x p

1;
�!x 1
E
= 0

oldu¼gu için D�!x p

1;
�!x 1
E
= a1 = 0

yaz¬l¬r.
�!x p

1 = a1
�!x 1 + a2�!g + a3�!n

denklemini �!g ile iç çarpal¬m.D�!x p

1;
�!g
E
= a1 h�!x 1;�!g i+ a2 h�!g ;�!g i+ a3 h�!n ;�!g i

d¬r ve

h�!g ;�!x 1i = 0; h�!g ;�!g i = 1; h�!g ;�!n i = 0
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olur. Yukar¬daki eşitlikte
D�!x p

1;
�!g
E
= �g ve ayr¬ca,

�!x 1;�!g ;�!n birbirleri ile

ortonormal oldu¼gundan,

�g = a1:0 + a2:1 + a3:0

�g = a2

bulunur. Ayr¬ca
�!x p

1 = a1
�!x 1 + a2 �!g + a3�!n

denklemini �!n ile iç çarpal¬m. ÖyleyseD�!x p

1;
�!n
E
= a1 h�!x 1;�!n i+ a2 h�!g ;�!n i+ a3 h�!n ;�!n i

= a1:0 + a2:0 + a3:1

= a3

olur. D�!x p

1;
�!n
E
= �n

oldu¼gu için

a3 = �n

yaz¬l¬r.
�!g p

= b1
�!x 1 + b2�!g + b3�!n

denklemini �!x 1 ile iç çarparsak,D�!g p
;�!x 1

E
= b1 h�!x 1;�!x 1i+ b2 h�!g ;�!x 1i+ b3 h�!n ;�!x 1i

= b1:1 + b2:0 + b3:0

= b1

buluruz. (2.6) dan dolay¬

h�!x 1;�!g i = 0

d¬r. Eşitli¼gin her iki tara�n¬n türevi al¬n¬rsa,D�!x p

1;
�!g
E
+
D�!x 1;�!g p

E
= 0
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olur.
D�!x p

1;
�!g
E
= �g oldu¼gunu kullan¬rsak,

�g +
D�!x 1;�!g p

E
= 0

ayr¬ca D�!x 1;�!g p
E
= ��g

veya D�!g p
;�!x 1

E
= ��g

elde ederiz. Di¼ger taraftan D�!g p
;�!x 1

E
= b1

olup

b1 = ��g

bulunur. Benzer şekilde

�!g p
= b1

�!x 1 + b2�!g + b3�!n

denklemini �!g ile iç çarparsak,D�!g p
;�!g
E
= b1 h�!x 1;�!g i+ b2 h�!g ;�!g i+ b3 h�!n ;�!g i

= b1:0 + b2:1 + b3:0

dir. (2.5) ba¼g¬nt¬s¬ndan dolay¬ D�!g p
;�!g
E
= 0

yaz¬l¬r. Buradan

b2 = 0

bulunur.
�!g p

= b1
�!x 1 + b2�!g + b3�!n
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denklemini �!n ile iç çarparsak,D�!g p
;�!n
E
= b1 h�!x 1;�!n i+ b2 h�!g ;�!n i+ b3 h�!n ;�!n i

= b1:0 + b2:0 + b3:1

= b3

olur.
D�!g p

;�!n
E
= � g oldu¼gu kullan¬l¬rsaD�!g p

;�!n
E
= b3

veya

b3 = � g

bulunur. Benzer şekilde

�!n p
= c1

�!x 1 + c2�!g + c3�!n

denklemini �!x 1 ile iç çarpal¬m.D�!n p
;�!x 1

E
= c1 h�!x 1;�!x 1i+ c2 h�!g ;�!x 1i+ c3 h�!n ;�!x 1i

= c1:1 + c2:0 + c3:0

= c1

elde ederiz.

D�!x p

1;
�!n
E
= �n

veya D�!n p
;�!x 1

E
= ��n

olur. Buradan

c1 = ��n

bulunur.
�!n p

= c1
�!x 1 + c2�!g + c3�!n
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denklemini �!g ile iç çarpal¬m.D�!n p
;�!g
E
= c1 h�!x 1;�!g i+ c2 h�!g ;�!g i+ c3 h�!n ;�!g i

= c1:0 + c2:1 + c3:0

= c2

ve D�!g p
;�!n
E
= � g

dir. O halde D�!n p
;�!g
E
= c2

veya

c2 = �� g

olur.

�!n p
= c1

�!x 1 + c2�!g + c3�!n

denklemini �!n ile iç çarpal¬m.D�!n p
;�!n
E
= c1 h�!x 1;�!n i+ c2 h�!g ;�!n i+ c3 h�!n ;�!n i

(2.5) ba¼g¬nt¬s¬ndan dolay¬ D�!n p
;�!n
E
= 0

d¬r. Buna göre, D�!n p
;�!n
E
= c1:0 + c2:0 + c3:1

ya da

c3 = 0

bulunur.
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O halde �!x p

1;
�!g p
;�!n p

vektörlerinin lineer yaz¬l¬m¬

�!x p

1 = �n
�!n + �g�!g

�!g p
= ��g�!x 1 + � g�!n

�!n p
= ��n�!x 1 � � g�!g

(2.18)

biçiminde olur. (2.18) deki, �n; � g; �g büyüklükleri s¬ras¬yla (x) bo¼gaz çizgisinin

normal e¼grili¼gi, geodezik torsiyonu ve geodezik e¼grili¼gi anlam¬na gelir.

Şimdi regle yüzeyine ba¼gl¬p; p; q; q invaryantlar¬ile �n; � g; �g büyüklükleri

aras¬ndaki ba¼g¬nt¬lar¬bulal¬m.

(2.10) dan faydalanarak �!r 1 vektörünün türevini al¬rsak,

�!r �1 = q
p�!x 1 + q�!x

p

1 + p
p�!g + p�!g p

(2.19)

eşitli¼gini elde ederiz. (2.17) ve (2.19) daki ba¼g¬nt¬lar¬birbirine eşitlersek,

q
p�!x 1 + q�!x

p

1 + p
p�!g + p�!g p

= p�!r 2 (2.20)

olur.

(2.20) de �!n = �!r 2 eşitli¼gini yerine yazarsak,

q
p�!x 1 + q�!x p

1 + p
p�!g + p�!g p

= p�!n

bulunur. Son eşitlikte �!x p

1 ve
�!g p

vektörlerinin yerine (2.18) deki eşitlerini

kullanal¬m.

q
p�!x 1 + q:

�
�g
�!g + �n�!n

�
+ p

p�!g + p
�
��g�!x 1 + � g�!n

�
= p�!n

Eşitli¼gin sol taraf¬ortak çarpan parantezine al¬n¬rsa,

�!x 1
�
q
p � p�g

�
+�!g

�
q�g + p

p
�
+�!n (q:�n + p� g) = p�!n
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dir. Yukar¬daki ifadede �!x 1 in katsay¬lar¬eşitli¼ginden,

q
p � p�g = 0

dir ya da

�g =
q
p

p
(2.21)

bulunur.
�!g nin katsay¬lar¬eşitli¼ginden,

q�g + p
p
= 0

dir veya

�g = �
p
p

q
(2.22)

olur. (2.21) ve (2.22) ba¼g¬nt¬lar¬n¬n her iki taraf¬n¬n da karelerini al¬rsak,

�2g =
q
p2

p2
(2.23)

ve

�2g =
p
p2

q2
(2.24)

elde ederiz.

(2.23) ve (2.24) ba¼g¬nt¬lar¬nda eşitli¼gin iki taraf¬ s¬ras¬yla p2 ve q2 ile

çarp¬l¬rsa,

�2gp
2 = qp2

ve

�2gq
2 = pp2

bulunur. Bu son iki ba¼g¬nt¬y¬taraf tarafa toplayal¬m.

�2g
�
p2 + q2

�
= qp2 + pp2

ya da

p2 + q2 = 1
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eşitli¼ginden dolay¬

�2g = q
p2 + pp2

olur.
�!r 2 = �!n

ba¼g¬nt¬s¬n¬n her iki taraf¬n¬n türevi al¬n¬rsa,

�!r p2 = �!n p (2.25)

olur. (2.25) deki ba¼g¬nt¬da (2.17) ve (2.18) eşitlikleri yerlerine yaz¬l¬rsa,

�p�!r1 + q�!r3 = �n�!x 1 � � g�!g

dir. Bu son eşitli¼gin sol taraf¬nda �!r1 ve �!r3 vektörleri yerine (2.8) deki eşitleri

yaz¬l¬rsa,

�p(q�!x 1 + p�!g ) + q(p�!x 1 � q�!g ) = ��n�!x 1 � � g�!g

olur. Eşitli¼gi düzenlersek,

�!x 1(�pq + qp) +�!g (�qq + pp) = ��n�!x 1 � � g�!g

yaz¬l¬r. ·Iki vektörün eşitli¼gi kullan¬l¬rsa,

��n = �pq + qp

veya eşitli¼gi (-1) ile çarparsak,

�n = pq � qp (2.26)

buluruz. Benzer şekilde �!g nin katsay¬lar¬n¬n eşitli¼ginden

�� g = �qq + pp

yada

� g = qq � pp (2.27)
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buluruz.

[R1] regle yüzeyi,
�!
R1 in ayr¬t¬yla oluşur. Bir e¼gri üzerindeki bir P noktas¬

e¼griyi çizerken
�!
R1;

�!
R2;

�!
R3 vektörleri de¼gi̧sirler, dolay¬s¬yla küresel göstergeler

oluşurlar. E¼grinin
�!
R1;

�!
R2;

�!
R3 üç ayakl¬s¬n¬n her s an¬nda, bir eksen etraf¬nda

bir ani helis hareketi yapt¬¼g¬kabul edilir. Bu eksen e¼grinin s parametre-

sine kaŗs¬l¬k gelen �(s) noktas¬ndaki Darboux eksenidir. Bu eksenin yön ve

do¼grultusunu veren Darboux vektörüne W diyelim.
�!
W yi

�!
R1 ve

�!
R3 ün lineer birleşimi olarak gösterirsek,

�!
W = P

�!
R1 +Q

�!
R3

olur veya
�!
W = P

�!
R1 +Q

�!
R3 =

�!
R2�

�!
R2

p (2.28)

yaz¬labilir. Burada

�!
R2�

�!
R2

p =

���������
�!
R1

�!
R2

�!
R3

0 1 0

�P 0 Q

���������
d¬r.

�!
R1;

�!
R2;

�!
R3 ve W yi (Şekil-2) de oldu¼gu gibi gösterebiliriz.

R
2

P
R

1

W

R
3

ŞEK·IL-2
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Ayr¬ca

.

O
PR

3

QR
1

W

ŞEK·IL-3

Ayr¬ca (Şekil-3) teki dik üçgenden faydalanarak

tan� =
P

Q
(2.29)

ve

Q = kWk : cos�

P = kWk : sin�

olur. Q ve P nin karelerini al¬r, taraf tarafa toplay¬p karekökünü al¬rsak,

kWk =
p
P 2 +Q2 (2.30)

yazabiliriz. Darboux vektörü yönündeki birim vektör E1 ise,

E1 =

�!
W

kWk

dir. (2.28) den
�!
W nin eşitini yerine yazarsak,

E1 =

�!
W

kWk =
�!
R2�

�!
R2

p


�!R2��!R2p


 (2.31)
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elde edilir. (2.31) eşitli¼ginde (2.16) daki eşitini yazarsak,

E1 =

�!
R2�

�!
R2

p


�!R2��!R2p



=

�!
R2�(�P

�!
R1 +Q

�!
R3)�D�!

R2�
�!
R2p;

�!
R2�

�!
R2p
E�1=2

=
�P

��!
R2�

�!
R1

�
+Q

��!
R2�

�!
R3

�
�D
�P

��!
R2�

�!
R1

�
+Q

��!
R2�

�!
R3

�
;�P

��!
R2�

�!
R1

�
+Q

��!
R2�

�!
R3

�E�1=2
=

Q
�!
R1 + P

�!
R3�

Q2
D�!
R1;

�!
R1

E
+ P 2

D�!
R3;

�!
R3

E�1=2
D�!
R1;

�!
R1

E
=
D�!
R3;

�!
R3

E
= 1 oldu¼gundan

E1 =
Q
�!
R1 + P

�!
R3p

Q2 + P 2

d¬r. Son eşitli¼gin pay ve paydas¬P ile bölünürse,

E1 =

�
Q
�!
R1 + P

�!
R3

�
: Pp

Q2 + P 2 : P

=

Q

P
:
�!
R1 +

P

P

�!
R3r

Q2

P 2
+
P 2

P 2

=

Q

P
:
�!
R1 +

�!
R3r

Q2

P 2
+ 1

bulunur. X
=
Q

P
(2.32)

al¬n¬rsa



48

E1 =
Q
�!
R1 + P

�!
R3p

Q2 + P 2
=

P�!
R1 +

�!
R3qP2+1

(2.33)

ifadesini elde ederiz.

(2.29) ve (2.32) den faydalanarak,

1P =
P

Q

ve

tan� =
P

Q
=
1P (2.34)

olur.

tan� =
sin�

cos�
=
P

Q

d¬r.

Taylor aç¬l¬m¬ndan sin� ve cos� n¬n eşiti yerine yaz¬l¬r ve P ile Q da reel

ve dual k¬s¬mlar¬na ayr¬l¬rsa,

tan� =
sin�

cos�

=
sin'+ "' cos'

cos'� "' sin'
=

p+ "p

q + "q

elde edilir. Paydalar¬eşleni¼gi ile çarparak yazarsak,

sin'+ "' cos'

cos'� "' sin' =
p+ "p

q + "q

(cos'+ "' sin') (q � "q)

olur. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa, reel ve duallerin eşitli¼ginden,

sin'

cos'
=
p

q

veya

tan' =
p

q
(2.35)
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bulunur. Dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden,

' = cos'2:

�
�p:q + qp

q2

�
d¬r.

tan' =
p

q

ba¼g¬nt¬s¬ndan faydalan¬rsak

cos' =

 
qp
p2 + q2

!
elde edilir. Gerekli i̧slemler yap¬l¬rsa,

' =

�
qp� p:q
p2 + q2

�
(2.36)

olur. Şimdi de ' nin eşitini �n ve � g ler cinsinden gösterelim.

(2.26) ve (2.27) den faydalanarak �n ve � g nin karelerini al¬p taraf tarafa

toplarsak,

�2n + �
2
g = (pq � qp)2 + (qq � pp)2

= p2q2 � 2pqpq + q2p2 + p2p2 + 2pqpq + q2q2

= p2 (p2 + q2) + q2 (p2 + q2)

d¬r. �
p2 + q2

�
= 1

oldu¼gundan

�2n + �
2
g = p

2 + q2 (2.37)

elde edilir. (2.36) da (2.27) ve(2.37) nin eşitleri yerine yaz¬l¬rsa

' =
p:q � pq
p2 + q2
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eşitli¼ginden

' = � �n
�2n + �

2
g

(2.38)

bulunur.

Küresel
�!
R 1 (t) e¼grisinin � dual uzunlu¼gu�için

S1 =
aR
b

k�pk dt

=
R 


�!R p

1




 dt
=

R rD�!
R p
1;
�!
R p
1

E
dt

=

rD�!r p1 + "�!r p1;�!r p1 + "�!r p1Edt
=

R
Pdt

=
R
(p+ "p) dt

ve
�!
R 3 (t) e¼grisinin dual uzunlu¼gu için de

S3 =
R q�!

R p2
3 dt

=
R D�!

R p
3;
�!
R p
3

E
=

R
Qdt

=
R
(q + "q) dt

elde edilir. Burada P ve Q sabit oldu¼gundan sadece i̧saret key� kal¬r, bu

nedenle

Z
pdt;

Z
pdt;

Z
qdt;

Z
qdt

integralleri
�!
R (t) regle yüzeyinin integral invaryant¬olurlar.

�!
R = �!r (t) + "�!r (t)
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birim dual vektörünü t parametresine ba¼gl¬gösterdi¼gimizde bir regle yüzey

elde ederiz. Birbirine yak¬n iki do¼grultman¬n aras¬ndaki aç¬ya � dersek,

� = '+ "'

olarak tan¬mlayabiliriz. � dual aç¬s¬n¬n diferensiyelini al¬p, sonra da karesini

al¬rsak,

d� = d'+ "d'

d�2 = (d'+ "d')2

= d'2 + 2"d'd'+ "2d'2

elde edilir. "2 = 0 oldu¼gundan,

d�2 = d'2 + 2"d'd'

bulunur. Dual aç¬n¬n diferensiyelinin karesi ile birim dual vektörünün difer-

ensiyelinin karesi birbirine eşit olaca¼g¬ndan,

d
�!
R = d�!r + "d�!r

oldu¼gundan

(d
�!
R )2 =

�
d�!r + "d�!r

�2
= dr2 + "d�!r d�!r + "2d�!r 2

elde edilir. "2 = 0 oldu¼gundan,

d
�!
R 2 = dr2 + "d�!r d�!r

Dual say¬lar¬n eşitli¼ginden,

d�2 = d
�!
R 2
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ve

d'2 + "2d'd' = dr2 + "2d�!r d�!r

d¬r. Buradan

d'2 = d�!r 2

ayr¬ca

d'd' = d�!r d�!r

bulunur. Bu son eşitli¼gin her iki taraf¬d'2 ile bölünürse,

d'd'

d'2
=

d�!r d�!r
d'2

=
d�!r d�!r
d�!r 2

=
�!r ��!r �
�!r ��!r �

olup, da¼g¬lma parametresinin tan¬m¬ndan dolay¬,

1

d
=

d'

d'

1

d
=

�!r p�!r p
�!r p�!r p

d¬r. Dralin ba¼g¬nt¬s¬ile regle yüzeyin en basit diferensiyeli bulunmuş olur.
1

d
ba¼g¬nt¬s¬na k¬saca regle yüzeyin drali diyece¼giz.

Yukar¬daki dral formülünü kullanarak
�!
R 1 (t) yüzeyimizin d1 drali için

1

d1
=
�!r p1
�!
r p1

�!r p21
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yazabiliriz. p =
p�!r p21 ve p = �!r p1

�!
r p1p�!r p21 oldu¼gunu biliyoruz. O halde

p:p = �!r p1
�!
r p1

dir. Buradan

1

d1
=

�!r p1
�!
r p1

�!r p21

=
p:p

p2

=
p

p

elde edilir.
�!
R 2 (t) yüzeyinin drali için

1

d2
=
�!r p2
�!
r p2

�!r p22
oldu¼gunu biliyoruz. Burada �!r p2 ve

�!
r p2 yerlerine eşitlerini yazarsak

1

d2
=

(�p�!r 1 + q�!r 3)
�
�p�!r 1 + q�!r 3 � p

�!
r 1 + q

�!
r 3

�
(�p�!r 1 + q�!r 3) (�p�!r 1 + q�!r 3)

=
pp�!r 21�pq

�!r 1�!r 3+p2�!r 1
�!
r 1�pq�!r 3

�!
r 3�qp�!r 1�!r 3+qq�!r 23�qp

�!
r 1
�!r 3+q2�!r 3

�!
r 3

p2�!r 21�pq
�!r 1�!r 3�pq�!r 1�!r 3+q2�!r 23

=
pp1� pq0 + p20� pq0� qp0 + qq1� qp0 + q20

p21� pq0� pq0 + q21
dir. Buna göre

1

d2
=
pp+ qq

p2 + q2

elde edilir. Benzer şekilde
�!
R 3 (t) yüzeyinin drali için,

1

d3
=
�!r p3
�!
r p3�!r �23
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yazabiliriz. Burada �!r p3 ve
�!
r p3 eşitliklerini yerlerine yazarsak,

1

d3
=

(�q�!r 2)
�
�q�!r 2 � q

�!
r 2

�
(�q�!r 2)2

=
qq�!r 22 + q2�!r 2

�!
r 2

q2�!r 22
�!r 22 = 1 ve �!r 2

�!
r 2 = 0 oldu¼gundan

1

d3
=

qq1 + q20

q21

=
qq

q2

veya

1

d3
=
q

q

olur.



Bölüm 3

PARALEL REGLE

YÜZEYLER

�!
R1 =

�!
R1(s) bir regle yüzey ve

� = � + "� = sbt

bir dual aç¬olsun. O zaman [R�1] regle yüzeyi,

R�1(s) =
�!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

biçiminde bir birim vektörüyle ifade edersek, [R�1] regle yüzeyine [R1] regle

yüzeyinin paralel regle yüzeyi denildi¼gini biliyoruz.

[R�1] regle yüzeyini ve Blaschke üçyüzlüsünü gözönünde bulundurarak,
�!
R1 =

�!
R1(s) regle yüzeyi ve � = � + "� = sbt bir dual aç¬s¬tan¬mlayal¬m.

�!
R�1, dual birim vektörü olmak üzere, bunun yard¬m¬yla ifade edilecek pa-

ralel regle yüzeyi,
�!
R�1 =

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin� (3.1)

ile gösterebiliriz.

55
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h�!
R�1

i
; regle yüzeyini gözönüne alarak,

�!
R�1 yard¬m¬yla Blaschke üçyüzlüsünü

oluştural¬m. Buna göre

�!
R�2 =

�!
R�p1q��!
R�p21

=
�!
R2 ve

�!
R?3 =

�!
R�1 ^

�!
R�2 (3.2)

d¬r. Buna göre

�!
R�1 =

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin� (3.3)

eşitli¼ginin türevini al¬rsak,

�!
R�1

p
=
�!
R1

p
cos� +

�!
R3

p
sin�

dir. (2.16) dan
�!
R1

p
ve
�!
R3

p
eşitlerini yerlerine yazarsak,

�!
R�1

p
= P

�!
R2 cos� +

�
�Q�!R2

�
sin�

=
�!
R2 (P cos��Q sin�)

bulunur. Bu ifade kendisi ile iç çarp¬l¬r ve karekökü al¬n¬rsaq�!
R�1

p2 =

q�!
R22 (P cos��Q sin�)2

=

q
1: (P cos��Q sin�)2

= (P cos��Q sin�)

olur. Buna göre, (3.2) de bulunan eşitlikler yerine yaz¬l¬rsa,

�!
R�2 =

�!
R�

p

1q��!
R�

p2
1

=
R2 (P cos��Q sin�)
(P cos��Q sin�)

=
�!
R2
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elde edilir.
�!
R�3 =

�!
R�1 ^

�!
R�2 eşitli¼ginde

�!
R�1 yerine (3.1) deki eşitini ve

�!
R�2 yerine

(3.2) deki eşitini yazal¬m. Bu durumda

�!
R�3 =

��!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

�
^ �!R2

= cos�
��!
R1 ^

�!
R2

�
+ sin�

��!
R3 ^

�!
R2

�
olur. Yukar¬daki vektörel çarp¬m i̧slemlerinden,

�!
R�3 =

�!
R3 cos��

�!
R1 sin�

elde edilir. Sonuç olarak,

�!
R�1 =

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin� (3.4)

�!
R�2 =

�!
R2

�!
R�3 =

�!
R3 cos��

�!
R1 sin�

denklemlerini yazar¬z. Ayr¬ca aç¬klamalardan yola ç¬karak (2.2) ve (2.15)

ba¼g¬nt¬lar¬n¬gözönüne al¬rsak,

P � =

q��!
R�

p2
1 (3.5)

ve

Q� =

det

�
�!
R�1;

�!
R�

p

1 ;
�!
R�

pp

1

�
�!
R�

p

1
2

oluşur.

(3.4) den
�!
R�1 ¬n eşitini yaz¬p, türevini al¬rsak

�!
R�1 =

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

oldu¼gundan
�!
R�

p

1 =
�!
R

p

1 cos� +
�!
R

p

3 sin�
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olur. (2.16) dan
�!
R

p

1 ve
�!
R

p

3 eşiti yerine yaz¬l¬rsa,

�!
R�

p

1 =
�
P
�!
R2

�
cos� +

�
�Q�!R2

�
sin� (3.6)

= P
�!
R2 cos��Q

�!
R2 sin�

=
�!
R2 (P cos��Q sin�)

bulunur. Buradan
�!
R�

p

1
2 ni hesaplarsak,

�!
R�

p

1
2 =

��!
R�

p

1 ;
�!
R�

p

1

�
=

D
(P cos��Q sin�)�!R2; (P cos��Q sin�)

�!
R2

E
= (P cos��Q sin�)2

D�!
R2;

�!
R2

E
= (P cos��Q sin�)2 :1

= (P cos��Q sin�)2

(3.7)

dir. (3.5) te
�!
R�

p

1
2 yerine yaz¬l¬rsa,

P � =

q
(P cos��Q sin�)2 (3.8)

= (P cos��Q sin�)

elde edilir. (3.6) dan
�!
R�

p

1 türevini alal¬m.

�!
R�001 =

�
R�

p

1

�p
=
h
(P cos��Q sin�)�!R2

ip
= (P cos��Q sin�)

�!
R

p

2

olur. Burada (2.16) dan
�!
R

p

2 yerine yaz¬l¬rsa

�!
R�

pp

1 = (P cos��Q sin�)
�
�P�!R1 +Q

�!
R3

�
(3.9)



59

bulunur. (3.5) ifadesindekiQ� ¬n denkleminde,
�!
R �
1;
�!
R �p
1 ve

�!
R �pp
1 yerine yaz¬l¬rsa

Q� =

det

�
�!
R�1;

�!
R�

p

1 ;
�!
R�

pp

1

�
�!
R �p2
1

=
det[(

�!
R1 cos�+

�!
R3 sin�); (P cos��Q sin�)

�!
R2; (P cos��Q sin�)(�P

�!
R1+Q

�!
R3)]

(P cos��Q sin�)2

=
(P cos��Q sin�)2 det

h��!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

�
; R2;

�
�P�!R1 +Q

�!
R3

�i
(P cos��Q sin�)2

d¬r, gerekli sadeleşmeler yap¬l¬rsa,

Q� = det
h��!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

�
;
�!
R2;
�
�P�!R1 +Q

�!
R3

�i
=

D��!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

�
^ �!R2;

�
�P�!R1 +Q

�!
R3

�E
=

D
cos�

�!
R3 + sin�

�
��!R1

�
;
�
�P�!R1 +Q

�!
R3

�E
= Q cos�

D�!
R3;

�!
R1;
E
+ P sin�

D�!
R1;

�!
R1;
E

= Q cos� + P sin�

elde edilir. O halde

P � = P cos��Q sin� (3.10)

Q� = P sin� +Q cos�

ba¼g¬nt¬lar¬bulunur.

P ve Q ba¼g¬nt¬lar¬invaryant olduklar¬ndan

� = � + "� = sbt

dual aç¬olmak üzere
h�!
R �
1

i
regle yüzeyinin P � ve Q� büyüklükleri de ayn¬

zamanda invaryantt¬r. Böylece s parametresi de [R1] regle yüzeyinin in-

varyant parametresidir. (3.10) daki büyüklüklerin reel ve dual k¬s¬mlar¬n¬
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Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla bulal¬m.

P � = p� + "p�; Q� = q� + "q�; P = p+ "p; Q = q + "q; (3.11)

d¬r. (3.10) daki eşitlikler ve Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla,

p� + "p� = (p+ "p)
�
cos � � "� sin �

�
� (q + "q)

�
sin+"� cos �

�
= p cos � � "�p sin � + "p cos � � q sin � � "�q cos � � "q sin �

= p cos � � q sin � + "
�
p cos � � q sin � � �p sin � � �q cos �

�
d¬r. Reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden,

p� = p cos � � q sin � (3.12)

p� = p cos � � q sin � � �(p sin � + q cos �)

elde edilir. (3.10) dan

Q� = p sin� + q cos�

dir. Benzer şekildeQ� ¬reel ve dual k¬s¬mlar¬na ay¬r¬p, Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla

yazal¬m.

q� + "q� = (p+ "p) :
�
sin � + "� cos �

�
� (q + "q)

�
cos � � "� sin �

�
= p cos � � "�p sin � + "p cos � � q sin � � "�q cos � � "q sin��

= p sin � � q cos � + "
�
p sin � + q cos � + �p cos � � �q sin �

�
reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden,

q� = p sin � + q cos � (3.13)

q� = p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)
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şeklinde buluruz. E¼ger � = 0 seçilir ve Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla sin� ve cos�

aç¬l¬rsa

�!
R�1 = cos�

�!
R1 + sin�

�!
R3

=
�!
R1
�
cos � � "� sin �

�
+
�!
R3
�
sin � + "� cos �

�
=

�!
R1
�
cos 0� "� sin 0

�
+
�!
R3
�
sin 0 + "� cos 0

�
=

�!
R1:1 +

�!
R3"�:1

veya

�!
R�1 =

�!
R1 + "�

�!
R3

bulunur. � = 0 olarak ald¬¼g¬m¬zda
�!
R�1 =

�!
R1 olur. Ayr¬ca

�!
R�1 = cos�

�!
R1 + sin�

�!
R3

=
�!
R1
�
cos � � "� sin �

�
+
�!
R3
�
sin � + "� cos �

�
=

�!
R1 [cos � � "0 sin �] +

�!
R3 [sin � + "0 cos �]

=
�!
R1 cos � +

�!
R3 sin �

elde edilir. E¼ger � = 0 seçilirse (3.12) ve (3.13) deki ba¼g¬nt¬lardan faydala-

narak

p� = p cos � � q sin �

= p cos 0� q sin 0

= p1� q0

= p

yani

p� = p (3.14)
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bulunur.

p� = p cos � � q sin � � � (p sin � � q cos �)

= p cos 0� q sin 0� � (p sin 0� q cos 0)

= p:1� q:0� � (p:0� q:1)

= p� �q

veya

p� = p� �q (3.15)

olur. Benzer şekilde

q� = p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

= p sin 0 + q cos 0 + � (p cos 0� q sin 0)

= p:0 + q:1 + � (p:1� q:0)

= q

ya da

q� = q (3.16)

bulunur.

q� = p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

= p sin 0 + q cos 0 + � (p cos 0� q sin 0)

= p:0 + q:1 + � (p:1� q:0)

= q + �p

veya

q� = q + �p (3.17)
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elde edilir. Ayn¬i̧slemler bir de � = 0 seçilerek tekrarlan¬rsa,

p� = p cos � � q sin � (3.18)

q� = p sin � + q cos �

p� = p cos � � q sin �

q� = p sin � + q cos �

olarak bulunur. [R1] regle yüzeyinin (x) bo¼gaz çizgisi bir helis biçimindedir.

Yani
q

p
= sbt oldu¼gu do¼grulanm¬̧st¬r. [R1] regle yüzeyi helistir.

Helislerde e¼grilik ile burulma aras¬ndaki oran sabittir. Buna göre,
1

�
=
p

q

ve
1

�
=
q

q
olmak üzere

1

�
1

�

=

p

q
q

q

=
p

q

sabit oran¬elde edilir. Buna göre
h�!
R1

i
regle yüzeyinin (x) bo¼gaz çizgisinin

bir helis biçiminde oldu¼gu do¼grulanm¬̧s olur.

Şimdi paralel regle yüzeyin dik konoid ve silindir olma şartlar¬n¬inceleye-

lim.

Dik konoid olabilmesi için sabit do¼gru ile sabit düzlem birbirine dik olmak

zorundad¬r. Öyleyse birbirine dik iki do¼grunun e¼gimleri çarp¬m¬-1 olaca¼g¬n-

dan,

tan�: tan� = �1

olur. Taylor aç¬l¬m¬yard¬m¬yla eşitli¼gi düzenlersek,�
tan � � "� 1

cos2 �

��
tan'� "' 1

cos2 '

�
= �1

tan � tan'� "
�
�

1

cos2 �
tan'+ '

1

cos2 '
tan �

�
= �1
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olur. Dual say¬lar¬n ve reel k¬s¬mlar¬n¬n eşitli¼ginden, tan �: tan' = �1; veya

tan � = � 1

tan'
olur. (2.35) den tan' =

p

q
dir. Buna göre tan � =

�1
p

q

= �q
p

öyleyse tan (��) = q

p
ve buradan da �� = arctan q

p
bulunur. Böylece

� = � arctan q
p

(3.19)

dir. Dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

�
1

cos2 �
tan'+ '

1

cos2 '
tan � = 0

�

'
= � tan �

cos2 '
:
cos2 �

tan'

dir.

tan � = �q
p

ve

tan' =
q

p

oldu¼gundan cos � = p ve cos' = q elde edilir. Buna göre,

�

'
= �

�q
p

q2
:
p2

p

q

=
qp2q

p2q2
= 1

veya
�

'
= 1

ise

� = ' = sbt (3.20)

elde edilir. � = � arctan q
p
; � = ' = sbt oldu¼gunda paralel regle yüzeyi dik

konoid olur.
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Paralel regle yüzeyinde p� = 0 olmas¬ silindiri karakterize eder. (3.18)

den,

p� = p cos � � q sin �

d¬r. O halde,

p� = p cos � � q sin � = 0

p cos � = q sin �

sin �

cos �
=

p

q

tan � =
p

q

olur. Burada � yaln¬z b¬rak¬l¬rsa

� = arctan
p

q
(3.21)

olacakt¬r. Öyleyse � = arctan
p

q
oldu¼gunda paralel regle yüzey silindirdir.

3.1 Paralel Regle Yüzeyin Ani Dönme

Eksenleri ve Blaschke Üçyüzlüleri ile ·Ili̧s-

kisi

Ani dönme eksenini (2.31), (2.33), (3.5) ve (3.10) daki ba¼g¬nt¬lar¬ dikkate

alarak inceleyecek olursak,

E1 =

�!
R2�

�!
R

p

2



�!R2��!Rp

2
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ve (3.2) den
�!
R2

� =
�!
R2 oldu¼gunu biliyoruz. O halde,

�!
E1 =

�!
R2�

�!
R

p

2



�!R2��!Rp

2





 =
�!
R2

��
�!
R

p

2
�



�!R2���!Rp

2
�




 =

�!
E1

� (3.22)

yazabiliriz. Yani,

�!
E1

� =

�!
R2

��
�!
R

p

2
�



�!R2���!Rp

2
�




 (3.23)

olur.
�!
R

p

2
� = �P ��!R1� +Q�

�!
R3

�

ve (2.28) ve (2.30) denklemlerinden dolay¬



�!R2���!Rp

2
�




 =pP �2 +Q�2

olaca¼g¬için bu eşitlikleri (3.23) te yerine yazarsak,

�!
E1

� =

�!
R2

��
�
�P ��!R1� +Q�

�!
R3

�
�

p
P �2 +Q�2

=

�!
R2

��
�
�P ��!R1�

�
+
�!
R2

�
�
Q�
�!
R3

�
�

p
P �2 +Q�2

=
�P �

��!
R2

��
�!
R1

�
�
+Q�

��!
R2

��
�!
R3

�
�

p
P �2 +Q�2

olur. Yukar¬daki eşitlikte vektörel çarp¬mlar yap¬l¬rsa,

�!
E1

� =
Q�
��!
R1

�
�
+ P �

��!
R3

�
�

p
P �2 +Q�2

(3.24)
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bulunur. (3.24) ün pay ve paydas¬n¬P � a bölersek ,

�!
E1

� =

�
Q�
��!
R1

�
�
+ P �

��!
R3

�
��
: P ��p

P �2 +Q�2
�
: P �

=

�
Q�

P �

��!
R1

�
�
+
P �

P �

��!
R3

�
��

 r
P �2

P �2
+
Q�2

P �2

!

=

�
Q�

P �

��!
R1

�
�
+
��!
R3

�
��

 r
1 +

Q�2

P �2

!

dir. (2.32) ten
X

=
Q

P
ise
X�

=
Q�

P �
olur. O halde

�!
E1

� =

X��!
R1

� +
�!
R3

�r
1 +

X�2
(3.25)

olur. (3.24) ve (3.25) den

�!
E1

� =
Q�
�!
R1

� + P �
�!
R3

�p
P �2 +Q�2

=

X��!
R1

� +
�!
R3

�r
1 +

X�2

(3.26)

yaz¬labilir.

Benzer bir yolla
�!
E1

� =
�!
E1 oldu¼gu gösterilebilir. (3.26) dan

�!
E1

� =
Q�
�!
R1

� + P �
�!
R3

�p
P �2 +Q�2

d¬r. (3.12) den P � ve Q� ¬n eşitliklerini ayr¬ca (3.4) den de
�!
R1

� ile
�!
R3

� eşit-

liklerini E�1 denkleminde yerine yazarsak
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�!
E1

� = [P sin�+Q cos�][R1 cos�+R3 sin�]+[P cos��Q sin�][�R1 sin�+R3 cos�]p
P 2 sin2 �+Q2 cos2 �+P 2 cos2 �+Q2 sin2 �

=

�
P sin� cos�+Q cos2 �� P sin� cos�+Q sin2 �

�
R1q

P 2
�
sin2 �+ cos2 �

�
+Q2

�
cos2 �+ sin2 �

�
+

�
P sin2 �+Q sin� cos�+ P cos2 ��Q sin� cos�

�
R3q

P 2
�
sin2 �+ cos2 �

�
+Q2

�
cos2 �+ sin2 �

�
=

Q
�
sin2 �+ cos2 �

�
R1 + P

�
sin2 �+ cos2 �

�
R3p

P +Q2

=
QR1 + PR3p
P +Q2

=
�!
E1

olur. Bu son eşitligin pay ve paydas¬n¬ P ye böler, (2.32) ten
X

=
Q

P
oldu¼gu

kullan¬l¬rsa,

�!
E1

� =
Q
�!
R 1 + P

�!
R 3p

P 2 +Q2

=

Q

P

�!
R1 +

�!
R3r�

P
Q

�2
+ 1

=

X�!
R1 +

�!
R3r

1 +
X2

=
�!
E1
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veya
�!
E1

� =
Q
�!
R 1 + P

�!
R 3p

P 2 +Q2

=

X�!
R1 +

�!
R3r

1 +
X2

=
�!
E1

(3.27)

formülüne sahip oluruz.

[R1] regle yüzeylerinin paralel regle yüzeyleri, ani dönme eksenleri ve

Blaschke nin üçyüzlülerindeki gibi dual birim vektörü taraf¬ndan tan¬mlanan

regle yüzeyleridir. O halde son ba¼g¬nt¬

� = � + "� = sbt

dual aç¬s¬na ba¼gl¬de¼gildir.

E¼grinin
��!
R 1;

�!
R 2;

�!
R 3

�
Blaschke üçyüzlüsünün her s an¬nda bir eksen

etraf¬nda, ani bir helis hareketi yapt¬¼g¬ kabul edilir. Bu eksene e¼grinin s

parametresine kaŗs¬l¬k gelen �(s) noktas¬ndaki Darboux ekseni denir. Dar-

boux vektörü yönündeki birim vektör E1 olmak üzere (3.27) den
�!
E1

� =
�!
E1

oldu¼gunu biliyoruz.

� = � + "� = sbt

regle yüzeyinin dual aç¬s¬ve � = ' + "' aç¬s¬da dual dönme ekseninin aç¬s¬

olmak üzere,

D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
=



�!R1�





�!E1�


 cos��
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dir ve
�!
R�1 ve

�!
E�1 birim vektör oldu¼gu içinD�!

R1
�;
�!
E1

�
E
= 1:1: cos��

= cos��

olur. (3.23) den
�!
E�1 in eşiti yaz¬l¬rsa,

D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
= h�!R1�;

��!
R2

� ^ �!R2�
p
�




�!R2� ^ �!R2�p


 i
=

det
��!
R1

�;
�!
R2

�;
�!
R2

�p
�

p
P �2 +Q�2

=

D�!
R1

� ^ �!R2�;
�!
R2

�p
E

p
P �2 +Q�2

=

D�!
R3

�;
�!
R2

�p
E

p
P �2 +Q�2

bulunur. (3.4) ten
�!
R3

� ve
�!
R2

�pnin eşitleri son denklemde yerine yaz¬l¬rsa

D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
=

D
� sin��!R1 + cos�

�!
R3;�P

�!
R1 +Q

�!
R3

E
p
P �2 +Q�2

=
P sin�

D�!
R1;

�!
R1

E
+Q cos�

D�!
R3;

�!
R3

E
p
P �2 +Q�2

=
P sin�:1 +Q cos�:1p

P �2 +Q�2

=
P sin� +Q cos�p

P �2 +Q�2

olur. (3.10) dan P sin� +Q cos� = Q� d¬r. O halde

�!
R1

�:
�!
E1

� =
Q�p

P �2 +Q�2

d¬r. Son eşitli¼gin pay ve paydas¬n¬P � ile bölersekD�!
R1

�;
�!
E1

�
E
=

Q� : P �p
P �2 +Q�2 : P �
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veya D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
=

Q�

P �r
P �2

P �2
+
Q�2

P �2

bulunur.
X�

=
Q�

P �
al¬n¬rsa

D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
=

X�r
1 +

X�2

= cos��

olur.
D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
çarp¬m¬nda (3.4) ve (3.27) den faydalanarak

�!
R1

� ve
�!
E1

�

ifadesinin eşitini yazarsak,

D�!
R1

�;
�!
E1

�
E
= (

�!
R1 cos� +

�!
R3 sin�)

0BB@
X�!

R1 +
�!
R3r

1 +
X2

1CCA
=

X
cos�

D�!
R1;

�!
R1

E
+ cos�

D�!
R3;

�!
R3

E
r
1 +

X2

+

X
sin�

D�!
R1;

�!
R3

E
+ sin�

D�!
R3;

�!
R3

E
r
1 +

X2

=

X
cos�:1 + cos�:0 +

X
sin�::0 + sin�:1r

1 +
X2

=

X
cos� + sin�r
1 +

X2

bulunur. Sonuç olarak,

h�!R1�;
�!
E1

�i = cos�� =

X�r
1 +

X�2
=

X
cos� + sin�r
1 +

X2
(3.28)
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denklemlerini yazar¬z.

sin�� =
p
1� cos2 �� yazabiliriz. (3.28) den faydalan¬rsak

sin�� =

vuuut1�
X�2

1 +
X�2

=
1r

1 +
X�2

bulunur. Yine

sin2 �� = 1� cos2 ��

eşitli¼ginde (3.28) den faydalan¬rsak,

sin2 �� = 1�

0BB@
X

cos� + sin�r
1 +

X2

1CCA
2

=
1 +

X2
�
X2

cos2�� sin2�� 2
X

cos� sin�

1 +
X2

=
cos2�+ sin2�+

X2
�
X2

cos2�� sin2�� 2
X

cos� sin�

1 +
X2

=
cos2�+

X2
sin2�� 2

X
cos� sin�

1 +
X2

=

�
cos��

X
sin�

�2
 r

1 +
X2

!2
olur. Buna göre,

sin�� =
cos��

X
sin�r

1 +
X2

=
1r

1 +
X�2

(3.29)
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elde edilir. (3.28) ve (3.29) dan faydalan¬rsak,

cot�� =
cos��

sin��
=

X�r
1 +

X�2

1r
1 +

X�2

=
X�

(3.30)

veya X�
= cot�� =

cos��

sin��
(3.31)

=

X
cos� + sin�r
1 +

X2

cos��
X

sin�r
1 +

X2

=

X
cos� + sin�

cos��
X

sin�

d¬r. (3.31) de X
= � + "� (3.32)

eşitli¼gini, Taylor formüllerini de kullanarak yerine yazarsak,

X�
=

X
cos� + sin�

cos��
X

sin�

=
(� + "�)

�
cos � � "� sin �

�
+
�
sin � + "� cos �

��
cos � � "� sin �

�
� (� + "�)

�
sin � + "� cos �

�
=

(� + "�)
�
cos � � "� sin �

�
+
�
sin � + "� cos �

�
(cos � � � sin �))� "(� sin � + � sin � + �� cos �)

olur. Bu eşitli¼gin pay ve paydas¬eşleni¼gi ile çarp¬l¬r ve "2 = 0 oldu¼gu dikkate
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al¬n¬rsaX�
=

� cos � + sin � + "
�
� cos � � �� sin � + � cos �

�
(cos � � � sin �)2

=
� cos2 � + sin � cos � � � 2 sin � cos � � � sin2 �

(cos � � � sin �)2

+
"
�
� cos2 � � �� sin � cos � + � cos2 � � �� sin � cos �

�
(cos � � � sin �)2

+
�� 2 sin2 � � �� sin � cos � + �� sin � cos � + � sin2 �

(cos � � � sin �)2

+
�� 2 cos2 � + �� sin � cos � + �� sin � cos � + � sin2 �

(cos � � � sin �)2

=
� cos �: (cos � + � sin �) + sin � (cos � � � sin �)

(cos � � � sin �)2

+
"
�
� + �

�
cos2 � + � 2 sin2 � + sin2 � + � 2 cos2 �

��
(cos � � � sin �)2

=
� cos � + sin �

cos � � � sin � + "
� + � (1 + � 2)

(cos � � � sin �)2
= � � + "� �

bulunur. X �
= � � + "� � (3.33)

olarak alal¬m. Reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

� � =
� cos � + sin �

cos � � � sin � ; �
� =

� + � (1 + � 2)

(cos � � � sin �)2
(3.34)

olur. (3.34) deki eşitliklerde � = 0 seçilirse

� � =
� cos 0 + sin 0

cos 0� � sin 0 (3.35)

� � = �

bulunur. Ayr¬ca

� � =
� + � (1 + � 2)

(cos 0� � sin 0)2

veya

� � = � + �
�
1 + � 2

�
(3.36)
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elde edilir. (3.33) eşitli¼ginde (3.35) ve (3.36) eşitlikleri yerlerine yaz¬l¬rsaX�
= � + "

�
� + �

�
1 + � 2

��
= � + "� + "�

�
1 + � 2

�
d¬r.

P � = � + "� oldu¼gunu biliyoruz. O haldeX�
=
X

+"�
�
1 + � 2

�
(3.37)

olur.
P
= � + "� denkleminde eşitli¼gin iki taraf¬n¬n¬n da karesi al¬n¬rsaX

2 = (� + "�)2

= � 2 + 2"�� + "2� 2

= � 2 + 2"��

dir. Buradan,

� 2 =
X

2 � 2"��

bulunur. (3.37) de bu son eşitli¼gi yerine yazarsak,X�
=

X
+"�

�
1 + � 2

�
=

X
+"�

�X2
�2"�� + 1

�
=

X
+"�

X2
�2"2��� + "�

=
X

+"�
X2

+"�X�
=
X

+"
��X2

+1
�
�
�

(3.38)

elde edilir. (3.31) denklemi Taylor formüllerine göre aç¬l¬r ve � = 0 seçilirse ,

X�
=

X�
cos � � "� sin �

�
+ sin � + "� cos ��

cos � � "� sin �
�
�
X�

sin � + "� cos �
�
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elde edilir. Son eşitlikte � = 0 seçilirse ,

X�
=

X
cos � + sin �

cos � �
X

sin �
(3.39)

bulunur. (3.34) da � = 0 seçilirse,

� � =
� cos � + sin �

cos � � � sin � (3.40)

ve

� � =
�

(cos � � � sin �)2
(3.41)

olur.

cot�� =
1

tan��
=
X�

veya

tan�� = 1X�

=
P ?

Q?

=
cos��

X
sin�X

cos� + sin�

(3.42)

yazabiliriz. Yukar¬da
X

=
Q

P
ifadesi yerine yaz¬l¬rsa

tan�� =
cos�� Q

P
sin�

Q

P
cos� + sin�

olur. Son eşitli¼gin pay ve paydas¬P ile çarp¬l¬rsa

tan�� =
P cos��Q sin�
Q cos� + P sin�

(3.43)
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formülünü elde ederiz. E¼ger (3.10), (3.12) ve (3.13) deki formülleri dikkate

al¬rsak, son ba¼g¬nt¬dan reel ve dual k¬s¬mlar¬buluruz. Buna göre (3.42) den

tan�� =
sin��

cos��
=
P �

Q�

d¬r. Taylor aç¬l¬m¬kullan¬larak,

tan�� =
sin��

cos��
=
sin'� + "'� cos'�

cos'� � "' sin'� =
p� + "p�

q� + "q�

yaz¬labilir. Paydalar¬n eşleni¼gi ile çarpma i̧slemi yaparsak,

tan�� =
sin'� cos'� + "

�
sin2 '�'� + '� cos2 '�

�
cos2 '�

=
p�q� + " (q�p� � p�q�)

q�2

=
sin'�

cos'�
+
"
�
'�
�
sin2 '� + cos2 '�

��
cos2 '�

=
p�

q�
+
" (q�p� � p�q�)

q�2

=
sin'�

cos'�
+

"'�

cos2 '�
=
p�

q�
+
" (q�p� � p�q�)

q�2

bulunur. Dual say¬larda reel k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

sin'�

cos'�
=

p�

q�
(3.44)

tan'� =
p�

q�

d¬r. Benzer olarak, dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

'�

cos2 '�
=
q�p� � p�q�

q�2

olur.

tan'� =
p�

q�

oldu¼gunu biliyoruz. Buradan

cos'� =
q�p

p�2 + q�2
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elde edilir. Buna göre

'� 
q�p

p�2 + q�2

!2 =
q�p� � p�q�

q�2

'�

q�2

p�2 + q�2

=
q�p� � p�q�

q�2

veya

'� =
q�p� � p�q�
p�2 + q�2

(3.45)

bulunur.
X

=
Q

P
ve
X

= � + "� oldu¼gunu biliyoruz. O halde

X
=
Q

P
=
q + "q

p+ "p
= � + "�

yaz¬labilir. Burada paydan¬n eşleni¼gi ile çarpma yap¬l¬rsa,X
=

q + "q
p+ "p

(p� "p)

= � + "�

=
pq + " (pq � qp)

p2
= � + "�X

=
pq

p2
+
" (pq � qp)

p2
= � + "�

d¬r. Reel ve dual k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

� =
q

p
) p =

q

�
ve � =

q

p
+
qp

p2
(3.46)

olur.

tan'� =
p�

q�

oldu¼gunu biliyoruz. Bu ba¼g¬nt¬da (3.12) ve (3.13) den p� ve q� ¬n de¼gerleri

yerine yaz¬l¬rsa,

tan'� =
p�

q�
=
p cos � � q sin �
p sin � + q cos �

(3.47)
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olur.

p =
q

�

ifadesi (3.47) de yerine yaz¬l¬rsa,

tan'� =

q

�
cos � � q sin �

q

�
sin � + q cos �

=

q

�
cos �

�
� sin �

�
q

�
sin �

�
+ cos �

�
gerekli sadeleşmeler yap¬l¬rsa

tan'� =
(cos � � � sin �)
(sin � + � cos �)

(3.48)

bulunur. (3.47) ve (3.48) deki ba¼g¬nt¬lar birleştirilirse,

tan'� =
p�

q�
=
p cos � � q sin �
p sin � + q cos �

=
(cos � � � sin �)
(sin � + � cos �)

(3.49)

elde edilir.

'� =
p�q� � p�q�
p�2 + q�2

ifadesinde (3.12) ve (3.13) deki ba¼g¬nt¬lar¬kullanarak p�; q�; p� ve q� ¬n eşitleri
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yerlerine yaz¬l¬rsa

'� =

�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

�
[p sin � + q cos �]

(p cos � � q sin �)2 + (p sin � + q cos �)2

�
[p cos � � q sin �]

�
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

�
(p cos � � q sin �)2 + (p sin � + q cos �)2

=
pp sin � cos � � pq sin2 � � �p2 sin2 � � �qp sin � cos �

p2 cos2 � � 2pq sin � + q2 sin2 � + p2 sin2 � + 2pq sin � cos � + q2 cos2 �

+
qp cos2 � � qq sin � cos � � �q2 cos2 � � �qp sin � cos �

p2 cos2 � � 2pq sin � + q2 sin2 � + p2 sin2 � + 2pq sin � cos � + q2 cos2 �

+
�pp sin � cos � � pq cos2 � � �p2 cos2 � + �qp sin � cos �

p2 cos2 � � 2pq sin � + q2 sin2 � + p2 sin2 � + 2pq sin � cos � + q2 cos2 �

+
qp sin2 � + qq sin � cos � + �qp sin � cos � � �q2 sin2 �

p2 cos2 � � 2pq sin � + q2 sin2 � + p2 sin2 � + 2pq sin � cos � + q2 cos2 �
veya

'� =
sin2 �

�
qp� �q2 � pq � �p2

�
+ cos2 �

�
qp� �q2 � pq � �p2

�
p2 + q2

=

�
qp� �q2 � pq � �p2

�
p2 + q2

=

�
qp� pq � � (q2 � p2)

�
p2 + q2

olur. Gerekli sadeleşmeler yap¬l¬rsa,

'� =
qp� pq
p2 + q2

� � (3.50)

bulunur.
1

d1
=
p

p
ve

1

d3
=
q

q
oldu¼gundan

1

d1
� 1

d3
=
p

p
� q
q
=
qp� pq
pq
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veya �
1

d1
� 1

d3

�
pq = qp� pq

olur. (3.50) de bu son eşitlik yerine yaz¬l¬rsa

'� =

�
1

d1
� 1

d3

�
pq

p2 + q2
� �

bulunur. Pay ve payda
1

p2
ile çarp¬l¬rsa

'� =

1

p2
pq

�
1

d1
� 1

d3

�
1

p2
(p2 + q2)

� �

=

q

p�
1 +

q2

p2

� � 1
d1
� 1

d3

�
� �

d¬r.

� =
q

p

ifadesi yukar¬da yerine yaz¬l¬rsa

'� =
�

(1 + � 2)

�
1

d1
� 1

d3

�
� � (3.51)

olur. Sonuç olarak (3.45), (3.50), (3.51) ba¼g¬nt¬lar¬birleştirilirse

'� =
p�q� � p�q�
p�2 + q�2

=
pq � pq
p2 + q2

� � = �

(1 + � 2)

�
1

d1
� 1

d3

�
� � (3.52)

elde edilir. (2.35) dan tan' =
p

q
oldu¼gundan p = q tan' d¬r. (3.49) da p

yerine q tan' yaz¬l¬rsa

tan'� =
q tan' cos � � q sin �
q tan' sin � + q cos �
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bulunur. Pay ve payda q ile sadeleştirilirse

tan'� =
tan' cos � � sin �
tan' sin � + cos �

=

sin'

cos'
cos � � sin �

sin'

cos'
sin � + cos �

=
sin' cos � � sin � cos'
sin' sin � + cos � cos'

=
sin ('� �)
cos ('� �)

veya

tan'� = tan ('� �) (3.53)

elde edilir. (3.52) te pq � pq = ��n ve p2 + q2 = �2n + �
2
g ba¼g¬nt¬lar¬yerine

yaz¬l¬rsa

'� =
��n
�2n + �

2
g

� � = �
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
�2n + �

2
g

olur. Buradan

tan'� = tan ('� �) (3.54)

'� = '� �

'� = '� �

oldu¼gunu görürüz. (3.5) ve (3.26) daki hesaplamalardan h�!R1�;
�!
E1

�i = cos��

ve � = �� +� ili̧skisine sahip oluruz. Buna göre,

'� = '� � =) ' = �� + �

'� = '� � =) ' = '� + �

olacakt¬r.
�!
R1 ile [R1] regle yüzeyinin E1 ani dönme ekseni taraf¬ndan meydana

gelen dual aç¬s¬,
�!
R1

� ile
�!
R1 aras¬ndaki sabit dual aç¬s¬ile

�!
R1 ve paralel regle

yüzeylerinin
�!
E1

� ani rotasyon ekseni aras¬ndaki dual aç¬lar¬n toplam¬na eşittir.
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(3.4) deki ba¼g¬nt¬lar¬, Taylor formüllerini de kullanarak reel ve dual k¬s¬m-

lar¬na ay¬r¬rsak

�!
R1

� =
�!
R1 cos� +

�!
R3 sin�

�!r1 � + "�!r1 � =
�
cos � � "� sin �

�
(�!r1 + "�!r1 ) +

�
sin � + "� cos �

�
(�!r3 + "�!r3 )

burada reel k¬s¬mlar¬n eşitli¼ginden

�!r1 � = cos ��!r1 + sin ��!r3

dir. Benzer şekilde

�!
R2

� =
�!
R2

�!r2 � + "�!r2 � = (�!r2 + "�!r2 )
�!r2 � = �!r2

elde edilir.

�!
R3

� =
�!
R3 cos��

�!
R1 sin�

�!r3 � + "�!r3 � = (�!r3 + "�!r3 )
�
cos � � "� sin �

�
� (�!r1 + "�!r1 )

�
sin � + "� cos �

�
�!r3 � = �!r3 cos � ��!r1 sin �

olur. Sonuç olarak �!r1 �;�!r2 �;�!r3 � vektörleri

�!r1 � = cos ��!r1 + sin ��!r3
�!r2 � = �!r2
�!r3 � = cos ��!r3 � sin ��!r1

(3.55)

şeklindedir.

[R�1] regle yüzeyinin
�!x � = �!x �(s) bo¼gaz çizgisi � = �(s) olmak üzere,

�!x � = �!x + �(s)�!r2 (3.56)
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ba¼g¬nt¬s¬na sahiptir. �!x � ¬n s yay uzunlu¼guna göre türevini al¬rsak,

d�!x �
ds

=
d�!x
ds

+
d
�!
�

ds
:�!r2 + �

d�!r2
ds

(3.57)

bulunur. (3.57) de (2.9) ve (2.17) den faydalanarak�!x p
ile �!r2

p
nin eşiti yerine

yaz¬l¬rsa

d�!x �
ds

= �!x �p = �!x p
+ �

p�!r2 + ��!r2
p

= q�!r1 + p�!r3 + �
p�!r2 � �p�!r1 + �q�!r3

= (q � �p)�!r1 + (p+ �q)�!r3 + �
p�!r2

veya
d�!x �
ds

= �!x �p = (q � �p)�!r1 + (p+ �q)�!r3 + �
p�!r2 (3.58)

elde edilir. (3.55) den faydalanarak �!r1 � ve �!r3 � eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬

s¬ras¬yla cos � ve (� sin �) ile çarpal¬m.

cos ��!r1 � = cos2 ��!r1 + cos � sin ��!r3

� sin ��!r3 � = sin2 ��!r1 � sin � cos ��!r3

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

cos ��!r1 � � sin ��!r3 � =
�
cos2 � + sin2 �

��!r1
�!r1 = cos ��!r1 � � sin ��!r3 � (3.59)

bulunur. �!r1 � ve �!r3 � eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬ s¬ras¬yla sin � ve cos � ile

çarpal¬m.

sin ��!r1 � = cos � sin ��!r1 + sin2 ��!r3

cos ��!r3 � = � cos � sin ��!r1 + cos2 ��!r3

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

sin ��!r1 � + cos ��!r3 � =
�
cos2 � + sin2 �

��!r3
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�!r3 = sin ��!r1 � + cos ��!r3 � (3.60)

dir. (3.18) den faydalanarak p� ve q� eşitliklerinin her iki taraf¬n¬s¬ras¬yla

cos � ve sin � ile çarpal¬m.

cos �p� = p cos2 � � q sin � cos �

sin �q� = p sin2 � + q cos � sin �

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

p = cos �p� + sin �q�

olur. Benzer şekilde p� ve q� eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬s¬ras¬yla (� sin �) ve

cos � ile çarpal¬m.

� sin �p� = �p sin � cos � + q sin2 �

cos �q� = p sin � cos � + q cos2 �

eşitlikleri taraf tarafa toplan¬rsa

q = q� cos � � p� sin �

bulunur. Buna göre

p = p� cos � + q� sin � (3.61)

q = q� cos � � p� sin �

eşitlikleri elde edilir.
�!x p

= q�!r1 + p�!r3
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denkleminde �!r1 ; �!r3 ; p; q ifadelerinin yerine (3.59), (3.60) ve (3.61) deki eşitleri

yaz¬l¬rsa

�!x p
= q�!r1 + p�!r3

= (q� cos � � p� sin �) (cos ��!r1 � � sin ��!r3 �)

+ (p� cos � + q� sin �) (sin ��!r1 � + cos ��!r3 �)

= cos2 �q��!r1 � � sin � cos �q��!r3 � � sin � cos �p��!r1 �

+sin2 �p��!r3 � + sin2 �q��!r1 � + sin � cos �q��!r3 �

+sin � cos �p��!r1 � + cos2 �p��!r3 �

veya gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa

�!x p
= q��!r1 � + p��!r3 � = �!x

p� (3.62)

bulunur. (3.62) de (3.4) ün reel k¬s¬mlar¬dikkate al¬narak yerine yaz¬l¬rsa

d�!x �
ds

= �!x p� = �!x �1 = q� (cos ��!r1 � + sin ��!r3 �) + p� (cos ��!r3 � sin ��!r1 )

= q� cos ��!r1 + q� sin ��!r3 + p� cos ��!r3 � p� sin ��!r1

veya
d�!x �
ds

= (q� cos � � p� sin �)�!r1 + (q� sin � + p� cos �)�!r3 (3.63)

olur. (3.58) ve (3.63) ba¼g¬nt¬lar¬birbirine eşitlenirse

(q� cos �+p� sin �)�!r1+(q� sin �+p� cos �)�!r3 = (q-�p)�!r1+(p+�q)�!r3+�
p�!r2
(3.64)

dir. Eşitli¼gin her iki taraf¬�!r2 ile iç çarp¬l¬rsa,
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h(q� cos � � p� sin �)�!r1 ;�!r2 i+h(q� sin � + p� cos �)�!r3 ;�!r2 i = h(q � �p)�!r1 ;�!r2 i+

h(p+ �q)�!r3 ;�!r2 i+
D
�
p�!r2 ;�!r2

E
bulunur. Gerekli iç çarp¬mlar yap¬l¬rsa

0 =
D
�
p�!r2 ;�!r2

E
0 = �

p h�!r2 ;�!r2 i

0 = �
p

elde edilir. Buradan �
p
= 0 ve � = sbt: dir. (3.64) de (3.12) ve (3.13) den

faydalanarak p� ve q� ¬n eşitlerini yerine yaz¬p �!r1 ile iç çarparak � = sbt

de¼gerini hesaplayal¬m.

(p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)) cos �;�!r1

�
�


(p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)) sin ��!r1 ;�!r1

�
+ h(q� sin � + p� cos �)�!r3 ;�!r1 i

= h(q � �p)�!r1 ;�!r1 i+ h(p+ �q)�!r3 ;�!r1 i+
D
�
p�!r2 ;�!r1

E
gerekli iç çarp¬mlar yap¬ld¬¼g¬nda

(p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)) cos �

�(p cos � � q sin � � � (p sin � � q cos �)) sin � = q � �p

d¬r. Ortak çarpan parantezine al¬rsak

q
�
cos2 � + sin2 �

�
+ �p

�
cos2 � + sin2 �

�
= q � �p

q:1 + �p:1 = q � �p

� = ��

bulunur. �(s) parametresi sabit ise � sabit olur, kaŗs¬t¬ da do¼grudur. O

zaman � aç¬s¬n¬n tanjant¬n¬n tersini kotanjant¬na eşit olarak buluruz. (3.56)

da � = �� de¼geri yerine yaz¬l¬rsa

�!x � = �!x � ��!r2 (3.65)
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elde edilir. �!x � taraf¬ndan belirtilen geometrik yer,
h�!
R1

�
i
regle yüzeyinin �!x �

bo¼gaz çizgisini ifade eder. Taylor formüllerine göre (3.4) ü açarsak

�!
R1

� =
�!
R1
�
cos � � "� sin �

�
+
�!
R3
�
sin � + "� cos �

�
d¬r. E¼ger � sabit de¼gerini 0 seçersek, regle yüzeyin bo¼gaz çizgisi aşa¼g¬daki gibi

olur.

�!
R1

� =
�!
R1 (cos � � "0 sin �) +

�!
R3 (sin � + "0 cos �)

=
�!
R1 cos � +

�!
R3 sin �

veya

�!
R1

� =
�!
R1 cos � +

�!
R3 sin �

bulunur.

3.2 Paralel Regle Yüzeyin s� Yay Uzunlu¼gu-

nun Diferensiyeli

Tanjant vektörünü (3.62) deki gibi ifade ederek,
h�!
R1

�
i
regle yüzeyinin (�!x �)

bo¼gaz çizgisini s� yay uzunlu¼gunun terimlerine göre belirtti¼gimizde

�!x �p = d�!x �
d�!s � :

d�!s �
d�!s = q��!r1 � + p��!r3 � (3.66)
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olur. Buna göre

d�!s �
d�!s =

��
d�!s �
d�!s ;

d�!s �
d�!s

��1=2
=

hD
q��!r1 � + p��!r3 �; q��!r1 � + p�

�!
r�3

Ei1=2
= [hq��!r1 �; q��!r1 �i+ hq��!r1 �; p��!r3 �i+ hp��!r3 �; q��!r1 �i+ hp��!r3 �; p��!r3 �i]1=2

=
�
q�2 h�!r1 �;�!r1 �i+ p�2 h�!r3 �;�!r3 �i

�1=2
=

p
q�2 + p�2

elde edilir. Buradan
ds�

ds
=
p
q�2 + p�2 =

p
A (3.67)

denklemi oluşur. (3.67) deki koşulu q2 + p2 = 1 ile (3.12) ve 3.13) deki

formülleri dikkate alarak düzenlersek,

q�2 = p2 sin2 � + pq sin � cos � + p sin �� (p cos � � q sin �)

+pq sin � cos � + q2 cos2 � + q cos �� (p cos � � q sin �)

+�p sin � (p cos � + q sin �) + �q cos � (p cos � � q sin �)

+�
2
(p cos � � q sin �)2

ve

p�2 = p2 cos2 � � pq sin � cos � + p sin �� (p sin � + q cos �)

�pq sin � cos � + q2 sin2 � + q sin �� (p sin � � q cos �)

��p cos � (p sin � + q cos �) + �q sin � (p sin � � q cos �)

+�
2
(p sin � � q cos �)
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bulunur. q�2 ve p�2 lerini (2.26) ve (2.37) ba¼g¬nt¬lar¬n¬dikkate alarak taraf

tarafa toplayal¬m. O zaman

q�2 + p�2 = p2
�
cos2 � + sin2 �

�
+ q2

�
cos2 � + sin2 �

�
+�

2 �
p2 cos2 � � 2pq sin � cos � + q2 sin2 �

+p2 sin2 � + 2pq sin � cos � + q2 cos2 �

+� (p cos � � q sin �) [p sin � + q cos � + p sin � + q cos �]

�� (p sin � + q cos �) [p cos � � q sin � + p cos � � q sin �]

= p2 + q2 + �
2 �
p2 + q2

�
+ 2� (p cos � � q sin �) (p sin � + q cos �)

�2� (p sin � + q cos �) (p cos � � q sin �)

= p2 + q2 + �
2 �
�2n + �

2
g

�
+ 2�

�
pp sin � cos � + pq cos2 � � qp sin2 �

�qq sin � cos � � pp sin � cos � + pq sin2 � � qp cos2 � + qq sin � cos �

= 1 + �
2 �
�2n + �

2
g

�
+ 2� (pq � qp)

= 1 + �
2 �
�2n + �

2
g

�
+ 2��n

olur. Sonuç olarak

d�!s �
d�!s =

p
q�2 + p�2 =

p
A =

q
1 + 2�gn + �

2 �
�2n + �

2
g

�
(3.68)

ba¼g¬nt¬s¬elde edilir. (2.38) den faydalanarak � = 2' ile ili̧skilendirilirse

2

�
� �n
�2n + �

2
g

�
= 2'

�2�n
�2n + �

2
g

= 2' (3.69)

bulunur. Ayr¬ca

d�!s �
d�!s =

q
1 + 4'�n + (2')

2 ��2n + � 2g�
=

s
1 + 4'�n + 4'

2

�
��n
'

�
= 1



91

dir. Buradan

ds� = ds (3.70)

elde edilir. Öyleyse (3.69) daki

�2�n
�2n + �

2
g

= 2' = sbt

ili̧skisini do¼grulayan regle yüzeylere ba¼gl¬ paralel regle yüzeylerinin bo¼gaz

çizgilerinin �n; � g büyüklükleri aras¬ndaki ili̧ski,

ds� = ds

den do¼gmaktad¬r. (3.69) daki koşulda geçerli olan, paralel regle yüzeylerinin

s� yay uzunlu¼gunu seçersek, regle yüzeylerinins yay uzunluklar¬n¬n diferen-

siyeli ç¬kar.

3.3 Paralel Regle Yüzeyin Blaschke ve Dar-

boux Üçyüzlüleri

[R�1] regle yüzeylerinin (
�!x �) bo¼gaz çizgisinin x� bo¼gaz noktas¬, yüzeyin nor-

malidir. Buna göre,
�!n �

= �!r2 � = �!n

olur. (3.62) den faydalan¬rsak,

�!
x�1 =

d�!x �
ds�

= (q��!r1 � + p��!r3 �)
1

ds�

ds

yaz¬labilir.
ds�

ds
=
p
A oldu¼gunu biliyoruz. Öyleyse

�!
x�1 = (q

��!r1 � + p��!r3 �)
1p
A
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d¬r. Buradan

�!
x�1 =

d�!x �
ds�

=
d�!x �
ds

:
ds

ds�
=
d�!x �
ds

1p
A
=

�!
x�

p

p
A

(3.71)

olmak üzere, Blaschke ve Darboux üçyüzlülerini (x�) bo¼gaz çizgisinin her x�

noktas¬na ba¼glamakmümkündür. (�!r1 �;�!r2 �;�!r3 �) ve (�!x1�;�!n � ^ �!x1� = �!g �;�!n �)

herbiri taraf¬ndan belirtilmi̧s olan üçyüzlülerin bazlar¬n¬aşa¼g¬daki gibi ifade

edebiliriz. (3.71) den

�!
x�1 =

�!
x�

p

p
A
=

�
q�p
A
�!r1 � +

p�p
A
�!r3 �
�

olacakt¬r.

�!g � = �!n � ^ �!x1� = �!n � ^
�
q�p
A
�!r1 � +

p�p
A
�!r3 �
�

=
q�p
A
(�!n � ^ �!r1 �) +

p�p
A
(�!n � ^ �!r3 �)

d¬r. Burada �!n � = �!r2 � yaz¬l¬rsa

�!g � =
q�p
A
(�!r2 � ^ �!r1 �) +

p�p
A
(�!r2 � ^ �!r3 �)

=
q�p
A
(��!r3 �) +

p�p
A
(�!r1 �)

=
p�p
A
(�!r1 �)�

q�p
A
(�!r3 �)

olur. Sonuç olarak

�!x1� =
q�p
A
�!r1 � +

p�p
A
�!r3 � (3.72)

�!g � =
p�p
A
�!r1 � �

q�p
A
�!r3 �

�!n � = �!r2 �

ba¼g¬nt¬lar¬ elde edilir. Şimdi de �!x1�;�!g � ve �!n � üçyüzlülerini �!r1 �;�!r2 �;�!r3 �

üçyüzlülericinsinden elde edelim.
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(3.72) deki �!x1� ve �!g � eşitliklerini s¬ras¬yla q� ve p� ile çarpal¬m.

q��!x1� =
q�2p
A
�!r1 � +

p�q�p
A
�!r3 �

p��!g � =
p�2p
A
�!r1 � �

q�p�p
A
�!r3 �

olur. Eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

q��!x1� + p��!g � =
�
q�2 + p�2p

A

�
�!r1 �

d¬r. q�2 + p�2 = A eşitli¼gi kullan¬l¬r

q��!x1� + p��!g � =
Ap
A
�!r1 �

veya
�!r1 � =

q�p
A
�!x1� +

p�p
A
�!g �

elde edilir. (3.72) �!x1�deki ve �!g � eşitliklerini s¬ras¬yla p� ve (�q�) ile çarpal¬m.

p��!x1� =
q�p�p
A
�!r1 � +

p�2p
A
�!r3 �

�q��!g � =
�q�p�p
A
�!r1 � +

q�2p
A
�!r3 �

veya eşitlikleri taraf tarafa toplarsak

p��!x1� � q��!g � =

�
q�2 + p�2p

A

�
�!r3 �

p��!x1� � q��!g � =
Ap
A
�!r3 �

olur. Düzenlersek,
�!r3 � =

p�p
A
x�1 �

q�p
A
�!g �

bulunur. Ayr¬ca
�!n � = �!r2 �
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dir. Sonuç olarak

�!r1 � =
q�p
A
�!x1� +

p�p
A
�!g � (3.73)

�!r2 � = �!n �

�!r3 � =
p�p
A
�!x1� �

q�p
A
�!g �

ba¼g¬nt¬lar¬elde edilir.

(3.72) deki birim vektörlerinin türev formüllerini inceleyelim. Bu for-

müllerde kullanaca¼g¬m¬z ��g; �
�
g ve �

�
n s¬ras¬yla paralel regle yüzeyin jeodezik

e¼grili¼gi, jeodezik torsiyonu ve normal e¼grili¼gidir. ��g; �
�
g ve �

�
n e¼griliklerin

tan¬mlar¬ndan dolay¬aşa¼g¬daki ili̧skileri yazabiliriz.D�!x �p1 ;�!g �E = ��g (3.74)D�!x �p1 ;�!n �E = ��nD�!g �p ;�!n �E = � �g

Ayr¬ca,
d�!x �
ds�

=
d�!x �
ds

:
ds

ds�
=
d�!x �
ds

1p
A

oldu¼gunu biliyoruz. �!x �p1 ;�!g �
p
ve �!n �p türevlerini �!x1�;�!g � ve �!n � vektörlerinin

lineer birleşimi olarak yazal¬m. Buna göre

�!x �p1 = a1
�!x1� + a2�!g � + a3�!n �

�!g �p = b1
�!x1� + b2�!g � + b3�!n �

�!n �p = c1
�!x1� + c2�!g � + c3�!n �

d¬r.
�!x �p1 = a1�!x1� + a2�!g � + a3�!n �
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eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬�!x1� ile iç çarpal¬m,D�!x �p1 ;�!x1�E = a1 h�!x1�;�!x1�i+ a2 h�!g �;�!x1�i+ a3 h�!n �;�!x1�i

= a11 + a2:0 + a3:0

= a1

olur. h�!x1�;�!x1�i = 1 oldu¼gunu biliyoruz. Her iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

hx�1; x�1i
p
=

D�!x �p1 ;�!x1�E+ D�!x1�;�!x �p1 E
= 2

D�!x �p1 ;�!x1�E
veya D�!x �p1 ;�!x1�E = 0
bulunur. O halde

D�!x �p1 ;�!x1�E = 0 oldu¼gundan a1 = 0 d¬r. Ayr¬ca
�!x �p1 = a1�!x1� + a2�!g � + a3�!n �

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬�!g � ile iç çarparsak.D�!x �p1 ;�!g �E = a1 h�!x1�;�!g �i+ a2 h�!g �;�!g �i+ a3 h�!n �;�!g �i
D�!x �p1 ;�!g �E = ��g d¬r. Öyleyse

��g = a10 + a21 + a30

��g = a2

bulunur.
�!x �p1 = a1�!x1� + a2�!g � + a3�!n �

eşitli¼ginin her iki taraf¬n¬�!n � ile iç çarparsak,D�!x �p1 ;�!n �E = a1 h�!x1�;�!n �i+ a2 h�!g �;�!n �i+ a3 h�!n �;�!n �i
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D�!x �p1 ;�!n �E = ��n d¬r. Öyleyse
��n = a10 + a20 + a31

��g = a3

olur. Benzer i̧slemlerle �!g �p türevini s¬ras¬yla �!x1�;�!g � ve �!n � ile iç çarparsak.D�!g �p ;�!x1�E = b1 h�!x1�;�!x1�i+ b2 h�!g �;�!x1�i+ b3 h�!n �;�!x1�i

= b11 + b20 + b30

veya D�!g �p ;�!x1�E = b1
olur. D�!x �p1 ;�!g �E = ��g =)

D�!g �p ;�!x1�E = ���gD�!g �p ;�!x1�E = b1 = ���g

yaz¬l¬r. Ayr¬caD�!g �p ;�!g �E = b1 h�!x1�;�!g �i+ b2 h�!g �;�!g �i+ b3 h�!n �;�!g �i

= b10 + b21 + b30D�!g �p ;�!g �E = b2

dir.

h�!g �;�!g �i = 1

oldu¼gunu biliyoruz. ·Iki taraf¬n türevi al¬n¬rsa

h�!g �;�!g �i
p
=

D�!g �p ;�!g �E+ D�!g �;�!g �pE
= 2

D�!g �p ;�!g �E = 0D�!g �p ;�!g �E = b2 = 0
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olur. Devam edilirseD�!g �p ;�!n �E = b1 h�!x1�;�!n �i+ b2 h�!g �;�!n �i+ b3 h�!n �;�!n �i

� �g = b10 + b20 + b31

� �g = b3

d¬r. Benzer şekilde �!n �p s¬ras¬yla �!x1�;�!g �;�!n � ile iç çarp¬l¬rsa.D�!n �p ;�!x1�E = c1 h�!x1�;�!x1�i+ c2 h�!g �;�!x1�i+ c3 h�!n �;�!x1�i

= c11 + c20 + c30

= c1D�!x �p1 ;�!n �E = ��n d¬r. O halde D�!n �p ; x�1E = ���n olur. Buna göreD�!n �p ;�!x1�E = c1 = ���n
d¬r. Ayr¬caD�!n �p ;�!g �E = c1 h�!x1�;�!g �i+ c2 h�!g �;�!g �i+ c3 h�!n �;�!g �iD�!n �p ;�!g �E = c10 + c21 + c30D�!n �p ;�!g �E = c2D�!g �p ;�!n �E = � �g d¬r. O halde D�!n �p ;�!g �E = �� �g olur. Buna göreD�!n �p ;�!g �E = c2 = �� �g
d¬r. D�!n �p ;�!n �E = c1 h�!x1�;�!n �i+ c2 h�!g �;�!n �i+ c3 h�!n �;�!n �iD�!n �p ;�!n �E = c10 + c20 + c31D�!n �p ;�!n �E = c3
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h�!n �;�!n �i = 1 oldu¼gunu biliyoruz. Her iki taraf¬n türevini al¬rsak

h�!n �; n�i
p
=

D
n�

p
;�!n �

E
+
D�!n �;�!n �pE

= 2
D�!n �p ;�!n �E

= 0

olaca¼g¬ndan
D�!n �p ;�!n �E = 0 olur. Böylece

D�!n �p ;�!n �E = c3 = 0 bulunur.�
x�

p

1 ;
�!g �p ;�!n �p

�
birim vektörlerinin s parametresiyle ili̧skisini kural¬m.

�!x �p1 =
�!x �p1p
A

oldu¼gunu biliyoruz. O halde

�!x �p1p
A

= ��g
�!g � + ��n�!n �

�!x �p1 =
p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

�
bulunur. (3.71) den faydalanarak

�!g �p =
�!g �pp
A

yazabiliriz. Buna göre

�!g �pp
A

= ���g�!x1� + � �g�!n �

�!g �p =
p
A
�
���g�!x1� + � �g�!n �

�
bulunur. Benzer şekilde (3.71) kullan¬larak

�!n �p =
�!n �pp
A

d¬r. O halde

�!n �pp
A

= ���n�!x1� � � �g�!g �

�!n �p =
p
A
�
���n�!x1� � � �g�!g �

�
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olur. (3.72) deki birim vektörlerinin s parametresine göre türev formülleri

�!x �p1 =
p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

�
(3.75)

�!g �p =
p
A
�
���g�!x1� + � �g�!n �

�
�!n �p =

p
A
�
���n�!x1� � � �g�!g �

�
şeklindedir.

Şimdi �!r �p1 ;�!r �
p

2 ;
�!r �p3 nin elde edili̧sini inceleyelim.

�!
R �p
1 ;
�!
R �p
2 ;
�!
R �p
3 vektörlerini

�!
R �
1;
�!
R �
2;
�!
R �
3 vektörlerinin lineer birleşimi olarak

yazarsak.

�!
R �p
1 = a11

�!
R �
1 + a12

�!
R �
2 + a13

�!
R �
3

�!
R �p
2 = a21

�!
R �
1 + a22

�!
R �
2 + a23

�!
R �
3

�!
R �p
3 = a31

�!
R �
1 + a32

�!
R �
2 + a33

�!
R �
3

olur. Bu denklem sistemindeki akl katsay¬lar¬ (2.12), (2.13) ve (2.14) deki

özelliklerden dolay¬,

a11 = 0 a22 = 0 a33 = 0

a12 = P
� a21 = �P � a13 = 0

a31 = 0 a23 = Q
� a32 = �Q�

d¬r. O halde
�!
R �p
1 ;
�!
R �p
2 ;
�!
R �p
3 türevlerini

�!
R1

�;
�!
R2

�;
�!
R3

� cinsinden lineer olarak

yazarsak,

�!
R �p
1 = P �

�!
R2

� (3.76)
�!
R �p
2 = �P ��!R1� +Q�

�!
R3

�

�!
R �p
3 = Q�

�!
R2

�

şeklinde elde ederiz. Şimdi de (3.76) daki ifadeleri reel ve dual k¬s¬mlar¬na

ay¬rarak r�
p

1 ; r
�p
2 ve r

�p
3 türevlerini bulal¬m. Buna göre
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�!
R�

p

1 = P �R�2

�!r �p1 + "
�!
r1
�p = (p� + "p�)

��!r �2 + "�!r2 ��
= p��!r �2 + "

�
p� �!r2 � + p�

�!
r2
�
�

dual say¬lar¬n eşitli¼ginden

�!r �p1 = p��!r �2

d¬r. Ayr¬ca

�!
R �p
2 = �P �

�!
R�1 +Q

��!R�3
�!r �p2 + "

�!
r �

p

2 = � (p� + "p�)
��!r �1 + "�!r �1�+ (q� + "q�)��!r �3 + "�!r �3�

= �p��!r �1 + q��!r �3 + "
�
�p�!r �1 � p��!r �1 + q�

�!
r �3 + q

��!r �3
�

olup, dual say¬lar¬n eşitli¼ginden

�!r �p2 = �p��!r �1 + q��!r �3

bulunur. Benzer şekilde

�!
R �p
3 = �Q��!R �

2

�!r �p3 + "
�!
r �

p

3 = � (q� + "q�)
��!r �2 + "�!r �2�

= �q��!r �2 + "
�
�q��!r �2 � q��!r �2

�
oldu¼gundan, dual say¬lar¬n eşitli¼gi tekrar kullan¬l¬rsa

�!r �p3 = �q��!r �2
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bulunur. Sonuç olarak (3.73) deki birim vektörlerin türev formüllerini,

�!r �p1 = p��!r �2 (3.77)

�!r �p2 = �p��!r �1 + q��!r �3
�!r �p3 = �q��!r �2

şeklinde elde ederiz.

3.4 Paralel Regle Yüzeyin (x�) Bo¼gaz Çizgisinin

Normal E¼grili¼gi, Geodezik Torsionu ve Geo-

dezik E¼grili¼gi

(3.75) deki formüllerde ��n; �
�
g; �

�
g lar birbirini izleyen s¬rayla (x

�) bo¼gaz

çizgisinin normal e¼grili¼gi, geodezik torsionu, geodezik e¼grilikleridir.

�!x �1 =
q�p
A
�!r �1 +

p�p
A
�!r �3

denklemi (3.12), (3.13) ve (3.55) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak düzenlenirse

�!x1� =

�
p sin � � q cos � + � (p cos � � q sin �)

�
p
A

(cos ��!r1 + sin ��!r3 )

+

�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

�
p
A

(� sin �r1 + cos �r3)

=
1p
A
[p sin � cos ��!r 1 + q cos2 ��!r 1 + �p cos2 ��!r 1 � �q sin � cos ��!r 1

+p sin2 ��!r 3 � q sin � cos ��!r 3 + p� sin � cos ��!r 3 � �q sin2 ��!r 3

�p sin � cos ��!r 1 + q sin2 ��!r 1 + p� sin2 ��!r 1 + q� sin � cos ��!r 1

��p sin � cos ��!r 3 � q� cos2 ��!r 3 + p cos2 ��!r 3 � q sin � cos ��!r 3]
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veya

�!x1� =
1p
A

�
p�!r3 + �p�!r1 � q�r3 + q�!r1

�
1p
A

�
q�!r1 + �p�!r1 + p�!r3 � q�r3

�
1p
A

��
q + �p

��!r1 + �p� q���!r3�
�!x1� =

�
q + �p

�
p
A

�!r1 +
p� q�p
A
�!r3

bulunur. Benzer şekilde

�!g � = pp
A
�!r �1 �

q�p
A
�!r �3

denklemi (3.12), (3.13) ve (3.55) ba¼g¬nt¬lar¬kullan¬larak düzenlenirse gerekli

eşitlikler kullan¬l¬rsa

�!g � =

�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

�
p
A

(cos ��!r 1 + sin ��!r 3)

�
�
p sin � + q cos � + � (p sin � � q cos �)

�
p
A

(� sin ��!r 1 + cos ��!r 3)

=
1p
A
[p cos2 ��!r1 � q sin � cos ��!r 1 � �p sin � cos ��!r 1 � �q cos2 ��!r 1

+p sin � cos ��!r 3 � q sin2 ��!r 3 � �p sin2 ��!r 3 � �q sin � cos ��!r 3

+p sin2 ��!r 1 + q sin � cos ��!r 1 + �p sin � cos ��!r 1 � �q sin2 ��!r 1

�p sin � cos ��!r 3 � q cos2 ��!r 3 � �p cos2 ��!r 3 + �q sin � cos ��!r 3]

veya

�!g � =
1p
A
[p cos2 ��!r1 + p sin2 ��!r1 � �q cos2 ��!r1 � �q sin2 ��!r 1

�q sin2 ��!r3 � qos2��!r3 � �p sin2 ��!r3 � �p cos2 ��!r 3]

ya da
�!g � = 1p

A

�
p�!r1 � �q�!r1 � p�r3 � q�!r3

�
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olur. Ortak paranteze al¬n¬rsa

�!g � =
�
p� �q

�
p
A

�!r1 �
(q + p�)p

A
�!r3

bulunur. Ayr¬ca

�!n � = �!r2 � = �!r2 = �!n
�!n � = n

elde edilir. Buna göre

�!x1� =

�
q + �p

�
p
A

�!r1 +
(p� q�)p

A
�!r3 (3.78)

�!g � =

�
p� �q

�
p
A

�!r1 �
(q + p�)p

A
�!r3

�!n � = �!n

dir. (3.78) deki ifadelerde (3.10) dan faydalanarak �!r1 ve �!r3 vektörlerinin

eşitleri yerlerine yaz¬l¬rsa

�!x1� =
1p
A

��
q + p�

�
(q�!x1 + p�!g ) +

�
p� q�

�
(p�!x1 � q�!g )

�
=

1p
A

�
q2�!x1 + p�q�!x1 + p2�!x1 � qp��!x1 + qp�!g + �pp�!g

�pq�!g + qq��!g

=
1p
A

�
p2 + q2 +

�
(pq � qp) �

��!x1 + �(pp+ qq) ���!g �
=

1p
A

�
p2 + q2 +

�
(pq � qp) �

��!x1 + 1p
A

�
(pp+ qq) �

��!g �
bulunur. Son eşitlik p2 + q2 = 1 ve (2.26) ile (2.27) den dolay¬

x�1 =
1 + ��np

A
�!x1 +

�� gp
A
�!g
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elde edilir. Benzer i̧slemlerle

�!g � =

�
p� q�

�
p
A

�!r1 �
(q + p�)p

A
�!r3

=

�
p� q�

�
(q�!x1 + p�!g )p
A

�
�
q � p�

�
(p�!x1 � q�!g )p
A

=
1p
A

�
pq�!x1 � qq��!x1 + p2�!g � qp��!g � qp�!x1 � pp��!x1

+q2�!g + pq��!g ]

=
1p
A

��
pp� � qq�

��!x1 + �p2 + q2 + pq� � qp���!g �
=

1p
A
(pp� qq) ��!x1 +

1p
A

�
p2 + q2 +

�
(pq � qp) �

��!g �
�!g � = � �� gp

A
�!x1 +

��n + 1p
A

�!g

olur. Ayr¬ca
�!n � = �!n

dir. Buna göre

�!x1� =
1 + ��np

A
�!x1 +

�� gp
A
�!g (3.79)

�!g � = � �� gp
A
�!x1 +

��n + 1p
A

�!g
�!n � = �!n

eşitli¼gi yaz¬l¬r.

(x�)bo¼gaz çizgisinin ��n; �
�
g; �

�
g büyüklüklüklerini hesaplayal¬m. O zaman

�!n � = �!r2 �

oldu¼gunu biliyoruz. E¼ger son eşitli¼gin türevi al¬n¬rsa

�!n �p = �!r2 �
p
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dir. (3.75) ve (3.77) den faydalanarak �!n �p ve �!r2 �
p
in eşiti yukar¬daki ba¼g¬nt¬da

yerine yaz¬l¬rsa,

�p��!r1 � + q��!r3 � =
p
A
�
���n�!x1� � � �g�!g �

�
bulunur. Son ba¼g¬nt¬da (3.73) den faydalanarak �!r1 � ve �!r3 � ¬n eşitleri yaz¬l¬rsa

�p�
�
q�p
A
�!x1� +

p�p
A
�!g �
�
+ q�

�
p�p
A
�!x1� �

q�p
A
�!g �
�

=
p
A
�
���n�!x1� � � �g�!g �

�
1p
A
(�p�q��!x1� � p�p��!g � + q�p��!x1� � q�q�g�) =

p
A
�
��!g �n�!x1� � � �g�!g �

�
1p
A
((q�p� � p�q�)�!x1� � (p�p� + q�q�)�!g �) =

p
A
�
���n�!x1� � � �g�!g �

�
d¬r. Bu son eşitlikte �!x1� ¬n katsay¬lar¬birbirine eşitlenirse

1p
A
(q�p� � p�q�) = ���n

p
A

veya

��n =
p�q� � q�p�

A

olur. �!g � ¬n katsay¬lar¬birbirine eşitlenirse

� 1p
A
(p�p� + q�q�) = �� �g

p
A

veya

� �g =
p�p� + q�q�

A

d¬r. Sonuç olarak

��n =
�q�p� + p�q�

A
(3.80)

� �g =
p�p� + q�q�

A

yaz¬l¬r. Şimdi (3.12) ve (3.13) deki ifadeler (3.80) ile ili̧skilendirilirse

��n =
p�q� � q�p�

A

=
(p cos � � q sin �) (p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

A

�
�
p cos � � q sin � � � (p sin � + q cos �)

�
(p sin � + q cos �)

A
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��n =
1

A
[pp sin � cos � + pq cos2 � + �p2 cos2 � � �pq sin � cos �

�qp sin2 � � qq sin � cos � � �pq sin � cos � + �q2 sin2 �

�pp sin � cos � + pq sin2 � + �p2 sin2 � + �pq sin � cos �

�qp cos2 � + qq sin � cos � + �pq sin � cos � + �q2 cos2 �]

gerekli sadeleşmeler yap¬l¬rsa

��n =
1

A
[pq
�
cos2 � + sin2 �

�
+ �p2

�
cos2 � + sin2 �

�
� qp

�
cos2 � + sin2 �

�
+�q2

�
cos2 � + sin2 �

�
]

=
1

A

�
pq + �p2 � qp+ �q2

�
=

1

A

�
pq � qp+ �

�
p2 + q2

��
olur. Bu son eşitlik (2.26) ve (2.37) ba¼g¬nt¬lar¬göz önüne al¬narak düzenlenirse

��n =
1

A

�
�n + �

�
�2n + �

2
g

��
=

�n + �
�
�2n + �

2
g

�
A

bulunur. Ayr¬ca

� �g =
p�p� + q�q�

A

d¬r. Benzer i̧slemlerle

� �g =
[(p cos � � q sin �)

�
p cos � � q sin � � � (p sin � � q cos �)

�
A

+(p sin � + q cos �)
�
p sin � + q cos � + � (p cos � � q sin �)

�
� �g =

1

A
[pp cos2 � � pq sin � cos � � �p2 sin � cos � � �pq cos2 �

�qp sin � cos � � qq sin2 � + �pq sin2 � + �q2 sin � cos �

+pp sin2 � + pq sin � cos � + �p2 sin � cos � � �pq sin2 �

+qp sin � cos � + qq cos2 � + �pq cos2 � � �q2 sin � cos �]
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veya

� �g =
1

A

�
pp� �pq + qq + �pq

�
=

1

A
(pp+ qq)

olur. Son eşitlik (2.27) den faydalanarak düzenlenirse,

� �g =
� g
A

bulunur. Buna göre

��n =
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
A

(3.81)

� �g =
� g
A

ba¼g¬nt¬lar¬meydana gelir. Di¼ger taraftan

d�!r �1
ds

=
�!
r�1

p
= p��!r �2 = p��!n �

oldu¼gunu biliyoruz. (3.73) den faydalanarak. �!r3 � ¬n türevini al¬rsak

�!r3 �
p
=

�
p�p
A

�p

�!x �1 +
p�p
A
�!x �p1 �

�
q�p
A

�p

�!g � +�!g �p q
�

p
A

(3.75) den �!x �p1 ve �!g �
p
türevlerini yukar¬daki eşitlikte yerine yazarsak.

�!r3 �
p
=

p
A

A
p�

p�!x �1 +
p�p
A

p
A
�
��g
�!g � + ��n�!n �

�
�
p
A

A
�!g �q�p

� q�p
A

�p
A
�
���g�!x �1 + � �g�!n �

��
veya gerekli i̧slemleri yaparsak,

�!r3 �
p
=

p
A

A
p�

p�!x �1 + p���g�!g � + p���n�!n � �
p
A

A
�!g �q�p

+q���g
�!x �1 � q�� �g�!n �

=

 p
A

A
p�

p
+ q���g

!
�!x �1 +

 
p���g �

p
A

A
q�

p

!
�!g �

+
�
p���n � q�� �g

��!n �
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d¬r. (3.77) den �!r3 �
p
türevini yukar¬daki son ba¼g¬nt¬ile birlikte kullan¬rsak

�q��!n � =
 p

A

A
p�

p
+ q���g

!
�!x �1 +

 
p���g �

p
A

A
q�

p

!
�!g � +

�
p���n � q�� �g

��!n �
olur. Katsay¬lar¬n eşitli¼ginden faydalan¬rsak

p
A

A
p�

p
+ q���g = 0 (3.82)

olur. Buradan

��g = �
p�

p

q�
p
A

bulunur. Devam edilirse,

p���g �
p
A

A
q�

p
= 0 (3.83)

d¬r. Buradan

��g =
q�

p

p
Ap�

elde edilir. (3.82) ve (3.83) ba¼g¬nt¬lar¬s¬ras¬yla q� ve p� ile çarp¬l¬r ve taraf

tarafa toplan¬rsa,
p
A

A

�
p�

p
q� � p�q�p

�
+
�
p�2 + q�2

�
��g = 0

olur. p�2 + q�2 = A oldu¼gunu kullan¬l¬rsa

1p
A

�
p�

p
q� � p�q�p

�
+ A��g = 0

yaz¬l¬r. Buna göre

A��g = �
p�

p
q� � p�q�pp

A
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veya

��g =
p�q�

p � p�pq�

A
p
A

(3.84)

bulunur. ��g ¬(3.82) ve (3.83) ten faydalanarak

p
A��g =

q�
p

p�
= �p

�p

q�
(3.85)

şeklinde düzenleyebiliriz. Ayr¬ca

p
A��g =

q�
p

p�

ve
p
A��g = �

p�
p

q�

yaz¬l¬r. Bu iki eşitli¼gin her iki taraf¬n¬s¬ras¬yla p� ve q� ile çarparsak.

p
A��gp

� = q�
p

p
A��gq

� = �p�p

olur. Böylelikle son iki eşitli¼gin her iki taraf¬n¬n kareleri al¬n¬r ve taraf tarafa

toplan¬rsa

A��2g
�
p�2 + q�2

�
= q�

p2 + p�
p2

bulunur. p�2 + q�2 = A eşitli¼gini kullan¬rsak

A��2g A = q
�p2 + p�

p2

ya da

A2��2g = q
�p2 + p�

p2
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d¬r. Her iki taraf¬n karekökünü al¬rsak

A��g =

q
q�

p2 + p�
p2 (3.86)

olur. E¼ger (3.84) ba¼g¬nt¬s¬, (2.26), (2.27) ve (3.12), (3.13) deki ifadeler dikkate

al¬narak gerekli düzenlemeler gerçekleştirilirse

p
A��g = �g +

�

A

"
�
p

g + ��
2
n

�
� g
�n

�p#
(3.87)

bulunur. Paralel regle yüzeyleride (3.69) daki ili̧skilere ba¼gl¬� sabitini � = 2'

sabit de¼geri seçelim. (3.81) den

��n =
�n + �

�
�2n + �

2
g

�
A

oldu¼gunu biliyoruz. (3.68) den

p
A =

q
1 + 2��n + �

2 �
�2n + �

2
g

�
yaz¬l¬r. � = 2' al¬n¬rsa (3.69) dan

� = 2' =
�2�n�
�2n + �

2
g

�
olur. Buna göre

p
A =

vuut1 + 2 �2�n�
�2n + �

2
g

�! �n +
 

�2�n�
�2n + �

2
g

�!2 ��2n + � 2g�
=

s
1� 4�2n�

�2n + �
2
g

� + 4�2n�
�2n + �

2
g

�
=

p
1

veya

A = 1 (3.88)
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bulunur. (3.81) de

� = 2' =
�2�n�
�2n + �

2
g

�
ve A = 1 de¼gerleri yerine yaz¬l¬rsa

��n =

�n +

 
�2�n�
�2n + �

2
g

�! ��2n + � 2g�
1

= �n � 2�n

��n = ��n

��n + �n = 0

elde edilir.

� �g =
� g
A

oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca den � = 2' al¬nd¬¼g¬nda A = 1 dir. O halde

� �g =
� g
1

� �g = � g

� �g � � g = 0

olur. Ayr¬ca

��g � �g =
� 2g � �2n�
�2n + �

2
g

�2 �� pg + �pn�
eşitli¼gi yaz¬l¬r.

[R�1] regle yüzeyinin (x
�) bo¼gaz e¼grilerinin geodezik oldu¼gunu düşünelim.

p
A��g =

q�
p

p�
= �p

�p

q�

eşitli¼ginde ��g = 0 olmas¬ için q�
p
= 0 ve p�

p
= 0 olmas¬gerekir. (3.12) ve

(3.13) den faydalan¬rsak

p�
p
= p

p
cos � � qp sin � � �

�
p
p
sin � + q

p
cos �

�
= 0 (3.89)

q�
p
= p

p
sin � + q

p
cos � + �

�
p
p
cos � � qp sin �

�
= 0
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olacakt¬r. (3.89) ba¼g¬nt¬s¬nda � = 0 alarak, p
p
ve q

p
bilinmeyenlerini hesapla-

yal¬m. Bu durumda

p
p
cos 0� qp sin 0� �

�
p
p
sin 0 + q

p
cos 0

�
= 0

p
p � �qp = 0

veya

p
p
= �q

p
(3.90)

olur. Ayr¬ca

p
p
sin 0 + q

p
cos 0 + �

�
p
p
cos 0� qp sin 0

�
= 0

q
p
+ �p

p
= 0

veya

q
p
= ��pp (3.91)

elde edilir. (3.90) ve (3.91) den yola ç¬karak c1ve c2 integral sabiti olmak üzereZ
p
p
=

Z
�q

p
=) p = �q + c1 (3.92)Z

q
p
=

Z
��pp =) q = ��p+ c2

buluruz.

Sonuç olarak, [R�1] regle yüzeyinin (x
�) bo¼gaz çizgisi gerekli ve yeterli

şartlar için jeodezik olmal¬d¬r. (3.92) den bu sonucu görürüz. Ayn¬zamanda

� = 0 için de bu sonuç geçerlidir.

� = 0 durumunda
�!
R �
1 ve

�!
R �
2 dual birim vektörleri taraf¬ndan üretilen regle

yüzeyleri, aç¬labilir regle yüzeylerdir. O zaman � = 0 için (3.12) ve (3.13)

deki ifadeler aşa¼g¬daki gibidir.

p� = p cos 0� q sin 0� � (p sin 0 + q cos 0)

p� = p� �q
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Ayr¬ca

p� = 0 için p = �q (3.93)

olur. Benzer olarak

q� = p sin 0 + q cos 0 + � (p cos 0� q sin 0)

q� = q + �p

veya

q� = 0 için q = ��p (3.94)

olur. � = � seçildi¼ginde, (3.93) ve (3.94) ten dolay¬regle yüzeylerine ba¼gl¬

paralel regle yüzeyleri
p

q
= �q

p
= � = sbt

ili̧skisine sahiptir. Bu durumda paralel regle yüzeyi geodezik olur. [R1] regle

yüzeyinin (x) bo¼gaz çizgisi geodezik olur. Yani (3.89) dan dolay¬

p
p
cos � � qp sin � � �

�
p
p
sin � + q

p
cos �

�
= 0

d¬r. Bu eşitlikte p
p
= 0 ve q

p
= 0 al¬nd¬¼g¬nda,

0 cos � � 0 sin � � �
�
p
p
sin � + q

p
cos �

�
= 0

d¬r. Gerekli düzenlemeler yap¬l¬rsa,

��
�
p
p
sin � + q

p
cos �

�
= 0

olur. Bu eşitlikte � = � seçildi¼gi için�
p
p
sin � + q

p
cos �

�
= 0
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olmal¬d¬r. O halde p
p
= 0 ve q

p
= 0 bulunur. Yani p = sbt ve q = sbt dir.

Sonuç olarak, [R�1] regle yüzeyinin (x
�) bo¼gaz çizgisi gerekli ve yeterli

şartlar için jeodezik olmas¬için [R1] regle yüzeyinin(x) bo¼gaz çizgisinin küresel

helis olmas¬gerekir.

Şimdi [R�1] regle yüzeyinin (x
�) bo¼gaz çizgisinin ayn¬ koşullar¬ sa¼glay¬p

sa¼glamad¬¼g¬na bakal¬m. ��n = 0 oldu¼gu için oskülatör şerit oluşur. Buna göre

' =
pq � pq
p2 + q2

= � �n
�2n + �

2
g

veya

' = � �n
�2n + �

2
g

oldu¼gunu biliyoruz. Bu eşitlikten

'
�
�2n + �

2
g

�
= ��n

'
�
�2n + �

2
g

�
+ �n = 0

d¬r. ' = � al¬n¬rsa

�
�
�2n + �

2
g

�
+ �n = 0

oluşur. Aşa¼g¬daki

' = � �n
�2n + �

2
g

= sbt

ili̧skisini do¼grulayan paralel regle yüzeylerinin özel regle yüzeylerine ba¼glan-

mas¬durumunda (x) bo¼gaz çizgisinin �n; � g büyüklükleri aras¬nda ' = � gibi

sabit de¼geri seçeriz. Özel regle yüzeylerinin (x) bo¼gaz çizgisi bu durumda

oskülatör şerit oluşur. ' = � olmas¬durumunda (3.54) den '� = 0 oldu¼gunu

ifade eder.

Bu durumda özel regle yüzeylerinin ani dönme eksenleri bu ili̧skiler do¼grult-

sunda
��!
R�1;

�!
R�2

�
düzlemi içinde bulunur.
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[R1] regle yüzeyinin (x) bo¼gaz çizgisinin şerit olmas¬için gerek ve yeter

koşul [R�1] paralel regle yüzeylerinin (x
�) bo¼gaz çizgisi şerit olmas¬d¬r.
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