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MUTLAK TOPLANAB iLME METOTLARI

OZET

Bu tez dort bélimden ojmaktadir.
Birinci bolimde, tezin icegi ile ilgili bir giri s yapildi.
ikinci bolimde, bazi temel tanimlar ve teoremler verildi.

Ucunci bOIUmde,q)—‘Kl,pn;é‘k toplanabilme tanimi kullanilarak, bir teorem ifage

ispat edildi. Yine ayni tanim kuIIanllaraku—‘ N,qn;é‘k ve ¢—‘Kl,pn;6‘k metotlari
arasindaki igkiyi veren bir teorem ifade ve ispat edildi.

Dordinci bblUmde},N,pn;é‘k ve q)—‘N,pn;é‘k toplanabilme tanimlari kullanilarak,
dort teorem ifade ve ispat edildi.

Anahtar Kelimeler:

Sonsuz Seriler

Mutlak Toplanabilme Metotlari
Toplanabilme Carpanlari
Fourier Serileri

Local Property



ABSOLUTE SUMMABILITY METHODS
ABSTRACT

This thesis consists of four chapters:
In the first chapter, the introduction is given dealinthwhesis.
In the second chapter, some basic definitions and thearengsven.

In the third chapter, a theorem is stated and pradvgdusing ¢—‘N,pn;6‘k
summability definition. Also, by using this definitie a theorem, which deal with
relationships among th¢1—‘ N,qn;é‘k and q)—‘N,pn;é‘k summability methods, is
stated and proved.

In the fourth chapters, four theorems are stated andegrby using ‘N,pn;é‘k and

o —\ N,p,;® \k summability definitions.

Keywords:

Infinite Series

Absolute Summability Methods
Summability Factors

Fourier Series

Local Property



SEMBOLLER

Dogal sayilar kimesi

: Y a, serisi
=1

: Zan serisinin kismi toplamlar dizisi

n=1

: (s,) dizisi sinirli
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1.BOLUM

GIRIS

Son zamanlarda bazartlar altinda c¢gtli toplanabilme metotlari arasindakishiler,
farkli matematikciler tarafindan incelerymve bunlardan bir takim sonuclar elde
edilmigtir.

Biz bu galsmammda,‘ﬁ,pn;é‘k ve q)—‘N,pn;é‘k tanimlarini kullanarak, bir sonsuz
serinin ()\n) toplanabilme carpani kullanilarak, bu metotlardaisibie toplanabilirlgini
inceledik. Ayrica,|) —‘ N,qn;é‘k ve ¢ —‘ Kl,pn;é‘k metotlari icin, hanggartlar altinda
birinin digerini gerektirdgini inceledik.



2.BOLUM

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER

Bu boélumde, ilk olarak konumuzla ilgili olan bazi tanim ve teoramtermekle
baslayacaiz.

Aksi bir sey sdylenmedikcge, bu ¢cgtnamizda bgtan sona kadat(sn) : Zan serisinin
kismi toplamlar dizisini vep, ),

olacaksekilde pozitif sayilarin bir dizisini gosterecektir

TANIM 2.1. (s,), > a, serisinin kismi toplamlar dizisini vejude 1-inci mertebeden
Cesaro ortalamasini gostersin.Yani

u, :izn:sv r.1

n+ 1 v=0
olsun. Eer

limu, =s

n- o

ise,Zan serisi (C,1) toplanabilirdir denir.



TANIM 2.2. (un), (2.1) deki gibi tanimlanmak Uzergee
2 [un ~Up| <o (2.2)
n=1

ise > a, serisi | C,1| toplanabilirdir denir [1].
Eger k> 1 olmak uzere,

in“ Uy = U] < o0 (2.3)

n=1

ise > a, serisi |C,1|  toplanabilirdir denir [2].
Ozel olarak, (2.3) de k=1alirsgiC,1| toplanabilmeyi elde ederiz.

(pn), bata ifade etimiz gibi pozitif sayilarin bir dizisi olsun ve
1 n
tn :P_ Z P.S, (24

seklinde alalim. Bununla ilgili olarak da tanimlari verelim.

TANIM 2.3. Eger n- oo icin (ty) nin bir limiti var ise,Zan serisi bu limit dgerine
(N.,p,)  toplanabilirdir denir [3].

(N,pn) metodu reguler bir metotdur. Bu metodun regdlerasi icin gerek ve yeter
sart, Nn— o i¢in P, — o olmasidir [4].

TANIM 2.4. (t,), (2.4) deki gibi tanimlanmak Gzeregee

[

D fta—tha| < 2.5)

n=1



ise, Zan serisi‘ﬂ,pn toplanabilirdir denir [5].

TANIM 2.5. k=1 olmak tzere, gr

k-1
Z(ij [t —toa|" <o (2.6)

n=1 pn

ise, > a, serisi‘ N,p,

) toplanabilirdir denir [6].

Ozel olarak (2.6) ded0nlIN igin p, = 1alirsak, | C,1| . toplanabilmeyi elde ederiz.

TANIM 2.6. k=1 ve &=0 olmak tzere, ger

o P Sk+k—-1
Z[—“] [ty —to] <o 2.7)

n=1 pn
ise, > a, serisi‘ N,pn;é‘k toplanabilirdir denir [7].

TANIM 2.7. (¢n), pozitif reel sayilarin bir dizisi olsurk > 1 ve & = 0olmak lzere, ger

30,24, —t, ¢ < (2.8)

n=1
ise, Zan serisi ¢ —‘ N,pn;é‘k toplanabilirdir denir [8].

Ozel olarak (2.7) de ¢, :pp—” ve 0=0 allrsak,‘Kl,pn ) toplanabilmeyi elde ederiz.

n

TANIM 2.8. A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. dptanabilen bir dizi, ayni
degere B-toplanabiliyorsa, A ya B yi gerektiriyorrdieve A [ B ile gosterilir.
Eger ALIB ve BLA ise, A-metodu B-metoduna denktir denir [4].



TANIM 2.9. Bir ) a\, serisi bir B metodu ile toplanabiiilihalde, Y a,  serisi

de bir A metodu ile toplanabiliyorsa o zaman, carpani  (A,B) sinifindadir ve
A, O(A,B) yazilir[9].

TANIM 2.10. Bir Zan serisi verilmj olsun. Eer Zan)\n serisi bir B toplanabilme

metodu yardimiyla toplanabiliyorsé?\n) dizisine Zan serisinin B metodu i¢in bir
toplanabilme carpani denir [10].

TANIM 2.11. (Holder Esitsizli gi)

p>1, 1+1=1 vea a,,..,a,20, b,b,,.,b, =20 olsun..
Y

n n

Bu taktirde

n n Yo, p Yq
3 a.b, s[zagj [zng 2.9)

dir [11].
TANIM 2.12. (Minkowski Esitsizligi)

p=1, a,a,,..,8,20, b;,b,,...,b, =00Isun . Bu taktirde

[Z (a +bk)p]]/p S(Z aETp +[Z bEJyp @1

dir [11].
TANIM 2.13. (Abel Kismi Toplama Formill)

a,a,,... ve b,,b,,...gibiherhangiiki say: dizisi alallm v& =0 igin

n
zav =S,

v=0

koyalim. Bu taktirde hem >0 ve herk =0 igin



n+k n+k
>ab, = >s,(b, =by.)=Sbpu +Subuean (2.11)
v=n+1 v=n+1

bulunur [12].

TANIM 2.14. Her x icin f(x +A)=f(x) olacaksekilde bir A >0 sayisi mevcut ise f
fonksiyonuna periyodik bir fonksiyon v& sayisina da f nin periyodu denir.

Bilindigi gibi, sinx ve cosx trigonometrik fonksiyonlarn periyotlu, periyodik
fonksiyonlirdir. Oyleyse herl¥N igin, a, veb, ler keyfi sabitler olmak tzere,

a, sinvx + b, cosvx (2.12)

fonksiyonu 2n periyotlu, periyodik bir fonksiyondur [13].

TANIM 2.15. x bir reel dgisken ve a,,a,, b, ,...ler de x den kamsiz katsayilar
olmak Uzere

%ao + i (a, cosvx + b, sinvx) (2.13)

v=l

seklindeki seriye bir trigonometrik seri denir [14]. Agay,

T(x):%a0 +Zn:(aV cosvx +b, sinvx) Q.1

v=l

sonlu trigonometrik toplamina n inci mertebeden ligomometrik polinom denir [14].

TANIM 2.16. f, [-m 7] aralginda integrallenebilen bir fonksiyon &, , b, de f den
elde edilen Fourier katsayilari olmak tzere

an + Zm:(av cosvx +b, sinvx), (-m<x<m) (2.15)

v=l



trigonometrik serisine f tarafindan meydana getiriveya f fonksiyonuna ait Fourier
serisi denir ve sembolik olarak

f(x) O %ao +>" (a, cosvx + b, sinvx) (2.16)

v=l
seklinde gosterilir [15].

Genellemede bir kisittama yapmadan f(x) in Fouserisinin sabit teriminin sifir
oldugunu farzedebiliriz. Bu taktirde

f f(x)dx =0 12
ve

f(x)~ i (a, cosnx +b, sinnx) = A, (x) 18)
olur.

Simdi birinci bélimdn son kisminda konumuzla ilgieoremlerin sadece ifadelerini
vermekle yetinegez.

TEOREM 2.17. (p,),
P,=0(np,), n-o (2.19)

olacaksekilde pozitif sayilarin bir dizisi olsur(X, ), pozitif azalmayan bir dizi olmak
tizere, (B, ) ve(\, ) dizileri de

OA, | < B, 20)

Bn = O’ n- OO’ (221)



A X, =01, m- o, (2.22)
ve
inxn|ABn| < o (2.23)
n=1

sartlarini sglasin.

=0(X,), mo (2.24)

ise, > a,\, serisi‘ N,p,

= k=1 toplanabilirdir [16].

TEOREM 2.18. (p,) ve (a,). p,>0, g, >0 olacak sekilde iki dizi ve
P, -, Q, - o olmak lzere

P./p, =0(Q,/a,) (2.25)
olsun.

A, 0([N.g, [Nop, k), k=1 (2.26)
olmasiicin AN, =A, —A,,, olmak lzere

A, =0(a,P,/p.Q.) (2.27)

ve

P.Q..A\, +(a,P, -p.Q, A, =0O(a,P,) (2.28)



olmasi yeterlidir [17].

TEOREM 2.19. k=1 olsun.(p,) ve (A,) dizileri, X, =P,/np, olmak lizere

n

AX. =On). (2.29)
k k
S A +n|7\n+1| <o (2.30)
n=1
ve
> (xk +2)an, | <eo (231)
n=1

sartlarini sglasinlar. Bu taktirde
> AN X, (2.32)

serisinin‘ N,p,

; toplanabilirlgi, bir noktada kendi 6zefli tarafindan sganir [18].

TEOREM 2.20. Eger (s,) sinirli bir dizi ve(A ) dizisi, A\, =\, —\,,, olmak iizere

iiM <o (2.33)
n=1 pn

ve
i|mn| <o (234

n=1
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sartlarini sglyor ise Zan)\n serisi‘ﬂ,pn toplanabilirdir [19].
n=1

TEOREM 2.21. Eger (2.33) ve (2.349artlar sglaniyorsa, (2.32) serisinin bir noktadaki
‘ N ,p,| toplanabilirlgi bir lokal 6zelliktir [19].

LEMMA 2.22. (X,), pozitif azalmayan bir dizi veB,), (2.14) ve (2.16)artlarini
sgilayacaksekilde pozitif azalmayan bir dizi ise, bu taktirde

nX,B, =0(1), n - o (2.35)
ve
> X, B, < (2.36)

olur [20].



3. BOLUM

) —‘ N,pn;é‘k TOPLANAB ILME METODU iLE iLGILi TEOREMLER

Bu b('jIUmdeZan)\n serisinin hangsartlar aItmdad)—‘Kl,pn;é‘k toplanabilmesi ile

ilgili bir teorem, ayrica, iki toplama metodununniga sartlar altinda birinin dierini
gerektirmesini veren bir teoremi ifade ve ispatoegie.

TEOREM 3.1. (p,), (2.19)sartini sglayan pozitif sayilarin bir dizisi vé, ) de

¢.p, =O(R,) 1B.
ve
I 0[¢$k PiJ 32)

olacak sekilde pozitif reel sayilarin bir dizisi oIsur(Xn) pozitif azalmayan bir dizi,
(B,)ve(A,), (2.20)-(2.23) sartlarini s@layan diziler olsun. ger t,, (na,) dizisinin
(C1) ortalamasi olmak tizere

Yo%, [ =0(X,), m oo (3.3)
n=1
ise bu taktirde Y a,A, serisi k=1 ve 0<dk<1 olmak zere ¢—\ N,pn;é‘k

toplanabilirdir [21].

ISPAT: > aa, serisinin (N, p, ) ortalamas(T, ) olsun. Tanimdan
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1 & v 1&
Tn :szvzalAl FZ(P P—l) 034

elde ederiz.

Zan serisining —‘ N,pnié‘k toplanabilir olmasi demek,

[

Z¢2k+k—1|-|-n _Tn—1|k < o (3.5)

n=1
olmasidir.Dger taraftann =1 icin

T - Z P,_a (3.6)

F)n n-1 v=1

— pn C F)v—l)\
PP Z v

n' n-1 v=1

Y va

3

olacaksekilde bir diizenleme yapalim,, (na,) dizisinin(C1) ortalamasi olmak izere
bu sitlige Abel Kismi Toplama Formulinid uygularsak

_ - pn S I:)v—l)\ v o_ I:)v)\ v+1 pn Pn—l)\ n
T” T”‘l F)n Pn—l ;( \ v+ 1 j(v +1)tV * n' n-1 (n +1)t” n
_ pn S VP )\ t pn < I:)v—l)\v'tv _
F)n Pn—l Vz v Pn Pn—l Vz v n n -1 Vz P )\Vﬂ
UL At

n-n°'n
n
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Py vil o p, & 1. (n+2)
~Po et NPty -
PnPn—1 ; v Vv * PnPn_1 ; vihvaty Vv + nPn pn nMn
(n+1) p n-1 v 1 p n-1 V+1
) AT e p " S pANt, YT
nPn PnlnAn, Pn n_1; vitvty + Pnpn_1; At

= Tn,l + Tn,2 + Tn,3 + Tn,4

elde ederiz. Teoremi ispat etmek icin Minkows§itsezliginden yaralanarak, r =1,2,3,4
icin

[

Ok +k -
200

n=1

¥ e (3,7)

TI"I,T

oldugunu gostermek yeterlidiilk olarak

(n +1)
nP pntn)\n

n

m
Sk+k-1
n

n=1

Tn,l

m
k — q) dk+k-1
- n
n=1

=SB (S s

n=1 n n

mo 1% .
=Z|M|“|M||tnlk—n: on
n=1
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(2.22)sartindan dolayi X, =0O(1), n - « oldusundan

> 03T, 1 = o) A 0% e, ¢

n=1 n=1

elde edilir. Bu ifadeye Abel Kismi Toplama Formulinygularsak

" 4 Sk
2.0

n=1

Tn 1

ETeIE)) W) 3 AR W e o
n=1 v=1 n=1

sonucu bulunur. (2.20), (2.22), (2.3@)tlar ve teoremin hipotezinden dolayi

" g k-1
200

n=1

Tn,l

“ =03 B,X, + O[] X,

o) (m - «)

elde ederizSimdi k >1 i¢in %+ki =1 Olmak tzere Holdergsizligini uygulayarak,

k

m+1 m+1 n-1

Sk+k-1 k s+k-1| P v+1
E T = E _rn E t A —
n:2¢n n,2 n:2¢n Pn Pn_l vl pv vitv v

n-1 k
Zp - v+1
\

m+1 k
_ Z oKL P,
n P P A\ \

n’ n-1

v=l

m+l ~ 1 kn—l K K
< k-1 kt A
o) Soinln
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s [ e

_m+1 e 1 K n-1 K K n-1 %
=30t 5| | SpduI L 0,

n=2 v=l

n-1Lv=l n-1 v=1

m+1 St 1 n-1 K K 1 n-1 k=1
=St Seltt |1 Se
n=2

m B m+l ~ 1
=O3 I [“pt 3 63
v=l n=v+1 n-1

(2.22)sarti ve teoremin hipotezinde bulunan (3s2ytindan dolayi

Tn,2

S gt < = o3t [ o3
n=2 v=1

elde ederiz. Bu ifadeye Abel Kismi Toplama FormilinygularsakiT, , deki gibi

k

DIt TS (1) YN ) 3 Yo O A ) o Lo
n=2 v=l n=1 v=l

Tn,2

sonucu bulunur. (2.20), (2.22), (2.3@)tlarl ve teoremin hipotezinden dolay!

S psrar [£ =03 B,X, + O [X,
n=2 v=1

=of) (m - «)



16

Simdi (2.19) ve (2.35yartlarindan dolaywB, = o(l/X, )= O(1) olmasini ve Hélder
Esitsizligini kullanarak,

m+1
Skork-1 5k+k a4 Pt AN, V_+1
;q)n Tn3 22 Pn Pn_l ; v
m+1 n- k
CONEE j S,
n—l V=

oSi{ 2 j{{:z;(vm = ﬁizj(pﬂﬁk

-mZﬂd)é“ {i( v)k|ov|tv|k}EEF,1 fpvr

n—l v=1 n-1 v=1

=03 (8.} (.o " 3 0t

- 0(1)2 (vB, 0%t |

elde ederiz. Bu ifadeye Abel Kismi Toplama Formilinygularsak,

S osiT, [ = 03 (e, )X 0%t £ + ofmB, > 95|
n=2 v=l r=1 v=l

=03 a(vp, )X, +OlmB, X,
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X \ + O(l)mBmx m

=oft )ZIVB -(v+1B,..

= O()S |vAB, ~Byu| X, +OWMB,X,,

m-1

=0[D)> v|a,|X, + o(1)mz_l[3v+1x , +o@MmB, X,

v=l v=1

(2.23), (2.35) ve (2.363artlarindan dolay:i

o) (m- )

n3

m+1

ok+k-1
2 Or T
n=2

Son olarak (2.19), (3.3artlarini ve Holder §tsizligini kullanarak

mzﬂ¢:k+k—1-|-n4 z 5k+k -1 th )\v+1
n=2 =2 n n—l v=l
m+1 k
— O(l)z ok 1( J
n=2 n_

v=l v=1

<ofSier ([ [Sesrnat [ {50 ]

CONER PYSNCIRETES

—1 v=1 n-1 v=1

:o(l)mz“¢zk1(Pijk{”zl(p%|m||tv|ﬂ%[”i(p

-
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m _ m+1 ~ 1
=0yt P Al 2 007
v=1 n=v+l n-1

= O 03It ['[r..d
v=l

elde ederiz. Bu ifadeye Abel Kismi Toplama Formilimygularsak,

Tn,4

Somr [ = oS A3 0% F + O > 0%, |
n=2 v=l r=1 v=l

m-1
= O(l)z BvﬂX \Y + O(l)P\ m+1|x m
v=l

=0@1) (m - =)

elde edilir. O halde r=1,2,3,4 icin

[

k
¢6k+k—1
=1 "

o) (m - )

Tn,r

n

bulunur.

TEOREM 3.2. k>1ve0<3<Vk olsun.(¢,) ve (w,),

¢, =0(w,) 3.9)

olacak sekilde pozitif saylarn  birer dizisi olsunlar. (p,) ve(q,),
p,>0, q,>0, P, -, Q, - o olacaksekilde diziler olsun ve (2.25arti
saglansin. Eer
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) ¢6k+k—lpk ¢6k+k—1pk—1
_Zl ;kP nzo( VP" V J

n° n-1 \

ise bu taktirde

A, D(w—\ﬁ,qn:é{kﬁ‘mpn?qk)

olmasi i¢in (2.27) ve (2.28artlan yeterlidir [22].

ISPAT :

elde edilir. T, -T,, =b, (T, =0) yazarsak buradan

T,=b,+b, +...4+Db,

(3.9)

(3.10)

(3.11)

bulunur. Su halde kabul edelim ki) a, serisinin (N,qn) donigimi > b, olsun.
Benzersekilde kabul edelim kiZav)\V serisinin (N,pn) donuma deZcn olsun.

Simdi n=1ligin T, -T,, farkini kisa birglem ile

q n
bﬂ = . QV— aV
QnQn—l VZ=]; !

seklinde yazabiliriz. Bu gtlikten

b, = B {Qn_lan +§QV_1av}

(3.12)



a, =—
s
a, =
qn
e[
s

20

QQ4;Q*“

1 n-1
Z Qv—lav

Qn—]_ v=l

|: qn—l j|
n-1 A Q —1Qn 2

{2
qn—l

(3.13)

elde edilir.Simdi de a, yerinea, A, alarak, p, P ile g, Q dizilerini yerggirirsek

n=1icin

”PP

P2

n' n-1 v=1

elde edilir.Simdi (3.13) aitli gini (3.14) sitli ginde yerine koyarsak,

3P (Q,/a, )b

I:)n n-1 v=1

> —P.QA,

v=l Yy

> —“P_Q.A,

v=l Yy v=l Mv

Z

v=l v

_1b

n-1 b n-1 b

v (Qv—2 /qv—l)bv—l

f I:)v)\ v+l Qv
= q

Z — Pva—l)\ v+l +

(3.14)
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n-1
- —Pinnn_l ;—:[PVQV_lAAV +A,(P,.Q, -P,Q,, )|+ F;):Q: Ab,
G = PF::: f_V[PVQV_lA)\V + (qVPV - pva ))\v]+F|;n—Qn)\nbn (3.15)
n' n-1 v=1 Mv oo

elde ederizSimdi (2.27) ve (2.283artlarini (3.15) gtli ginde kullanirsak,

A P, Th, ] (ann 0P, j
c, =0 —(q,P,)[+0 ERLMLEy
[Pn Pn—l VZ; qV (q ) ann ann

= O(Cnl) + O(C n,2)
elde ederizSimdi Holder Kitsizligini kullanarak

n-1 k n-1 P, K
(Soief =20}
v=l v=1 pv

k

k VK YK
n-1 P n-1 A\
S{Z[“’J_V pi’k} } (pe )k} }
v=l pv v=l

n-1 Pv n-1 k-1
sy

k-1
Py

n-1 Pk
k-1 k v
<P b =5
v=l pv
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elde ederiz. Boylece

n-1 k

i¢gk+k—1 C.. k _ i¢§k+k—l %Z‘Jbv“av
n=1 n=1 n' n-1 v=1
Sk+k—1 n k P\i(
S zq) Pr:( Pr:(—j_ Z| |

Sk +k l k

0 kPk
=2 o > b

pv n=v+1 n n—l

elde ederizSimdi de (3.8) ve (3.9artlarini kullanarak,

Pk 5k+k -1..k-1
=olSp

V

i ¢§k+k—1 C

n=1

nl

- O{i¢sk+k—1|bv|k}
v=1

{ZqJék+k l|b |k} < o

elde ederiz. Benzgekilde

iq)imk—l Cn,2 kK _ O{i¢§k+k_l|bn|k}
n=1 n=1

:O{iw§k+k—l|bn|k} < o
n=1

elde ederiz ki buda ispati tamamlar.



4. BOLUM

‘N,pn;é‘k VE (])—‘N,pn;é‘k TOPLANAB iLME METOTLARI iLE iLGiLi
TEOREMLER

Bu bolimde(s,) sinirli bir dizi oldgunda Fourier Serileri nin lokal dzgiikullanilarak,
‘N,pn;é‘k ve ¢—\ N,pn;é‘k toplanabilme metotlari ile ilgili dort teoremiade ve

ispat edec#z.

TEOREM 4.1. k=1 ve0<3k <1 olsun.Eer (s,) sinirh bir dizi ve(\, ) dizisi

Z(Pj [ <o, @.1)

Z(i} AN, <o, (4.2)

o P dk-1 1 P ok 1
B8] eS 2
n=v+l pn I:)n—l pv I:)v

sartlarini sglyor ise Zan)\n serisi‘ _N,pn;é‘k toplanabilirdir [23].
n=1

ispat: (T,), >a\, dizsinin (N,p,) ortalamasi olsun.O halde kisa bir
=1

hesaplama neticesinde
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elde ederiz. QJer taraftan

T -

: SR, (P=0)

n n—1 v=l

elde edilir. Bu farka Abel Kismi Toplama Formulimigulanirsa

T -

> P2k

n
Pn n-1 v=1

=P ”zsv( PA )+, Puah, }

n' n-1L V=

[ n-

= pn ZSV(P)\ _pv v o )\v+l)+snpn 1)\ :|

PnPn—l v=1
p n-1
i P Pnn—l {;SV (PVA)\V - p")\")+sn Piahn :|
p n-1 S )\ p
= 0 P,A nPn
PnPn—l Vva v Pn ¥ ;Sv v v + 1 7 Pn

=Tt Tt T

elde ederiz.Teoremi ispat etmek igin Minkowsktszliginden yaralanarak,
r=1,2,3 igin

o P Ok+k—-1

oldugunu gostermemiz yeterli olacakitilk olarak,

k

T <00

n,r
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ml =) ok +k-1 . m+l =) ok+k-1
Z(—”J Tos =Z(—”} = $ s

n=2 pn =2 pn n n—l v=1

elde ederizSimdi (s,)=0O(1) olmasini, (4.1) ve (4.3rtlarini ve Holder Hitsizligini
kullanarak

S5 S| 48]

n' n-1 V=] v=1l

m+l =) ok +k-1 1 n-1 k-1
o050 R[S S

n=2 pn

- o(1)VZn; M, S [E—] . Pl

n=v+l n-1

elde ederizSimdi (s,)=0(1) olmasini, (4.2), (4.3artlarini ve Holder Htsizligini
kullanarak

k

ok +k-1 Ok +k-1
mf[i] T, = mf(ij Zs PO,
n=2 pn "2 n=2 pn PnPn—]_ v=l
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- Sk+rk-1 o T T k
SR {Mvnm reet | qg ke T

n’ n-1 v=l

n=2\ Pn vl n-1 vl

n=2 pn n n—l

oS e S|

v=l

n=2 pn

-oif[3] o [gee

n-v+1

-oSpm, (2] 2

- ®|

V=

elde ederizSimdi (s, )= O(1) olmasini ve (4.1)artini kullanarak

m+1[i]6k+k—l . ) _ m+l[i]6k+k_l pn)\nsn k
n3
2, Al =2, P

n=2 pn n=2 pn
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elde ederiz. Boylece r =1,2,3 v@ — oo icin

m P Ok+k-1

oldugunu gosterdik. Bu da ispati tamamlar.

k

T

n,r

=0(1)

TEOREM 4.2. k=1veO<dk<1l olsun. ZAn(t))\n serisinin  bir noktada

‘_N,pn;B{k toplanabilirligi  (4.1)-(4.3) sartlarinin  sglanmasi durumunda alan
fonksiyonun bir lokal 6zelidir [23].

ISPAT: Bir noktadaki Fourier Serilerinin yakinsakll onun meydana getigi
fonksiyonlarin bir lokal 6zelfii oldugundan Teorem 4.2. nin ispati Teorem 4.1. den elde
edilir.

TEOREM 4.3. k>1ve0<d8k<1 olsun. X, =P,/np, olmak uzere(p,) ve(A,)
dizileri, Teorem 2.21 deksartlarla birlikte

s,0,p, =O(P,) (4.4)

n n

i¢2“xﬁl[§—“}k{—|“|k +|A”*1|k] <w (@5)
n=1
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k
Z:;q;ﬁk‘k[g—“] (xk +2)an, | < (4.6)
SRR, <oo @.7)
n=1
ve
> g F'; =0{¢3k Pi} (4.8)
n=v+l1 n n-1 \Y

sartlarini da sglasin. Bu taktirde bir noktadaZAn(t))\an serisinin¢g —‘ N,pn;t'){ )
toplanabilirligi, bir lokal 6zellik olarak sglanabilir [24].

Bu teoremin ispati icinsagidaki lemmanin ispatina ihtiyacimiz ofgluigin oncelikle
bu lemmay ifade ve ispat edelim.

LEMMA 4.4. k=1ved=0 olsun. (p,) ve(\,) dizileri (2.33) ve Teorem 4.3. deki

sartlar sglayan diziler olsun.. (sn) sinirh ise, bu taktirdeZan)\an serisi
n=1

—\ N.,p,; 5\ _ toplanabilirdir [24].

iSPAT: (T,), Y.a,PA, dizisinin (N,p,) ortalamasi olsun. O halde kisa bir

hesaplama neticesinde

elde ederiz. Q¥er taraftann =1 igin

T - ZP_la X,

Pn n-1 v=1

elde edilir. Bu farka Abel Kismi Toplama Formulimmjgulanirsa
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T -To === 3P aAX,

n Pn—l v=l

Po IS (P X, - PVAV+1xv+1)+snPn_1Anxn}
F)n Pn—l Lv=l

= pn nz_lsv(l:)v)\vxv _pv)\vxv _Pv)\v+1xv+1)+snpn—1)\nxnj|
F)n Pn—l Lv=l

= PF;: {nisv(PVXvA)\v -pA X, + PV)\V+1AXV)+SnPn—1)\an:|

n' n-1Lv=l

p n-1 p n-1
=-—"3"p,sA X, + 5 F: D s, X ,PAN,

Pn Pn‘l v=l n'n-1 v=1

n-1
+ pn ZPVSV)\V+1AXV + Sn)\npnxn
Pn Pn—l v=1 Pn

= Tn,l + Tn,2 + Tn,3 + Tn,4

elde ederiz. Lemmayi ispat etmek icin Minkowsiszliginden yaralanarak,
r=1,2,3,4 icin

[

Ok +k -
200

n=1

k
< oo

Tﬂ,f

oldugunu gostermemiz gerekli olacakiilk olarak,

k

m+1
k _ ¢6k+k—1
- n

p n-1
— s, A X
Pn Pn_l ; pV VitV v

m+1

Sk+k—-1
2 00 T
n=2

n=2
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m+1 k
<Sora P Bpsax,
n=2 Pn Pn—l v=1

elde ederizSimdi Holder Kitsizligini kullanarak

T a1 Py < ky [ RS k| v
<Sar Bl Slabix) | 056 |
n=2 n'n-1 V= 1

m+1 Stk p 1 n-1 k-1
=0l o B Ss 0 ox H |
n=2 n'n-1

v=1

()Z|S | |)\ | pvxv z ¢6k+k -1 n

n=v+1l P

n’' n-1

elde ederiz. (4.4), (4.5), (4.8nrtlarini ve X, =P, /np, ssitli ginden

= O o p X0

kaV
I:)v

k
o | [ B oo
v=1

P \Y;

v

k

= O3 |2 | xS
v=1

Py
o2 Ll
=0(1), m- o

elde ederizSimdi (2.31) den dolayi
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3 (x5 +2jan, | <eo

n=1
2 XAIBA, [+ AN, | < e
n=1 n=1

elde edilir. Buradan da

gmnl =of)

bulunur. Dger taraftan

n-1
2 PIAA [P |AA, |
v=l

v=l

1 n-1 n-1
LS e m, < S, =o)
v=l

n-1 v=1

elde edilir. Buradan (4.6), (4.8rtlarini ve Holder Etsizligini kullanarak

m+1 Skl K m+1 Skt pn n-1 K
Zq)n Tn,2 :Zd)n ZSVXVPVA)\V
n=2 n=2 Pn Pn—l v=1

IN

W s Ph (S ‘
Zq)n +k ka:k {Z|sv||A)\V|PVXV}

n=2 ntn-1 (vl

M k

m+1 ke k n-1 « Yk na | » 7k
S B[S e ) [ Sk ) ]|

n'n-1 v=l v=1

IN

T sk Po [ k 1 & -
Sz B S e et [0 e

n=2 n'n-1Lv=l n-1 v=1
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oS i 2] L § g B

v n=v+l n'n-1

= o(1)vzr:; PV|A)\V|X'§(pP—VJk ik v Pi
OZXMAW“(J: o). o

elde ederizSimdi X, =P, /np, ssitligini, (2.29), (4.4), (4.5)sartlarini ve Holder
Esitsizligini kullanarak

m+!
k _ 5k+k -1
- n
n=2

ZPS)\ AX,

n3 v
n n—l v=1

m+1 Sk+k

+k-1
2, 00T
n=2

. p n-1 1 “
( )Z Sk+k-1 o {ZVpVXVS\,)\Vﬂ V}

n= n'n-1 (v=l

V=

oSz PkF,;k_l {{“Z(pw s )Tk{”i(pw ¥ }w}

m+1 Skt n-l k k 1
=0 ¢: [ PSPl Hp
ra P& n-1

v=1

:o@imx$mnmk§¢T“ i
v=1l P P

n=v+1 n’n-1

m Pk 1
- ol k A 6k
( ); pv A q)vpv | V+l| v P

\

v V

=op)3 RS P o

V
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ékk
v

O RE LW

k
— O 4 Sk & ¥ k1 1
_O(l)zq)v [pvj |)\v+1| Vv

v=l

elde ederizSimdi (4.4) ve (4.5)sartlarini kullanarak

k
i¢6k+k—1-|- k —_ i¢6k+k—l Sn)\npnxn
n n4| n

n=1 n=1

n

k
CORSEHUNEPELS

n=1

- Ok+k-1 ‘ k p ‘
n A|TXE =
(),;(b [d) pJ' 4 ”(F’n]

= O(1)> 9%, [ X
n=1

elde edilir. Boylece biz r=1,2,3,4 icin

[

z ¢?k+k—1 T

n=1

=0, (m-w)

n,r

oldugunu gosterngiolduk. Bu da lemmanin ispatini tamamlar.
TEOREM 4.3. inISPATI :

X in Ozel bir dgeri icin Fourier Serileri sadece bu noktanin yakin gdogundaki
fonksiyonlarin durumuna i oldugundan teoremin ispati Lemma 4.4. tn bir sonucudur.
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