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MUTLAK TOPLANAB ĐLME METOTLARI 

 

 

Ö Z E T 

 

 
Bu tez dört bölümden oluşmaktadır. 
Birinci bölümde, tezin içeriği ile ilgili bir giri ş yapıldı. 
Đkinci bölümde, bazı temel tanımlar ve teoremler verildi. 

Üçüncü bölümde, 
k

n  ;p,N δ−ϕ  toplanabilme tanımı kullanılarak, bir teorem ifade ve 

ispat edildi. Yine aynı tanım kullanılarak, 
k

n  ;q,N δ−ψ  ve  
k

n  ;p,N δ−ϕ  metotları 

arasındaki ilişkiyi veren bir teorem ifade ve ispat edildi. 

Dördüncü bölümde, 
k

n  ;p,N δ   ve  
k

n  ;p,N δ−ϕ  toplanabilme tanımları kullanılarak, 

dört teorem ifade ve ispat edildi. 
 
 
Anahtar Kelimeler: 
 
Sonsuz Seriler 
Mutlak Toplanabilme Metotları 
Toplanabilme Çarpanları 
Fourier Serileri 
Local Property 
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ABSOLUTE SUMMABILITY METHODS 
 
 

ABSTRACT 
 

 
This  thesis consists of four chapters: 
In the first chapter, the introduction is given dealing with thesis. 
Đn the second chapter, some basic definitions and theorems are given. 

In the third chapter, a theorem is stated and proved by using   
k

n  ;p,N δ−ϕ  

summability definition. Also, by using this definitions a theorem, which deal with 

relationships among the 
k

n  ;q,N δ−ψ   and   
k

n  ;p,N δ−ϕ  summability methods, is 

stated and proved. 

In the fourth chapters, four theorems are stated and proved by using  
k

n  ;p,N δ   and  

k
n  ;p,N δ−ϕ  summability definitions. 

 
 
Keywords: 
 
Infinite Series 
Absolute Summability Methods 
Summability Factors 
Fourier Series 
Local Property 
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1.BÖLÜM 
 

GĐRĐŞ 
 
 

Son zamanlarda bazı şartlar altında çeşitli toplanabilme metotları arasındaki ilişkiler, 
farklı matematikçiler tarafından incelenmiş ve bunlardan bir takım sonuçlar elde 
edilmiştir. 
 

Biz bu çalışmamızda, 
k

n  ;p,N δ  ve 
k

n  ;p,N δ−ϕ  tanımlarını kullanarak, bir sonsuz 

serinin ( )nλ  toplanabilme çarpanı kullanılarak, bu metotlardan birisi ile toplanabilirliğini 

inceledik. Ayrıca, 
k

n  ;q,N δ−ψ   ve   
k

n  ;p,N δ−ϕ  metotları için, hangi şartlar altında 

birinin diğerini gerektirdiğini inceledik. 
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2.BÖLÜM 
 
 

TEMEL TANIMLAR VE TEOREMLER 
 
 
 
Bu bölümde, ilk olarak  konumuzla ilgili olan bazı tanım ve teoremleri vermekle                        
başlayacağız. 
 
Aksi bir şey söylenmedikçe, bu çalışmamızda baştan sona kadar  ( )ns  ,  ∑ na   serisinin                      

kısmi toplamlar dizisini ve ( )np , 
 

 ( ) ( )∑
=

− ≥==∞→∞→=
n

0v
ii-vn   1i  , 0pP   , n    ,    pP  

 
 
olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisini gösterecektir. 
 
TANIM 2.1.   ( )ns ,   ∑ na  serisinin kısmi toplamlar dizisini ve (un) de 1-inci mertebeden  

Cesàro ortalamasını göstersin.Yani 
 
 

 ∑
=+

=
n

0v
vn s

1n

1
u                                                                                                   (2.1) 

 
 
olsun. Eğer 
 
 
 sulim n

n
=

∞→
 

 
 
ise, ∑ na  serisi  (C,1)  toplanabilirdir denir. 
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TANIM 2.2.   (u n ),  (2.1) deki gibi tanımlanmak üzere, eğer  
 
 

 ∑
∞

=
− ∞<−

1n
1nn      uu                                                                                                (2.2) 

 
 
ise  ∑ na  serisi   1 , C   toplanabilirdir denir [1]. 

 
Eğer  k ≥ 1 olmak üzere, 
 
 

 ∑
∞

=
− ∞<−

1n

k  

1nn
1-k    uu n                                                                                       (2.3)                      

 
 
ise   ∑ na    serisi      

k 
 1 C,   toplanabilirdir  denir [2].  

 
Özel olarak, (2.3)  de  k=1 alırsak, 

 
 1 C,   toplanabilmeyi elde ederiz. 

 
(p n),  başta ifade ettiğimiz gibi  pozitif sayıların bir dizisi olsun ve  
 
 

 ∑
=

=
n

0v
vv

n
n sp   

P

1
t                                                                                                  (2.4) 

 
 
şeklinde alalım. Bununla ilgili olarak da şu tanımları verelim. 
      
TANIM 2.3.   Eğer  n ∞→  için (t n) nin bir limiti var ise, ∑ na  serisi bu limit değerine                  

( )np ,N       toplanabilirdir denir [3]. 
 
( )np ,N      metodu regüler bir metotdur. Bu metodun regüler olması için gerek ve yeter 

şart,  n ∞→   için   ∞→nP  olmasıdır [4]. 
 
TANIM 2.4.   (t n) ,  (2.4) deki gibi tanımlanmak üzere,  eğer   
 
 

 ∞<−∑
∞

=
−     tt 

1n
1nn                                                                                                (2.5)  

 
 



 

 

4 

ise,  ∑ na     serisi  np , N   toplanabilirdir denir [5]. 

 
TANIM 2.5.   1k ≥  olmak üzere, eğer 
 
 

 ∑
∞

=
−

−

∞<−








1n

k

1nn

1k

n

n     tt
p

P
                                                                             (2.6) 

 
 

ise,  ∑ na  serisi 
k 

np , N  toplanabilirdir denir [6]. 

 
Özel olarak (2.6) de   ∀ n∈N  için  1pn =  alırsak,  

k 
 1 C,   toplanabilmeyi elde ederiz. 

 
TANIM 2.6.   0ve1k ≥δ≥  olmak üzere, eğer 
 
 

 ∑
∞

=
−

−+δ

∞<−








1n

k

1nn

1kk

n

n     tt
p

P
                                                                         (2.7) 

 
 

ise, ∑ na  serisi 
k 

n ;p , N δ  toplanabilirdir denir [7]. 

 
 
TANIM 2.7.   ( )nϕ , pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. 1 k ≥  ve 0≥δ olmak üzere, eğer 
 
 

 ∑
∞

=
−

+δ ∞<−ϕ
1n

k

1nn
1-kk 

n     tt                                                                               (2.8) 

 
 

 ise, ∑ na  serisi  
k

n  ;p,N δ−ϕ  toplanabilirdir denir [8]. 

 

Özel olarak (2.7) de     0     ve
p

P

n

n
n =δ=ϕ alırsak, 

k 
np , N  toplanabilmeyi elde ederiz. 

 
TANIM 2.8.   A ve B verilen iki toplanabilme metodu olsun. A-toplanabilen bir dizi, aynı 
değere   B-toplanabiliyorsa, A ya B yi gerektiriyor denir ve  BA ⊆  ile gösterilir. 
Eğer  A⊆ B ve  B⊆ A ise,  A-metodu  B-metoduna denktir denir [4]. 
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TANIM 2.9.   Bir  ∑ λ nna   serisi bir B metodu ile toplanabildiği halde,  ∑ na    serisi  

de bir    A metodu ile toplanabiliyorsa o zaman  λ n çarpanı   (A,B)  sınıfındadır ve 
( )B,An ∈λ     yazılır [9]. 

 
TANIM 2.10.  Bir   ∑ na  serisi verilmiş olsun. Eğer  ∑ λ nna   serisi bir B toplanabilme 

metodu yardımıyla toplanabiliyorsa,( )n λ   dizisine  ∑ na   serisinin B metodu için bir 

toplanabilme çarpanı denir [10].         

TANIM 2.11.   (Hölder Eşitsizliği) 
 

0 b, . . . ,b,b    , 0  a, . . . ,a,a    ve1
q

1

p

1
  , 1  p n21n21 ≥≥=+>      olsun..    

Bu taktirde 
 
 

 ∑ ∑∑
= ==
















≤
n

1k

q1n

1k

q
k

p1n

1k

p
kkk baba                                                                         (2.9)                              

 
 
dır [11]. 
 
TANIM  2.12.  (Minkowski  Eşitsizliği) 
 

0 b, . . . ,b,b   , 0  a, . . . ,a,a     1, p n21n21 ≥≥≥ olsun . Bu taktirde 
 
 

 ( )
p1n

1k

p
k

p1n

1k

p
k

p1n

1k

p
kk baba 







+






≤






 + ∑∑∑
===

                                               (2.10) 

                       
 
dır [11]. 
 
TANIM  2.13.  (Abel  Kısmi Toplama Formülü) 
 

.  .  .  ,b ,b       ve.  .  .  ,a  ,a 2121  gibi herhangi iki sayı dizisi alalım ve  0n ≥    için 
 
 

  s  a n

n

0v
v =∑

=

 

 
 
koyalım. Bu taktirde  her  0n ≥  ve her 0k ≥  için 
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 ( ) 1knkn1nn

kn

1nv
1vvv

kn

1nv
vv bsbsbbsba ++++

+

+=
+

+

+=

+−−= ∑∑                                         (2.11) 

 
 
bulunur [12]. 
 
TANIM 2.14. Her x için ( ) ( )xfxf =λ+  olacak şekilde bir 0>λ  sayısı mevcut ise f  
fonksiyonuna periyodik bir fonksiyon ve λ  sayısına da f  nin periyodu denir. 
 
Bilindiği gibi, sinx ve cosx trigonometrik fonksiyonları π2  periyotlu, periyodik 
fonksiyonlrdır. Öyleyse her vN∈  için, vv b  vea  ler keyfi sabitler olmak üzere, 

 
 
 vxcosbvxsina vv +                                                                                      (2.12) 

 
 
fonksiyonu π2  periyotlu,  periyodik bir fonksiyondur [13]. 
 
TANIM 2.15. x bir reel değişken ve  . . . ,b  ,a  ,a 110 ler  de x den bağımsız katsayılar 

olmak üzere  
 
 

 ( )∑
∞

=

++
1v

vv0 vxsinbvxcosaa
2

1
                                                                   (2.13) 

 
 
şeklindeki seriye bir trigonometrik seri denir [14]. Ayrıca, 
 
 

 ( ) ( )∑
=

++=
n

1v
vv0 vxsinbvxcosaa

2

1
xT                                                         (2.14) 

 
 
sonlu trigonometrik toplamına n inci mertebeden bir trigonometrik polinom denir [14]. 
 
TANIM 2.16. f, [ ]ππ− ,  aralığında integrallenebilen bir fonksiyon ve vv b  ,a  de f den 

elde edilen Fourier katsayıları olmak üzere  
 
 

 ( ) ( )π≤≤π++∑
∞

=

x-    ,vxsinbvxcosaa
2

1

1v
vv0                                            (2.15) 
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trigonometrik serisine f tarafından meydana getirilen veya f fonksiyonuna ait Fourier 
serisi denir ve sembolik olarak 
 
 

 f(x) ∼ ( )∑
∞

=

++
1v

vv0 vxsinbvxcosaa
2

1
                                                         (2.16) 

 
şeklinde gösterilir [15]. 
 
Genellemede bir kısıtlama yapmadan  f(x) in Fourier serisinin sabit teriminin sıfır 
olduğunu farzedebiliriz. Bu taktirde 
 
 

 ( ) 0dxxf =∫
π

π−

                                                                                                   (2.17) 

 
 
ve 
 

 ( )xf ~ ( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
=+

1n 1n
nnn xAnx sinbnx cosa                                                  (2.18) 

  
                                  
 olur. 
 
Şimdi birinci bölümün son kısmında konumuzla ilgili teoremlerin sadece ifadelerini 
vermekle yetineceğiz. 
 
TEOREM 2.17.  ( )np , 
 
 
 ( ) ∞→= n     , npOP nn                                                                                  (2.19) 
 
 
olacak şekilde pozitif sayıların bir dizisi olsun. ( )nX ,  pozitif azalmayan bir dizi olmak 

üzere, ( ) ( )nn   ve λβ  dizileri de 
 
                    
 ,nn β≤λ∆                                                                                                     (2.20)               

 
 
 ∞→→β n    ,0n ,                                                                                         (2.21) 
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 ( ) ∞→=λ m   ,1OX mm ,                                                                                (2.22) 
 
 
ve 
 

              ∑
∞

=
∞<β∆

1n
nn     nX                                                                                          (2.23) 

 
 
şartlarını sağlasın. 
 
 

 ( )∑
=

∞→=
m

1n
m

k

n
n

n m      ,XOt
P

p
                                                                   (2.24) 

 
 

ise, ∑ λ nna   serisi 
k 

np , N ,  1k ≥   toplanabilirdir [16]. 

 
 
TEOREM 2.18. ( )  pn  ve  ( )nq ,   0 q    0, p nn >>  olacak şekilde  iki dizi ve            

∞→∞→ nn Q   ,P   olmak üzere 
 
 
 ( )nnnn qQOpP =                                                                                        (2.25) 
 

 
olsun. 
 
 

 ( ) 1k     , p,N,q,N 
k

n
k

nn ≥∈λ                                                                    (2.26) 

 
 
olması için  1nnn +λ−λ=λ∆    olmak üzere   
 
 
 ( )nnnnn QpPqO=λ                                                                                      (2.27) 
 
 
ve 
 
 ( ) ( )nnnnnnnn1nn PqOQpPqQP =λ−+λ∆−                                                     (2.28) 
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olması yeterlidir [17]. 
 
TEOREM 2.19.  1k ≥   olsun. ( )np  ve ( )n λ  dizileri,  nnn npPX =  olmak üzere 
 
                                  
 ( )n1OX n =∆ ,                                                                                               (2.29)         
 
 
                                   

 ∑
∞

=

+− ∞<
λ+λ

1n

k

1n

k

n1k
n     

n
X ,                                                                         (2.30) 

 
 
ve 
 
 

 ( )∑
∞

=
∞<λ∆+

1n
n

k
n    1X                                                                                      (2.31) 

 
 
şartlarını sağlasınlar. Bu taktirde                                                                                                              
 
 

 ( )∑ λ nnn XtA                                                                                                (2.32) 

 
 

serisinin 
k 

np , N  toplanabilirliği,  bir noktada kendi özelliği tarafından sağlanır [18]. 

 
TEOREM 2.20.  Eğer ( ) sn sınırlı bir dizi ve ( ) nλ dizisi, 1nnn +λ−λ=λ∆  olmak üzere 
 
 

 ∑
∞

=

∞<λ
1n

n
n

n    
p

P
                                                                                               (2.33) 

 
 
ve 
 
 

 ∑
∞

=

∞<λ∆
1n

n                                                                                                     (2.34)  
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şartlarını sağlıyor ise  ∑
∞

=

λ
1n

nna  serisi np , N  toplanabilirdir [19]. 

 
TEOREM 2.21.  Eğer (2.33) ve (2.34) şartları sağlanıyorsa, (2.32) serisinin bir noktadaki 

np , N  toplanabilirliği bir lokal özelliktir [19]. 

 
LEMMA  2.22.   ( )nX , pozitif azalmayan bir dizi ve ( )nβ , (2.14) ve (2.16) şartlarını 
sağlayacak şekilde  pozitif azalmayan bir dizi ise, bu taktirde 
 
                          
 ( ) ∞→=β n   ,1onX nn                                                                                   (2.35) 
 
 
ve 
 

 ∑
∞

=

∞<β
1n

nn    X                                                                                                 (2.36) 

 
 
olur [20]. 
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3. BÖLÜM 
 

k
n  ;p,N δ−ϕ  TOPLANAB ĐLME METODU ĐLE ĐLGĐLĐ TEOREMLER 

 

Bu bölümde ∑ λ nna  serisinin hangi şartlar altında 
k

n  ;p,N δ−ϕ  toplanabilmesi ile 

ilgili bir teorem, ayrıca, iki toplama metodunun hangi şartlar altında birinin diğerini 
gerektirmesini veren bir teoremi ifade ve ispat edeceğiz. 

 
 

TEOREM 3.1.    ( )np  ,  (2.19)  şartını sağlayan  pozitif sayıların bir dizisi ve ( )nϕ  de  
 
 
 ( )nnn POp =ϕ                                                                                                    (3.1) 
 
 
ve 
 
                        

 ∑
∞

+=

δ

−

−δ








ϕ=ϕ

1vn v

k
v

1n

1k
n P

1
O

P

1
                                                                             (3.2)  

 
                                                              
olacak şekilde pozitif reel sayıların bir dizisi olsun. ( )nX  pozitif azalmayan bir dizi,  

( ) ( )nn   ve λβ ,  (2.20)-(2.23)  şartlarını sağlayan diziler olsun. Eğer nt ,  ( )nna  dizisinin 

( )1,C   ortalaması  olmak üzere  
 
           

 ( )∑
=

−δ ∞→=ϕ
m

1n
m

k

n
1k

n m     ,XOt                                                                     (3.3) 

 
 

ise  bu taktirde  ∑ λ nna   serisi  1k0 ve  1k ≤δ≤≥   olmak üzere  
k

n  ;p,N δ−ϕ   

toplanabilirdir [21]. 
 
ĐSPAT :   ∑ λ nna  serisinin ( )np ,N   ortalaması ( )nT  olsun. Tanımdan 
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 ( )∑∑∑
=

−
==

λ−=λ=
n

0v
vv1vn

n

v

0i
ii

n

0v
v

n
n aPP

P

1
ap

P

1
T                                                (3.4) 

 
 
elde ederiz. 
 

∑ na  serisinin 
k

n  ;p,N δ−ϕ  toplanabilir olması demek, 

 

 ∞<−ϕ∑
∞

=
−

−+δ    TT
1n

k

1nn
1kk

n                                                                                (3.5) 

 
 
olmasıdır.Diğer taraftan, için1n ≥  
 

 ∑
=

−
−

− λ=−
n

1v
vv1v

1nn

n
1nn aP

PP

p
TT                                                                        (3.6)  

 
 

                             ∑
=

−

−

λ
=

n

1v
v

v1v

1nn

n va
v

P

PP

p
 

 
 
olacak şekilde bir düzenleme yapalım. nt ,  ( )nna  dizisinin ( )1,C  ortalaması olmak üzere 
bu eşitli ğe  Abel Kısmi Toplama Formülünü uygularsak 
 
 

 ( ) ( )
n

P
t1n

PP

p
t1v

1v

P

v

P

PP

p
TT n1n

n
1nn

n
1n

1v
v

1vvv1v

1nn

n
1nn

λ
+++









+
λ

−
λ

=− −

−

−

=

+−

−
− ∑  

 
                      

                           

( )
nnn

n

1n

1v
v1vv

1nn

n
1n

1v

1n

1v

vv1v

1nn

nvv1v

1nn

n

tp
nP

1n

tP
PP

p

v

tP

PP

p

v

tvP

PP

p

λ++

λ−
λ

+
λ

= ∑∑ ∑
−

=
+

−

−

=

−

=

−

−

−

−
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( )
nnn

n

1n

1v
v1vv

1nn

n
1n

1v
v1vv

1nn

n

1n

1v

1n

1v
vvv

1nn

n
vvv

1nn

n

tp
nP

1n

v

1
tP

PP

p

v

1v
tP

PP

p

v

1v
tp

PP

p

v

1v
tP

PP

p

λ++λ++λ−

+λ−+λ=

∑∑

∑ ∑

−

=
+

−

−

=
+

−

−

=

−

=−−

 

 
 

                           

( )

∑

∑∑

−

=
+

−

−

=−

−

=−

λ+

+λ∆++λ−λ+=

1n

1v
v1vv

1nn

n

1n

1v
vvv

1nn

n
1n

1v
vvv

1nn

n
nnn

n

v

1
tP

PP

p

v

1v
tP

PP

p

v

1v
tp

PP

p
tp

nP

1n

 

                           4,n3,n2,n1,n TTTT +++=  

 
 
elde ederiz. Teoremi ispat etmek için Minkowski eşitsizliğinden yaralanarak,  r =1,2,3,4 
için  
 
 

 ∑
∞

=

−+δ ∞<ϕ
1n

k

r,n
1kk

n   T                                                                                              (3,7) 

 
 
olduğunu göstermek yeterlidir. Đlk olarak  
 
 

 
( )

∑ ∑
= =

−+δ−+δ λ+ϕ=ϕ
m

1n

m

1n

k
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n

1kk
n

k

1,n
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1n
T  

 
 

                                     ∑
=

−+δ λ






 +








ϕ=

m

1n

k

n

k

n
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n

n1kk
n  t

n

1n

P

p
 

                                 
 

                                      ∑
=

−δ− ϕ+λλ=
m

1n

1k
n

k
k

nn

1k

n  
n

1n
t                                   
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(2.22) şartından dolayı ( ) ∞→=λ n   ,1OX nn  olduğundan 
 
 

 ( )∑∑
=

−δ

=

−+δ ϕλ=ϕ
m

1n

k

n
1k

nn

m

1n

k

1,n
1kk

n  t1OT  

  
 
elde edilir. Bu ifadeye Abel Kısmi Toplama Formülünü  uygularsak 
 
 

 ( )∑ ∑∑∑
−

= =

−δ

=

δ

=

−+δ ϕλ+ϕλ∆=ϕ
1m

1n

m
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k

n
1k
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n
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k

v
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m

1n

k

1,n
1kk

n t t1OT  

 
 
sonucu bulunur. (2.20), (2.22), (2.36) şartları ve teoremin hipotezinden dolayı 
 
 

 

( ) ( )

( ) ( )∞→=

λ+β=ϕ ∑∑
−

==

−+δ

m     1O

X1OX1OT mm

1m

1n
nn

m

1n

k

1,n
1kk

n

 

 
 

elde ederiz. Şimdi 1  k >  için  1
k

1

k

1 =
′

+   0lmak üzere Hölder Eşitsizliğini uygulayarak, 

 
 

 ∑ ∑ ∑
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−+δ−+δ +λϕ=ϕ
1m
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k
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k
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tp

PP

p
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+

=

−
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






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k
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−
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
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


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k

v
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k
v

k
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                                     ∑ ∑∑
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
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


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k
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k
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+

=
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−
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







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=

− ϕλλ=
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1vn 1n

1k
n

m

1v

k

vvv

1k

v P

1
tp1O  

 
 
(2.22) şartı ve teoremin hipotezinde bulunan (3.2)  şartından  dolayı 
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=

−δ
+

=

−+δ ϕλ=ϕ
m

1v

1k
v

k

vv

1m

2n

k

2,n
1kk

n t1OT  

 
 
elde ederiz. Bu ifadeye  Abel Kısmi Toplama Formülünü uygularsak, 1,nT  deki gibi 

 
 

 ( )∑ ∑∑∑
−

= =

−δ

=

δ
+

=

−+δ ϕλ+ϕλ∆=ϕ
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m
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k

v
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n
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1m

2n

k

2,n
1kk

n t t1OT  

 
 
sonucu bulunur. (2.20), (2.22), (2.36) şartları ve teoremin hipotezinden dolayı 
 
 

( ) ( )

( ) ( )∞→=

λ+β=ϕ ∑∑
−

=

+

=
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m     1O

X1OX1OT mm
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Şimdi  (2.19) ve (2.35) şartlarından dolayı ( ) ( )1OX1ov vv ==β  olmasını ve Hölder 

Eşitsizliğini kullanarak, 
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+

=
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−
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







⋅




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1m

2n

1k
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1v
v

1n

1n

1v

k
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k

v
1n

1k
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P
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                                          ( ) ( ) ( ) ∑∑
+

+= −

−δ

=

− ϕββ=
1m

1vn 1n

1k
n

m

1v

k

vvv
1k

v P

1
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                                           ( ) ( )∑
=

−δϕβ=
m

1v

k

v
1k

vv tv1O  

 
 
elde ederiz. Bu ifadeye  Abel Kısmi Toplama Formülünü uygularsak, 
 
 

 ( ) ( ) ( )∑ ∑∑∑
−

= =

−δ

=

δ
+

=
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−

=
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                                      ( ) ( ) ( )∑
−

=
+ β+β+−β=

1m

1v
mmv1vv Xm1OX 1vv1O  

                                      
 

                                      ( ) ( )∑
−

=
+ β+β−β∆=
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1v
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                                      ( ) ( ) ( )∑ ∑
−

=

−

=
+ β+β+β∆=

1m

1v
mm

1m

1v
v1vvv Xm1OX1OX v1O  

 
 
(2.23), (2.35) ve (2.36)  şartlarından  dolayı 
 
 

 ( ) ( )∞→=ϕ∑
+

=

−+δ m      1OT
1m

2n

k

3,n
1kk

n  

 
 
Son olarak  (2.19),  (3.1) şartlarını  ve  Hölder Eşitsizliğini kullanarak 
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−
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+
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−
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+

−
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



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                                      ( ) ∑∑
+

+= −

−δ

=
+

−
+ ϕλλ=

1m

1vn 1n

1k
n

m

1v
1v

1k

1v

k

vv P

1
tp1O  

 
 

                                      ( )∑
=

+
−δ λϕ=

m

1v
1v

k

v
1k

v t1O  

 
 
elde ederiz. Bu ifadeye Abel Kısmi Toplama Formülünü uygularsak, 
 
                                  

 ( ) ( )∑ ∑∑∑
−

= =

−δ
+

=

δ
+

+

=

−+δ ϕλ+ϕλ∆=ϕ
1m

1v

m

1v

k

v
1k

v1m

v

1r

k

r
1-k

r1v

1m

2n

k

4,n
1kk

n t1O t1OT  

 
 

                                      

( ) ( )

( ) ( )∞→=

λ+β= +

−

=
+∑

m     1O

X1OX1O m1m

1m

1v
v1v

 

 
 
elde edilir. O halde   r =1,2,3,4  için 
 
 

 ( ) ( )∑
∞

=

−+δ ∞→=ϕ
1n

k

r,n
1kk

n m         1O T  

 
 
bulunur. 
 
TEOREM 3.2.    k10    ve1k ≤δ≤≥  olsun. ( ) ( )nn     ve ψϕ ,          
 
 ( )nn O ψ=ϕ                                                                                                      (3.8) 
 
                                                                                                                                            
olacak şekilde pozitif sayıların birer dizisi olsunlar. ( ) ( )nn q   vep ,  

∞→∞→>> nnnn Q   ,P    , 0 q     ,0 p   olacak şekilde diziler olsun ve  (2.25) şartı  
sağlansın. Eğer 
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  ∑
∞

+=

−−+δ

−

−+δ








 ϕ
=

ϕ
1vn

k
v

1k
v

1kk
v

1n
k
n

k
n

1kk
n

P

p
O

PP

p
                                                                     (3.9) 

 
 
ise bu taktirde 
 
 

  ( )
k

n
k

nn ;p,N,;q,N δ−ϕδ−ψ∈λ                                                               (3.10) 

 
 
olması için (2.27) ve (2.28) şartları yeterlidir [22]. 
 
ĐSPAT :   
 

 ∑
=

=
n

1v
vv

n
n sq

Q

1
T  

  
 

                  ( )∑
=

−−=
n

1v
v1vn

n

aQQ
Q

1
                                                                        (3.11) 

 
 
elde edilir. n1nn bTT =− −     ( )0T 1 =−   yazarsak buradan 
 
 
 n10n b...bbT +++=  

 
 
bulunur. Şu halde kabul edelim ki ∑ va  serisinin ( )nq ,N   dönüşümü ∑ nb olsun.  

Benzer şekilde kabul edelim ki ∑ λ vva  serisinin ( )np ,N   dönüşümü de ∑ nc  olsun. 

Şimdi   için  1n ≥  1nn TT −−   farkını kısa bir işlem ile 
 
 

 ∑
=

−
−

=
n

1v
v1v

1nn

n
n aQ

QQ

q
b                                                                                 (3.12) 

 
 
şeklinde yazabiliriz. Bu eşitlikten 
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            1n
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n
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n
n b

q
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−

−








−








=                                                                           (3.13) 

 
 
elde edilir. Şimdi de vvv a  yerine  a λ   alarak,  p,  P  ile  q,  Q  dizilerini yer değiştirirsek 

1n ≥  için 
 
 

 ∑
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−
−
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1nn

n
n aP

PP

p
c                                                                                  (3.14) 

 
 
elde edilir. Şimdi  (3.13) eşitli ğini (3.14) eşitli ğinde yerine koyarsak, 
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             (3.15) 

 
 
elde ederiz. Şimdi (2.27) ve (2.28) şartlarını  (3.15) eşitli ğinde kullanırsak, 
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elde ederiz. Şimdi Hölder Eşitsizliğini kullanarak 
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elde ederiz. Böylece  
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elde ederiz. Şimdi de (3.8) ve (3.9) şartlarını kullanarak, 
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elde ederiz ki buda ispatı tamamlar. 
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4. BÖLÜM 
 

k 
n ;p , N δ  VE  

k 
n ;p , N δ−ϕ   TOPLANAB ĐLME METOTLARI ĐLE ĐLGĐLĐ 

TEOREMLER 
 
Bu bölümde ( )ns  sınırlı bir dizi olduğunda  Fourier Serileri nin lokal özelliği kullanılarak, 

k 
n ;p , N δ  ve   

k 
n ;p , N δ−ϕ  toplanabilme metotları ile  ilgili dört teoremi ifade ve 

ispat edeceğiz.  
 
TEOREM 4.1.    1k0    ve1k <δ≤≥   olsun.Eğer ( ) sn sınırlı bir dizi ve ( ) nλ dizisi 
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şartlarını sağlıyor ise ∑
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=

λ
1n

nna  serisi 
k 

n ;p , N δ  toplanabilirdir [23]. 
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elde ederiz. Diğer taraftan 
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elde edilir. Bu farka Abel Kısmi Toplama Formülünü uygulanırsa 
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elde ederiz.Teoremi ispat etmek için Minkowski eşitsizliğinden yaralanarak,  
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olduğunu göstermemiz yeterli olacaktır. Đlk olarak,           
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elde ederiz. Şimdi ( ) ( )1Osn =  olmasını,  (4.1) ve (4.3) şartlarını ve Hölder Eşitsizliğini 
kullanarak 
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elde ederiz. Şimdi   ( ) ( )1Osn =  olmasını,  (4.2),  (4.3) şartlarını ve Hölder Eşitsizliğini 
kullanarak 
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elde ederiz. Şimdi ( ) ( )1Osn =  olmasını ve (4.1)  şartını  kullanarak 
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elde ederiz. Böylece r =1,2,3  ve  ∞→m  için  
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olduğunu gösterdik. Bu da ispatı tamamlar. 
 

TEOREM 4.2.  1k0    ve1k <δ≤≥   olsun. ( )∑ λ nn tA  serisinin  bir noktada 

k 
n ;p , N δ  toplanabilirliği  (4.1)-(4.3) şartlarının sağlanması durumunda oluşan 

fonksiyonun  bir lokal özelliğidir [23]. 
 
ĐSPAT:  Bir noktadaki Fourier Serilerinin yakınsaklığı, onun meydana getirdiği 
fonksiyonların bir lokal özelliği olduğundan Teorem 4.2. nin ispatı  Teorem 4.1. den elde 
edilir. 
 
TEOREM 4.3. 1 k0    ve1k <δ≤≥   olsun. nnn npPX =  olmak üzere ( ) ( )nn    vep λ  
dizileri, Teorem 2.21  deki  şartlarla birlikte  
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şartlarını da sağlasın. Bu taktirde  bir noktada  ( )∑ λ nnn XtA   serisinin 
k 

n ;p , N δ−ϕ          

toplanabilirliği,  bir lokal özellik olarak sağlanabilir [24]. 
  
Bu teoremin ispatı için aşağıdaki lemmanın ispatına ihtiyacımız olduğu için öncelikle 
bu lemmayı ifade ve ispat edelim. 
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elde ederiz. Lemmayı ispat etmek için Minkowski eşitsizliğinden yaralanarak,  
r = 1, 2, 3, 4  için 
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elde ederiz. Şimdi Hölder Eşitsizliğini kullanarak 
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elde ederiz.  (4.4),  (4.5),  (4.8)  şartlarını  ve  nnn npPX =  eşitli ğinden  
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elde ederiz. Şimdi  (2.31) den  dolayı 
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elde edilir. Buradan   (4.6),  (4.8) şartlarını ve Hölder Eşitsizliğini kullanarak  
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elde ederiz. Şimdi nnn npPX = eşitli ğini,  (2.29),  (4.4),  (4.5)  şartlarını ve Hölder 
Eşitsizliğini kullanarak 
 
 

 ∑ ∑∑
+

=

−

=
+

−

−+δ
+

=

−+δ ∆λϕ=ϕ
1m

2n

k
1n

1v
v1vvv

1nn

n1kk
n

1m

2n

k

3,n
1kk

n XsP
PP

p
T  

 

                                   ( )∑ ∑
+

=

−

=
+

−

−+δ







 λϕ=

1m

2n

k1n

1v
1vvvvk

1n
k
n

k
n1kk

n v

1
sXvp

PP

p
1O  

 

                                   ( ) ( ) ( )∑ ∑∑
+

=

′−

=

′′
−

=
+

−

−+δ




























 λϕ=
1m

2n

kk11n

1v

kk1
v

k11n

1v

k

1vvv
k1

vk
1n

k
n

k
n1kk

n psXp
PP

p
1O  

 

                                   ( )∑ ∑∑
+

=

−−

=−

−

=
+

−

−+δ








⋅






 λϕ=
1m

2n

1k
1n

1v
v

1n

1n

1v

k

1v

k

v
k
vv

1n
k
n

k
n1kk

n p
P

1
sXp

PP

p
1O  

 

                                   ( ) ∑∑
+

+= −

−+δ

=
+ ϕλ=

1m

1vn 1n
k
n

k
n1kk

n

m

1v

k

1v

k

v
k
vv PP

p
sXp1O  

 

                                   ( )
v

k
v

m

1v

k

1vk
v

k
v

k
vk

vv P

1

p

P
Xp1O δ

=
+ ϕλ

ϕ
= ∑  

 
 

                                   ( ) kk
v

m

1v

k

1vk
v

k
vk

v
v

v

p

P
X

v

1

P

vp
1O −δ

=
+ ϕλ= ∑  

         



 

 

33 

                                  ( ) kk
v

m

1v

k

1v

k

v

vk
v

1

p

P
X

v

1
X1O −δ

=
+

− ϕλ







= ∑  

 

                                   ( )
v

1
X

p

P
1O

m

1v

k

1v
1k

v

k

v

vkk
v∑

=
+

−−δ λ







ϕ=  

 
                                   ( ) ∞→= m       , 1O  
 
 
elde ederiz. Şimdi (4.4) ve (4.5)  şartlarını kullanarak 
 
 

 ∑ ∑
= =

−+δ−+δ λ
ϕ=ϕ

m

1n

m

1n

k

n

nnnn1kk
n

k

4,n
1kk

n P

Xps
T    

 

                                      ( )
k

n

n
m

1n

k
n

k

n

k

n
1kk

n P

p
Xs1O 








λϕ= ∑

=

−+δ   

 

                                      ( )
k

n

n
m

1n

k
n

k

n

k

nn

n1kk
n P

p
X

p

P
1O 








λ









ϕ
ϕ= ∑

=

−+δ  

 

                                       ( )∑
=

−δ λϕ=
m

1n

k
n

k

n
1k

n X1O  

 
 
                                       ( ) ∞→= m       , 1O  
  
 
elde edilir. Böylece biz    r =1,2,3,4  için 
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olduğunu göstermiş olduk. Bu da lemmanın ispatını tamamlar. 
 
TEOREM 4.3. ün ĐSPATI : 
 
x in özel bir değeri için Fourier Serileri sadece bu noktanın yakın komşuluğundaki 
fonksiyonların durumuna bağlı olduğundan teoremin ispatı Lemma 4.4. ün bir sonucudur. 
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