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vil

SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu c¢alismada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte

asagida sunulmustur.

Simgeler Aciklama

*M Minimum t-norm

*L Lukasiewicz t-norm

*p Carpim t-norm

A, Dagilim fonksiyonlarinin kiimesi
D A+ nin alt kiimesi

Kisaltmalar Aciklama

t-norm Ucggen norm

PSM-uzay Probabilistik yari-metrik uzay
PM-uzay Probabilistik metrik uzay
F-Menger Fuzzy Menger

Fyy() x ve y arasinda t ye bagli uzaklik
FB(X) X in fuzzy sinirh alt kiimeleri ailesi
Da(t) A nin probabilistik ¢ap1

Fya(t) X in A ya probabilistik uzakligi

F R U) A nin B ye fuzzy Menger uzakligi

O(N,x) x noktasinda N nin yoriingesi



1. GIRIS

Bostan farkli bir kiime iizerinde metrik veya bostan farkli bir kiimenin iki noktasi
arasindaki  uzaklik kavramimin nasil tanimlanacagi matematigin  temel
problemlerinden biri olmustur. 1906 yilinda Frechet (1), bostan farkli bir kiime
tizerindeki metrik yapisi tlizerinde calismis, kiimenin farkli iki elemani arasindaki
uzakligin pozitif bir reel sayr olmasi gerektigini gostermis, nokta ¢iftleri alarak
dagilim fonksiyonu kavramini vermis ve bdylece ortaya probabilistik metrik uzay
cikmistir. Probabilistik metrik uzaylarda iiggen esitsizliginin olmamasi ancak bunun
yerine zayif liggen esitsizliginin kullanilmasi, bu uzaylarda alinan diziler i¢in limit
taniminin yapilamamasina neden olmustur. 1942 yilinda Menger (2), iiggen norm
kavramindan yararlanarak probabilistik metrik uzaylar i¢in liggen esitsizligi vermis
ve boylece Menger uzaylar ortaya ¢ikmistir. Probabilistik metrik uzay kavraminin
ayrintilt incelemesini 1974 yilinda Istratescu (3) yapmis ancak en onemli gelisimi
1983 yilinda Schweizer ve Sklar (4) tarafindan yapilmistir. Probabilistik metrik uzay
kavramindan, 1943 yilinda Wald (5) tarafindan Wald uzay1, 1984 yilinda Hicks ve
Sharma (6) tarafindan Hicks uzayi, 1994 yilinda Radu (7) tarafindan probabilistik f-
metrik uzay1 gibi bir¢ok uzaylar tiiretilmis ancak probabilistik metrik uzaylar i¢inde
daha ¢ok Menger uzaylar i¢in sabit nokta calismalari yapilmis ve halen de
yapilmaktadir. Metrik uzaylarda biizilme doniisiimleri igin ilk sabit (Banach sabit)
nokta teoremi 1932 yilinda Banach (8) tarafindan verilmis, bu teorem 1972 yilinda
Sehgal ve Bharucha-Reid (9) tarafindan probabilistik metrik uzaylara aktarilmis ve
bu ¢aligma, probabilistik metrik uzaylarda sabit nokta kavrami i¢in 6énemli bir doniim

noktas1 olmustur.

Tiim bu siire¢ igerisinde kiime tanim yetersiz kalmistir. Ornegin kiime tanimina gore
mavi rengindeki cisimlerin kiimesini olusturabiliriz ancak renk anlayis1 kisiden
kisiye degistiginden bu kiimenin elemanlar tek tiirlii tanimlanamamaktadir. Eger
mavi rengin tonlarma [0,1] araligindaki sayilar1 karsilik getirirsek bu kiimeyi
herkesin kabul edecegi ve daha kullanmishh halde tanimlayabiliriz. Bu sayede

bilgisayar monitorlerinin renk ¢ozlinlirliigiiniin devamli gelismesi, artmast ve

dogadaki renk c¢esitliligin ekranlara yansitma c¢abasi yani gergek renkleri



yakalayabilme ¢abalar1 buna en giizel 6rnektir. Bu yetersizligi goren Zadeh (10),
1965 yilinda fuzzy kiime tanimin1 yapmis ve boylece fuzzy kiime iizerinde de metrik
yapisini olusturmak, fuzzy matematigin temel problemlerinden biri olmus ve halen
giiniimiizde de olmaktadir. Bir¢cok bilim adami fuzzy metrigi, fuzzy kiimeler
tizerinde farkli tanimlamislardir ancak her tanimin ortak ¢ikis noktasi bostan farkli
bir kiime tlizerindeki metrik yap1 olmustur. Bu alandaki ilk ¢alismay1 1975 yilinda
Kramosil ve Michalek (11) ve daha sonra 1979 yilinda Erceg (12), 1982 yilinda
Deng (13), 1984 yilinda Kaleva ve Seikkala (14), 1994 yilinda George ve Veeramani
(15) yapmustir. Fuzzy metrikle ilgili birden ¢ok tanimin olmasinin temel sebepleri
arasinda fuzzy metrigin siirekli iiggen normlarla veya diizey kiimeleri ile
tanimlanmasinin yani sira fuzzy metrikten yararlanarak Haussdorf topolojisini elde
etmek yer almaktadir. Fuzzy metrik uzaylarda sabit nokta kavrami ilk kez 1988
yilinda Grabiec (16) tarafindan verilmis ve bu calisma, giinlimiize kadar gelen fuzzy

metrik uzaylarda sabit nokta teoremleri i¢in temel olmustur.

Fuzzy sabit nokta, analizde 6nemli sonuglar verdigi gibi dzellikle quantum fiziginde
de 6nemli sonuglar vermektedir. Ayrica, gliniimiiz teknolojisi i¢inde; ilag sanayisinde
yan etkiyi azaltmak ve ilacin etkisini arttirmak i¢in molekiiler iligkinin kuvvetliligi,
cep telefonlart kullanim Ozellikleri, silah sanayisinde hedefi kendi kendine
arayabilen, hedefin dost veya diisman olup olmadigina karar verebilen, buna gore
imha eden aksi halde lisse geri donen yapay zeka ile donatilmig fiize sistemlerinin
gelisimi gibi bir ¢ok alanda daha verimli sonuglar elde etmek icin temel alt yapiy1

olusturmaktadir.

Tezin ilk boliimiinde metrik, probabilistik metrik, Menger, fuzzy (genellestirilmis)
Menger ve fuzzy metrik uzaylar i¢in temel alt yapilar verilmis, aralarindaki iliskiler
incelenmis ve yeni tanimlar yapilmistir. Tezin diger bdliimlerinde bu alt yapilar
kullanilarak Menger, fuzzy Menger ve fuzzy metrik uzaylar i¢in yeni sabit ve ortak
sabit nokta teoremleri verilmis, yeni sonuglar ortaya c¢ikarilmis ve bunlar

orneklendirilmistir.



2. METRIiK YAPILAR

Bu béliimde, Yildiz’mn (17), Ozer ve Turkoglu (18), Istratescu’nun (3,19), Hadzic ve
Pap’in (20), Radu’nun (7,21), Sherwood’un (22), Menger’in (2), Schweizer ve
Sklar’in (4), Hicks ve Sharma’nin (6), Kramosil ve Michalek’in (11), George ve
Veeramani’nin (15), Grabiec’in (16) ve Cho’nun (23,24) calismalarindan
faydalanarak metrik, probabilistik metrik, Menger, fuzzy Menger ve fuzzy metrik
uzaylarda bazi kavramlar verilmistir, bunlar arasindaki iliskiler incelenmistir ve

orneklerle somutlastirilmistir.
2.1. Metrik Uzay

2.1.1. Tanim

X # O ve d: XxX — X bir fonksiyon olsun. Vx,y,ze X i¢in

(i) dxy) 20,

(i) dxy)=0ex=y,
(i) - d(x,y) = d(y.x),

(iv) d(x,z) <d(x,y) +d(y,2)

sartlar1 saglanir ise, d ye X tizerinde bir metrik, (X,d) ikilisine de metrik uzay denir.
Eger (1), (ii1) ve (iv) sartlar ile birlikte x = y = d(x,y) = 0 sart1 saglanir ise, d ye X

tizerinde bir metrikimsi, (X,d) ikilisine de metrikimsi uzay denir.

2.1.2. Ornek

IR reel sayilar kiimesi olsun. Vx,yelR i¢in d(x,y) = |x - y| seklinde tanimlanan d

fonksiyonu IR {izerinde bir metriktir. Bu metrige alisilmis (veya mutlak deger)

metrik, (IR,d) ikilisine de alisilmis metrik uzay denir.



2.1.3. Tanim

(X,d) metrik uzay, A ve B kiimeleri X’in bostan farkl: iki alt kiimesi olsun. A ile B

kiimeleri arasindaki uzaklik,

d(A,B) = inf{d(x,y): xeA, yeB}.

Eger A={x} ise x ile B kiimesi arasindaki uzaklik,

d(x,B) = inf{d(x,y): yeB}.

A kilimesini ¢api,

d(A) =sup{d(x,y): x,yeA}.

Cap1 sonlu olan kiimelere sinirlt kiimeler denir. Yani, A sinirh ise, VaeA igin

d(a,x)<r olacak sekilde 3xe X ve Ir>0 vardir.

2.1.4. Tanim

(X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. Ve>0 i¢in dng(e)eIN > Vn
> ny iken d(x,,x) < € oluyorsa, (x,) dizisine x noktasina yakinsaktir denir ve n — o

iken x, — x veya limx_ =x ile gosterilir.

n—oo

2.1.5. Tanim

(X,d) metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. Ve>0 i¢in Iny(e)eIN >
Vn,m > ng iken d(x,,Xm) < € oluyorsa, (x,) dizisine Cauchy dizisi denir. Eger (X,d)
metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi yine bu uzayda bir noktaya yakinsar ise,

(X,d) metrik uzayina tamdir denir.



2.2. Probabilistik Metrik Uzay, Menger Uzay ve Fuzzy Menger Uzay

Probabilistik metrik, Menger ve fuzzy Menger uzay kavramlarinin temelini teskil

edecek liggen norm ve dagilim fonksiyonlarini verelim:

2.2.1. Tanim

[=[0,1] olmak iizere «: [ x I — I fonksiyonu

(1) Vael igin a+1 =a,
(i) Vael i¢in a«b =b+a,
(i) (a<c,b<d) = a:b<c«d,

(iv) Va,b,cel icin a«(b«c) = (asb)«c.

sartlarin1 saglyor ise, » fonksiyonuna tiggen norm veya kisaca t-norm denir (2).

2.2.2. Ornek

I =[0,1] ve Vabel icin a:b = min{a,b}, asb = a.b, axb = max{a+b-1,0} seklinde
tanimlanan « fonksiyonlarinin herbiri t-normdur. Bu t-normlar1 sirasiyla =y, =p ve =

ile gOsterecegiz.

2.2.3. Tanim

A ile asagidaki sartlar1 saglayan F : [0,00) — [0,1] fonksiyonlariin kiimesini

gosterelim:

(i) F0)=0,
(i) F azalmayandr,

(i11) F, (0,0) tizerinde sol stireklidir.



Bu durumda A, ya dagilim fonksiyonlarinin kiimesi, A; nin her bir elemanina da
dagilim fonksiyonu denir (1).

D. ile A+ nin agagidaki 6zelligi de saglayan bir alt kiimesini gosterelim:

(iv) F()= limF(x)=1.

X—>00

2.2.4. Ornek

vxelR ve a > 0 i¢in,

1 , x>a

{0 , x<a
€a(x) =

seklinde tanimlanan fonksiyon D.’nin elemanidir. a=0 i¢in &), D; nin 06zel bir

elemanidir.
X#J olmak tizere;

F:XxX—> A
(x,y) = F(x,y)=Fxy : [0,00) > [0,1]

t—— Fy(t)
fonksiyonunu goz oniine alalim.
Simdi metrik uzaylarin bir genellestirmesi olan probabilistik metrik uzay ve Menger
uzay kavramini verelim.

2.2.5. Tanim

X # & bir kiime ve F : X x X — Dy olsun. Vx,y,ze X ve Vt,s > 0 i¢in



() Fy(0)=0,
(i) Fy)=1 < x=y,

(iif)  Fyy(t) = Fy(V),
(iv) Fyy(t) =1 ve Fyu(s) =1 iken Fy(t+s) =1,
(v)  Fx(tt+s) = Fyy(t)+Fy.(s) olacak sekilde = liggen normu vardir.

. (1) ve (i1) sartlar1 saglanir ise, (X,F) ikilisine probabilistik yari-metrik uzay (PSM-
uzay) denir.

. (1), (1) ve (ii1) sartlar1 saglanir ise, (X,F) ikilisine simetrik probabilistik yari-metrik
uzay (simetrik PSM-uzay) denir.

. (1), (i), (i11) ve (iv) sartlar1 saglanir ise, (X,F) ikilisine probabilistik metrik uzay
(PM-uzay) denir.

. (1), (i1), (ii1), (iv) ve (v) sartlar1 saglanir ise, (X,F,«) licliisiine Menger uzay denir.

Burada F,(t), t ye bagl olacak sekilde x ile y arasindaki uzakligin derecesidir (2).

2.2.6. Ornek

(X,d) metrik uzay olsun. Vx,yeX ve Vt=0 icin F,/(t) = H(t-d(x,y)) seklinde
tanimlanan F fonksiyonu X {izerinde probabilistik metriktir. Bu sekilde tanimlanan F
probabilistik metrige, d metriginin iirettigi probabilistik metrik denir. Bu durumda
her metrik uzay probabilistik metrik uzaydir. Ayrica Va,bel i¢in asb = min{a,b}
seklinde tanimlanirsa, (X,F,») Menger uzay olup eger (X,d) metrik uzay tam ise,
(X,F,*) Menger uzay1 da tamdir.

Ancak her probabilistik metrik uzaymm veya Menger uzayin metrik uzay

olamayacagina dair bir 6rnek verelim.

2.2.7. Ornek

X=IN olmak iizere Va,bel i¢in axb=ab, Vx,yeIN ve Vt>0 i¢in



x/y, x<y

Ful®) = {y/x y<x

olsun. Bu takdirde (IN,F,«) Menger uzaydir ancak IN tizerinde F,(t) = H(t-d(x,y))
esitligini saglayacak sekilde d metrigi yoktur.

2.2.8. Tanim

X # J bir kime ve F : X x X = A, olsun. VX,y,ze X ve Vt,s > 0 i¢in

() Fy(0)=0,
(i) Fy)=1 < x=y,

(iif) - Fyy(t) = Fy(V),
(iv) Fy(t)=1 ve Fy(s)=1 iken Fy(t+s)=1,

(v)  Fiultts) = Fxy(t) = Fyu(s) olacak sekilde « liggen normu vardr.

. (1), (11) ve (1i1) sartlar1 saglanir ise, (X,F) ikilisine fuzzy yari-metrik uzay (FSM-
uzay) denir.

. (1), (1), (ii1) sartlart ile birlikte (iv) de verilen zayif liggen esitsizligi de saglanir ise,
(X,F) ikilisine fuzzy metrik uzay (FM-uzay) denir (7).

. (1), (i1), (ii1),(iv) ve (v) sartlar1 saglanir ise, (X,F,+) licliisiine genellestirilmis Menger

uzay veya fuzzy Menger uzay (f-Menger uzay ) denir.
2.2.9. Tanim

(X,F,«) f-Menger uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. Ve>0 ve A€(0,1) icin

Ino(e,1)€IN 5 Vn 2 ng iken F_ (8) >1—A oluyorsa, (x,) dizisine f-Menger uzayinda
x noktasina f-yakisak denir ve n —>oo iken F_ (t)—>1 veya limF, (t)=1 ile

gosterilir (7).



2.2.10. Tanim

(X,F,«) f-Menger uzay, (x,) bu uzayda bir dizi olsun. V>0 ve A€(0,1) i¢in Iny(e,\)

€ IN> Vnm 2 ng iken F_ (8) >1-A oluyorsa, (x,) dizisine f-Menger uzayinda f-

Cauchy dizisi denir (7).
2.2.11. Lemma

(X,F,*) Menger uzay, « stirekli t-norm dyle ki Vae[0,1] i¢in a=a>a ve (X,), X de bir

dizi olsun. Eger Vt>0 i¢in

Fox (@) 2F ()

olacak sekilde 0<a<1 varsa (x,) dizisi X de Cauchy dizisidir (21).
2.2.12. Tanim

(X,F) PM-uzay ve A, X in bostan farklt bir alt kiimesi olsun. A kiimesinin
probabilistik ¢api,

D, (t) = sup( int; F, (s)j

s<t \XY€
seklinde tanimlanir. Eger,

sup D, (t) =1

te[0,00)

ise, A’ya probabilistik sinirlidir denir (20). A’nin biitiin probabilistik sinirh alt

kiimelerinin ailesini B(X) ile gosterecegiz.
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2.2.13. Tanim

(X,F) PM-uzay, AeB(X) ve xeX olsun. x noktasinin A kiimesine t-ye gore
probabilistik uzakligi,

Fa()= SUP[SUP Fy (S)j

s<t \ yeA

seklinde tanimlanir (20).
2.2.14. Tamim

(X,F,x) f-Menger uzay ve A < X olsun. Vx,yeA ve Vt>0 i¢in F,(t) > 1-A olacak
sekilde O<A<I var ise, A’ya fuzzy sinirlidir denir. X in biitiin fuzzy sinirlt (f-sinirli)

alt kiimelerinin ailesini FB(X) ile gosterecegiz (7).
2.2.15. Tanim

X#J ve P(X), X’in biitiin alt kiimelerinin ailesi olsun. Bu takdirde f : X—P(X)\J

doniisiimiine ¢ogul degerli doniisiim denir.

Fuzzy Menger uzaylarda tanimladigimiz ve 3. boliimde kullanacagimiz iki kiime
arasindaki uzaklik, kiime yakinsakligi, dizisel siireklilik ve yoriingesel tamlik
kavramlarini verelim.

2.2.16. Tanim

(X,F,*) f-Menger uzay ve A,BeFB(X) olsun. A kiimesinin B kiimesine t-ye gore f-
Menger uzakligi,
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IEAB (t) = sup(ing (sup F, (s)j * 125 (sup F, (s))}

s<t \ X€ yeB XeA

seklinde tanimlanir. Ayrica F fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglar;

(i) VA,BeFB(X) icin Fas(t) = Fsa(t)> 0. Ayrica,

Fas (t) =1 ise A=B ve tek nokta kiimeleridir.
(ii) VA,B,CeFB(X) icin Fac(t+s)> Fas(t)*Fc(s). Ayrica,

A={a} ise, ]}AB (t)= 15a3 (t) ve

B={b} ise, Fan(t) = Fu(t) =F, (t) dir.
2.2.17. Tamim
(X,F,#) f-Menger uzay, {A,}cFB(X) ve AcX olsun. Eger Vt>0 olmak iizere
(1) VaeAi¢in lim F, , (t) =1 olacak sekilde a,€ A vardir,

n—owo "

(1) Ve>0icin dng(e) € IN > Vn > ng iken A, < B: = UB(a,s,t)

acA

sartlar1 saglaniyor ise, {A,} dizisine A kiimesine f-yakinsiyor denir ve n — o iken

Faa(t)—1 veya limFa a(t) =1 seklinde gosterilir,

2.2.18. Tanim

(X,F,») f-Menger uzay, N:X—>FB(X) donistim ve xoeX olsun. F (t) —>1 iken

%NXNXH (t) > 1 olacak sekilde (x,)cX var ise, N doniislimiine xoeX de siireklidir

denir. Eger N, X in her noktasinda siirekli ise, N ye X {izerinde siireklidir denir.
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2.2.19. Tanim
(X,F,«) f-Menger uzay, N:X—FB(X) doniisiim ve xoe X olsun.
(1) xo noktasinda N doniisiimiiniin f-yoriingesi;

O(N,x,) = {xn ‘X, €N, ,n= 1,2,...}

seklinde verilen (x,) dizisidir.
(1) VxeX i¢in N nin f-yoriingesinin alt dizisi olan her f-Cauchy dizisi X de bir

noktaya f-yakinsak ise, X f-Menger uzayina N-fuzzy yoriingesel tam denir.

1975 yilinda Kramosil ve Michalek (11), t-normdan yararlanarak asagidaki fuzzy

metrik uzay tanimini vermistir.
2.3. Fuzzy Metrik Uzay

2.3.1. Tanim

X # @, « siirekli t-norm ve M’de X*x[0,0) iizerinde asagidaki sartlari saglayan bir

fuzzy kiime olsun: Vx,y,zeX ve Vt,s>0 i¢in

(1)  M(xy,0)=0,

(i) MExyt=1 < x=y,

(i) M(x,y,t) = M(y,x,t),

(iv) M(xy,t) + M(y,z,8) < M(x,z,t+s),
(v) M(x,y,.) : [0,00) = [0,1] sol siirekl.

Bu takdirde (X,M,+) tgliisiine fuzzy metrik uzay denir. Burada M(x,y,t), t ye bagh

olacak sekilde x ile y arasindaki uzakligin derecesidir (11).
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1994 yilinda George ve Veeramani (15), 2.3.1. Tanim’1 fuzzy metrik uzaylarda
Hausdorff topolojisini elde etmek icin asagidaki sekilde gelistirdi.

2.3.2. Tanim

X # &, « siirekli t-norm ve M’de X*x(0,00) tizerinde asagidaki sartlar1 saglayan bir

fuzzy kiime olsun: Vx,y,ze X ve Vt,s>0 i¢in

H  Mxy.t)>0,

(1) Myt =1 < x=y,

(i)  M(x,y.t) = M(y.x,1),

(1v) M(xy,t) + M(y,z,8) < M(x,z,t+s),

(v) M(xy,.):(0,00) = [0,1] stirekli.

Bu takdirde (X,M,+) ticliisiine fuzzy metrik uzay denir (15).

2.3.3. Ornek

IR alisilmis metrik uzay olmak iizere Va,bel i¢in a<b=ab, Vx,yeIR ve Vt>0 i¢in

M(x,y,t) = [exp[@ﬂ

olsun. Bu takdirde (IR,M,+) bir fuzzy metrik uzaydir.

2.3.4. Uyar

Yukaridaki 6rnek, iggen normun Va,bel i¢in axb=min{a,b} olmasi durumunda da
saglanmaktadir. Ayrica IR alisilmis metrik uzay yerine herhangi bir metrik uzay
alindiginda yine fuzzy metrik uzay elde edilmektedir. Bu durumda her metrik uzay,

fuzzy metrik uzaydir. Gergekten, (X,d) herhangi metrik uzay olmak iizere Va,bel
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icin a:sb=ab (veya a:b=min{a,b}), Vx,yeX ve Vt>0 i¢in M(Xx,y,t)}=——
t+d(x,y)

seklinde tanimlarsak (X,M,+) fuzzy metrik uzaydir. Bu sekilde tanimlanan M fuzzy
metrigine d metriginin iirettigi standart fuzzy metrigi denir (15). Ancak her fuzzy
metrik uzay, metrik uzay degildir. Simdi buna bir 6rnek verelim.

2.3.5. Ornek

X=IN olmak iizere Va,bel i¢in axb=ab, Vx,yeIN ve Vt>0 i¢cin

x/y, x<y

M(x.y.0 :{y/x y<x

olsun. Bu takdirde (IN,M,«) fuzzy metrik uzaydir ancak IN {izerinde M(x,y,t) =

—— esitligini saglayacak sekilde d metrigi yoktur.
t+d(x,y)

2.3.6. Lemma
vx,yeX i¢in M(X,y,.) azalmayandir (16).
fspat

Kabul edelimki t < s olacak sekilde Vt,s > 0 icin M(x,y,t) > M(x.y,s) olsun. Bu

durumda
M(x,y,t) * M(y,y,s-t) < M(X,y,s) < M(X,y,t)

olur. M(y,y,s-t) = 1 oldugundan M(x,y,t) < M(x,y,t) olup bu ise ¢eliskidir. O halde
M(x,y,.) azalmayandir.
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2.3.7. Tanim

(X,M,+) fuzzy metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi ve xeX olsun. V>0 ve A€(0,1)
icin Ing(e,A)€IN 3> Vn > ng iken M(x,,x,€) >1—-A oluyorsa, (X,) dizisine fuzzy
metrik uzayinda x noktasina yakinsaktir denir ve n — oo iken M(x,,x,t) > 1 veya
nll_r}go M(x,,x,t) =1 ile gosterilir (15).

2.3.8. Tanim

(X,M,+) fuzzy metrik uzay, (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Ve>0 ve Ae(0,1) icin
dng(e,A) € IN > Vn,m > ng iken M(X,,X,,,€) >1—A oluyorsa, (Xn) dizisine Cauchy
dizisi denir (15).

Fuzzy metrik uzayinda alinan her Cauchy dizisi bu uzayda bir noktaya yakinsar ise,

uzaya tam fuzzy metrik uzay denir (15).
2.3.9. Uyar

Fuzzy metrik uzaylarda s t-normu siirekli oldugundan 2.3.2.(iv) Tanim’dan bu

uzayda bir dizinin limiti tek tiirlii tanimlidir.
2.3.10. Lemma

(X,M,«) fuzzy metrik uzay Oyle ki Vae[0,1] i¢cin asa>a, {yn} bu uzayda bir dizi ve

Vx,yeX ve V>0 icin imM(x,y,t) =1 olsun. Eger Vt>0 ve n=1,2,3,... i¢in
t—o0

M(Yn+2 ’ Yn+1 H kt) 2 M(Yn+1 s Yn H t)

olacak sekilde ke(0,1) var ise, {y, } dizisi X’de bir Cauchy dizisidir (23).



2.3.11. Lemma

(X,M,+) fuzzy metrik uzay ve Vx,yeX ve Vt>0 i¢in
%i_)rgM(x, y,t)=1

olsun. Eger Vx,ye X ve Vt>0 i¢in

M(x,y,kt) > M(x,y,t)

olacak sekilde ke (0,1) var ise, x=y (23).

jspat

vx,yeX ve V0 ig¢in  M(X,y,kt) > M(x,y,t) oldugundan

M(x,y,k 't). O halde meIN icin

M(X,y,t) = M(x,y,k't) > M(x,y,k?t) > ... > M(X,y,k ™t) > ...

elde edilir. Bu durumda m—o0 igin M(X,y,t) =1, yani x=y elde edilir.

2.3.12. Sonug

(X,F,«) f-Menger uzay olsun.

16

M(x,y,t) >

()  VxyeXigin imF, (t)=1, yani F(XxX) c D ise, (X,F,x) Menger uzaydur.

(i1) . = stirekli,
. Vx,yeX ve Vt>0 igin Fyy(t) >0,

« Fyy, (0,00) ilizerinde siirekli,
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ise, (X,F,+) ye kuvvetli (strict) fuzzy metrik uzay denir.
2.3.13. Tanim

(X,M,«) fuzzy metrik uzay ve A,B: X—X doniisiimler olsun. Bazi zeX igin

limAx, =limBx, =z olacak sekilde X de bir {x, } dizisi verildiginde, her t>0 igin

n—oo n—o

limM(ABx,,BAx ,t)=1 oluyorsa, A ve B doniisiimlerine bagdasabilirdir

n—oo

(compatible) denir (23).
2.3.14. Tanim

(X,M,*) fuzzy metrik uzay ve A,B: X—X doniisiimler olsun. Bazi zeX i¢in

limAx, =limBx =z olacak sekilde X de bir {xn} dizisi verildiginde, her t>0 icin

n—oo n—oo

limM(AAx,,BBx, ,t) =1 oluyorsa, A ve B doniisiimlerine (3)-tipi bagdasabilirdir

n—oo

(compatible of type (B)) denir (24).

2.3.15. Onerme

(X,M,+) fuzzy metrik uzay Oyle ki t«t > t Vte[0,1] ve A,B: X—X siirekli doniisiimler
olsun. A ve B doniisiimleri bagdasabilirdir gerek ve yeter sart (3)-tipi bagdasabilirdir
(24).

2.3.16. Onerme

(X,M,+) fuzzy metrik uzay Oyle ki t«t > t Vte[0,1] ve A,B: X—X doniisiimler olsun.

Eger A ve B doniisimleri (B)-tipi bagdasabilir ve baz1 zeX i¢in Az=Bz ise,
ABz=BBz=BAz=AAz (24).
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2.3.17. Onerme

(X,M,+) fuzzy metrik uzay Oyle ki tst > t Vte[0,1] ve A,B: X—X ()-tipi bagdasabilir

doniistimler olsun. {xn }, baz1 zeX i¢in limAx, =1limBx =z olacak sekilde X’de

n—»oo n—oo

bir dizi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler vardir:

(1) A, zdesiirekli ise limBBx, = Az,

n—oo

(i) B, z de siirekli ise lim AAx, = Bz,

n—owo

(ii1)) A ve B, z de siirekli ise ABz=BAz ve Az=Bz (24).
2.3.18. Ornek

X=[0,0) olmak iizere (X,d) alistimis metrik uzay olsun. M : X* x [0,00) — [0,1]

fonksiyonunu Vx,yeX, 0 icin M(xX,y,t) = ———— ve «: [0,1] x [0,1] — [0,1]
t+d(x,y)

fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in a«b = ab olacak sekilde tanimlarsak (X,M,«) fuzzy
metrik uzaydir. A,B : X — X fonksiyonlarini

1, x €[0,1] 1+x, xe[0,)
Ax = ve Bx =
1+x, xe(l,0) I, xe[l,oo)

seklinde tanimlayalim. Bu durumda hem A hem de B fonksiyonu x = 1 de stirekli
degildir. X’de x, = l,n =1,2,... seklinde tanimlanan {xn} dizisini goz Oniine alirsak
n

limAx, =1limBx, 6 =lolur. Bu  durumda limM(ABx, ,BAx, ,t)#1  ve

n—w n—o n—oo

limM(AAx,,BBx_,t) =1 oldugundan A ve B doniisiimleri (p)-tipi bagdasabilirdir

n—oo

ancak bagdasabilir degildir.
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2.3.19. Ornek

X = IR olmak iizere (X,d) alisilmis metrik uzay olsun. M : X? x [0,0) — [0,1]

fonksiyonunu Vx,yeX, t>0 i¢in M(X,y,t) S ve «: [0,1] x [0,1] — [0,1]
t+d(x,y)

fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in a«b = ab olacak sekilde tanimlarsak (X,M,«) fuzzy
metrik uzaydir. A,B : X — X fonksiyonlarini

3 2
Ax = 1/x7, x#0 ve Bx = 1/x%, x#0
1, X = 0 2’ X = 0
seklinde tanimlayalim. Bu durumda hem A hem de B fonksiyonu x = 0 da siirekli
degildir. X’de, x, =n,n =1,2,... seklinde tanimlanan {xn} dizisini g6z Oniine alirsak

limAx, =limBx, =0 olup limM(ABx, ,BAx, ,t)=1 ve lim M(AAx,,BBx,,t)

n—ow n—ow n—o n—»o0

=0oldugundan A ve B doniisiimleri bagdasabilirdir ancak (f)-tipi bagdasabilir
degildir.

2.3.20. Tanim

(X,M,«) fuzzy metrik uzay ve A, B : X—X iki doniisiim olsun. Baz1 zeX igin

limAx, =1limBx, =z olacak sekilde X de {x,} dizisi verildiginde, her t>0 i¢in

n—oo n—oo

limM(ABx,,BBx,,t) =1 ve imM(BAx, ,AAx, ,t) =1 oluyorsa, A ve B doniisiim

n—oo n—oo

lerine (a)-tipi bagdasabilirdir (compatible of type (o)) denir (23).
2.3.21. Onerme

(X,M,) tam fuzzy metrik uzay Oyle ki t«t > t Vte[0,1] ve A, B : X—X siirekli iki
dontisiim olsun. Bu takdirde A ve B bagdasabilirdir gerek ve yeter sart A ve B (a)-
tipi bagdasabilirdir (23).
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2.3.22. Onerme

(X,M,+) fuzzy metrik uzay dyle ki t«t >t Vte[0,1] ve A, B: X—X iki doniisiim olsun.
Eger A ve B (a)-tipi bagdasabilir ve baz1 ze X i¢cin Az = Bz ise, ABz=BBz=BAz =
AAz (23).

2.3.23. Onerme

(X,M,+) fuzzy metrik uzay oOyle ki t«t > t Vte[0,1] ve A, B : X — X (a)-tipi

bagdasabilir iki doniisim olsun. Bazi zeX i¢in limAx, =limBx, 6 =z olacak

n—oo n—o

sekilde X de {x,} dizisi verilsin. Bu takdirde asagidaki ifadeler saglanir:

(1) A, zdesiirekli ise limBAx, = Az,

n—oo

(i) A ve B, z de siirekli ise ABz=BAz ve Az=Bz (23).
2.3.24. Ornek

X = [0,0) olmak tizere (X,d) alisilmis metrik uzay olsun. M : X? x (0,0) — [0,1]

t

fonksiyonunu Vx,yeX ve t>0 icin M(X,y,t) =
t+ |X -y

, = [0,1] x [0,1] — [0,1]

fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in a«b = ab olacak sekilde tanimlarsak (X,M,«) fuzzy
metrik uzaydir. A,B : X — X fonksiyonlarimi

x, xe€[0,2) 4-x, x€[0,2)
Ax = ve Bx =
4, x€[2,0) 4, X €[2,0)

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde x=2 noktasinda A ve B fonksiyonlar siirekli

degildir. X de limAx, =1imBx, =z e X olacak sekilde {x,} dizisini gz Oniine

alalim. Bu durumda A ve B nin tanimindan z€[2,c) olmalidir. A ve B fonksiyonlari

[2,0c) lizerinde sabit oldugundan z=2 noktasini incelemek yeterlidir. Kabul edelim ki
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VnelN i¢in x,—>2 ve X,<2 olsun. O halde Ax,=x,—2 (soldan) ve Bx,=4-x,—2
(sagdan) olup VnelN i¢in 4-x,>2 oldugundan ABx,=4 ve x,<2 oldugundan BAx,=4-
Xp—>2 olur. Bu durumda limM(ABx, ,BAx, ,t) #1 ancak limM(ABx, ,BBx, ,t) =1

n—o n—oo

ve limM(BAx,,AAx, ,t) =1 olur. Boylece A ve B bagdasabilir degildir ancak (a)-

n—oo

tipi bagdasabilirdir.
2.3.25. Ornek

X = IR olmak iizere (X,d) alisilmus metrik uzay olsun. M : X’x (0,00)— [0,1]

fonksiyonunu Vx,yeX ve t>0 i¢in M(X,y,t) = . t , «:[0,1] x [0,1] — [0,1]

+[x -y

fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in a«b = ab olacak sekilde tanimlarsak (X,M,«) fuzzy

metrik uzaydir. A,B : X — X fonksiyonlarini

3 2
Ax = 1/x°, x#0 ve Bx = 1/x, x#0
1: x=0 2, x=0

seklinde tanimlayalim. Bu takdirde x=0 noktasinda A ve B fonksiyonlar1 stirekli
degildir. X de {x,} dizisini Xx,=n, n=1,2,... seklinde segelim. O halde
limAx, =limBx, =0 olur. Bu durumda limM(ABx,,BAx ,t)=1 ancak

limM(ABx,,BBx,,t) =0 ve limM(BAx,,AAx,,t)=0 olur. Boylece A ve B

bagdasabilirdir ancak (ov)-tipi bagdasabilir degildir.
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3. MENGER VE FUZZY MENGER UZAYLARDA SABIT NOKTA
TEOREMLERI

3.1. Menger Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu boliimde, Menger uzayda iki doniisiim ve doniisiim dizileri i¢in komutatif olma
Ozelliginden yararlanarak tek degerli doniisiimler i¢in hazirlanan ortak sabit nokta
teoremleri ispat edilmistir.

3.1.1. Tanim

X#J ve S, T: X—X doniisiimler olmak lizere, eger VxeX i¢in ST(x)=TS(x) ise, S ve

T ye komutatiftir (commuting) denir.
3.1.2. Teorem
(X,F,«) tam Menger uzay dyle ki » = «\, T: X—X bir doniisiim, T ile komutatif olan

ve T(X)cS(X) sartin1 saglayan S:X—X donilisimi siirekli olsun. T doniisiimii

asagidaki sart1 Vx,ye X, Vt>0, 1>2, 0<p,q<1, 0<a<I odyle ki p+q-a=1 i¢in saglasin;

min{Fhery (0, Fsere (OFy by (0, Elyzy (0 + 2Rk, (DFsypy (20

[PF s () + sy, (0] Fsyry QOB (1) [3.1]
Eger r=2 ise, T ve S i¢in ortak sabit nokta vardir ve tektir.
jspat

xoeX herhangi bir nokta olsun. (x,) dizisini Sx,=Tx,; (n=1,2,...) seklinde

tanimlayalim. O halde x=x, ve y=x; i¢in Es. 3. 1 den,



-1
mln{FTx 0TXq (t) FSXOTXO (t)FleTxl (t)aFerlTxl (t)}+ aFerlTxl (t)FSXOTxl (2t) =z

[pFSXOTXO (t) + qFSX()le (t)] FSXOTX1 (2t) xlTxl (t)
elde edilir. O halde Vt>0 icin

: -1
mln{FSrXISXZ (0 Fsxsx, (DFSxsx, (0. Fy s (t)}+ aFgy sy, (D Fsy sx, (2) =

[pFSXOSXI (t) + qFSXOSXI (t)] FSX(]SXZ (2t) XISXZ (t)
ve buradan

mln{stlsXZ (1), Fsx sx, (t)Flest (t)}+ aF5x15x2 (Fsy,sx, (21) 2

[p + q] FSXOSX1 (t)FSX()sz (2t) lesz (t)
olur. Bu durumda Vt>0 i¢in

1 . -1
FSrXIsz (t) mln{stlsxz (t)’FSXOle (t)}"' aFSrXIsz (t)FSXOsz (2t) 2

[p + q] FSXOle (t)FSXOSXZ (2t) XISXZ (t)

ve buradan

-1
F§XISX2 (t)FSXOSX2 (2t) +aF XISX2 (t)FSXOSX2 (2t) 2

[p + q] FSXOle (t)FSXOSXZ (2t) XISXZ (t)
olup

(1+2) Fé sy, (DFsy sy, (20) 2 [P+ ] Foy s, (DFsy s, (2DFec g, (1)

23
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Vt>0 i¢in
Fgysx, (1) = Fgy sx, (1)
elde edilir. Tiimevarimla Vt>0 ve VnelN i¢in
Fox sx,, () = Fy s (1)

bulunur. O halde Vm,neIN (m>n) ve Vt>0 i¢in

. t t t
FSXnSXm (t) 2 mln{FSXnSXnH [m —n j’ stn+lsxn+2 [Ej” FSXm—lsxm (m _ nj}
. t t t
o () 2]

t
= FSXOSXI (E] >]l—¢

olacak sekilde €>0 vardir. Bu durumda (Sx,) bir Cauchy dizisidir. Uzay tam
oldugundan Sx,—u olacak sekilde ue X vardir. S siirekli oldugundan SSx,— Su olur.
Ayrica VnelN i¢in Sx,=Tx,; oldugundan (Tx,.;) dizisi de u ya yakimsar. S ve T
komutatif oldugundan Vt>0 i¢in Es. 3. 1 den

mln{FSSX Tu (£), Fssx,_ssx, (DFs Satu (0, Féyry (t)}+ aF§.T, (Fssx, Tu(2) 2

[PFssx, ssx,, (D +aFssx, su (D] Fssy, mu (20Fs Sutu ()

elde edilir. n—oo i¢in limit alinirsa

min {FSuTu (1), Fsusu (DF&yTy (0, Féury (t)}+ aFdym, () Fgyr, (20)

[pFSuSu (t) + qFSuSu (t)]FSuTu (2t) uTu (t)



ve buradan Vt>0 i¢in

min{FSruTu (t): uTu (1), FSuTu (t)}+ a'FSuTu (t)FSuTu (2t) 2

[p + q] Fsyry (QOFS,1, (1)
olup ayrica Vt>0 i¢in

FSuTu (2t) 2 min{FSuSu (t)n FSuTu (t)}

= FSuTu (t)

oldugundan yukaridaki esitsizlik

FSuTu (t) +aF uTu (t)FSuTu (t) 2 [p + q] FSuTu (t) uTu (t)

(1 + a)FSruTu (t) 2 [p + q] uTu (t)
ve buradan Vt>0 i¢in

FSuTu (t) =1

olur. O halde Su=Tu olmalidir. Hatta Vt>0 i¢in Es. 3. 1 den

min{FL, 10 (0 Fe e (OFSaha (0, Flypy (0 + aFEgh, (0Fs, 1,20 >

[pFSX 18X g (t) + qFan 1Su (t)] Fan 1Tu (2t) uTu (t)
elde edilir. n—co i¢in limit alinirsa

min{FE (0, Foy (O, (6, Flyg, (0 f+ aF5, (OFyr, (26) 2

[pFuu (t) + unSu (t)] FuTu (2t) uSu (t)

25
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ve buradan Vt>0 i¢in

liSu (t) + aFuSu (t) 2 [p + unSu (t)] FuSu (t)

Fisu (1) ~Fysy (2 p-a
elde edilir. Eger r=2 ise bu durumda Vt>0 i¢in bu esitsizlik

FuSu (t) - unSu (t) 2 p—a
FuSu (t) 21

olur. Bu ise u=Su=Tu olmasidir. O halde u, T ve S i¢in ortak sabit noktadir. Simdi u

nun tekligini gosterelim: Kabul edelim ki v, S ve T nin bagka bir ortak sabit noktas1

olsun. O halde v=Sv=Tv ve u=Su=Tu olur. Bu durumda Vt>0 i¢in Es. 3. 1 den

min{F2, (6), Fouq ()Fgyy (0, F (8)+ aFg, , (OFgyy (20)

[PFsuu (1) + qFsusy ()] Fguy (26)FSyy (t)

olup buradan

2, (t) +aFy, (t) > [p+ qFy, ()] Fyy (t)
Fuv (t) - unV (t) 2 p—a
Fyy (1) >1

elde edilir. Boylece u=v olup ortak sabit nokta tektir.
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3.1.3. Teorem

(X,F,«) tam Menger uzay dyle ki » = «\;, T: X—X bir doniisiim, T ile komutatif olan
ve T(X)cS(X) sartin1 saglayan S:X—X donilisimi siirekli olsun. T doniisiimii
asagidaki sarti Vx,yeX, Vt>0, r>2, 0<a<l, 0<p,q<l, 0<a<l &yleki p+g-a=1 i¢in

saglasin;

, = |
min {F{"XTy (ot), Fgyery () Fsyry (0tt), Fgyry (Ott)}Jr aFgyty (0t Fsyry (20it) 2

[Py (1) + QFsysy (0] Fsyry QaEE, (ot [3.2]
Eger r=2 ise, T ve S i¢in ortak sabit nokta vardir ve tektir.
jspat

xoeX herhangi bir nokta olsun. (x,) dizisini Sx,=Tx,; (n=1,2,...) seklinde

tanimlayalim. O halde x=x¢ ve y=x; i¢in Es. 3. 2 den,

: 1 9
minfFl (o) Fog iy, (@O (@0.F 1 (o) f+aFih - (at)Fsy oy, (201)2

2
[PFsy T o (1) + Qs s, (D] Fs g, (20Fs57, ()

elde edilir. O halde Vt>0 ve 0<a<I i¢in

: T -1 r r-1
mm{FSXlSX2 (act), Fsy sx, ((xt)stlsxz (at), FSX15X2 (oct)}+ anxlsX2 (oct)FSXOSXz (2ot)>

=)
[PFsygsx, (D) + aFsx sx, (D] Fsy s, (200)Fs sy, (aut)

ve buradan

: 9 9
minfFl o (@t).Foy o0, (GOFSK (o) {+aFl  (@t)Fe, sy, (20t) >



[p + q] FSXOle (t)FSXOSXZ (2(Xt)FSXISX2 (at)
olur. Bu durumda Vt>0 ve 0<a<1 i¢in

R (at)mm{FsX o, (01 Fo (at) |+ ALl (0DFgy s, (200)2

[p+4q] FSXOSX1 (t)FSXOSXZ (2at)FSX1SX2 (at)
ve buradan

Fgrisx, (CDFsy s, (200) +aFg ¢ (at)Fsy sy, (2at) 2

olup

(1+a)F s, (aD)Fsy s, (20t) 2

[P+ ] Fox sx, (DFsx sx, Qo) Ficsy, (at)

V>0 ve 0<o<I i¢in

Fgysx, (0t) = Fgy gy (1)

elde edilir. Tiimevarimdan, Vt>0, 0<a<1 ve ¥nelN i¢in

FSXnan+1 (at) e Fan_ISXn (t)
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elde edilir. Bu durumda 2.2.12. Lemma’dan (Sx,) bir Cauchy dizisidir. Uzay tam

oldugundan Sx,—u olacak sekilde ue X vardir. S siirekli oldugundan SSx,— Su olur.
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Ayrica VnelN i¢in Sx,=Tx,; oldugundan (Tx,.;) dizisi de u ya yakimsar. S ve T

komutatif oldugundan Vt>0 ve 0<a<1 i¢in Es. 3. 2 den

mln{FSSX Tu (), Fss g5 (@D Fr, (at), Fyp, (at)}+ aFg T, (a)Fsgy, 1y (200) >

[PFssx, ssx,, (V) +aFssx, su (D] Fssx, u (20t)Fg,, (art)
elde edilir. n—oo i¢in limit alinirsa

min {FSruTu (at), FSuSu (Ott) uTu (at), 1::SuTu (Ott)}-l- aFSrl}}u (at)FSuTu (2at) =

[PFsys, (V) + qFsysy (D] Fsyry (2at) oty (ait)

ve buradan Vt>0 ve 0<oa<I i¢in

min {FSruTu (OL'[), uTu (OL'[)}+ aFSuTu (at)FSuTu (2at) =

[p + q] Fsyry (200)Fg,7, (at)
olup ayrica Vt>0 ve 0<a<l i¢in

Fgyry (20t) > min{Fg,g, (att), Fg,r, (o)

= FSuTu (at)

oldugundan yukaridaki esitsizlik

F o (0t) + aFdty, (0t)Fsyry (0t) > [p + q] Fgyry () Fdofy (0rt)

(1 + a')FSruTu (O('t) 2 [p + q] FSuTu (Ott)

ve buradan Vt>0 ve 0<oa<I igin



FSuTu (Ott) 21

olur. O halde Su=Tu olmalidir. Hatta Vt>0 ve 0<a<1 i¢in Es. 3. 2 den

min {FernTu (at), Fan_Ian (OLt) uTu (at), FSuTu (Ott)}-i- a'FSuTu (at)FSx _1Tu (2at) =

[pFSX 15X g (t)+ qFan 1Su ()] FSX 1 Tu (20tt) uTu (at)

elde edilir. n—co i¢in limit alinirsa

mm{ uTu (Ott), uu (OL'[) uSu (Ott) FSuSu (Ott)}+ aFSr;éu (at)FuTu (20tt) 2

[pFuu (t) + unSu (t)] FuTu (ZOL'[) uSu (Ott)

ve buradan Vt>0 ve 0<oa<I igin

Fjg, (at) +aFyg, (at) > [p + qF,g, ()] Fygy (ait)

uSu (Ott) q uSu (t) 2 p—a

elde edilir. Ayrica Vt>0 ve 0<oa<I i¢in t>at oldugundan

buradan Vt>0 i¢in
uSu(t) q Su(t) 2p_a

olur. Eger r=2 ise bu durumda Vt>0 i¢in bu esitsizlik

FuSu (t) - unSu (t) 2 p—a

uSu (t) 21

FuSu (t)= FuSu (at) Olup

30
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olur. Bu ise u=Su=Tu olmasidir. O halde u, T ve S i¢in ortak sabit noktadir. Simdi u
nun tekligini gosterelim: Kabul edelim ki v, S ve T nin bagka bir ortak sabit noktas1
olsun. O halde v=Sv=Tv ve u=Su=Tu olur. Bu durumda Vt>0 ve 0<o<1 i¢in Es. 3. 2

den

min{F2, (01t), Fyyy (o) Fyy (0t), Fyy (o) [+ aF, , (ct)Fy (2at) >

Svv

[PFsuu () + qFsusy ()] Fsuy (20t ESy (it

olup buradan

Fg, (at) +aFy, (at) = [p+qF,, (D] Fyy (at)

Fuv (Ott) - unv (t) 2 p—a

elde edilir. Ayrica Vt>0 ve 0<a<l i¢in t>ot oldugundan F,(t) 2 F,, (at) olup

buradan Vt>0 i¢in

F,(t)—qF,,(t)=p-a

F,,(t)>1

elde edilir. Boylece u=v olup ortak sabit nokta tektir.

3.1.4. Teorem

(X,F,*) tam Menger uzay dyle ki « = #\, (Th)nernv X 1n kendi tizerindeki doniisiimlerin
bir dizisi, VnelIN i¢in T, ile komutatif olan ve T(X)c=S(X) sartin1 saglayan S: X—X

dontisiimii siirekli olsun. Herhangi 1 ve j dogal sayilan i¢in T; ve T; doniistimleri

asagidaki sart1 Vx,yeX, Vt>0, r>2, 0<p,q<I, 0<a<l oyleki p+q-a=I i¢in saglasin;

. -1 -1
mlniF]r"iijy (t)’ FSxTix (t)FSryij (t)a FSryij (t)}"' aFSryij (t)FSijy (2t) 2
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[pFSxT x (0 +qFgysy (t)]FSXT 4 (20)Fg yT MOR [3.3]
Eger r=2 ise, her bir T}, ve S i¢in ortak sabit nokta vardir ve tektir.

jspat

xoeX herhangi bir nokta olsun. (x,) dizisini Sx,=TyX,; (n=1,2,...) seklinde

tanimlayalim. i=1 ve j=2 i¢in T; ve T, yi goz Oniine alalim. Bu takdirde Sx;=T;x( ve

Sx,=T»x; olur. O halde x=x( ve y=x i¢in Es. 3. 3 den,

: T -1 r r-1
mln{-FTIXOszl (t), FSXOTIXO (t)FSX T2X1 ( )’ FSXszxl (t)}+ aFSX T X1 (t)FSXOT2X1 (Zt) 2

[pFSXOTIXO (t) + qFSXOSXI (t)] FSXoTzXI (2t) X1T2X1 (t)
elde edilir. O halde Vt>0 i¢in

. 1 1
mln{FSrXIsz (t)’FSXOSXI (t)Fer Sx, (t)’ Sx5x%, (t)}+ aFer Sx, (t)FSXOSXZ (2t) 2

[pFSXOSXI (t) + qFSXOSXI (t)] FSX()SXZ (2t) XISXZ (t)
ve buradan

. 1 1
minfFl . (0. Fsysn, (DEEL (t)}+ AL (DFs sy, (202

olur. Bu durumda Vt>0 i¢in

1
Sx Sx (t)mmiFs sx, (D Fsx s, (t)}+ aFg sx, (DFsxgsx, (21) 2

[p + q] FSXOle (t)FSXOSXZ (2t) XISXZ (t)



ve buradan

| =
Fgx sx, (DFsxsx, (20) +aFsy sy, (DFsy sy, (21) 2

[P+ Py, (DFsy,5x, 2OFE S, (1)

olup

(1+ ) By s, (DFsgsx, (20) 2 [p+ a1 By s, (DFsy s, (20Fsx sy, (0
V>0 icin

Fsx,sx, () 2 Fsy s, (1)

elde edilir. Tiimevarimla Vt>0 ve VnelN i¢in

Fox sx, ()2 Feyx sx (1)

bulunur. O halde Vm,neIN (m>n) ve Vt>0 i¢in

. t t
FSanxm (t) = mln{FSXnSXnH (m —-n j’ FSXnJrlSXnJrZ (m —n j"“’ stmflsxm (m _

. t t t
2 mm{FSX()le (—m - nj’ Fsxsx, [E}’ Fsxsx, [E

t
= FSXOSXl (Ej >1-¢

)

t

n

)
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olacak sekilde &>0 vardir. Bu durumda (Sx,) bir Cauchy dizisidir. Uzay tam

oldugundan Sx,—u olacak sekilde ue X vardir. S siirekli oldugundan SSx,—Su olur.
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Ayrica VnelN igin Sx,=TyX;,.; oldugundan (T,x,.;) dizisi de u ya yakinsar. Her bir T,
ile S komutatif oldugundan Vt>0 ve herhangi keIN i¢in Es. 3. 3 den

. -1 -1
min {FSernTku (t)a FSan_lssxn (t)FSruTku (t), FSruTku (t)}+ aFSruTku (t)FSan_lTku (2t) =

[PFssx, ssx,, (D + Fssx, su (D] Fssy, o (20Fsy uTku (t)
elde edilir. n—oo i¢in limit alinirsa

min {FSuTku (1). Fysu (DFST o (0, Fyr (t)}+ aF,1 , (OFgyr , (20) 2

[PFsus, (V) + qFsysy (D] Fsyr, o (20)Fs uT u(®)

ve buradan Vt>0 i¢in

min {FSruTku (t)a uTku (t)}+ aF, uTku (t)FSuTku (2t) 2

[p + q] Fsyr,u QOFST,u (1)
olup ayrica Vt>0 i¢in

FSuTku (2t) 2 rnin{FSuSu (t)a FSuTku (t)}

= FSuTku (t)

oldugundan yukaridaki esitsizlik

Fgyr,u (1) +aF, uTku (OFsyru () 2 [p+al Fsyr,u (t)FsE%ku (t)

(1 + a) FSuT u (t) 2 [p + q] uTku (t)

ve buradan Vt>0 i¢in



FSuTku (t) 2 1
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olur. O halde Su=Tyu olmalidir. Bu ifade VkelIN i¢in gegerli oldugundan VnelIN

icin Su=Tyu olur. Hatta Vt>0 ve herhangi keIN i¢in Es. 3. 3 den

mln{FSx T (D, Fe sy, (DFs uTku (1), Fsyr,u (t)}+a SuT,u (DFsx, 1u(2t) 2

[pFSX SX g (t) + qFan 1Su (t)] Fan 1Txu (2t) uTku (t)
elde edilir. n—co i¢in limit alinirsa

min {FliTku (1), Fuu (t) uSu (1), FSuSu (t)}+ a'FSuSu (t) uTu (2t) 2

[PFuu () + aFysu (0] Fyr, COFSS, (0
ve buradan Vt>0 icin

uSu (t) +aF, uSu (t) 2 [p + q uSu (t)] uSu (t)

uSu(t) q Su(t) 2p_"l
elde edilir. Eger r=2 ise bu durumda Vt>0 i¢in bu esitsizlik

FuSu (t) - unSu (t) 2 p—a
) >1

uSu

olur. Bu ise VnelN i¢in u=Su=T,u olmasidir. O halde u, VnelN i¢in T, ve S nin

ortak sabit noktadir. Simdi u nun tekligini gosterelim: Kabul edelim ki v, ¥nelIN igin

T, ve S nin baska bir ortak sabit noktast olsun. O halde VnelIN i¢in v=Sv=T,v ve

u=Su=T,u olur. Bu durumda Vt>0 i¢in Es. 3. 3 den
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min{F2, (0, Fayy (OFg,, (0, (0 +aFg,, (DFs,y (202

[pFSuu (t) + qFSuSV (t)] FSuv (2t)FSOVV (t)

olup

Fg, () +aF,, (t) > [p + qF,, ()] Fyy (1)
F,. (t)— qF,, (t)=p—a
w1

elde edilir. Boylece u=v olup ortak sabit nokta tektir.
3.1.5. Teorem

(X,F,+) tam Menger uzay Gyle ki « = #\, (Th)nernv X 1n kendi tizerindeki doniisiimlerin
bir dizisi ve VnelN i¢in T, ile komutatif olan, T,(X)cS(X) sartin1 saglayan S: X—X
dontisiimii siirekli olsun. Herhangi 1 ve j dogal sayilan i¢in T; ve T; doniistimleri
asagidaki sart1 Vx,yeX, Vt>0, r>2, 0<p,q<l, 0<a<I, 0<a<l oyle ki p+g-a=1 igin

saglasin;

min {FT xTyy (01), Fgxrix (at)Fg yT y(at), FSyT .y (at)}+ aFs.yT y (@D)Fsyry (20t) 2

[P (6)+ QFsusy (0]Fsry Q00FEE (o). [3.4]
Eger r=2, ise her bir T, ile S icin ortak sabit nokta vardir ve tektir.

fspat

xoeX herhangi bir nokta olsun. (x,) dizisini Sx,=Tpxn; (n=1,2,...) seklinde

tanimlayalim. i=1 ve j=2 i¢in T; ve T, yi gz Oniine alalim. Bu takdirde Sx;=T;x ve

Sx,=T,x; olur. O halde x=x, ve y=x; i¢in Es. 3. 4 den
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1 1
min TX T, (oct), Py myx, (Ot )FsrX . (aut), Fe Sx,Tyx (oct)}+ aFr ((xt)FSXOT 5, (2at) >

[pFSXOTIXO (t) + qFSXOSXl (t)] FSX0T2X1 (20Lt) xszxl (Ott)

elde edilir. O halde Vt>0 ve 0<a<I i¢in

. 1
nmn{FSTXISX2 (). Fy sy, (@DFE (@)L o (ot) [+ aF! L (@)Fg sy, (2at) >

[pFSXOle (t)+ qFSXOSXI ()] FSXOSX2 (20tt) Sx sz (at)
ve buradan

: . |
mm{FSerSX2 (ot), Fsy sx, ((xt)FSrX Sx, (oct)}+ aFSrX sx, (@DFsy sy, (2at) >

[p + q] FSXOle (t)FSXOSXZ (2(Xt)FSXISX2 (at)
olur. Bu durumda Vt>0 ve 0<a<1 igin

R (ct) minF s, (@, Fo sy (ct) |+ aFy! L (@Fg gy, (20t) >

[pFuu (t) + unSu (t)] FuTku (2at)FSuSu (Ott)
ve buradan

(at)Fsy sx, (2at) +aFg o (at)Fgy g, (2at) >

SX SX Sx1Sx,

[p+d] FSXOSX1 (t)FSXOSXZ (2at)FSX1SX2 (at)
olup

-1
(1 + a)FSIXIsz (at)FSXOsz (2at) =
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[D+a] Fsy gsx, (DFss 5x, QADFe &y (at)
vt>0 ve 0<o<1 i¢in

Fsysx, (0t) = Fgy g, (1)

elde edilir. Tiimevarimdan, Vt>0, 0<a<I ve VnelN i¢in

Fsy sx,., (0t) = Fgy gy (1)

elde edilir. Bu durumda 2.2.12. Lemma’den (Sx,) bir Cauchy dizisidir. Uzay tam
oldugundan Sx,—u olacak sekilde ue X vardir. S siirekli oldugundan SSx,— Su olur.

Ayrica VnelN igin Sx,=TyX;,.1 oldugundan (T,x,.1) dizisi de u ya yakinsar. Her bir T,
ile S komutatif oldugundan Vt>0, 0<a<1 ve herhangi keIN i¢in Es. 3. 4 den

mln{FSSX T (0t).Fssy ssx (a)Feyr,, (at), Féyr (0“)}+ aFg,1, (0D Fssy 0 (200) >

[PFssx, sssx,, (V) +aFssy, su (D] Fssy, mou (20)FS uTku (at)
elde edilir. n—oo i¢in limit alinirsa

min {FSruTku (OL'[), FSuSu (OLt) uTku (OLt) FSuTku (OLt)}+ aFSuTku (at)FSuT u (2(“) 2

[PFsus, (1) + qFsusy (0] Fsyr o (Qa)F&T , (art)

ve buradan Vt>0 ve 0<o<I i¢in

min {FSruTku (()Lt), uTku (Ott)}+ ak, uTku (at)FSuTku (2at) =

[p + q] FSuTku (Za’t) uTku (a’t)
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olup ayrica Vt>0 ve 0<a<1 i¢in

Fsur, o (20t) > min {Fg, (oct), Fep , ()|

= FSuTku (at)

oldugundan yukaridaki esitsizlik

Fgur,u (0tt) +aF, uT u () Fgyr, (at) 2 [p +q] Fyr (0t Fg uT u (at)

(1+2) Fgyr,y (at) 2 [p+q] FSuTku (at)
ve buradan Vt>0 ve 0<oa<I igin

FSuTku (a’t) 2 1

olur. O halde Su=Tyu olmalidir. Bu ifade VkelIN i¢in gegerli oldugundan VnelN
icin Su=Tyu olur. Hatta Vt>0, 0<a<1 ve herhangi keIN i¢in Es. 3. 4 den

min{Ed, 7, (0). By, sy, (0OB&h, o (), Blyr o () [+ aBGh o (@DFs,1,0(200) 2

[pFSXn 15X, (t)+ qFan 1Su ()] Fan 1Teu (Z(Xt) uT u (at)
elde edilir. n—oo i¢in limit alinirsa

mln{ uT u (Ott), uu ((1'[) uSu (Ott) FSuSu (at)}+ aFSL:éu (at)FuTku (2(1'[) 2

[pFuu (t) + unSu (t)] FuTku (2at)FSuSu (OL'[)

ve buradan Vt>0 ve 0<oa<I i¢in
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FLiSu (Ott) + aFuSu (Ott) 2 [p + unSu (t)] FuSu (Ott)

Fisa(at) +a > p+qFg, (t)

Figi (o) —qF,s, () >p—a

elde edilir. Ayrica V>0 ve 0<oa<l i¢in t>at oldugundan F g, (t) > F,g,(at) olup

buradan Vt>0 i¢in

Fisu ()~ aFys, () 2p-a
bulunur. Eger r=2 ise, bu durumda Vt>0 i¢in bu esitsizlik

FuSu (t) - unSu (t) 2 p—a

FuSu (t) 21

olur. Bu ise VnelN i¢in u=Su=T,u olmasidir. O halde u, VnelN i¢in T, ve S nin
ortak sabit noktadir. Simdi u nun tekligini gdsterelim:

Kabul edelim ki v, VnelN i¢in T, ve S nin baska bir ortak sabit noktasi olsun. O
halde VnelN i¢in v=Sv=T,v ve u=Su=T,u olur. Bu durumda Vt>0 ve 0<a<I1 i¢in

Es. 3.4 den

min{F2, (01t), Fyyy (o) Fy (0t), Fyy (o) [+ aF, , (0t) iy (2a) >

Svv

[DFsu () + qFsugy ()] Fsuy (20 ESyy (art)
olup

F, (at) +aF,, (at) = [p + qF,, ()] Fy, (at)

FuV (Ott) - unV (t) 2 p—a
Fy ()21
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elde edilir. Boylece u=v olup ortak sabit nokta tektir.

3.2. Fuzzy Menger Uzayda Sabit Nokta Teoremleri

Bu kesimde, fuzzy Menger uzayda tanimladigimiz metrikimsi fonksiyondan
yararlanarak cogul degerli doniisiimler i¢in sabit noktanin varligi ve tekligini

inceleyecegiz. Fuzzy Menger uzay iizerinde, « t-normunu siirekli ve Vx,yeX, t>0

i¢in lim F,, (t) =1 sartlarinin var oldugunu kabul edecegiz.
n—oo

3.2.1. Teorem
(X,F,x) N-yoriingesel fuzzy Menger uzay Oyle ki Vae[0,1] i¢in a-a>a ve

N:X—>FB(X) siirekli bir donilisiim olsun. N doniisiimii asagidaki sart1 saglasin:

vx,yeX, t>0 ve p+q=1 olacak sekilde 0<p,q<I i¢in,
F Ry (kt) *[F g, (k) Fyg, (k)]* F2 Ry (kt) > [pF,, (1) + qFy (D] F g, (2kt)

olacak sekilde ke(0,1) var ise xe Nx olacak sekilde xeX vardir. Eger N, nokta

kapal1 bir doniislim ise, bir tek sabit noktaya sahiptir.
jspat

xo€X herhangi bir nokta olsun. X de {x,} dizisini

X| € ﬁxo, X, € ﬁxl, s Xy € ﬁxn_l ,n=0,1,2,...

tanimlayalim. Kabul edelim ki Vt>0 ve her bir n igin F, g, (t) <1 olsun (aksi halde

bazi n dogal sayilari igin x,€ Nx  olur). Eger Xx=x,.1, y=X, alirsak hipotezden,
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F2Nx, Nx, (k) * [Fy o, (KOF, 1 (kO] F2x Nx, (kt)

> [pFXn_lﬁXn_l (t)+ qFanlxn ()] Fxn—lﬁxn (2kt)
buradan

F2x o (kD *[F o (kOF,  (kD]*F7x x,, (k)

2[pFy, x, (0+aF L (O]Fy oy (2kD)
olup

F o (RO*[Ey oy (ROF | (ROT2 (p+a)Fy L (OF s, (2K0)
A%~

Fan (KO[Fy (ROFE o (O12F,  (OF, | (2k0)
buradan

Froxon ROF o QRO 2 Fy - (OF x (2kt)

nXn+l

boylece
Fyoon (KO 2 Fy (1)

elde edilir. O halde, 2.2.12. Lemma’dan, {x,} bir Cauchy dizisidir. Uzay tam

oldugundan F, ,(t) >1 olacak sekilde xeX vardir. N strekli oldugundan,

ﬁanNx (t)—>1.
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Simdi, Vt>0 i¢in Foy, (t) =1 yani xe Nx oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki

ye Nx olsun. Vt>0 ve n i¢in
F.,(t)=2F by F L
xy( ) = XX, (5) XpY (E)
buradan
t . t
FXNX (t) 2 Fxxn (E) Fanx (5)

Fy x (t) >1 oldugundan t>0 ve Ae(0,1) icin noeIN var Oyle ki n>ny iken

Fy x (%) >1-A . Diger taraftan ?anNx (t) > 1 oldugundan ayni t ve A i¢in n'geIN
var Oyle ki (n-1) > nyp i¢in Nx, ;c U U(a,i,k) olur. Ayrica x, € Nx, 4
aeNx

oldugundan Vt>0 i¢in Fy (£)>1—K olacak sekilde yeNx,; vardir ve

yeNx, ; C U U(a,%,k) oldugundan Vt>0 icin Fay(£)>1—x olacak sekilde
aeNx

aeNx vardir. Bu durumda, Vt>0 i¢in
t t t t
FXnNX (E) S Fxna (5) e Fxny (Z) * Fay (Z)
olup buradan
F t)>F Ly F by F !
XNX( )2 XX, (5) XY (Z) ay (Z)

ve n tzerinden limit alinirsa
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Fou (0 21%(1-2)*(1-2)
A keyfi oldugundan
Faux (1) 21

yani, xe Nx . Eger Nx, her bir x i¢in nokta kapali doniisiim ise bu durumda xe Nx
olur. Boylece N doniislimiiniin sabit noktas1 vardir.
Kabul edelim ki z, N nin x den farkli baska bir sabit noktasi olsun. Bu durumda

hipotezden

F2 s (kt) *[Fy (KOE,, (KO]* F22 (kt) 2 [pFy, (1) +qFy, (D] Fy, (2kt)

olup buradan Vt>0 i¢in Fy,(t)=1 bulunur. Boylece z=x olup sabit nokta tekdir.

3.2.2. Sonug

(X,F,») L-yoriingesel fuzzy Menger uzay Oyle ki Vae[0,1] icin asa>a ve

N:X—>FB(X) siirekli bir doniisim olsun. L doniisiimii asagidaki sarti saglasin:

vx,yeX, t0, p+q=1 olacak sekilde 0<p,q<I ve ke(0,1) i¢in,

FzLXLy (kt) * [FxLx (kt)FyLy (kt)] * FzyLy (kt) 2 [prLx (t) + qny (t)] FxLy (2kt)
Bu taktirde L doniisiimiiniin sabit noktas1 vardir ve tekdir.
jspat

Eger N:X—FB(X) doniisiimiinii VxeX i¢in Nx={Lx} olarak secersek N doniisiimii

3.2.1. Teorem’in sartlarini saglar. O halde L nin bir tek sabit noktas1 vardir.
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3.2.3. Teorem

(X,F,x) tam fuzzy Menger uzay Oyle ki Vae[0,1] icin axa>a ve N:X—>FB(X)
dontistimii asagidaki sartlar saglasin: Vx,yeX, t>0 ve a;+as+as=1 ve a,+as=0 olacak

sekilde O<aj,a3,as<I, |az|<1 ve |a4|<1 1¢in,
iNxNy (kt) = a;F,n (0 + |2, [Fyny (kt) + a3Fyn (26) +[a g [Feny [(1+K)t]+ asFy (1)

olacak sekilde ke(0,1) vardir. Bu durumda N doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.
jspat
xo€X herhangi bir nokta olsun. X de {x,} dizisini

x; € Nx¢,Xx, € Nxy,...,x, € Nx,;,n=0,1,2,...

seklinde tanimlayalim. Genel olarak x, noktasin1 Nx,; de ve X, noktasini Nx, de

secelim. Kabul edelim ki x=x, ve y=X,+; olsun. Bu takdirde hipotezden

Fanan+1 (kt) = a'lFanxn (t)+ |a2 |Fxn+1an+l (kt) + a?)FanNXn (2t)

+lay |FXnNXIHl [(1+K)t]+asF

XnXn+1 (t)

= alFXanH (t) + |a2 |Fxn+lxn+2 (kt) + a3FXn+lxn+1 (Zt)

+ |a4|Fann+2 [(1 + k)t]+ aSFann+1 (t)

>(a) +a5)F, , (0)+]a,]|[Fy (kt) *1]

n+1Xn+2

tas [Fxn+lxn (t) * FXanJrl (t)] + |a4| [FXanJrl (t) * Fxn+lxn+2 (kt)]

>(a; +as +as)Fy (O+ay|[F o (kK)*F (1]

+ |a4| [FXan-H (t) * FXn+1Xn+2 (kt)]

n+2



- FXan+1 (t) + qa2| + |a4|)[FXan+l (t) * FXn+1Xn+2 (kt)]

= FXan+1 (t) + |8.2 + a'4| [FXan+1 (t) * FXn+1Xn+2 (kt)]

olup buradan
iananJrl (kt) 2 Fanxn (t)

elde edilir. Basit bir iterasyonla

t

kn+1

Fy x (t) = Fxoxl (

nen+l

)

olur. Boylece p pozitif tamsayisi i¢in

t
F (t)ZFXnXM(E)*...*FX o (5

n®n+p

t (p) t

> (——
X0X] pkn+l

elde edilir. Vx,yeX, t>0 i¢in lim F, (t) =1 oldugundan
n—oo

) ()
IimF, , (t)=>1*..*1=1
n—soo ~MONFP
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yani, {xn} bir Cauchy dizisidir. Uzay tam oldugundan F, ,(t) -1 olacak sekilde

xe X vardir. Diger taraftan Vt>0 ve Ae(0,1) i¢in npeIN var dyle ki n,m>n, iken

Fan_lxm (t) 2 Fxnxm (t) 21-2



olup

t

t
Fxan_l (t)= Fxxm (E) * Fmexn_l (5)

t t
2 Fxxm (5) * Fxmxn (5)
elde edilir. m i¢in limit alinirsa n>ny iken

Fong,, (D 21*(1=A)=1-2

olup

t t
FxNx (t) 2 Fxxn (E) * Fanx (E)

t .= t
2 XXp (5) * Fan_le (E)
elde edilir. Bu durumda hipotezden
t t
FXNX (t) 2 Fxxn (5) * [alFXNX (t)+ |aZ |FXn_1NXn_1 (5) + a3Fxn_1NX (2t)
3t
+ |a4|Fxan71 (?) + aSFxxml (t):l

t t t
2 XX (E) * |:alFxNx (t) + |32 ||:Fxn_1x (Z) * Fxan_l (Z):l

3t
+aj [Fxn,lx (t) * FxNx (t)]'*‘ |a4 |Fxan71 (?) + aSFxer (t):|

olup n i¢in limit alinirsa

Fang () 2 1% [alFxNx (1) +[ay 1% (1= 2)]+ a3 [1* Fony (O} [ag[1-2)+ a5]

47
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> (al + 213)FxNX (t)+ |a2 + a4|(1 - 7»)+ as

olur. Bu durumda

Foux (8) = (a1 +23 JF (1) > a5

yani, Fxnx(t)=1 olur. Boylece Nx={x}.

Kabul edelim ki z, N nin x den farkli baska bir sabit noktas1 olsun. Bu durumda

hipotezden 0<k<1 ve Vt>0 i¢in
Fronz (kt) = 2 F () + a5 |Fyng (kt) +a3F, (20) +]ay |Fon, [(1+Kk)t]+asF,, (1) >1
yani, Nz, z noktasindan olusan tek nokta kiimesidir. Bu durumda

Fyp (8) 2 Fyp (kt) = Fng (kt) 2 a1 Fy () + |5 [Fong (Kt) +a3F i, (20)
+ |a4|FXNZ [(1 + k)t]+ aSsz (t)
=a; +]ay| +2a3F,, (2t) +[ay[F, [(1+ k)t]+asF,, (t)

>a; +|ay|+asF, (1) +|ay|Fy, (1) +asF,, (1)
yani Vt>0 icin Fy,(t)=1. Bdylece x=z olup sabit nokta tekdir.
3.2.4. Sonug
(X,F,+) tam fuzzy Menger uzay dyle ki Vae[0,1] i¢in axa>a ve L:X—>X doniisiimii
asagidaki sartlar1 saglasin: Vx,yeX, t>0 ve a;+astas=1 ve a,+as=0 olacak sekilde

0<a; as,as<l, |a2|<1 ve |a4|<1 i¢in

Fpoy (kt) 2 a Fyp (1) +[a,[Fyp, (kt) +a3Fyp, (20) +[ag[Fyp, [(1+ k)] +asF, (1)
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olacak sekilde ke(0,1) vardir. Bu durumda L doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi

vardir.

jspat

3.2.3. Teorem’de N doniisiimii yerine 6zel olarak L tek degerli doniisiimiinii alirsak

ispat benzer sekilde yapilir.
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4. FUZZY METRIK UZAYDA SABIiT NOKTA TEOREMLERI

4.1. (B)-Tipi Bagdasabilir Doniisiimler Icin Sabit Nokta Teoremleri

Bu boéliimde, fuzzy metrik uzayda dort adet doniisiim i¢in bagdasabilir doniisiimlerin
bir alt sinifi olan (P)-tipi bagdasabilir olma 6zelliginden yararlanarak tek degerli
doniigiimler i¢in hazirlanan ortak sabit nokta teoremleri ispat edilmistir ve sonuglar

incelenmistir (25).

4.1.1. Teorem

(X,M,«) tam fuzzy metrik uzay oyle ki Vte[0,1] i¢in t«t>t ve P,S,T,Q: X — X

doniigiimleri agagidaki sartlar1 saglasin:

(1) PT(X)u QS(X) c ST(X),
(1) Vx,yeX, t>0 ve ptqg-a=1 olacak sekilde 0<p,q<I, 0<a<l i¢in

M?*(Px,Qy,kt)«[M(Sx,Px,kt)M(Ty,Qy.kt)]sM*(Ty,Qy,kt)+aM(Ty,Qy,kt)
M(Sx,Qy,2kt)> [pM(Sx,Px,t) + qM(Sx, Ty,t)|M(Sx,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) vardir,
(i11) S, T siirekli doniigiimler ve ST=TS,
(iv) (P,S) ve (Q,T) dontistimleri (B)-tipi bagdasabilirdir.
Bu takdirde P,S,T ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir.
Ispat
xo€ X herhangi bir nokta olsun. (x,) dizisini PTx;, = STXon+1 ve QSxon+1 = STXont2,

n=0,1,2,... seklinde tanimlayalim. Kabul edelim ki, z,=STx, olsun. O halde x=Txz,

ve y=SXon+1 1¢in (ii) den,
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MZ(Pszn,QSXZHJrl,kt)*[M(STXZn,PTXZH,kt)M(TSX2H+1,QSX2n+1,kt)]
*Mz(TSX2n+1,QSX2n+1,kt) + aM(TSX2n+1,QSinH,kt)M(STin,QSX2n+1,2kt)
> [pM(STin,PTXZH,t) + qM(STXZH,TSXZH-H,t)]M(STin,QSX2n+1,2kt)

buradan,

M?(STXau+1,S TXan2,k8)«[M(Z20, S TX 20+ 1, KEM(Zn1,S TX2n 12,k )]
*M2(22n+1,STX2n+2,kt) + aM(Zznﬂ,STX2n+2,kt)M(Zzn,STX2n+2,2kt)
> [pM(Z20,STX2n+1,t) + QM(Z2n,Z2n+1,t) IM(Z20, S TX2n+2,2kt)

ve,

M2(Zant1,Zon+2, k) [M(Zan,Zon s+ 1,KOM(Zon+1,Z2n+2,K1)

M2 (Zas1,Z0+2,kt) + aM(Zon+1,Z202, KM (Z2n,Zon+2,2kt)

= [pM(ZZHaZZHHat) + qM(ZZmZZn'H9t)]M(ZZmZZn+292kt)

olup,

M*(Zau+1,Z00+2,K8) s [M(Z2n, Zan 1, KM (Z2n+1,22012,KE) [ +aM(Z2n+1,Z2042, KO M(Z2sZ2012,2KE)
> [pTqIM(z2n,Z2n+1,t)M(Z2n,Z2n+2,2Kkt)

buradan,

M(Zan+1,220+2,K) [M(Z2n,Z20+1,K0)sM(Zan+1,Z20+2,k ) [+aM(Z2n+1,Z2n+2, k) M (22,2202, 2Kk 1)
> [ptqIM(z2n,Zon+1,t) M(Z2n,Z2n+2,2kt)

ve,

M(Zon+1,Z2n+2,Kt)M(Z2n,Zon+2,2kt) + aM(Zon+1,Z2n+2,kt)M(Z2n,Z2n+2,2kt)
> [p+qIM(Zan,Zon+1,t)M(Zan,Zon 2, 2kt)

boylece 0<k<1 ve Vt>0 i¢in,
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M(Zan+1,Z2n12,kt) = M(Zon,Zon+1,t)

elde edilir. Benzer sekilde x=Txyp+1 Ve y=Sxan12 olmak iizere (i1) den, 0<k<l ve Vt>0

i¢in,

M(z2n+2,Zon+3,Kt) > M(Zon+1,Z2n+2,t)

elde edilir. Genel olarak 0<k<I, Vt>0 ve m=1,2,... i¢in,

M(Zm+1,Zmi2,kt) > M(Zm,Zm+1,t)

elde edilir. Boylece 2.3.10. Lemma’dan {z,}, X de bir Cauchy dizisidir. Uzay tam
oldugundan bu dizi X de bir z noktasina yakinsar. {PTxy,} ve {QSxzn+1} dizileri,
{zn} nin alt dizileri oldugundan PTxz, — z ve QSxzn+1 — z olur.

Kabul edelim ki, n=1,2,... i¢in, y,=Tx, ve w,=Sx, olsun. Bu durumda Py;,—z,
Syon—2z, Twoni1—7Z, Qwons1—2Z olup, M(PPy2n,SSyan,t)—1 ve
M(QQwant1, TTwanii,t)—1. Hatta T siirekli oldugundan ve 2.3.17. Onerme’den

TQwWant1—Tz ve QQwopni1— Tz olur. Eger (i1) de x= ya, ve y=Qwap; alirsak,

M?(Py20,QQWan+1.kt)s[M(Sy20,Py2n, kM(TQW2+1,QQWan+1,k1)]
*M2(TQW2n+laQQW2n+l,kt) + aM(TQw2n+1,QQW2n+1,kt)M(Sy2n,QQwW2n+1,2kt)
> [PM(Sy2n,Pyon,t) + qM(Sy2n, TQW2n+1,t) IM(Sy20,QQW2n+1,2kt)

buradan,

M?(z,Tz,kt)«[M(z,z,kt)M(Tz,Tz,kt)]+M*(Tz,Tzkt) + aM(Tz,Tz,kt)M(z,Tz,2kt)
> [pM(z,z,t) + qM(z,Tz,t)IM(z,Tz,2kt)

ve,

M?*(z,Tz,kt) + aM(z,Tz,2kt) > [p + qM(z,Tz,t)]M(z,Tz,2kt)
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olup M(x,y,.) azalmayan oldugundan,

M(z,Tz,t)M(z,Tz,2kt) + aM(z,Tz,2kt) > [p + qM(z,Tz,t)|M(z,Tz,2kt)

buradan,

M(z,Tz,t) +a>p+ qM(z,Tz,t)

ve,

M(z,Tz,t)> p—a/l—q=1

bdylece z=Tz. Benzer sekilde z=Sz olur. Eger (ii) de x= y,, ve y=z alirsak,

M2(PY2n,Qz.kt)«[M(SYan,Pyan, kt)M(Tz,Qz kt)]\M*(Tz,Qz.kt)
+aM(Tz,Qzkt)M(Sy2n,Qz,2kt)> [pM(Sy2n,Pyan,t) + qM(Sy2n,Tz,t) IM(Sy2n,Qz,2kt)

buradan,

M?(z,Qz,kt)«[M(z,z,kt)M(z,Qz,kt)[+M?*(z,Qz,kt) + aM(z,Qz,kt)M(z,Qz,2kt)
> [pM(z,z,t) + qM(z,z,t)]M(z,Qz,2kt)

ve,

M?*(z,Qz,kt)-M(z,Qz,kt) + aM(z,Qz,kt)M(z,Qz,2kt) > [p + qIM(z,Qz,2kt)

hatta,

M(z,Qz.kt)[M(z,Qz.kt)«1] + aM(z,Qz kt)M(z,Qz,2kt) > [p + q]M(z,Qz,2kt)

olup M(x,y,.) azalmayan oldugundan,
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M(z,Qz,2kt)M(z,Qz,kt) + aM(z,Qz.kt)M(z,Qz,2kt) > [p + q]M(z,Qz,2kt)
buradan,
M(z,Qz,kt) + aM(z,Qz,kt) >p+q
ve,
M(z,Qz,kt) > p+q/l+a=1
boylece z=Qz. Benzer sekilde z=Pz. Bu durumda z, P,S,T ve Q doniislimlerinin ortak
sabit noktasidir.
Kabul edelim ki, ve X noktas1 P,S,T ve Q doniisiimlerinin z noktasindan farkli olacak

sekilde baska bir ortak sabit noktasi olsun. Bu durumda (ii) de x=z ve y=v dersek,

M?2(Pz,Qv,kt)«[M(Sz,Pzkt)M(Tv,Qv,kt)[«M*(Tv,Qv,kt)+aM(Tv,Qv,kt)M(Sz,Qv,2kt)
> [pM(Sz,Pz,t) + qM(Sz,Tv,t)]M(Sz,Qv,2kt)

buradan,

Mz(z,v,kt) + aM(z,v,2kt) > [p + gM(z,v,t)|M(z,v,2kt)

ve,

M(z,v,t) M(z,v,2kt) + aM(z,v,2kt) > [p + qM(z,v,t)]M(z,v,2kt)

olup,

M(z,v,t) > p—a/l-q=1

bdylece z=v. Bu durumda P, S, T ve Q doniisiimlerinin ortak sabit noktasi tekdir.



55

Eger 4.1.1. Teorem’de, a=0 alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:
4.1.2. Sonug

(X,M,«) tam fuzzy metrik uzay oOyle ki Vte[0,1] icin t«t>t ve P,S,;T,Q: X—X
doniigiimleri, 4.1.1. Teorem’in (i), (iii), (iv) sartlarin1 saglasin. Eger Vx,yeX, t>0 ve

ptq=1 olacak sekilde 0<p,q<I i¢in

M*(Px,Qy,kt)s[M(Sx,Px,kt) M(Ty,Qy,kt)]sM*(Ty,Qy.kt)
> [PM(Sx,Px,t) + qM(Sx, Ty, ) IM(Sx,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) varsa P, S, T ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit
noktas1 vardir.

Eger 4.1.1. Teorem’de, S=T alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:
4.1.3. Sonug

(X,M,+) tam fuzzy metrik uzay Oyle ki Vte[0,1] i¢in t«t>t ve P,S,Q:X—X

dontistimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

(1)  PX) v QX) < S(X),
(1) Vx,yeX, t>0 ve ptqg-a=1 olacak sekilde 0<p,q<I, 0<a<l i¢in

M*(Px,Qy,kt)<[M(Sx,Px.kt)M(Sy,Qykt) ]-M’(Sy,Qy kt) +aM(Sy,Qy kt)
M(Sx,Qy,2kt)> [pM(Sx,Px,t) + qM(Sx,Sy,t) IM(Sx,Qy, 2kt)

olacak sekilde bir ke (0,1) vardir,
(111) S stirekli bir doniigiim,

(iv) P, SveQ, S doniistimleri (B)-tipi bagdasabilirdir.

Bu takdirde P,S ve Q doniistimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir.
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Eger 4.1.1. Teorem’de, S=T ve P=Q alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:

4.1.4. Sonug

(X,M,+) tam fuzzy metrik uzay oyle ki Vte[0,1] i¢in t«t>t ve P,S: X—X doniisiimleri

asagidaki sartlar1 saglasin:

) PX) < S(X),
(1) Vx,yeX, t>0 ve ptqg-a=1 olacak sekilde 0<p,q<I, 0<a<l i¢in

M?(Px,Py.kt)s[M(Sx,Px,kt)M(Sy,Py.kt)]-M>(Sy,Py.kt)+aM(Sy.Py ki)
M(Sx,Py,2kt)> [pM(Sx,Px,t) + gM(Sx,Sy,t) IM(Sx,Py,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) vardir,
(111) S stirekli bir doniigiim,

(iv) P ve S doniistimleri (B)-tipi bagdasabilirdir.

Bu takdirde P ve S doniistimlerinin bir tek ortak sabit noktas1 vardir.
Eger 4.1.1. Teorem’de, S=T=Ix (Ix, X iizerinde 6zdeslik doniisiimii) alirsak asagidaki

sonucu elde ederiz:

4.1.5. Sonug

(X,M,+) tam fuzzy metrik uzay oyle ki Vte[0,1] icin t«t>t ve P,Q: X—X doniisiimler
olsun. Eger Vx,yeX, t>0 ve p+q-a=1 olacak sekilde 0<p,q<1, 0<a<l i¢in

M?*(Px,Qy,kt)«[M(x,Px.kt)M(y,Qy.kt) -M*(y,Qy,kt)+aM(y,Qy,kt)M(x,Qy,2kt)
> [pM(x,Px,t) + gM(X,y,t) IM(x,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) varsa P ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi

vardir.
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Simdi 4.1.1. Teoremini saglayan bir 6rnek verelim.

4.1.6. Ornek

X={l:neIN}u{O} olmak tizere (X,d) alisilmis metrik uzay olsun.
n

M:X2x[0,00)—[0,1] fonksiyonunu Vx,yeX, 0 igin M(x,y,t) = ——— ve
t+d(x,y)

«:[0,1]x[0,1]—[0,1] fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in asb=min{a,b} olacak sekilde
tanimlarsak (X,M,x) tam fuzzy metrik uzaydir. P,S,T,Q: X—X fonksiyonlarimni
VxeX i¢in Px=x/4, Sx=x/2, Tx=x, Qx=0 seklinde tanimlayalim. Bu durumda

PT(X)UQS(X) = {ﬁ ‘ne IN} ufolc {% ‘ne IN} U {0} =ST(X).

Ayrica ST=TS ve S,T siirekli fonksiyonlardir. Eger k=1/2 ve t=1 alirsak 4.1.1.

Teorem’in (i) sikki saglanir. 0eX i¢in limPx _ =limSx_ =0 olacak sekildeki X

n—oo n—oo

deki {x,} dizisi i¢in limx,6 =0 oldugundan P ve S fonksiyonlar1 (f)-tipi

bagdasabilirdir. Benzer sekilde Q ve T fonksiyonlar1 da (B)-tipi bagdasabilirdir. O
halde 4.1.1. Teorem’in biitliin sartlar1 saglanmis olur ve 0, P,S;T ve Q

fonksiyonlarinin tek ortak sabit noktasidir.
4.2. (a)-Tipi Bagdasabilir Doniisiimler icin Sabit Nokta

Bu boéliimde, fuzzy metrik uzayda dort adet doniisiim i¢in bagdasabilir doniisiimlerin
bir alt sinifi olan (o)-tipi bagdasabilir olma 6zelliginden yararlanarak tek degerli
doniigiimler i¢in hazirlanan ortak sabit nokta teoremleri ispat edilmistir ve sonuglar

incelenmistir (26).
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4.2.1. Teorem

(X,M,x) tam fuzzy metrik uzay oyle ki Vte[0,1] icin t«t>t ve P,S,T,Q:X—X

dontisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

(1) PT(X)u QS(X) c ST(X),
(i) Vx,yeX, t>0 ve p+q=1 olacak sekilde 0<p,q<I i¢in

M*(Px,Qy.kt)«[M(Sx,Px,kt)M(Ty,Qy,kt)]sM*(Ty,Qy.kt)
> [PM(Sx,Px,t) + qM(Sx, Ty,t)[M(Sx,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke (0,1) vardir,
(ii1) S ve T stirekli doniisiimler ve ST=TS,
(iv) (P,S) ve (Q,T) doniisiimleri (a)-tipi bagdasabilirdir.
Bu takdirde P,S, T ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir.
jspat
xo€ X herhangi bir nokta olsun. (i) den

PTin = STinﬂ ve QSinﬂ = STX2H+2, 1’1:0,1,2,. ..

olacak sekilde X de {x,} dizisini tanimlayalim. Kabul edelim ki ¥neIN i¢in z,=STx,

olsun. x=Txy, ve y=Sxou+1 i¢in (i1) den,
M2(PTx20,QSXon+1,kt)«[M(STXn, PTXa0,kt)
M(TSinH,QSinH,kt)]*Mz(TSinH,QSinﬂ,kt)

> [pM(STx2n,PTX2n,t) TqQM(STxXon, TSX2n+1,t) IM(STX20,QSX2n+1,2kt)

buradan,
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M*(STXon+1,STX20+2,k8)*[M(Z20, S TXon+ 1,KOM(Z21+1,S TXn 42, k) [sM(Z20+1,S TXane2, k)
> [PM(Z2n,STX2n+1,t) TqM(Z2n,Z20+1,t) IM(Z25, S TX0n+2,2kt)

ve,

M?(Zan+1,220+2,KE): [M(Zan,Zans1,Kt) * M(Zan+1,200+2,K8) [+ M*(Zan+1,Z2n12,kt)
= [PM(ZZnaZZnH at) +qM(22n922n+1 at)]M(ZZnaZ2n+232kt)

olup,

Mz(ZZrH—l ,Zon+2,K)+[M(Z2n,Zon+1,Kt)M(Z2n+1,Z2n+2,Kt) ]
>(pTq)M(Z2n,Z2n+1,t) M(Z2n,Z2n+2,2kt)

ve,

M(Zon+1,Z2n+2,K) [M(Z2n,Zon+1,Kt)«M(Z2n+1,Z2n+2,Kt) ] = M(Z2n,Z2n+1,0)M(Z2n,Z2n+2,2Kt)

buradan,

M(Zan+1,Zon+2,K)M(Z2n,Z2n+2,2kt) > M(Zon,Zon+1,t)M(Z2n,Z2n12,2Kt)

boylece 0<k<1 ve Vt>0 i¢in,

M(Z2n+1 ,Z2n+2,kt) 2 M(Z2n,Z2n+1 ,t)

elde edilir. Benzer sekilde x=TxXjp+1 Ve y=SXn+2 i¢in olmak {izere (ii) den, 0<k<I ve

Vt>0 i¢in,

M(z2n+2,Z2n+3,kt) > M(Z2n+1,Z2n+2,t)

elde edilir. Genel olarak 0<k<I, Vt>0 ve m=1,2,... i¢in,
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M(Zm+1 aZm+2:kt) > M(Zm’zmﬂat)

elde edilir. Boylece 2.3.10. Lemma’dan {z,}, X de bir Cauchy dizisidir. Uzay tam
oldugundan bu dizi X de bir z noktasina yakisar. {PTx,,} ve {QSxy,+1} dizileri,
{z,} nin alt dizileri oldugundan bu diziler de z noktasina yakinsar yani, PTx,, — z ve
QSxzn+1 — z olur.

Kabul edelim ki, y,=Tx, ve w,=Sx, , n=1,2,3,... olsun. Bu durumda Py,, — z,

Syon— 7, TWani1 — z ve QWane — z olup,

M(PSy,,,SSy,.,t) > 1, M(SPy,, ,PPy, ,t) —>1

ve,

M(TQw,,,,,QQw,, .,,t) =>1, M(QTw,,,,,TTw, ,,,t) >1.

T siirekli oldugundan 2.3.23. Onerme’den QTway+1 =Tz ve TTwane1 =Tz olur. Eger

(i1) de x=ya, ve y=Tway+ alirsak,

M?(Py 20, QTWane 1,kt)«[M(Sy 21, Py2n, KOM(T T2 1,QTwWan+1.kt)]
*MZ(TTW2H+1 ,QTWan ,kt)]

>[PM(Sy20,Py2n,t)+qM(Sy2n, TTW2n+1,t) IM(Sy20, QTWon+1,2kt)

buradan,

M?(z,Tz,kt)«[M(z,z.kt)M(Tz,Tz,kt)] « M*(Tz,Tz,kt)]
> [pM(z,z,t) + qM(z,Tz,t)IM(z,Tz,2kt)

ve,

M*(z,Tz,kt) > [p + qM(z, Tz t)]M(z,Tz,2kt)
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olup M(x,y,.) azalmayan oldugundan,

M(z,Tz,t)M(z,Tz,2kt) > [p + qM(z,Tz,t)|M(z,Tz,2kt)

buradan,

M(z,Tzt) > p/1-q=1

boylece z=Tz. Benzer sekilde, z=Sz. Eger (ii) de x =y, ve y = z alirsak,

MZ(PYZH,QZ,kt) « [M(Sy2n,Py2n,kt)M(Tz,Qz,kt)] « M(Tz,Qz,kt)
Z [pM(SY2n,PY2n,t) + qM(SyznaTzat)]M(Sy2naQZ>2kt)

buradan,

M?*(z,Qz,kt)«[M(z,z.kt)M(z,Qz,kt)] » M(z,Qzkt)
> [pM(z,z,t) + qM(z,z,t)]M(z,Qz,2kt)

ve,

M?*(z,Qz.kt) « M(z,Qz.kt) > (p + q) M(z,Qz,2kt)

olup,

M(z,Q7,kt)[M(z,Qzkt) » 11> M(z,Qz,2kt)

elde edilir. Ayrica M(x,y,.) azalmayan oldugundan,

M(z,Qz,t) M(z,Qz,2kt) > M(z,Qz,2kt)

buradan,
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M(z,Qz.kt) > 1
boylece z=Qz olur. Benzer sekilde z=Pz dir. Boylece z, P,Q,S ve T doniisiimlerinin
ortak sabit noktasidir.

Kabul edelim ki, ve X noktas1 P,Q,S ve T doniisiimlerinin z noktasindan farkli olacak

sekilde baska bir ortak sabit noktasi olsun. Bu durumda (ii) de x=z ve y=v dersek,

M?*(Pz,Qv,kt)«[M(Sz,Pzkt)M(Tv,Qv,kt)]-M(Tv,Qv.kt)]
> [pM(Sz,Pz,t) + qM(Sz,Tv,t)]M(Sz,Qv,2kt)

buradan,

M*(z,v.kt) > [p + qM(z,v,t)]M(z,v,2kt)

ve,

M(z,v,t) M(z,v,2kt) > [p + qM(z,v,t)]M(z,v,2kt)
olup,

M(z,v,t) > p/1—q =1

bdylece z=v. Bu durumda P,Q,S ve T déniisiimlerinin ortak sabit noktasi tekdir.

Eger 4.2.1. Teorem’de, S=T alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:
4.2.2. Sonug

(X,M,x) tam fuzzy metrik uzay Oyle ki Vte[0,1] icin t«t>t ve P,S,Q:X—X

doniistimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

(1) PX) v QX) < S(X),
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(i) Vx,yeX, t>0 ve ptqg=1 olacak sekilde 0<p,q<I i¢in

M*(Px,Qy.kt)«[M(Sx,Px,kt)M(Sy,Qy,kt)]-M*(Sy,Qy,kt)
> [PM(Sx,Px,t) + qM(Sx,Sy,t)]M(Sx,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) vardir,
(ii1) S stirekli doniisiim,

(iv) (P,S) ve (Q,S) (a)-tipi bagdasabilirdir.

Bu takdirde P,S ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir

Eger 4.2.1. Teorem’de, S=T ve P=Q alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:

4.2.3. Sonug

(X,M,+) tam fuzzy metrik uzay Oyle ki Vte[0,1] i¢in t«t>t ve P,S,Q:X—X

dontisiimleri asagidaki sartlar1 saglasin:

() PX) < S(X),
(1) VxyeX, t>0 ve ptq=1 olacak sekilde 0<p,q<I i¢in

M?(Px,Py kt)-[M(Sx,Px,kt)M(Sy,Py kt)]-M*(Sy,Pykt)
> [pM(Sx,Px,t) + qQM(Sx,Sy.t)[M(Sx,Py,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) vardir,
(ii1) S stirekli doniisiim,

(iv) P ve S (a)-tipi bagdasabilirdir.

Bu takdirde P ve S doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi vardir

Eger 4.2.1. Teorem’de, S=T=Ix alirsak asagidaki sonucu elde ederiz:
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4.2.4. Sonug

(X,M,+) tam fuzzy metrik uzay oyle ki Vte[0,1] icin t«t>t ve P,Q:X—X iki doniisiim

olsun. Eger Vx,ye X, t>0 ve p+q=1 olacak sekilde 0<p,q<l1 i¢in

Mz(Px,Qy,kt)*[M(X,Px,kt)M(y,Qy,kt)]*Mz(y,Qy,kt)
> [pM(x,Px,t) + gM(X,y,t)IM(X,Qy,2kt)

olacak sekilde bir ke(0,1) var ise P ve Q doniisiimlerinin bir tek ortak sabit noktasi
vardir.

Simdi 4.2.1. Teoremini saglayan bir 6rnek verelim.
4.2.5. Ornek

X=[0,1] olmak iizere (X,d) alisilmis metrik uzay olsun. M:X*x(0,00)—[0,1]

fonksiyonunu Vx,yeX ve t>0 i¢cin M(x,y,t) = ve «[0,1]x[0,1]—[0,1]

t+ |x - y|
fonksiyonunu Va,be[0,1] i¢in a«b=ab olacak sekilde tanimlarsak (X,M,«) tam fuzzy
metrik uzaydir. P,S,T,Q: X—X fonksiyonlarin1 VxeX i¢in Px=x/6, Sx=x/2, Tx=x/5,

Qx=0 seklinde tanimlayalim. Bu durumda,

1 1
PT(X) U QS(X) = [o,%} c [O,E} = ST(X).

Ayrica ST=TS ve S,T siirekli fonksiyonlardir. Eger k=1/2 ve t=1 alirsak 4.2.1.
Teorem’in (ii) sikki saglanir. 0eX i¢in limPx  =lim ABx,6 =0 olacak sekildeki X

n—o n—oo

deki {x,} dizisi i¢in limx, =0 oldugundan P ve AB fonksiyonlar1 (ov)-tipi

bagdasabilirdir. Benzer sekilde Q ve ST fonksiyonlar1 da (o)-tipi bagdasabilirdir. O
halde 4.2.1. Teorem’in biitiin sartlar1 saglanmig olur ve x=0, P,S,T ve Q

fonksiyonlarinin tek ortak sabit noktasidir.
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5. SONUC VE ONERILER

Sonu¢ olarak probabilistik metrik uzaylar ic¢in yoriingesel tamlik kavramini
tanimlayarak gelistigimiz sartlar altinda ydriingesel tam ve tam probabilistik metrik
uzaylarda sabit noktanin varligin1 ve tekligini gostermis olduk. Yine gelistirdigimiz
sartlar altinda fuzzy metrik uzaylarda (o) ve (PB) tipi bagdasabilir doniisiimler i¢in
sabit noktanin varligin1 ve tekligini gostermis olduk. Buna benzer ¢alismalar Mihet
(27), Hadzic ve Pap (20), Radu (7,21), Tardiff (28) ve Cho (23,24) tarafindan
yapilmistir. Buldugumuz sonuglar, degisik tanim ve sartlar altinda, probabilistik
metrik uzaylarda ve fuzzy metrik uzaylarda sabit nokta kavramina farkli bir yaklagim
getirmistir. Boylece farkli uzaylarda sabit nokta varlig1 ve tekligi icin yeni sartlar
elde etmis olduk.

Sabit nokta kavrami farkli uzaylar icin her gegen giin farkli kavramlar ve sartlar
altinda gelistirilmektedir. Bu konuyla ilgilenen okuyucu, 6zellikle ortak sabit nokta
kavraminda, doniisiimler arasinda verilen iliskilerden yararlanarak uzay iizerindeki
sartlar1 gelistirebilir veya farkli uzaylar arasindaki iligkilerden yararlanarak yeni

tanimlar kurabilir.
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