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OZET

Bu calisma dort boliimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, tezin igerigi ile ilgili girig yapildi.

Ikinci béliimde, afin uzaylar hakkinda temel tanimlar ve teoremler verildi.

Ucgiincii béliimde, Riemann manifoldu ve Riemann konneksiyonu hakkinda tanimlar
ve teoremler ifade ve ispat edildi.

Dordiincii bolimde ise, genel olarak manifoldlar iizerindeki egrilikler, Riemann
egrilik tensorii, Ricci egrilik tensorii ve Gauss denklemi ifade edildi. Ayrica,

genellestirilmeler yapildi ve gerekli teoremler ispatlandi.

Anahtar Kelimeler : Afin uzay, Riemann manifoldu, Riemann konneksiyonu, egrilik

tensort, torsiyon tensorii.
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ABSTRACT

This study has four chapters.

In the first chapter, the introduction about content of the thesis is made.

In the second chapter, it is given the basic definitions and theorems about affine
spaces.

In the third chapter, it is expressed and proved about the definitions and theorems
of Riemannian manifold and Riemannian connection.

In the fourth chapter, it is generally expressed the curvatures on the manifolds,
Riemannian curvature tensor , Ricci curvature tensor and Gauss equation. Also, it is

made generalizations and the required theorems are proved.

Keywords : Affine space, Riemannian manifold, Riemannian connection, curvature

tensor, torsion tensor.
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SEMBOLLER

X(M ) : M 1zerindeki vektor alanlarinin ciimlesi
E" : Oklid uzayi

D : Kovaryant tiirev operatori

0, : ¢ doniligiimiiniin Jakobian1

F;k : Christoffel sembolleri

R(X,Y,Z)  :Riemann egrilik tensorii
K(X,Y,Z,W) : Riemann — Christoffel egrilik tensérii



1. BOLUM

GIRIS

Bu calismada, afin ve Oklid geometrisi hakkinda temel kavramlar ve teoremler

verildi.

Diferensiyel geometride onemli bir yeri olan afin uzaylar, genis bir sekilde

incelenerek, burada verilen tanimlar Riemann manifoldlar iizerinde ifade edildi.

Ayrica, diferensiyel geometrinin birgok konularinda temel teskil eden egrilikler,
iki ve n-boyutlu uzayda ifade ve ispat edilerek, Riemann manifoldlar1 ve alt

manifoldlar tizerinde Gauss denklemi tanimlanarak genellestirildi.



2. BOLUM

TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Tamm 2.1 ( Afin uzay). 4 #¢ bir cimle, /' herhangi bir F cismi lizerinde vektor

uzay1 olsun.

fiAxA—>V
(P,0)—> f(P,0)= PO

seklinde tanimli fonksiyon icin asagidaki iki aksiyom saglaniyor ise, 4 climlesine

V vektor uzayi ile birlestirilmis bir afin uzay denir.

(i) VP,O,Re A i¢in PR=PO+OR

(ii) VPe A4 ve a €V olmak lizere P—Q =a olacak bi¢cimde bir tek O € 4

vardir [1] )

Teorem 2.1.Bir V' vektor uzayi ile birlestirilmis afin uzay A4 olsun. Bu taktirde

asagidaki Ozellikler dogrudur.
(i) VPed i¢cin PP=0 eV
(ii) VP,0eAd i¢in PO=-0OP
(iii) PO=P'Q = PP =00

Ispat: (i) Birinci afin aksiyomda R=(Q =P alinrsa,

—_— -

PP=0



elde edilir.

(ii) Birinci afin aksiyomda R = P alinirsa,

PP =PQ+QP
0=PQO+QP
bulunur.

(iii ) Birinci afin aksiyoma gore,

PQ'= PO+ Q0 -
= PQ+QQ =PP'+PQ
@ :PTD'+P'Q’

olur. Burada kabul kullanilirsa, PP’ = @7 bulunur.

Tanim 2.2 ( Afin cat1). Bir V' vektor uzayr ile birlesen afin uzay 4 olsun.

F,,R,...,P, €4 noktalann i¢in F)A,FP,,...,F,P, €V vektorleri V' nin bir baz

s dy

ise, { P,R,...,P } nokta (n+1)-lisine A afin uzaymin bir afin ¢atisi denir.

n

Tanmim 2.3 ( Afin koordinat sistemi ). n-boyutlu bir V' vektor uzay1 ile birlesen afin

uzay A olsun. 4 afin uzaymm afin catilarindan biri  { P,,P,...,P, } olsun.

{ FPR,PP,...,PP, } sistemi } nin bir bazi oldugundan, bu uzaydaki her vektor

bu baz vektorleri cinsinden tek tiirlii ifade edilir. VP e 4 igin Hf” eV vektori

bu baza gore tek tiirli olarak,

_ n —_—

RP=YaRP

i=l1

seklinde gosterilir. ( a,,a,,...,a, ) e P noktasmmn afin koordinatlari denir.



x;: A—— IR

P——x,(P)=a, , 1<i<n

seklinde tanimli fonksiyonlarin olusturdugu { X15Xyyoenn X, } sistemine de afin

koordinat sistemi denir.

Tanmim 2.4 ( Oklid uzay1 ). n-boyutlu bir reel i¢ ¢arpim uzay1 ¥ olsun.V ile birlesen

bir A afin uzayma n-boyutlu Oklid uzay1 denir ve E” ile gosterilir [2]

Tamm 2.5 ( OKklid ¢atis1). n-boyutlu bir reel i¢ carpim uzay1 ¥ olsun. V' ile birlesen
E" Oklid uzayinda sirali bir { F.P,...,P, } nokta (n + 1)-lisi icin eger

{POPI,POPz,...,POPn } vektor  sistemi V'nin  bir ortonormal bazi ise,
{ F.P,...,P, } catisma Oklid catis1 denir. Béyle bir catida tanimlanan

X15Xyyoues X, } afin koordinat sistemine Oklid koordinat sistemi ve bu sistemdeki

koordinat fonksiyonlarina da Oklid koordinat fonksiyonlar1 adi verilir.

Tanim 2.6 ( Tanjant vektorii ). /' vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay 4 olsun.

Ped ve veV icin (P,; ) sirali ikilisine A afin uzaymin P noktasindaki bir
tanjant vektorii denir.

A afin uzaymin P e 4 noktasindaki tanjant vektdrlerin climlesi
T,(P)={ (Pv)=v, ,veV }

ile gosterilir [3] .

Tamim 2.7 ( Vektor alanm1 ). M bir manifold ve M iizerindeki bir komguluk ¥ olsun.

X:V—>U T,(p)

seklinde tanimli fonksiyonu i¢in



[MeX=1:V—>V
olacak bi¢imde bir

:U T,(P)—V

doniisiimii bulunabiliyorsa, X e V' lizerinde bir vektor alan1 denir. M iizerinde vektor

alanlarinin ciimlesi

x (M) =1{X, X:M—— U T,(P) }
seklinde gosterilir.

Tanim 2.8 ( Yone gore tiirev). f : E" —— IR diferensiyellenebilir ve v_,; e T.(P)

olsun . Bu durumda v_1; = FQ olmak iizere;

-

W)= SRAUO-R) o B4, -P)) )

—_

reel sayisina f nin v, ye gore tiirevi denir [4]

Teorem 2.2. v = (VisVy,...,v,) €IR", Pe E" ve f:E"——IR diferensiyellenebilir

fonksiyon olsun. Bu taktirde

Z(f)=iilv,- L),

dir [5].
Teorem 2.3. V f,g € C(E",IR), ¥ v,,u, € T,.,(P) ve ¥V a,belR igin

(i) (avp+bu,)(f)=av,(f)+ bu, (f)

(ii) v, (af+bg)=av,(f)+ bv,(g)



(i) vo (/. g)=va(f)g(P) +f(P).vi(g)
dir [2].
Tamm 2.9 (Bir vektor alami yoniinde tiirev). X € x(E") ve f € C(E",IR) olsun.
V PeE" igin
(X(N)(P) = X, (/)
olmak iizere; X(f) € C(E",IR) fonksiyonuna, f nin X yoOniindeki tiirevi denir.

Teorem2.4. V¥ X.,Y e x(E"), ¥ f,g.h € C(E",IR), ¥ a,b < IR igin

(fX) (P)= f(P)X, , PeE" olmak fizere;
(i) (X +gY) (h) = fxX(h)+gY(h)
(ii) X(af +bg) = aX(f)+bX(g)
(iii) X(fz) = X(f)g+ X (g)

dir [6].

fspat: (i) V PeE" igin

(X +2Y) (W) (P) = (/X +gY) (P)) (h)
= (f(P)X, +g(P)Y,) (k)
= f(P)X,(h)+g(P)Y,(h)
= () (h) + (gY) (W) (P)
= (+gl) iy = (X)()+ (g¥) (k)

dir.



(ii) V PeE" i¢in

(X(af +bg)) (P)= X ,(af +bg)

- aXP(f)+bXP(g)

= (aX(f)+bX(g))(P)

= X(af+bg)= aX(f)+bX(g)

dir.

(iii) Vv PeE" igin
(X () (P) = X,(f2)
= X,(f)g(P)+ f(P)X,(g)
= (X(f)g+f-X(@)(P)
= X(fg) = x(/)g + x(g)

dir.

Tanim 2.10 ( Kovaryant tiirev). X,Y ey(E"), y, :E" —< IR olmakiizere;

Ynin X vektor alam1 yoniindeki kovaryant tiirevi,

DXYZ(X(yl)aX(yZ)”X(yn)j
ayl N 8)’2 c %
(Zx 8x 'Q,Z::‘xi GxJ
0
(<X (% ------ %» (X, (8y_2 ..... 8)/_2» ..... (X,(% ,,,,,, ay_ﬂ»j
X X, ox,

= ((X,Vyl>,<X,Vy2>,- . :<X7vyn>]

seklinde tanimli vektor alanidir.



Teorem 2.5. E" lizerinde iki vektor alami X ve W, E" {izerinde C~ sinifindan iki

vektor alam1 daha Y ve Z olmak ilizere asagidaki esitlikler dogrudur.
(i) D,(Y+Z)=D,Y+D,Z
(ii) Dy, (Y)=D,Y +D,Y
(iii)D, Y=/ (P)DyY , f:E"——IR, PeE"

(iv) D (f)=x(f)¥+m,y . fec(e".Ir)

ispat: (i) Y=(y,..y,) ve Z=(z,,..,z,) olsun.

Dy(Y+Z)=(X(y 42 X (3, +2,))

= (X))o X))+ (X (2, X (2,))

=D, Y+D,Z
dir.

(ii) Dy =((X +W)p)ss (X +W)(2,))

= (X))o X))+ (W35 W (3,))

=D,Y+D,Y

bulunur.

(iii) D, oY = (f(PYX())srs [(PYX(3,))

= (PN X)) X (1))

= f(P)DY

olur.



(iv) Dy fY = (X(f)n X(50,))
= (X9 + XD Xy + X (1))
= X(f) + /DY

dir.
Tanim 2.11 ( Lie operatorii ). /' bir F' cismi lizerinde vektdr uzayr olsun.
[, ]:vxv—>sr

doniisiimi

(i) 2-lineer
(ii) Alterne (V X,Y eV i¢in [X,Y]=-]V,X])

(iii) v X,v,Zev i¢in [X,[v,Z] | +[V.[z.x] | + [z.[x.¥Y]] =0

sartlarmi saglyor ise, [ , | doniisiimiine, V' tizerinde bir Lie operatérii denir [7].

Teorem 2.6. E" lizerinde vektdr alanlarinin uzayir y(E") olmak iizere;

[ ] nE") x w(E") — x(E")

(X,Y)—>[X,Y]
doniisimii, vV f e C*(E",IR) igin,
[ r]on=xan-ro
seklinde tanimlanirsa, [ , ] bir Lie operatoriidiir.
Ispat: (i) V a,beIR, ¥V X,Y,Zecy(E") igin V feCm(E”,IR) olmak iizere;

[aX +bY,Z] ()= (aX +bY) (Zf) — Z((aX +bY) )



= aX (2f)+b(Y(2))- a(Z(X/))-b(Z(Yf))
= (d[x,z]+8[Y,2] ) ()

= [aX +bY,Z]=d[X,Z]+b[Y,Z]

dir.

Benzer sekilde, [ , ] doniisiimiiniin ikinci yere gore de lineer oldugu gosterilir.

(i) V X,Yey(E"),V feC*(E",IR) igin
[X. Y] (H=X1)-Y(X)
= - (Y(x)- X(1))
=-[r.x] ()
= [x,v]=-r,Xx]

dir.
(iii) V X,Y,Zey(E") ve V feC*(E".IR) igin

[x.[v.z] ("= x(r(z0)- X (2()-Y(Z(xN)+ Z(Y (X))
[v.[z.x] ()= Y(z(xN)-Y(X(Z))- 2(X (X)) + X (2(X)))
[2.[x.Y] ()= z(x(¥))-2(v (X)) - X (Y(21))+ Y(X(Z))

yazilir. Boylece,
vzl T+l rfzx] [+ [z[xy]]=0

elde edilir.

Teorem 2.7. C”ginifindan V X,Y,Z € x(E") vektor alanlart i¢in agagidaki esitlikler

dogrudur [2].



(i) D,Y-D, X =[X,Y]
(ii) X((¥,Z))=(D,Y,Zy+{Y,D,Z) , burada (Y,Z):Zn: y.z, dir.
Ispat: (i) D,Y—D,X =(X(3).. X(3,))= (Y (x)).... Y(x,))
= (X)) =YX X () - Y (x,))

dir. Diger taraftan, E" de {#,,...%, | koordinat sistemi icin

[X,Y]=X(¥)-Y(X)

= (X)) -Y(x)ss X (»,) =Y (x,))
=D, Y-D,X

= |x,Y]=D,y-D,X

elde edilir.
(ii) D,((Y,2))= (Zy ]

=Y X(»z,)
i=1

-3 (in(Zi)+X(yi)Zi)

i=1

=(Y,D,Z)+(D,Y,Z)

dir.



3.BOLUM

RIEMANN MANIFOLDU VE KONNEKSiYONLAR

Tanim 3.1 ( Riemann manifoldu ). A bir C” manifold olsun. M {izerinde vektor
alanlarinin uzay1 y (M) ve reel degerli C” fonksiyonlarin halkast C*( M, IR) olmak

lizere;
(L) in(M)xy(M)—>C*(M,IR)

seklinde biri¢ ¢arpim tanimh ise, M ye bir Riemann manifoldu denir.

Tanim 3.2 ( Yar1 - Riemann manifoldu ). M bir C® manifold olsun. M iizerinde
vektor alanlarinin climlesi y (M) ve reel degerli C” fonksiyonlarin halkas1 C*( M, IR)

olmak tizere;
(o ) M) x 3 (M)——>C* (M, IR)
fonksiyonu,

(i) 2-lineer
(ii ) Simetrik

(ili) V X ey (M) igin (X,Y)=0 = Y=0¢c y(M)

ozelliklerini sagliyor ise, M ye yari-Riemann manifoldu denir.

Tamm 3.3 ( Afin konneksiyon ve Riemann konneksiyonu ). M bir C* manifold

olsun.V X,Y,Z e y(M), V f € C*(M,IR) olmak ilizere D kovaryant tlirev operatorii



(i) D,(¥+2)=D,Y+D,Z
(ii) Dy, Z=D,Z+D,Z
(iii) DY =fD,Y

(iv) D, (fY)=X(f)Y + /DY

sartlarim1 sagliyor ise, D ye M lizerinde afin, D, e de X e gore afin konneksiyon

denir.Buna ilaveten,

(v) D,Y-D, X =[X,Y] (3.1)

(vi) X[(¥,2)|=(D,Y.2)+(¥,D, Z) (3.2)
sartlar1 saglaniyor ise, D ye M {izerinde bir Riemann konneksiyonu denir [8]

Tanim 3.4 ( Torsiyon tensorii ). M bir C® n- manifold ve M iizerinde bir afin

konneksiyon D olsun.

Tor::y(M)xy(M)——> (M)
(X,Y)——>Tor(X,Y)

Tor(X,Y)=D,Y -D,X —[X,Y]

seklinde tanimlanan vektor degerli tensore, M iizerinde tanimli D konneksiyonunun

torsiyon tensorii denir [9].

Teorem 3.1. M bir C* n- manifold ve M iizerinde bir afin konneksiyon D olsun.
D nin torsiyon tensorii i¢in asagidaki ozellikler vardir.

VY X.Y,Z € y(M) igin
(i) Tor(X,Y)=~Tor(Y,X)
(ii) Tor(X +Y,Z)="Tor(X,Z)+Tor(Y,Z)
(iii) Tor(fX,Z)= f Tor(X,Z)  fe C”( M,IR)

dir.



ispat: (i) Tor(X,Y)=D,Y-D,X -[X,Y]
= —( D,X-D,Y+[Xx,Y])
- —(D,X-D,Y-[1,X])
= —Tor(Y,X)

olur.

(ii) Tor(X+Y,Z)=D, ,Z-D,X +Y -[X +Y,Z]
-(Dy,z-D,x-[x,Z] )+( D,Zz-D,Yy-[v,Z] )
= Tor(X,Z)+Tor(Y,Z)

bulunur.

(iii) Tor(fX,Z)=D,Z - D, fX - [X,Z]
= [ DyZ-Z(f)X - f D,X - ( [XZ-Z(fX) )
=fDyZ-Z2(/)X-f D, X - XZ+Z(HX + fZX
= f( DXZ_DZX_[X’Z] )

f Tor(X,Z)

dir.

Bu teorem geregince, Tor(X,Y) nin bir P e M noktasindaki degerinin sadece X, ve
Y, yebagh oldugu, X ve Y vektor alanlarina bagli olmadig: anlasilmaktadir.

Gergekten W,Z € y(M) ve
W(P)=X, , Z(P)=Y,
ise,

Tor(X,Y), = Tor(W,Z),



olacaktir. y (M) nin bir bazi { w.Ww.,...W,, }olsun. Bu taktirde

n—1
X=fW+>aW, , f,a e C"(M,IR)

i=1
yazilir. X, =W, oldugundan,
f(P)=1,a,(P)=0 ,1<i<n-1

dir. Diger taraftan,

n—-1
Tor(X,Y)=Tor( f W + ZaiWi Y )

i=1

n—1
= [ Tor(W,Y) + > a,Tor(w,Y)

i=1

olur. Benzer diisiinceyle, y (M) nin { Z,Z,,..,2,, } bazi i¢in

n—1
Y=gZ+ YbZ .,g,b e C"(M,IR)

i=l1

Ve
g(P)=1, b(P)=0
olup
n—1
Tor(W,Y)= gTor(W,Z)+ Y bTor(W,Z,)
i=1
veE

n—1
Tor(W,,Y) = gTor(W,,Z)+ > b, Tor(W;,Z,)
j=1

dir. Bu degerler yardimiyla,



n—1 n—1
Tor(X.Y)= fg Tor(W,Z) + > b.f TorW,Z,) + > a,g Tor(W,,Z)

i=1 i=1

n— n—

* aib_/Tor(Wi,Zj)

1
i=1 1

~.
I

elde edilir. Buradan,
Tor(X,Y), = Tor(W,Z),

bulunur.

Tamm 3.5 ( Simetrik konneksiyon ). n- boyutlu bir manifold M ve M {izerindeki
bir D konneksiyonunun torsiyonu 7or, olsun. Eger Tor, =0 ise, D konneksiyonuna

simetriktir ( sifir torsiyonludur ) denir [9]

Ornek 3.1. M bir manifold olsun. M {izerindeki her bir Riemann konneksiyonu sifir
torsiyonludur. Ciinki D bir Riemann konneksiyonu ise,

vV X,Y € x(M) igin
D,Y-D,X =[X,Y]

dir,buda Tor, =0 demektir.

Tanim 3.6 ( Konneksiyon koruyan doniisiim ). A/ ve M’ iki C” manifold olsun.
M ve M' niin afin konneksiyonlari sirasiyla D ve D’ olsun. ¢ : M ——M'

dontistimiiniin Jakobiani,
¢. 1 (M)——>x(M")
icin

=D (Y
¢.(D,Y)=D X)tp( )

*



ise, ¢ ye konneksiyon koruyan déniisim denir [10].

Teorem 3.2. ¢ : M —— M’ bir konneksiyon koruyan déniisiim ise, ¢ jeodezikleri de

korur.

Ispat: a:/——>M,IcCIR

egrisi bir ¢ : M —— M’ doniisiimii altinda, M’ de bir
B:l—>M' ,IcIR

egrisine resmedilirse, B =@ oa oldugu acgiktir. o nin birim teget vektér alani T
olduguna gore, B nin teget vektor alani da o.(7) dir.
o, M de bir jeodezik olsun. M deki konneksiyon D olmak iizere D,T =0 dur.

¢ konneksiyon koruyan doniisiim oldugundan,

-D AT
0.(D,T)=D T)(p()

*

D', M' deki konneksiyondur. Ayrica,

yani,
B=goa : [—>M'
egrisi de M’ de bir jeodeziktir.
Teorem3.3. ¢: M ——>M' bir diffeomorfizmve M’ de bir D' konneksiyonu

verilsin. Bu durumda M iizerinde ¢ nin korudugu bir tek afin konneksiyon vardir.

Yani,



.(D,Y)=D' Y
0-(Pa1)= 0 @)

olacak sekilde bir
Dy (M)xy(M)— (M)

afin konneksiyonu vardir ve tektir [1 1].

Ispat: ¢ doniisiimii diffeomorfizm oldugundan,
¢, 1 (M)——>x(M")

doniisiimii birebir ve ortendir. Bu taktirde ¢,' doéniisiimii mevcuttur. Diger taraftan
x(M) ve y(M"), srastyla, C*( M,IR ) ve C*( M',IR )-modiil olduklarindan,
vV X,Y e x(M) igin

0. (X +Y)=0.(X)+0.(Y)
ve V fe C°( M,IR) igin

0.(1X)=(ro0")p.(X)

dir. Buna gore,

DY=¢ (D' 0.(Y))
¢.(X)

seklinde tanimli D operatoriiniin M i¢in bir konneksiyon oldugu gosterilir.
(i) VvV X,Y,Zey(M) igin

D,(Y+2Z)=0." (D @.(Y+2)
( ( 9. (X) )



=¢o.' (D) _o.() + D' _0.(2))
¢, (X) @, (X)

=D, Y+D,Z
olur.

(i) ¥V X,¥,Z e y(M) icin

Dy Z = (P*_1 (D/ (P*(Z))
0.(X+7)

= o, (D/

¢.(2))
0.(X)+9.(Y)

=0.' (D) _9.(2) + D' 9.2)
¢ (X) ¢:(Y)

=0.' (D) 9.(D)+ 0. (D' 0.(2))
0.(X) 0. (Y)

=D,Z+D,Z

bulunur.

(iii) V X, Ye y(M) ve V fe C*( M,IR ) igin

DfXY = (P*_1 (D/ (P*(Y))
0. (fX)

= (p*—l(

D ¢.(Y))
(fe0™) 0.(X)

= 0. (fee™) (D’ (Y
¢ (fcp)((P*(X)cp())

elde edilir.Diger taraftan . i¢in bilinen 6zellikler

0. (M) —x (M)



icin de saglanacagindan,

0 (foo) (D' 0.() = (Foo™)°0)o (D' 0.(1)
9.(X) 0. (X)

= fo. (D' Y
1o ((P*(X)cp())

=f DXY
bulunur.
(iv) V X,Ye y(M) ve V fe C°( M,IR) igin

D, fY =¢." (D’ .
Y =9 ((P*(X)mm)

=0, (D) (fe0 ) e.(Y)
¢ ((P*(X)fcp 0. (1))

= o/ { 0.(X) (foo ) o.() + (foo ) (D' ¢.(1)) }
¢, (X)

=o' { 0 (X) (fo9™) 9.(Y) }+ @Il{ (feo) (D' ¢.(1) }
¢.(X)

:{ P-(X) (fop ) o }Y+{ (fo0™) o0 }cp*‘l (D' ¢.(1)
¢.(X)

= (@.(X) (fep™)o@)Y , f DY
VY PeM igin

{ @.(X) (foo™) o0 }<P> _0.(X) (fo9™) (o (P)

= 0. (X) [y (Fo0™)



= 0« p(Xp) (fo(P_l)
= X,(fo07 o0)
= X,(f)

oldugundan,
@.(0)(feop™) o0 = X(f)
dir. O halde,
Dy fY = X(f)Y + /DY

olur. Boylece D operatorii M {izerinde bir afin konneksiyondur. D nin tanimi

geregince,

(D,Y)= (D' (Y
0.(0.1)= (0 0.7)

dir.Yani ¢ konneksiyon koruyan doniisiimdiir. D nin tek oldugunu gostermek i¢in de

tersi kabul edilir. ¢ , konneksiyonu koruyacak sekilde, bir diger D konneksiyonu

kullanilir. Bu taktirde V X,Y € y (M) igin

¢.(D,Y)=D (XSP*(Y) ve ¢.(D,Y)= D (X)(P*(Y)

* (p*

olur. Boylece o. (D WY ) =¢.(D,Y) ve ¢. doniisiimii birebir oldugundan,

D,Y=D,Y
D=D

olup, D tektir.



4. BOLUM

EGRILIKLER VE GAUSS DENKLEMi

Tanim 4.1( Riemann egrilik tensorii ). M n- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.

Ry (M)xx(M)xy(M)—>x (M)

(X,Y,Z)—>R(X,Y)Z=D,D,Z - D,D,Z - Dy, 1Z

olarak tanimlanan R(X Y )Z ye Riemann egrilik tensorii denir ve R(X Y, Z ) ile de

gosterilir.

Tanim 4.2 ( Riemann — Christoffel egrilik tensoérii). M bir (yar1) Riemann

manifoldu olsun.

Koy (M)x y (M)x y(M)x y(M)——>C"(M,R)

(X,Y,Z,W)—>K(X,Y,Z,W)=(X,R(Z,W)Y)

olarak tanimlanan 4.mertebeden kovaryant tensore, M lizerinde Riemann-Christoffel

egrilik tensorii denir.

Tamm 4.3 ( Ricci egrilik tensorii ). ( M , g ) bir n- boyutlu Riemann manifoldu ve

{ X, X,,0X, } , x(M)nin bir bazi olsun.

S i (M)——> 1 (M)
X—>§(X):—Zn:R(Xi,X)Xi

i=1

seklinde tanimlanan S operatdriine, M nin Ricci operatdrii denir. S yardim ile

tanimlanan M nin Ricci egrilik tensorii



Ric: y(M)x y(M)——>C*(M,IR)

(X,¥)—>S(X,7) = Ric(X,¥) = ¢S (x).7)

=_ g(iR(X[,X)Xi,Yj

i=1

seklinde bir (0,2) tensordir [12].

Teorem 4.1. Bir (yar1) Riemann manifoldu iizerinde bir tek Riemann konneksiyonu

vardir.

Ispat: Teoremin ispat1 igin M nin her bir U koordinat komsulugunda bir D
Riemann konneksiyonu ve bunun tek oldugunun gosterilmesi yeterlidir. U iizerinde

lokal koordinat fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanan vektor alanlariin ciimlesi
W ={ X, X,,..X, }Ve (X,,X;)=g; , 1<i,j<nolsun. (,) metrik tensoriiniin y

bazina gore matrisi g z[ g ] olup, (,) bir i¢ carpim fonksiyonu oldugundan,

g regiilerdir ve g7' vardir. g7 in bilesenleri (g'l)l.j ve M lzerinde bir afin

konneksiyon D olsun. D nin bir Riemann konneksiyonu ve tek oldugu gosterilmelidir.
Dx, X,= [Z::Fj’ﬁkXi

olmak lizere;
r :U—C IR

fonksiyonlar1 tanimlansin. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir. U {izerinde

D yi vermek demek

Dx, Xj: zr.;kXi

i=l1

esitligindeki F;k fonksiyonlarinin Riemann konneksiyonu sartlarin1 saglayacak

sekilde vermesidir. ( 3.1 ) ve ( 3.2 ) den,



XX, X+ X (X, X)]-X, (X, X )] =(Dx, X,, X, ) +(X,,Dx X, )

+<DXjXr’Xi>+ <Xr’DXin>

-(Dx, X, X; ) - (X, Dx, X, )

=

(=)o) + ([0 -Th ), x) + [0+ ), X))

olur. Diger taraftan V f e C” (U ,IR) igin

(XX 1) =x.(x,(N)-X,(X,0)

af2rig
ox, ox,

_ o’ f B o’ f
Ox,0x, 0Ox,0x,

=0
buradan da,
[x,.x.]=0
bulunur. Boylece,
0=[x,.X,]

- DXk Xs - DXS Xk
=2 TLX - X TL.X,
t=1 t=1
=2, (- TOX,
t=1
dir. { X, X, X, }lineer bagimsiz oldugundan,

Fctk - F/; = O



veya
r__ t
Fsk - st
bulunur. Buna gore,

Xi[ &y ]+ Xj[ &ri ]' Xr[ 8 ]:2- zr,k, Eir » 1<i,j,k,r<n
=1

olur. Bu esitlik matris formunda yazilir ve matris esitligi kullanilirsa,
I
12| il Jrxfe]-xls ] |

g! g, N 08, g,
ox. Ox. Ox

. 1 & og, 0g,. rooo .\ 0g,
Fk = — ! X = + = |- ! 2V 4.1
elde edilir. Boylece tanimlanan D nin (3.1) ve (3.2) sartlarini sagladigi goriiliir. O halde
( 4.1 ) ile tanimlanan D bir Riemann konneksiyonudur ve g metrigi sayesinde tek

tiirlii belirlenmis olur.

Ornek4.1. E" de Riemann konneksiyonu D ve Oklid koordinat sistemi

{ x,,%,,..,x, } verilsin. Bu taktirde, y (E") in bir baz,

olur . Buna gére,



\'%S
D, X, =0 1<i,k<n
DX/X,(:O 1<j,k<n
dir. O halde,
RX.X, )X, =D, Dy X, =Dy Dy X, =Dy y1X,
=D, 0-D, 0-D,X,
olup

R(X,X,)x, =0
ve buradan da,
KX, X, X, X, )= (X, , R(X,, X )X,
= (X,,0)
=0

bulunur. Béylece E” n- boyutlu Oklid uzayinm egriligi sifirdir.

Teorem 4.2. Bir (yar1) Riemann manifoldu M ve M lizerindeki Riemann konneksiyonu

D olsun. Asagidaki bagintilar M iizerinde gegerlidir.
(i)R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0 (Birinci Bianchi 6zdesligi )
(i )K(X,Y,Z,W)=-K(Y,X,Z,W)
(iii )K(X,Y,Z,W) = —K(X,Y,W,Z)

(iv)K(X.,Y,Z, W)= K(Z,W,X,Y)



ispat : (i) Ispat icin Jacobi 6zdesligi ve D WY —-D, X = [X Y ] ozelligi kullanilir.

R(X,Y)Z=D,D,Z~-D,D,Z - Dy, yZ
R(Z,X)Y =D,D,Y-D,D,Y - D, ,j¥
R(Y,Z)X =D,D,X -D,D,X - Dy, 1 X
oldugundan,
R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X
= D,(D,Z-D,Y)-Dy nX +D,(D,X ~D,Z)- Dy, \)¥ + D,(D,Y = D, X )= Dy, 1Z
= D, [V.Z]- Dy, jX + D,[Z,X]- D, ¥ + D,[X,Y]- Dy 1 Z
=xlr.z] ]+ Irz.x] ] + [z.x.v] ]
elde edilir ki sag taraf Jacobi 6zdesliginden sifirdir.

(il )K(X,Y,Z,W) = (X,R(Z,W)Y)

= (X,D,D,Y ~D,D,Y — Dy, 1Y) (4.2)

burada Z[(X,D,Y) | =(D,X,D,Y)+(X,D,D,Y) den,
(X,D,D,Y)=Z((X,D,Y)) (D, X,D,Y)
= z[wlx,7)]-(D, X, V)]~ (D, X,D,Y)
= Z[wlx.v)] | ~(D,D, X,¥) —(D, X,D,Y) —(D,X,D,Y)
(X,D, D,Yy=w[z[(x,Y)] | -(D, D,X,Y) —(D,X,D,Y) —(D,,X,D,Y)

Ve

(X, Dy V) = [ZW][(X,Y)] (D, 1 X.Y)

= Z[wx.n] ] -wlz[x. 0] ] =Dy X, 1)



degerleri (4.2) de yerlerine yazilip uygun sadelestirmeler yapilirsa,
K(X,Y,Z,W)=- (D,D,X -D,D,X —D|,,1X.Y)

= —K(v.x,Zz,w)

bulunur.
(iii) R(z,w)Y = D,D,Y - D, D,Y - D, ,;Y
R(W.Z)Y = D,D,Y -D,D,Y - Dy, ¥
dir. Diger taraftan
[z w]=-w.Z]
oldugundan,
Dig )Y = Dy 7)Y = =Dy )Y
yazilir. O halde,
R(Z W)Y =-R(W,Z)Y
dir. Buna gore,

K(X,Y,Z,W)=(X,R(Z,W)Y)

(X,~R(W,Z)Y)

- K(Xx,Y,w,Z7)
elde edilir,
(iv) (i)den,

R(X,Y)Z+R(Z,X)Y +R(Y,Z)X =0

dir. Bu esitligin her iki yan1 W ile skalar ¢arpilirsa,



W,R(X,Y)Z)+W,R(Z,X)Yy+(W,R(Y,Z)X) =0
veya
KW,Z,X,Y)+KW.,Y,Z,X)+K(W,X,Y,Z)=0

bulunur. Buradan birinci terimin dairesel permiitasyonlariyla,

K(Z,X,Y.W)+K(ZW,X,Y)+K(Z,Y.W,X)=0

0

K(X,Y,W,Z)+K(X,Z,Y,W)+K(X,W,Z,Y)

Ky w,z,X)+K(Y,X,W,Z)+K(Y,Z,X,W)=0

yazilir. Bu son dort esitligin taraf tarafa toplanmasi ve ( ii) ve ( iii ) sartlarinin da

kullanilmasi ile,

2KW,X,Y,Z)+2K(Z,Y,W,X)=0

veya
KW,X,Y,Z)= K(Y,Z,W,X)

bulunur. Buradan,
K(X,Y,Z,W)=K(Z,W,X,Y)

dir.

Tamim 4.4 ( 2-boyutlu uzayin Riemann anlaminda egriligi ). Riemann anlamindaki

bir manifold M ve bir P € M noktasindaki 7, (P) tanjant uzaymn iki boyutlu bir

alt uzayr F olsun. F nin bir bazi {X Y } olmak tizere;

K(F)= K(x,7) = —KRETI) - f(X;Y,X,Y)
KXOXT) =X X - ()

olarak tanimlanan K (F ) reel sayisina F nin Riemann anlamindaki egriligi denir.



Teorem 4.3.Bir M Riemann manifoldunun 7, (P) tanjant uzaymin 2- boyutlu bir

alt uzayr F olsun. F= S,{X,Y} ise

R(x.v)= K(X,Y,X,Y)
’ (X, XNY,Y)—(X,Y)?

i¢in
(i) K(x,Y)=K(Y,X)
(ii) K(X,Y)= K(X,sY) ,r#0,s#0,r,sclR

dir.

) o K(X,Y,X,Y
Ispat: (i) K(X,Y)= (X X>(<Y y>_<X) Y)?

ifadesinde

K(x.v)= -K(r,x,x,y) _ K(Y,X,7,X)
’ (X, XXY,Y)— (X, Y)Y (X, XXY,Y)—(X,Y)*

yazilir ve i¢ ¢arpimin simetri 6zelliginden,

K(x.v)= K(Y,X,Y,X)
’ (Y, YXX,X)—(Y,X)?

veya
K(x,Y)=K(r,X)
bulunur.

(K(rX,sY,rX,sY))
X, rXNsY,sY) —(rX,sY)?

(ii)K(rX,sY) =

_ (rX,R(rX ,sY)sY)
s (X XYY (X))




nX,D,D sY—-D,D,sY — D[,X,Sy]SY>
P22 (X, X XY, Yy —(X,Y)?)

esitliginde
DrX (DSYSY)z DI‘XS(DYSY)

=D, s’D,Y

2
rs"D,D,Y
yerine yazilirsa,

~X,rs’( DyD,Y=D,D,Y-Dp Y ) )
r2s” (X, XXY, 1) = (X, 1))

E(rX,sY)

_ ris*(X,R(X,Y)Y)
P2 (X, XXY,Y)—(X,Y)* )

_ K(X,Y,X,Y)
(X, XXY,Y)—(X,Y)?

bulunur. Boylece,

K(rX,sY) = K(X,Y)

dir.

Tamim 4.5( indirgenmis metrik tensor ). M bir yari-Riemann manifoldu ve M nin

k- boyutlu bir alt manifoldu M olsun. M nin ( , ) metrik tensdriiniin x(M ) ye

kisitlanmasiyla elde edilen metrik tensore, indirgenmis metrik tensor ve Mye de

indirgenmis metrik tensér altinda yari- Riemann manifoldu denir.

Tanim 4.6( Genellestirilmis Gauss denklemi ). n- boyutlu bir Riemann manifoldu

M ve M nin k- boyutlu (k < n) bir alt manifoldu A olsun . X(M) nin x(M ) deki



ortogonal komplemani X(]\_l)L ve Mnin Riemann konneksiyonu D olsun.

x(M )Zx(ﬁ) ® x(ﬁ)L esitligi geregince, C” olan V X,Y € X(j\_l) icin yazilan

D_Y=D(x.¥)+ V(X,¥) , D(X.¥) e (M), V(x.,7) e 76(1‘_4)l

X

esitligine genellestirilmis Gauss denklemi denir. Buradaki B(X Y ) ve V(X Y )

bilesenlerine D}}_’ nin, siras1 ile tegetsel ve normal bilesenleri denir.

Teorem 4.4. M bir Riemann manifoldu ve M = M k- boyutlu alt manifold olsun.

Bu taktirde

B 1(17) x () — 2(37)

(XY ) —> DxY =teg(D,Y)
seklinde tanimli D fonksiyonu M nin Riemann konneksiyonudur [8]

ispat:1) D bir afin konneksiyondur.
(i) V X.Y.Z e y(M)icin Dx(Y+Z)=DxY+DxZ

oldugu gosterilir. D tanimindan,

Dx(Y+Z)= teg(D, (Y +Z))

= teg(D,Y+D,Z)
dir. Diger taraftan,
teg(D,Y +D,Z) = teg(D,Y)+teg(D,Z)
yazilir. O halde,

Dx(Y +2)=teg(D,Y)+teg(D,Z)

= ExY-FBXz



bulunur.

(ii) (1)yebenzer diislinceyle V X,Y,Z € X(M) icin
DxwZ=DxZ+DyZ

oldugu goriiliir.
Giii) v XY e y(M)icin v fec”(M,IR) icin

DY =teg(D,Y)
= teg(fD,Y)
= f teg(D,Y)

= f DxY

olur.
(iv) v X.Y e (M) ve V feC”(M,IR) icin

D fY = teg(D, fY)
= 1eg(X(/)Y + /DY)
= X(f)teg(Y)+ f tegD,Y
= X(f)Y + fDxY

dir.

Béylece, D fonksiyonu M iizerinde bir afin konneksiyon olur.

2) D, M iizerinde Riemann konneksiyonudur. Bunun i¢in asagidaki ( v ) ve ( vi)

sartlarinin saglandig1 gosterilir.



(v) V X.V.Z e x(M)igin
X[Y,2)]|=(D,Y,Z)+(Y,D, Z)

dir.

Burada genellestirilmis Gauss denklemi uygulanirsa,
X[(Y,2)]= (DxY +V(X,Y), Z) +( Y, DxZ+ V(X,Z) )
=(DxY,Z)+ (V(X,Y),Z )+{ Y,DxZ) + (Y, V(X,2))
bulunur. Z, Y € X(Z\_l) ve V(X,Y),V(X,Z) € )((M)l oldugundan,
(V(X,Y),Z)=(Y,V(X,Z)) =0
dir. O halde,

X[v,2)]=( DxY, Z)y+ ( Y, DxZ)

dir.

(vi) VX, Ye x(]\_l) igin [X,Y]e X(A_/I) olacaktir. X ve Y nin birer C*
genisletilmisleri X,V ile gosterilir ve D nin M de Riemann metrigi oldugu

kullanilirsa,
[x,Y]=D,Y-D, X
ve buradan da,

teg( [X,Y])=1teg(D,Y)~teg(D, X)
veya

teg[X,Y]=DxY -DvX

bulunur. [X Y ] € X(Z\_l) oldugundan,



teg( [x.Y]) = [x.7]
dir. Boylece,

[X,Y]=DxY-DyX
elde edilir.

Buradan D, M iizerinde Riemann konneksiyonudur.

Teorem 4.5. M bir Riemann manifoldu ve M — M alt manifoldu verilsin. M ve

M nin Riemann konneksiyonlar1 sirasiyla, D ve D olmak iizere;

V. X(M) X X(]\_4) — )((M)l
(X,Y) —> V(X,Y)=D,Y —DxY

fonksiyonu )((]\_/[)L degerli , simetrik , 2- kovaryant tensoriidiir.

Ispat: V' nin tanim ciimlesinin X(]\_4)>< X(M) ve deger cilimlesinin de X(M)l
oldugu genellestirilmis Gauss denkleminden agiktir. V' nin C*(M , IR ) 2-lineer
oldugu gosterilir. Bunun i¢in, V X,Y,Z € X(M) ve V f,g € C*(M, IR ) icin

V(X +gY,Z2)=fV(X,2)+ g V(Y,Z)
Ve

V(X,fY+gZ)=fV(X,Y)+ g V(X,Z)
oldugunu gostermek yeterlidir.
V(X +gY,Z)= Dy, Z~DperZ
=fD,Z+gD,Z~fDxZ-gDvZ

= 1 (pyz-Dx2)+ g (D,Z2-Dy2)

= rv(Xx,2)+ g V(r,2)



Ve
V(X,fY +gZ)= D, (fY +gZ) - Dx (/Y + gZ)

=X(f)Y+ [ D,Y+X(g)Z+gD,Z-X(f)Y—fDxY—-X(g)Z
—gB)(Z

= 7 (DY -Dx¥)+ glDyZ2-Dx2)
= fv(x.y)+gv(x.z)
dir. O halde V' fonksiyonu X(M)l degerli 2- kovaryant tensoriidiir.

Simdi de V' nin simetrik oldugu gosterilir.

VvV X,Y € x(]\_l) i¢in

v(x,Y) —v(v,x) = (D, ¥ -Dx¥)-(D, X - Dy X)

(DyY - D, X)-(DxY -DyX)
= [x,7]-[x,Y]

=0
olur. Buradan,
V(X,Y)=v(r,X)

bulunur.

Tanim 4.7( Genellestirilmis Weingarten doniisiimii ). A bir n- Riemann manifoldu

ve M de M nin bir k- boyutlu alt manifoldu olsun. Bu taktirde
— — —\L
V. X(M) X X(M) — X(M)
(X,Y) —> V(X,Y)=D,Y -DxY

seklinde tanimli, X(M)L degerli, simetrik, 2- kovaryant tensdre M nin ikinci temel

tensorli veya genellestirilmis Weingarten doniisiimii denir [1 3].



Teorem 4.6. M bir n- Riemann manifoldu ve M nin k- boyutlu alt manifoldu M

olsun.M nin Riemann konneksiyonu D, egrilik tensorii R; M nin Riemann
konneksiyonu D, egrilik tensorii R ve ikinci temel tensorii de V ise,

v X.Y.Z e (M) igin

teg(R(X,Y)Z)=R(X,Y)Z +teg{ D, V(Y,Z)-D,V(X,Z) }

Ve

nor(R(X,Y)2)=v(X.Dv2)-v{v.Dxz)-v([x.¥] .2 )
+ nor{ DV(Y,Z)-D,V(X,Z) }

dir.
Ispat: vV X,Y,Z € X(]\_/I) i¢in

R(Xs Y)Z =D, (DYZ)_ D, (DXZ)_ D[X,Y]Z
esitliginde genellestirilmis Gauss denkleminden,

D,Z=DyZ+V(Y,Z)

D, Z=DxZ+V(X,Z)
DiyyZ =DpnZ+V([X,Y] ,Z )
degerleri yerlerine yazilirsa,

R(X,Y)Z=D,( DyZ+V(,Z) )-D,( DxZ+V(X,Z) )-Dix1Z
-v([x,¥].,z)

elde edilir. Burada tekrar genellestirilmis Gauss denklemi uygulanirsa,

R(X.Y)Z =DxDvZ+V(X,DyZ)+ D V(¥.Z)-DyDxZ V(Y. DxZ)
-DV(X,Z2)-Dunz-v([x,Y].Z)



= R(X.Y)Z+ DV (v.2)-D,v(X.2)+V(x.Dy2)-v(v.Dx2)

-v([x.x].z)
bulunur .Buradan,
teg{R(X,Y)Z}=R(X,Y)Z +teg{D,V(Y,Z)-D,V(X,Z)}

Ve

nor(R(X,Y)Z}=v(X.Dy2)-v(r.Dxz)-v( [X.Y] .Z)
+nor{ D,V(Y,Z)-D,V(X,Z) }

elde edilir.



10.

11.
12.
13.
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