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ÖZET 

 

Bu  çalışma dört  bölümden  oluşmaktadır.  

Birinci  bölümde, tezin  içeriği  ile  ilgili  giriş  yapıldı.  

İkinci  bölümde, afin uzaylar hakkında  temel  tanımlar ve teoremler  verildi.  

Üçüncü  bölümde,  Riemann  manifoldu  ve Riemann  konneksiyonu  hakkında tanımlar 

ve teoremler  ifade ve ispat  edildi. 

Dördüncü  bölümde ise,  genel olarak  manifoldlar  üzerindeki eğrilikler, Riemann  

eğrilik tensörü, Ricci eğrilik tensörü ve Gauss denklemi  ifade  edildi. Ayrıca,  

genelleştirilmeler  yapıldı ve  gerekli  teoremler  ispatlandı.  
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ABSTRACT 

 

This  study has  four  chapters. 

In the  first chapter,  the introduction  about content of  the thesis  is made. 

In the second chapter, it is given the basic  definitions and theorems  about  affine  

spaces. 

In the  third  chapter, it is expressed  and  proved  about  the  definitions  and  theorems  

of Riemannian manifold  and  Riemannian  connection. 

In the fourth  chapter, it is generally expressed the curvatures on the  manifolds, 

Riemannian curvature  tensor , Ricci  curvature tensor and Gauss equation. Also,  it is 

made generalizations  and  the  required theorems are  proved. 
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( )Mc              : M  üzerindeki vektör  alanlarının  cümlesi 

nE                   : Öklid  uzayı  

D                     : Kovaryant  türev  operatörü  

*j                    : j  dönüşümünün  Jakobianı 

i
jkG                   : Christoffel sembolleri 

( )ZYXR ,,       : Riemann eğrilik tensörü  
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1. BÖLÜM 
 

GİRİŞ 

 

Bu çalışmada, afin ve  Öklid  geometrisi  hakkında  temel kavramlar  ve teoremler 

verildi. 

 

Diferensiyel  geometride  önemli  bir  yeri olan  afin  uzaylar, geniş  bir  şekilde  

incelenerek, burada verilen  tanımlar  Riemann manifoldları üzerinde  ifade  edildi. 

 

Ayrıca, diferensiyel geometrinin birçok  konularında  temel  teşkil  eden eğrilikler, 

iki ve  n-boyutlu  uzayda  ifade ve  ispat  edilerek, Riemann  manifoldları  ve  alt 

manifoldlar üzerinde  Gauss denklemi  tanımlanarak  genelleştirildi.    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 
 
 

2. BÖLÜM 
 

TEMEL  TANIM  VE  TEOREMLER 

 

Tanım 2.1 ( Afin uzay ).  A f¹    bir cümle, V  herhangi bir F  cismi üzerinde  vektör 

uzayı olsun.  

 

VAAf ¾®¾´:  

    ¾®¾),( QP  PQQPf =),(  

 
şeklinde  tanımlı fonksiyon  için aşağıdaki iki  aksiyom  sağlanıyor ise, A  cümlesine  

V vektör  uzayı ile birleştirilmiş  bir afin uzay denir.  

 

( i ) ,P" ARQ Î,    için   QRPQPR +=  
 

( ii ) P" AÎ   ve  VÎa  olmak  üzere   a=PQ   olacak  biçimde bir tek AQ Î   

 
vardır [ ]1 . 

 

Teorem 2.1. Bir  V  vektör uzayı ile birleştirilmiş  afin  uzay  A  olsun. Bu taktirde  

aşağıdaki  özellikler  doğrudur. 

 

 ( i )     AP Î"   için   0=PP   VÎ    
 

 ( ii )    AQP Î" ,   için  QPPQ -=  

 

 ( iii )   QPPQ ¢¢=   Þ   QQPP ¢=¢  

 

İspat: ( i )  Birinci  afin  aksiyomda  PQR ==   alınırsa, 

 

0=PP    



 

elde  edilir . 

 

( ii ) Birinci  afin  aksiyomda  PR =   alınırsa, 
 

QPPQPP +=  
 

   QPPQ +=0  

 

           QPPQ -=  

 
bulunur. 

 

( iii ) Birinci afin  aksiyoma  göre,  
 

QPPPQP

QQPQQP

¢¢+¢=¢

¢+=¢

    

ï
ï

þ

ï
ï

ý

ü

  Þ   QPPPQQPQ ¢¢+¢=¢+  

 

olur. Burada kabul  kullanılırsa, QQPP ¢=¢    bulunur. 

 

Tanım 2.2 ( Afin çatı ). Bir V  vektör uzayı  ile  birleşen afin  uzay A   olsun. 

,, 10 PP …, nP   AÎ     noktaları  için  ,, 2010 PPPP …, nPP0  VÎ   vektörleri  V  nin bir bazı 

ise, { ,, 10 PP …, nP }  nokta  ( n + 1 )- lisine   A  afin  uzayının  bir afin  çatısı denir.  

 

Tanım 2.3 ( Afin  koordinat  sistemi ). n-boyutlu bir V  vektör uzayı  ile  birleşen  afin  

uzay A  olsun. A  afin uzayının afin  çatılarından  biri    { ,, 10 PP …, nP }  olsun. 

{ ,, 2010 PPPP …, nPP0  }  sistemi  V nin  bir bazı olduğundan,  bu  uzaydaki  her vektör  

bu   baz  vektörleri  cinsinden  tek  türlü  ifade  edilir. AP Î"   için    PP0   VÎ  vektörü  

bu baza  göre  tek  türlü   olarak, 

 

PP0 = i

n

i
i PPa 0

1
å

=

 

 
şeklinde  gösterilir.  ( )naaa ,...,, 21  e  P  noktasının  afin koordinatları denir.  



 

ix  :  IRA ¾®¾  

          ii aPxP =¾®¾ )(     ,   1 ££ i  n  

 

şeklinde  tanımlı  fonksiyonların  oluşturduğu  { ,, 21 xx …, }nx   sistemine de  afin 

koordinat  sistemi  denir.    

 

Tanım 2.4 ( Öklid uzayı ). n-boyutlu bir reel iç  çarpım uzayı V  olsun.V  ile  birleşen 

bir   A   afin  uzayına  n-boyutlu  Öklid  uzayı  denir  ve nE  ile  gösterilir [ ]2 .  

 
Tanım 2.5 ( Öklid çatısı ). n-boyutlu bir reel iç çarpım uzayı V olsun. V  ile birleşen  

nE   Öklid  uzayında  sıralı  bir  { ,, 10 PP …, nP }   nokta  ( n + 1)- lisi  için  eğer 

{ ,, 2010 PPPP …, nPP0 } vektör sistemi V nin bir ortonormal bazı ise, 

{ ,, 10 PP …, nP } çatısına Öklid çatısı denir. Böyle bir çatıda tanımlanan  

{ ,, 21 xx …, }nx  afin  koordinat  sistemine  Öklid  koordinat  sistemi  ve  bu  sistemdeki   

 

ix  :  IRE n ¾®¾        ,   1 ££ i  n  

 
koordinat  fonksiyonlarına  da  Öklid  koordinat  fonksiyonları  adı  verilir. 

 

Tanım 2.6 ( Tanjant vektörü ). V  vektör  uzayı ile birleşen bir afin uzay  A   olsun. 

AP Î     ve   Vv Î   için  ( vP,  ) sıralı  ikilisine  A  afin  uzayının  P   noktasındaki  bir 

tanjant  vektörü  denir.  

A  afin  uzayının  AP Î   noktasındaki  tanjant  vektörlerin cümlesi  

 

=)(PTA  { ( vP, ) = Pv  , Vv Î } 

 
ile  gösterilir [ ]3 . 

 

Tanım 2.7 ( Vektör alanı ). M  bir manifold  ve M  üzerindeki  bir komşuluk  V olsun.  

 

VP
UVX
Î

¾®¾: )( pTV  

 
şeklinde tanımlı fonksiyonu için  



 

VVIX ¾®¾=P :o  

 
olacak biçimde bir   

 

VP
U
Î

P : )(PTV V¾®¾  

 
dönüşümü  bulunabiliyorsa, X  e V  üzerinde bir vektör alanı denir. M  üzerinde vektör  

alanlarının cümlesi  

 

{ ,)( XM =c  
MP

UMX
Î

¾®¾: )(PTM } 

 
şeklinde  gösterilir. 

 

Tanım 2.8 ( Yöne göre türev ). IREf n ¾®¾:  diferensiyellenebilir  ve Pv  Î  )(PT nE
 

olsun . Bu  durumda   Pv = PQ    olmak üzere; 

 

( ) (
dt

d
fv p = )(( 111 PQtPf -+ , . . . , )( nnn PQtP -+  ) ) 0=t   

 

reel  sayısına  f  nin   Pv  ye  göre  türevi  denir [ ]4 . 

 

Teorem 2.2. =v ( ,, 21 vv ... , nv ) nIRÎ , nEP Î  ve IREf n ¾®¾:   diferensiyellenebilir 

fonksiyon  olsun. Bu  taktirde      

 

)( fvP = å
=

n

i
iv

1

 
ix

f

¶

¶
P  

 
dir [ ]5 . 

 

Teorem 2.3.  " gf ,  Î  ),( IREC n ,  "  Pv , Pu  Î  )(PT nE
   ve  " IRba Î,   için  

 

( i )   ( a Pv + b Pu ) ( f  ) = a Pv ( f  )  +  b Pu  ( f  )   

 

( ii )   Pv ( bgaf +  ) = a Pv ( f  )  +  b Pv ( g  )    

 



 

( iii )   Pv ( f . g  ) =  Pv ( f ). g ( )P   + f ( )P  . Pv ( g  )    

 
dir [ ]2 . 

 

Tanım 2.9 (Bir vektör alanı yönünde  türev). )( nEX cÎ  ve f Î ),( IREC n olsun.  

" nEP Î  için   

 

( ))( fX ( )P  = )( fX P  

 

olmak üzere; )( fX  Î  ),( IREC n   fonksiyonuna,  f  nin  X  yönündeki  türevi  denir. 

 

Teorem 2.4.  " )(, nEYX cÎ , " hgf ,,  Î  ),( IREC n , " IRba Î,  için   

( )fX )(P = PXPf )(  , nEP Î   olmak  üzere; 

 
( i ) ( )gYfX + )(h  = ( ) ( )hgYhfX +  

 
( ii ) ( )bgafX +  =  ( ) ( )gbXfaX +  

 
( iii ) ( )fgX  = ( ) ( )gfXgfX +    

 
dir [ ]6 . 

 

İspat : ( i )  " nEP Î   için 

 

( )( gYfX + ))(h )(P  = ( )( gYfX + ))(P )(h  

 
                                              =  ( ) ( )( )PP YPgXPf + )(h  

 

                        =   ( ) ( ) ( ) ( )hYPghXPf PP +  

 
                        =  ( )( fX )(h  + )(gY ))(h )(P  

 
        Þ         ( )gYfX + )(h  =  ( )fX )(h +  ( )gY )(h  

 
dir. 

 



 

( ii )  " nEP Î  için 

 

( ))( bgafX + )(P = )( bgafX P +  

 
                   = ( ) ( )gbXfaX PP +  

 

                   =  ( ))()( gbXfaX + )(P  

 

             Þ    ( )bgafX +  =  ( ) ( )gbXfaX +  

 
dir. 

 

( iii ) " nEP Î   için  
 

( ))( fgX )(P  = )( fgX P  

 
                           = ( ) )()()( gXPfPgfX PP +  

 
                       =  ( )( ))(.. gXfgfX + )(P  

 
           Þ      ( )fgX  = ( ) ( )gfXgfX +  

 
dir. 
 

Tanım 2.10 ( Kovaryant türev ). )(, nEYX cÎ ,   IREy Cn
i ¾®¾

¥

:  olmak üzere; 

Y nin  X  vektör  alanı  yönündeki kovaryant  türevi, 
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şeklinde tanımlı  vektör  alanıdır. 



 

Teorem 2.5. nE  üzerinde iki  vektör  alanı  X  ve W , nE   üzerinde 
¥C  sınıfından iki  

vektör  alanı  daha  Y   ve  Z  olmak  üzere  aşağıdaki  eşitlikler  doğrudur. 

 
( i )  ( ) ZDYDZYD XXX +=+   

 

( ii ) ( ) YDYDYD WXWX +=+  
 

( iii ) YDPfYD XXPf )()( =   , IREf n ¾®¾:  ,  nEP Î  

 

( iv )  ( ) ( ) YfDYfXfYD XX +=     ,  ( )IRECf n ,Î  

  

İspat : ( i )   ( )nyyY ,...,1=    ve ( )nzzZ ,...,1=    olsun. 

 

( ) ( ))(),...,( 11 nnX zyXzyXZYD ++=+  

 
                  = ( ) ( ))(),...,()(),...,( 11 nn zXzXyXyX +  

 
       = ZDYD XX +  

 
dir. 

 

( ii )  ( )))((),...,)(( 1 nWX yWXyWXYD ++=+  

 
                      = ( ) ( ))(),...,()(),...,( 11 nn yWyWyXyX +  

 

            = YDYD WX +  

 
bulunur. 

 

( iii ) ( ))()(),...,()( 1)( nXPf yXPfyXPfYD =  

 
           = ( ))(),...,()( 1 nyXyXPf  

 
          YDPf X)(=  

 
olur. 

 



 

( iv ) ( ))(),...,( 1 nX fyXfyXfYD =  

 

        = ( ))()(),...,()( 11 nn yfXyfXyfXyfX ++  

 
                   = ( ) YfDYfX X+  

 
dir. 

 

Tanım 2.11 ( Lie  operatörü ). V  bir F  cismi  üzerinde  vektör  uzayı  olsun.  

 

[ , ] ´V: VV ¾®¾  

 
dönüşümü 

 
( i )  2- lineer  
 
( ii )  Alterne ( "  VYX Î,  için  [ ] [ ]XYYX ,, -=   )    

 
( iii ) "  VZYX Î,,  için  [ ][ ZYX ,, ]  + [ [ ]XZY ,, ]  +  [ ] ][ YXZ ,,   =  0  

 
şartlarını  sağlıyor  ise, [ , ] dönüşümüne, V  üzerinde  bir Lie operatörü  denir [ ]7 . 

 

Teorem 2.6.  nE   üzerinde  vektör  alanlarının  uzayı  )( nEc   olmak  üzere;  

 

[ , ] : )( nEc ´  )( nEc ¾®¾ )( nEc  

                    [ ]YXYX ,),( ¾®¾   

 

dönüşümü,  " ( )IRECf n ,¥Î  için, 

 
[ ]YX , )( f = )()( XfYYfX -  

 
şeklinde  tanımlanırsa,  [ , ]  bir  Lie operatörüdür. 

 

İspat :  ( i )  "  IRba Î,  ,  "  )(,, nEZYX cÎ   için  "  ( )IRECf n ,¥Î   olmak üzere; 

 

[ ]ZbYaX ,+ )( f = ( )bYaX + )(Zf ( )fbYaXZ )( +-  

 



 

                             = ( ) ( ) ( ))()()()( YfZbXfZaZfYbZfaX --+  

 
                  = ( [ ] [ ] )ZYbZXa ,, + )( f    

 
            Þ  [ ] [ ] [ ]ZYbZXaZbYaX ,,, +=+  

 
dir. 

 
Benzer  şekilde, [ , ] dönüşümünün  ikinci  yere  göre de  lineer olduğu gösterilir. 

 

( ii ) "  )(, nEYX cÎ , " ( )IRECf n ,¥Î   için  

 

[ ]YX , )( f = )()( XfYYfX -  

 

                   = ( ))()( YfXXfY --   

 
                  = [ ]XY ,- )( f  

 
          Þ     [ ] [ ]XYYX ,, -=  

 
dir.  

 

( iii )   "  )(,, nEZYX cÎ   ve  " ( )IRECf n ,¥Î   için 

 

[ ][ ]ZYX ,, )( f = ( ) ( ) ( ) ( ))()()()( XfYZXfZYYfZXZfYX +--  

 

[ ] ][ XZY ,, )( f = ( ) ( ) ( ) ( ))()()()( YfZXYfXZZfXYXfZY +--  

 
[ ][ ]YXZ ,, )( f = ( ) ( ) ( ) ( ))()()()( ZfXYZfYXXfYZYfXZ +--  

 

yazılır. Böylece,  

 
[ ][ ZYX ,, ]  + [ [ ]XZY ,, ]  +  [ ] ][ YXZ ,,   =  0 

 
elde  edilir. 

 

Teorem 2.7. ¥C sınıfından "  )(,, nEZYX cÎ  vektör  alanları  için aşağıdaki eşitlikler   

doğrudur [ ]2 . 



 

( i ) [ ]YXXDYD YX ,=-   

 

( ii ) ( ) á+ñá=ñá ZYDZYX X ,, ñZDY X,  ,   burada    å
=

=ñá
n

i
ii zyZY

1

,    dir. 

 
İspat : ( i )  ( ) ( ))(),...,()(),...,( 11 nnYX xYxYyXyXXDYD -=-  

 

                    = ( ))()(),...,()( 11 nn xYyXxYyX --  

 

dir. Diğer taraftan, nE  de { }nuu ,...,1   koordinat  sistemi için 

 

[ ] )()(, XYYXYX -=  
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j

n

kj k

j

k

k

j

k
uu

x
y

u

y
x

¶

¶
÷÷
ø

ö
çç
è

æ

¶

¶
-

¶

¶
å

=1,

 

 

                       = ÷
÷

ø

ö

¶

¶
-

¶

¶
çç
è

æ

¶

¶
-

¶

¶
åå

==

n

k k

n
k

k

n
k

n

k k

k

k

k
u

x
y

u

y
x

u

x
y

u

y
x

11

11 )(,...,)(  

 

                       = ( ))()(),...,()( 11 nn xYyXxYyX --  
 

                       = XDYD YX -  
 
  Þ      [ ] XDYDYX YX -=,  

 
elde  edilir. 

 

( ii ) ( ) ÷
ø

ö
ç
è

æ
=ñá å

=

n

i
iiXX zyDZYD

1

,  

 

                          = å
=

n

i
ii zyX

1

)(  

 

                          = ( )å
=

+
n

i
iiii zyXzXy

1

)()(   

 
     = ñá+ñá ZYDZDY XX ,,  

 

dir. 

 



 

3. BÖLÜM 
 

RİEMANN  MANİFOLDU  VE  KONNEKSİYONLAR 

 

Tanım 3.1 ( Riemann manifoldu ). M  bir ¥C  manifold olsun. M  üzerinde vektör 

alanlarının uzayı )(Mc  ve  reel değerli  ¥C  fonksiyonların halkası  ¥C ( IRM , ) olmak   

üzere;  

 

á  ,  ( )IRMCMM ,)()(: ¥¾®¾´ñ cc   

 
şeklinde  bir iç  çarpım  tanımlı  ise, M  ye bir  Riemann manifoldu  denir. 

 

Tanım 3.2 ( Yarı - Riemann manifoldu ). M  bir ¥C  manifold olsun. M  üzerinde 

vektör alanlarının cümlesi )(Mc  ve reel değerli ¥C  fonksiyonların halkası ¥C ( IRM , )  

olmak  üzere;  

 

á  ,  ( )IRMCMM ,)()(: ¥¾®¾´ñ cc  

 
fonksiyonu, 

 
( i ) 2- lineer  
 
( ii ) Simetrik  
 
( iii ) "  )(MX cÎ   için 0, =ñá YX   Þ   Y = 0 Î  )(Mc  

 
özelliklerini  sağlıyor  ise, M  ye yarı-Riemann manifoldu  denir. 

 

Tanım 3.3 ( Afin konneksiyon  ve Riemann konneksiyonu ). M  bir ¥C  manifold 

olsun." ZYX ,, Î )(Mc , " f Î ¥C ( IRM , ) olmak  üzere D   kovaryant türev operatörü 



 

( i ) ( ) ZDYDZYD XXX +=+  

 
( ii )  ZDZDZD YXYX +=+  

 
( iii ) YfDYD XfX =

 
 
( iv ) ( ) ( ) YfDYfXfYD XX +=  

 
şartlarını  sağlıyor ise, D  ye M  üzerinde afin, XD  e de X  e göre afin  konneksiyon 

denir.Buna  ilaveten, 

 
( v ) [ ]YXXDYD YX ,=-                                                                              ( 3.1 ) 

 
( vi ) [ ] ñá+ñá=ñá ZDYZYDZYX XX ,,,                                                          ( 3.2 ) 

 
şartları sağlanıyor  ise, D  ye  M  üzerinde bir  Riemann  konneksiyonu denir [ ]8 . 

 

Tanım 3.4 ( Torsiyon tensörü ).  M  bir ¥C   n - manifold  ve  M  üzerinde  bir  afin 

konneksiyon  D  olsun.  

 

)()()(: MMMTor ccc ¾®¾´  

                     ( ) ),(, YXTorYX ¾®¾  

 

[ ]YXXDYDYXTor YX ,),( --=  

 
şeklinde tanımlanan vektör  değerli  tensöre, M  üzerinde tanımlı  D   konneksiyonunun  

torsiyon tensörü  denir [ ]9 . 

 

Teorem 3.1. M  bir ¥C  n - manifold  ve M  üzerinde  bir  afin  konneksiyon  D  olsun.  

D  nin torsiyon tensörü  için  aşağıdaki  özellikler  vardır.  

"  ZYX ,,   Î  )(Mc  için 

 
( i ) ( ) ( )XYTorYXTor ,, -=  

 
( ii ) ( ) ( ) ( )ZYTorZXTorZYXTor ,,, +=+  

 

( iii ) ( ) fZfXTor =, ( )ZXTor ,        f Î  ¥C ( IRM , )    

 
dir. 



 

İspat : ( i )  ( ) [ ]YXXDYDYXTor YX ,, --=  

 
                          = ( [ ] )YXYDXD XY ,+--   

 
                                     = ( [ ] )XYYDXD XY ,---  

 
                                     = ( )XYTor ,-  

 
olur. 

 

( ii ) ( ) [ ]ZYXYXDZDZYXTor ZYX ,, +-+-=+ +  

 

          = ( [ ] ) ( [ ] )ZYYDZDZXXDZD ZYZX ,, --+--  

 
          = ( ) ( )ZYTorZXTor ,, +  

 
bulunur. 

 

( iii ) ( ) [ ]ZfXfXDZDZfXTor ZfX ,, --=  

 
      = f fXfZZDX -- )( -XDZ ( )( fXZfXZ - )  

 
      = f fXfZZDX -- )( -XDZ fZXXfZfXZ ++ )(  

 
      = f ( [ ] )ZXXDZD ZX ,--  

 
      =  f ( )ZXTor ,  

 
dir. 

 

Bu  teorem gereğince, ( )YXTor ,  nin bir  MP Î  noktasındaki  değerinin sadece PX  ve  

PY   ye bağlı  olduğu, X  ve Y  vektör  alanlarına  bağlı  olmadığı anlaşılmaktadır.  

Gerçekten )(, MZW cÎ  ve  

 

PXPW =)(   ,  PYPZ =)(  

 
ise, 

 

( ) PYXTor , = ( ) PZWTor ,  



 

olacaktır. )(Mc  nin bir  bazı { }11 ,...,, -nWWW  olsun. Bu taktirde 

 

X = f W  +  i

n

i
iWaå

-

=

1

1

    ,  f , ia  Î  ),( IRMC ¥  

 
yazılır. PP WX =   olduğundan, 

 

1)( =Pf  , 0)( =Pai      , 11 -££ ni    

 
dir. Diğer  taraftan,  

 

( ) ( fTorYXTor =, W  +  i

n

i
iWaå

-

=

1

1

 , Y )  

 

          = f ( )YWTor ,  + ( )YWTora i

n

i
i ,

1

1
å

-

=

 

 
olur. Benzer  düşünceyle, )(Mc  nin { }11 ,...,, -nZZZ   bazı için  

 

Y  = g Z  +  i

n

i
i Zbå

-

=

1

1

       , g  , ib  Î  ),( IRMC ¥  

 
ve 

 

1)( =Pg   ,  0)( =Pbi  

 
olup 
 

( ) ( ) ( )i

n

i
i ZWTorbZWgTorYWTor ,,,

1

1
å

-

=

+=  

 
ve 

 

( ) ( ) ( )ji

n

j
jii ZWTorbZWgTorYWTor ,,,

1

1
å

-

=

+=  

 
dir. Bu  değerler yardımıyla, 



 

( ) fgYXTor =, ( )ZWTor ,  +  fb
n

i
iå

-

=

1

1

( )iZWTor ,  +  ga
n

i
iå

-

=

1

1

( )ZWTor i ,    

  

                                +  ( )ji

n

j
ji

n

i

ZWTorba ,
1

1

1

1
åå

-

=

-

=

 

 
elde  edilir. Buradan,  

 

( ) PYXTor , = ( ) PZWTor ,  

 
bulunur. 

 

Tanım 3.5 ( Simetrik konneksiyon ). n- boyutlu bir manifold  M  ve  M  üzerindeki  

bir  D  konneksiyonunun torsiyonu DTor   olsun. Eğer DTor 0º  ise, D  konneksiyonuna 

simetriktir ( sıfır  torsiyonludur ) denir [ ]9 . 

 

Örnek 3.1.   M bir manifold  olsun. M  üzerindeki  her bir Riemann konneksiyonu sıfır  

torsiyonludur. Çünkü  D  bir  Riemann  konneksiyonu  ise, 

"  YX , Î  )(Mc   için   

 
[ ]YXXDYD YX ,=-    

  
dir , bu da    DTor  º  0  demektir. 

 

Tanım 3.6 ( Konneksiyon koruyan dönüşüm ). M  ve /M   iki  ¥C  manifold olsun.  

M  ve  /M  nün  afin  konneksiyonları  sırasıyla  D   ve /D  olsun. /: MM ¾®¾j  

dönüşümünün  Jakobianı,  

 

)()(: /
* MM ccj ¾®¾  

 
için 

 

( ) /
* DYDX =j        )(* Yj     

                                             
)(* Xj
 



 

ise, j   ye konneksiyon koruyan  dönüşüm  denir [ ]10 .  

 

Teorem 3.2. /: MM ¾®¾j  bir konneksiyon koruyan dönüşüm  ise, j  jeodezikleri de 

korur. 

 

İspat :  MI ¾®¾:a , IRI Ì  

eğrisi  bir /: MM ¾®¾j  dönüşümü  altında,  /M  de bir   

 

 /: MI ¾®¾b  , IRI Ì   

 
eğrisine   resmedilirse, ajb o=   olduğu  açıktır. a  nın birim teğet vektör  alanı  T  

olduğuna  göre, b  nın  teğet  vektör  alanı da )(* Tj  dir.  

a , M  de  bir  jeodezik olsun. M  deki konneksiyon  D  olmak  üzere  0=TDT  dır. 

j  konneksiyon koruyan dönüşüm olduğundan,  

 

( ) /
* DTDT =j       )(* Tj     

            
)(* Tj

 

 
/D , /M  deki  konneksiyondur. Ayrıca,     

 
 ( ) 00* =j  

 
/D      )(* Tj   =  0  

  )(* Tj   

 
yani,  

 

ajb o=  : /MI ¾®¾   

 

eğrisi de /M  de bir jeodeziktir. 

 

Teorem 3.3. /: MM ¾®¾j  bir  diffeomorfizm v e  /M  de bir /D  konneksiyonu  

verilsin. Bu durumda M  üzerinde  j  nin koruduğu  bir tek afin konneksiyon  vardır. 

Yani, 

 



 

( ) /
* DYDX =j        )(* Yj  

                     )(X*j  

 
olacak şekilde  bir  

 

)()()(: MMMD ccc ¾®¾´  

 
afin konneksiyonu  vardır  ve tektir [ ]11 . 

 

İspat : j  dönüşümü  diffeomorfizm olduğundan, 

 

)()(: /
* MM ccj ¾®¾  

 

dönüşümü  birebir  ve  örtendir. Bu  taktirde  1
*
-j  dönüşümü mevcuttur. Diğer taraftan  

)(Mc  ve  )( /Mc , sırasıyla, ¥C (  IRM ,  )  ve  ¥C (  IRM ,/  )-modül  olduklarından, 

"  YX , Î )(Mc   için   

 

( ) ( ) ( )YXYX *** jjj +=+  

 

ve   " f Î  ¥C (  IRM ,  )  için  

 

( ) ( )1-
* = jj offX )(X*j  

 
dir. Buna  göre, 

  

YDX = 1
*
-j ( /D      ))(* Yj    

                                              
)(* Xj  

 
şeklinde  tanımlı  D   operatörünün  M  için  bir konneksiyon  olduğu gösterilir. 

 

( i ) "  ZYX ,, Î )(Mc  için 

 

( ) 1
*
-=+ jZYDX ( /D       ))(* ZY +j   

                                                                 )(* Xj  

 



 

                               = 1
*
-j ( /D       )(* Yj    +  /D       ))(* Zj  

                                            )(* Xj                   )(* Xj  

 
                               =  ZDYD XX +  

 
olur. 

 

( ii ) "  ZYX ,,   Î  )(Mc  için   

 

=+ ZD YX  1
*
-j ( /D              ))(* Zj     

                                                          )(* YX +j  

 

             = 1
*
-j ( /D                     ))(* Zj    

                                                         )()( ** YX jj +  

 

              = 1
*
-j ( /D        )(* Zj   +  /D        ))(* Zj  

                                      )(* Xj                    )(* Yj  

 

             = 1
*
-j ( /D         ))(* Zj  +  1

*
-j ( /D       ))(* Zj  

                                      )(* Xj                            )(* Yj  

 
                        = ZDZD YX +  

 
bulunur. 

 

( iii ) "  YX , Î  )(Mc   ve  " f Î  ¥C (  IRM ,  )  için 

 

YD fX  =  1
*
-j  ( /D        ))(* Yj  

                                                        )(* fXj   

=  1
*
-j ( /D                       ))(* Yj  

                          )( 1-jof )(* Xj      

 

                       =   1
*
-j  )( 1-jof  ( /D       ))(* Yj  

                                                      )(* Xj     

 
elde  edilir.Diğer  taraftan  *j   için  bilinen  özellikler 

 

( ) ( )MM ccj ¾®¾
-

*
/1

:  

 



 

için de sağlanacağından,  

 
1

*
-j  )( 1-jof  ( /D      ))(* Yj   =   ( )( 1-jof )jo 1

*
-j ( /D      ))(* Yj  

                                      )(* Xj                                                  )(* Xj   

   

  = f 1
*
-j ( /D       ))(* Yj  

                                                                              )(* Xj   

   
  = f YDX  

 
bulunur. 

 

( iv )   "  YX , Î  )(Mc   ve  "  f Î  ¥C (  IRM ,  )  için 

 

fYDX  = 1
*
-j  ( /D       ))(* fYj  

                                                         )(* Xj  

 

              = 1
*
-j ( /D       )( 1-jof ))(* Yj  

                                                         )(* Xj  

 

 =  1
*
-j  { )(X*j )( 1-jof )(* Yj   +  )( 1-jof ( /D      ))(Y*j } 

                                                                                                      )(* Xj     

 

 = 1
*
-j  { )(* Xj )( 1-jof )(* Yj  

}
 +  

1
*
-j { )( 1-jof ( /D      ))(Y*j } 

                                                                                                                    )(* Xj     

 

 ={ )(* Xj )( 1-jof jo } Y  + 
{ )( 1-jof jo } 1

*
-j ( /D      ))(Y*j  

                                                                                                                   )(* Xj     

                                                                                                                       

 =  ( )(* Xj )( 1-jof )jo Y  +  f YDX  

 

" MP Î  için 
 

{ ( ))(* Xj )( 1-jof jo } )(P  = ( )(* Xj ))( 1-jof (j ))(P  
 

          =  )(* Xj  )(Pj )( 1-jof  



 

 

         =  )(* PP Xj )( 1-jof  

 

       = ( )jj oo 1-fX P  

 
          = )( fX P  

 
olduğundan, 

 

( ))(* Xj )( 1-jof jo  = )( fX  

 
dir. O halde, 

 
YfDYfXfYD XX += )(  

 
olur. Böylece D  operatörü M  üzerinde bir afin konneksiyondur. D  nin tanımı 

gereğince,  

 

( ) =YDX*j ( /D       ))(* Yj  
                                  )(* Xj  

 
dir.Yani j  konneksiyon koruyan dönüşümdür. D  nin tek  olduğunu  göstermek için de 

tersi kabul  edilir. j , konneksiyonu  koruyacak şekilde, bir diğer D   konneksiyonu  

kullanılır. Bu taktirde  " YX , Î  )(Mc  için  

                                                                      

( ) =YDX*j /D      )(* Yj     ve    =)(* YDXj  /D       )(* Yj  
                                              )(* Xj                                                               )(* Xj     

 

olur. Böylece  ( ) =YDX*j )(* YDXj  ve *j  dönüşümü  birebir  olduğundan,  

 

YDYD XX =  

 

     DD =  

 
olup, D   tektir. 

 

 



 

4. BÖLÜM 
 

EĞRİLİKLER VE GAUSS DENKLEMİ   

 

Tanım 4.1( Riemann eğrilik tensörü ). M  n- boyutlu bir Riemann manifoldu olsun.  

 

( ) ( ) ( ) ( )MMMMR cccc ¾®¾´´:  

               ( ) ( ) [ ]ZDZDDZDDZYXRZYX YXXYYX ,,,, --=¾®¾  

 
olarak tanımlanan ( )ZYXR ,  ye Riemann eğrilik tensörü denir ve ( )ZYXR ,,  ile de 

gösterilir. 

 
Tanım 4.2 ( Riemann – Christoffel eğrilik tensörü ). M  bir  (yarı) Riemann 

manifoldu olsun.  

 

( )RMCMMMMK ,)()()()(: ¥¾®¾´´´ cccc  

                                                ( ) ( ) ( ) ñá=¾®¾ YWZRXWZYXKWZYX ,,,,,,,,  

 
olarak  tanımlanan 4.mertebeden  kovaryant  tensöre, M  üzerinde Riemann-Christoffel   

eğrilik tensörü denir. 

 
Tanım 4.3 ( Ricci eğrilik tensörü ). ( M , g ) bir n- boyutlu Riemann manifoldu  ve  

{ }nXXX ,...,, 21  , )(Mc nin  bir  bazı olsun.  

 

)()(:
~

MMS cc ¾®¾  

            ( )å
=

-=¾®¾
n

i
ii XXXRXSX

1

,)(
~

 

 

şeklinde  tanımlanan S
~

 operatörüne, M  nin  Ricci operatörü  denir. S
~

 yardımı ile 

tanımlanan M  nin Ricci eğrilik tensörü  



 

( )IRMCMMRic ,)()(: ¥¾®¾´ cc       

                       ( ) ( ) ( ) ( )YXSgYXRicYXSYX ),(
~

,,, ==¾®¾  

                                                                   = ÷
ø

ö
ç
è

æ
- å

=

n

i
ii YXXXRg

1

,),(  

 
şeklinde bir  ( 0 , 2 )  tensördür [ ]12 . 

 

Teorem 4.1. Bir (yarı) Riemann  manifoldu üzerinde bir tek Riemann konneksiyonu  

vardır.  

 

İspat : T eoremin  ispatı  için M  nin her bir U  koordinat  komşuluğunda bir D  

Riemann  konneksiyonu ve bunun tek olduğunun gösterilmesi yeterlidir. U  üzerinde  

lokal  koordinat fonksiyonları  yardımıyla tanımlanan vektör  alanlarının cümlesi  

{ }nXXX ,..., 21=y  ve ijji gXX =ñá ,  ,  nji ££ ,1  olsun. á , ñ  metrik tensörünün y  

bazına göre matrisi   [ ]ijgg =   olup,  á , ñ  bir  iç çarpım  fonksiyonu olduğundan,     

g  regülerdir ve 1-g  vardır. 1-g  in  bileşenleri ijg )( 1-  v e  M  üzerinde bir  afin 

konneksiyon D  olsun. D  nin  bir Riemann  konneksiyonu ve tek olduğu gösterilmelidir.  

 

D X k jX = i

n

i

i
jk Xå

=

G
1

 

 
olmak üzere;  

 

IRCUi
jk ¾¾®¾G

¥

:  

 
fonksiyonları tanımlansın. Bu fonksiyonlara Christoffel sembolleri denir. U  üzerinde 

D  yi vermek demek  

 

D X k jX = i

n

i

i
jk Xå

=

G
1

 

 

eşitliğindeki  i
jkG   fonksiyonlarının Riemann konneksiyonu  şartlarını sağlayacak  

şekilde vermesidir. ( 3.1 ) ve ( 3.2 ) den, 
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olur. Diğer  taraftan " ( )IRUCf ,¥Î   için  
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buradan da, 

 

[ ]sk XX ,  = 0 

 
bulunur. Böylece, 
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dir. { }nXXX ,...,, 21  lineer bağımsız  olduğundan, 

 
t
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veya 

 
t
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bulunur. Buna göre, 
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G
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olur. Bu eşitlik matris  formunda yazılır ve matris eşitliği kullanılırsa, 

 

[ ]k
jir  = 1

2

1 -g ê
ë

é [ ]rji gX  + [ ]rij gX  - [ ]ijr gX ú
û

ù
 

 

            = 
÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

¶

¶
-

¶

¶
+

¶

¶-

r

ij

j

ri

i

rj

x

g

x

g

x

g
g 1

2

1
 

 

                 = ( )
ú
ú
ú
ú

û

ù

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

¶

¶
-

¶

¶
+

¶

¶

ê
ê
ê
ê

ë

é

å
=

-

r

ij

j

ri

i

rj
n

r
kr x

g

x

g

x

g
g

1

1

2

1
 

 

              ( ) ( )
r

ij
n

i
ki

j

ri

i

rj
n

r
kr

k
ij

x

g
g

x

g

x

g
g

¶

¶
-

÷
÷

ø

ö

ç
ç

è

æ

¶

¶
+

¶

¶
=G åå

=

-

=

-

1

1

1

1

2

1
                   ( 4.1 )  

 
elde edilir. Böylece tanımlanan D  nin (3.1) ve (3.2) şartlarını sağladığı görülür. O halde 

( 4.1 ) ile tanımlanan D  bir  Riemann  konneksiyonudur ve g  metriği sayesinde tek 

türlü belirlenmiş  olur. 

 

Örnek 4.1. nE  de Riemann konneksiyonu D  ve Öklid  koordinat  sistemi  

{ }nxxx ,...,, 21  verilsin. Bu taktirde, )( nEc  in bir bazı,  

 

{ }nXXX ,...,, 21  , i

i

X
x

=
¶

¶
  ,  ni ££1  

 
olur . Buna göre,  

 



 

[ ] 0, =ji XX   ,  nji ££ ,1  

 
ve  

 
    0=kX XD

i
      nki ££ ,1  

 
0=kX XD

j
      nkj ££ ,1  

 
dir. O halde, 

 
( ) [ ] kXXkXXkXXkji XDXDDXDDXXXR

jiijji ,, --=
 

 
                                  = kXX XDDD

ji 000 --  

 
olup 

 

( ) 0, =kji XXXR  

 
ve buradan da,  

 

( ) ñá= kjisjiks XXXRXXXXXK ),(,,,,  

 
                                           = ñá 0,sX  

 
                                           = 0  

 

bulunur. Böylece nE   n- boyutlu Öklid uzayının eğriliği  sıfırdır. 

 

Teorem 4.2. Bir (yarı) Riemann manifoldu M ve M üzerindeki Riemann konneksiyonu  

D  olsun. Aşağıdaki bağıntılar  M  üzerinde geçerlidir.  

 
( i ) ( ) ( ) ( ) 0,,, =++ XZYRYXZRZYXR   ( Birinci Bianchi özdeşliği )  

 

( ii ) ( )WZYXK ,,,  = ( )WZXYK ,,,-  

 
( iii ) ( )WZYXK ,,,  = ( )ZWYXK ,,,-  

 
( iv ) ( )WZYXK ,,,  =  ( )YXWZK ,,,  



 

İspat : ( i ) İspat  için Jacobi özdeşliği ve  [ ]YXXDYD YX ,=-   özelliği kullanılır. 

 

( ) [ ]ZDZDDZDDZYXR YXXYYX ,, --=    

 
( ) [ ]YDYDDYDDYXZR XZZXXZ ,, --=    

 
( ) [ ] XDXDDXDDXZYR ZYYZZY ,, --=    

 
olduğundan, 

 

( ) ( ) ( )XZYRYXZRZYXR ,,, ++  
 
= ( ) [ ] ( ) [ ] ( ) [ ]ZDXDYDDYDZDXDDXDYDZDD YXYXZXZXZYZYZYX ,,, --+--+--  

 

= [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]ZDYXDYDXZDXDZYD YXZXZYZYX ,,, ,,, -+-+-  

 
= [ ][ ]ZYX ,,  + [ ][ ]XZY ,,   +  [ ][ ]YXZ ,,  

 
elde  edilir ki sağ  taraf  Jacobi  özdeşliğinden sıfırdır.  

 
( ii ) ( )WZYXK ,,,  = ñá YWZRX ),(,  

 

          = [ ] ñ--á YDYDDYDDX WZZWWZ ,,                                            ( 4.2 ) 

 

burada  ][ ñá YDXZ W,  = ñá+ñá YDDXYDXD WZWZ ,,   den, 

 
ñá YDDX WZ, = ( )ñá YDXZ W,  ñá- YDXD WZ ,

 
 

                                  = [ ][ ]-ñá-ñá YXDYXWZ W ,, ñá YDXD WZ ,  

 
            = [ ][ ]ñá YXWZ ,  ñá- YXDD WZ ,  ñá- YDXD ZW , ñá- YDXD WZ ,

  
 

ñá YDDX ZW, = [ ][ ]ñá YXZW ,  ñá- YXDD ZW ,  ñá- YDXD wZ ,  ñá- YDXD ZW ,  

 
ve 

 

[ ] ñá YDX WZ ,,  = [ ]WZ , [ ]ñá YX ,  [ ] ñá- YXD WZ ,,  

 

                       = [ ][ ]ñá YXWZ ,   [ ][ ]ñá- YXZW ,  [ ] ñá- YXD WZ ,,  



 

değerleri (4.2) de   yerlerine yazılıp uygun  sadeleştirmeler  yapılırsa,  
 

( ) [ ] ñ--á-= YXDXDDXDDWZYXK WZZWWZ ,,,, ,  

 
              =  ( )WZXYK ,,,-  

 
bulunur. 

 
( iii ) ( ) =YWZR , [ ]YDYDDYDD WZZWWZ ,--  

 
         ( ) =YZWR , [ ]YDYDDYDD ZWWZZW ,--  

 
dir. Diğer  taraftan  

 
[ ] [ ]ZWWZ ,, -=  

 
olduğundan, 

 

[ ] [ ] [ ]YDYDYD ZWZWWZ ,,, -== -  

 
yazılır. O halde, 

 
( ) ( )YZWRYWZR ,, -=  

 
dir. Buna  göre,   

 

( ) ( ) ñá= YWZRXWZYXK ,,,,,  

 
                        = ( ) ñ-á YZWRX ,,  

 
                        = ( )ZWYXK ,,,-  

 
elde  edilir. 

 

( iv )   ( i ) den, 

 
( ) ( ) ( ) 0,,, =++ XZYRYXZRZYXR  

 
dır. Bu eşitliğin her iki yanı W  ile skalar  çarpılırsa, 



 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,, =ñá+ñá+ñá XZYRWYXZRWZYXRW  

 
veya  

 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ ZYXWKXZYWKYXZWK  

 
bulunur. Buradan  birinci terimin dairesel  permütasyonlarıyla, 

 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ XWYZKYXWZKWYXZK   

 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ YZWXKWYZXKZWYXK   

 
( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, =++ WXZYKZWXYKXZWYK  

 
yazılır. Bu son dört  eşitliğin taraf  tarafa toplanması ve ( ii ) ve ( iii ) şartlarının da  

kullanılması  ile, 

 

( ) ( ) 0,,,2,,,2 =+ XWYZKZYXWK  

 
veya 

 
( )ZYXWK ,,, = ( )XWZYK ,,,  

 
bulunur. Buradan,  

 
( ) ( )YXWZKWZYXK ,,,,,, =  

 
dir. 

 

Tanım 4.4 ( 2–boyutlu uzayın Riemann anlamında eğriliği ). Riemann anlamındaki  

bir  manifold  M  ve bir MP Î  noktasındaki )(PTM  tanjant  uzayının  iki  boyutlu  bir 

alt uzayı F  olsun. F  nin bir  bazı { }YX ,  olmak üzere; 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )2222

,

,,,

,,,

,,
,

ñá-
=

ñá-ññáá

ñá
==

YXYX

YXYXK

YXYYXX

YYXRX
YXKFK  

 
olarak  tanımlanan  ( )FK  reel  sayısına  F  nin  Riemann  anlamındaki  eğriliği  denir.  



 

Teorem 4.3. Bir M  Riemann  manifoldunun  )(PTM   tanjant  uzayının  2- boyutlu bir  

alt  uzayı F  olsun. F = { }YXSP ,  ise  

 

( )YXK , = 
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá YXYYXX

YXYXK
 

 
için 

 

( i ) ( )YXK ,  = ( )XYK ,  

 

( ii ) ( )YXK , =  ( )sYrXK ,    , 0¹r  , 0¹s  , IRsr Î,  

 
dir. 

 

İspat : ( i ) ( )YXK , = 
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá YXYYXX

YXYXK
 

 
ifadesinde 

 

( )YXK , = 
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá

-

YXYYXX

YXXYK
= 

( )
2,,,

,,,

ñá-ññáá YXYYXX

XYXYK
 

 
yazılır ve iç çarpımın  simetri özelliğinden, 

 

( )YXK , = 
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá XYXXYY

XYXYK
 

 
veya  

 

( )YXK ,  = ( )XYK ,  

 
bulunur. 
 

( ii ) ( )sYrXK ,  =  
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá

ñá

sYrXsYsYrXrX

sYrXsYrXK
 

 

  = 
( )

( )222 ,,,

,,

ñá-ññáá

ñá

YXYYXXsr

sYsYrXRrX
 



 

                          = 
[ ]

( )222

,

,,,

,

ñá-ññáá

ñ--á

YXYYXXsr

sYDsYDDsYDDXr sYrXrXsYsYrX
 

 
eşitliğinde 

 
( ) ( )sYDsDsYDD YrXsYrX =  

 

                   = YDsD YrX
2  

 

                  = YDDrs YX
2  

 
yerine  yazılırsa, 

 

( )sYrXK ,  = 
( [ ] )

( )222

,
2

,,,

,

ñá-ññáá

ñ--á

YXYYXXsr

YDYDDYDDrsXr YXXYYX
 

 

                  = 
( )

( )222

22

,,,

,,

ñá-ññáá

ñá

YXYYXXsr

YYXRXsr
 

 

                              =  
( )

2,,,

,,,

ñá-ññáá YXYYXX

YXYXK
 

 
bulunur. Böylece, 

 

( )sYrXK ,  = ( )YXK ,   

 
dir.  

 

Tanım 4.5( İndirgenmiş metrik tensör ). M   bir yarı-Riemann  manifoldu  ve M nin 

k- boyutlu bir alt manifoldu M  olsun. M  nin á  ,  ñ  metrik  tensörünün  ( )Mc  ye  

kısıtlanmasıyla  elde edilen metrik  tensöre, indirgenmiş  metrik tensör ve  M ye de 

indirgenmiş metrik tensör  altında  yarı- Riemann  manifoldu  denir.  

 

Tanım 4.6( Genelleştirilmiş Gauss denklemi ). n- boyutlu bir Riemann  manifoldu  

M  ve M  nin  k- boyutlu  ( k £  n )  bir alt  manifoldu  M  olsun . ( )Mc  nin ( )Mc  deki 



 

ortogonal komplemanı ( )^
Mc  v e  M nin Riemann konneksiyonu D  olsun. 

( )Mc = ( )Mc Å ( )^
Mc   eşitliği  gereğince,  ¥C   olan  "  YX , Î  ( )Mc  için   yazılan 

 

YD
X

= ( )YXD ,  + ( )YXV ,    ,  ( )YXD ,  Î  ( )Mc   , ( )YXV ,  Î  ( )^
Mc  

 

eşitliğine genelleştirilmiş Gauss denklemi denir. Buradaki ( )YXD ,  v e  ( )YXV ,  

bileşenlerine  YD
X

  nin, sırası  ile  teğetsel  ve normal bileşenleri  denir.  

 

Teorem 4.4.    M  bir Riemann manifoldu  ve MM Ì  k- boyutlu alt manifold olsun. 

Bu taktirde  

 

:D  ( )Mc  ´  ( )Mc  ¾®¾  ( )Mc  

                  ( YX ,  )  ¾®¾  ( )YDtegYD XX =  

 

şeklinde  tanımlı  D   fonksiyonu  M  nin  Riemann  konneksiyonudur [ ]8 . 

 

İspat : 1 )  D  bir afin konneksiyondur. 

( i ) " ZYX ,,  Î  ( )Mc  için   ZDYDZYD XXX +=+ )(    

olduğu  gösterilir. D   tanımından, 

 

=+ )( ZYD X  ( ))( ZYDteg X +  

 
        = ( )ZDYDteg XX +  

 
dir. Diğer taraftan, 

 
( )ZDYDteg XX +  = ( ) ( )ZDtegYDteg XX +  

 
yazılır. O halde, 

 

=+ )( ZYD X ( ) ( )ZDtegYDteg XX +  

 

                               = ZDYD XX +  



 

bulunur. 

 

( ii )  ( i ) ye benzer  düşünceyle  " ZYX ,, Î  ( )Mc  için  

 

ZD YX + = ZDZD YX +  

 
olduğu  görülür.  

 

( iii ) " YX , Î  ( )Mc  için  "  ( )IRMCf ,¥Î   için  

 

YD fX   = ( )YDteg fX  

 
            = ( )YfDteg X  

 
            = f ( )YDteg X  

 

  = f YD X  

 
olur.  

 

( iv ) "  YX , Î  ( )Mc   ve  " ( )IRMCf ,¥Î   için  

 

fYD X = ( )fYDteg X  

 
            = ( )YfDYfXteg X+)(  

 
            = fYtegfX +)()( YtegDX  

 

            = YDfYfX X+)(  

 
dir.  

Böylece, D  fonksiyonu M  üzerinde  bir  afin  konneksiyon olur.  

 

2 ) D , M  üzerinde  Riemann  konneksiyonudur. Bunun için aşağıdaki ( v ) ve ( vi ) 

şartlarının sağlandığı  gösterilir. 

 



 

( v )  " ZYX ,,  Î  ( )Mc  için   

 
[ ] ñá+ñá=ñá ZDYZYDZYX XX ,,,  

 
dir. 

Burada genelleştirilmiş Gauss denklemi  uygulanırsa,  

 

[ ] =ñá ZYX ,  á YD X  + ),( YXV , Z ñ  + á  Y , ZD X + ),( ZXV  ñ  

 

                            = á  YD X , Z ñ  +  á  ),( YXV , Z  ñ  + á  Y , ZD X ñ  + á Y , ),( ZXV ñ  

 

bulunur. Z , Y Î  ( )Mc   ve  ),( YXV  , ),( ZXV  Î ( )^
Mc  olduğundan, 

 
á ),( YXV , Z ñ  =  á Y , ),( ZXV ñ  = 0  

 
dır. O halde, 

  

[ ] =ñá ZYX , á  YD X , Z ñ  +  á  Y , ZD X ñ  

 
dir.  

 

( v i  )  " YX , Î ( )Mc  i ç i n  [ ]YX , Î ( )Mc  olacaktır.  X  v e  Y  nin birer ¥C  

genişletilmişleri YX ,  ile gösterilir ve D  n i n  M  de Riemann metriği olduğu  

kullanılırsa,  

 

[ ] XDYDYX YX -=,  

 
ve buradan da, 

 

( [ ] ) ( ) ( )XDtegYDtegYXteg YX -=,  

 
veya   
 

[ ] XDYDYXteg YX -=,  

 

bulunur. [ ]YX ,  Î  ( )Mc   olduğundan,  

 



 

( [ ] )YXteg ,  =  [ ]YX ,   

 
dir. Böylece, 
 

 [ ]YX ,  = XDYD YX -  

 
elde  edilir.  

Buradan  D , M  üzerinde Riemann  konneksiyonudur.   

 

 Teorem 4.5. M  bir Riemann  manifoldu  ve  MM Ì  alt manifoldu  verilsin. M  ve 

M  nin  Riemann  konneksiyonları  sırasıyla, D   ve D   olmak üzere; 

 

:V  ( )Mc  ´  ( )Mc  ¾®¾  ( )^
Mc  

                 ( YX ,  )  ¾®¾  ),( YXV = YDYD XX -  

 

fonksiyonu  ( )^
Mc  değerli , simetrik , 2- kovaryant  tensörüdür.  

 

İspat : V  nin  tanım cümlesinin ( )Mc ´ ( )Mc   ve  değer  cümlesinin de ( )^
Mc  

olduğu  genelleştirilmiş  Gauss denkleminden açıktır. V  nin  ¥C ( M , IR  )  2- lineer 

olduğu  gösterilir. Bunun için,  "  ZYX ,,  Î ( )Mc   ve  "  gf ,  Î  ¥C ( M , IR  )  için 

 

( ) fZgYfXV =+ , ( )+ZXV , g ( )ZYV ,  

 
ve 
 

( ) =+ gZfYXV , f ( )YXV ,  + g ( )ZXV ,  

 
olduğunu  göstermek  yeterlidir.  

 

( ) =+ ZgYfXV ,  ZDZD gYfXgYfX ++ -  

 

                         = f ZDX  + g ZDY ZDgZDf YX --  

 

   = f ( )ZDZD XX -  + g ( )ZDZD YY -  

 
   = f ( )+ZXV , g ( )ZYV ,  



 

ve 
 

( ) =+ gZfYXV , ( )gZfYDX + ( )gZfYD X +-  

 

                         = fYfX +)( ZgXYDfYfXZgDZgXYD XXX )()()( ---++  

                            ZDg X-  

 

            = f ( ) ( )ZDZDgYDYD XXXX -+-  

 
                         = f ( )YXV ,  + g ( )ZXV ,  

 

dir. O halde V  fonksiyonu  ( )^
Mc  değerli  2- kovaryant  tensörüdür.  

Şimdi de  V  nin simetrik olduğu  gösterilir.  

"  YX , Î  ( )Mc    için   

 

( )YXV ,  ( )XYV ,-  = ( ) ( )XDXDYDYD YYXX ---  

 

                     = ( ) ( )XDYDXDYD YXYX ---  

 
                     = [ ] [ ]YXYX ,, -  

 
                     = 0  

 
olur. Buradan,  

 

( )YXV ,  = ( )XYV ,    

 
bulunur. 

 

Tanım 4.7( Genelleştirilmiş Weingarten dönüşümü ). M  bir n- Riemann manifoldu  

ve  M  de  M  nin bir k- boyutlu alt  manifoldu olsun. Bu  taktirde  

 

:V  ( )Mc  ´  ( )Mc  ¾®¾  ( )^
Mc  

            ( YX ,  )  ¾®¾  ),( YXV = YDYD XX -  

 

şeklinde  tanımlı,  ( )^
Mc  değerli, simetrik, 2- kovaryant  tensöre  M  nin ikinci  temel  

tensörü  veya genelleştirilmiş  Weingarten dönüşümü  denir [ ]13 .  



 

Teorem 4.6. M  bir n- Riemann manifoldu  ve M  nin  k- boyutlu alt  manifoldu M  

olsun. M  nin Riemann konneksiyonu D , eğrilik tensörü R ; M  nin Riemann 

konneksiyonu D , eğrilik tensörü R  ve ikinci temel tensörü de V ise, 

" ZYX ,,  Î ( )Mc   için  

 

( )( ) ( ) { }),(),(,, ZXVDZYVDtegZYXRZYXRteg YX -+=  

 
ve 
 

( )( ) ( ) ( ) ( [ ] )ZYXVZDYVZDXVZYXRnor XY ,,,,, --=  

                                        + { ( ) ( ) }ZXVDZYVDnor YX ,, -  

 
dir. 

 

İspat : " ZYX ,,  Î ( )Mc   için  

 

( ) ( ) ( ) [ ]ZDZDDZDDZYXR YXXYYX ,, --=  

 
eşitliğinde  genelleştirilmiş Gauss denkleminden,  

 

( )ZYVZDZD YY ,+=  

 

( )ZXVZDZD XX ,+=  

 

[ ] [ ] ( [ ] )ZYXVZDZD YXYX ,,,, +=  

 
değerleri  yerlerine  yazılırsa,  

 

( ) ( ) ( ) [ ]ZDZXVZDDZYVZDDZYXR YXXYYX ,),(),(, -+-+=  

         ( [ ] )ZYXV ,,-  

 
elde  edilir. Burada tekrar  genelleştirilmiş  Gauss  denklemi uygulanırsa,  

 

( ) ),(, ZDXVZDDZYXR YYX += + ( ) ( )ZDYVZDDZYVD XXYX ,, --  

         ( ) [ ] ( [ ] )ZYXVZDZXVD YXY ,,, , ---  



 

                 = ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ZDYVZDXVZXVDZYVDZYXR XYYX ,,,,, -+-+  

                      ( [ ] )ZYXV ,,-  

 
bulunur .Buradan, 
 

( ){ } ( ) ( ) ( ){ }ZXVDZYVDtegZYXRZYXRteg YX ,,,, -+=  

 
ve 

 

( ){ } ( ) ( ) ( [ ] )ZYXVZDYVZDXVZYXRnor XY ,,,,, --=  

       { ( ) ( ) }ZXVDZYVDnor YX ,, -+  

 
elde  edilir. 
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