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YAKIN-HALKALARDA OZEL ASAL iDEALLERIN KARAKTERIZASYONU
VE INSASI UZERINE

AKin Osman ATAGUN

Erciyes Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii
Doktora Tezi, Kasim 2006
Tez Damsmani: Prof. Dr. Hiiseyin ALTINDIS

OZET

Bu tez dort boliimden olugmaktadir. Birinci ve ikinci bdliimlerde ¢alismayla ilgili
literatiir ve temel bilgiler verildi. Ugiincii boliimde yakin-halkalarmn asal ve primitif
idealleri detayli olarak incelendi. Bu bdliimde orijinal olarak, yakin-halkalarda 0-asallik,
yari-asallik ve 1-asallik i¢in bazi karakterizasyonlar verildi ve yakin-halkalarin direkt

toplanan idealleri ilizerinde 1-asallik ve 2-asallik kavramlari i¢in yeni sonuglar elde

edildi.

Halkalardaki asalligin farkli bir genellestirmesi olan e-asallik kavrami 1990 yilinda
tanimlanmis olmasina ragmen 3-asallik ve e-asallik kavramlari arasindaki iligkiler
hakkinda yeterli ¢alisma bulunmamaktadir. Orijinal bir ¢alismadan olusan dordiincii
boliimde, 3-asallik kavramimin hangi sartlar altinda e-asallig1 gerektirdigi problemine
cesitli ¢oziimler verildi. Ayrica yine bu béliimde bir N yakin-halkasi i¢in, O-tipinde ve
l1-tipinde IFP N-gruplar adiyla, iki yeni N-grup tipi tanimlandi. Bu iki yapinin
halkalarda denk, ancak yakin-halkalarda farkli yapilar oldugu gosterildi ve
orneklendirildi. 1-tipinde IFP N-gruplar, minimal N-altgruplar ve yakin-halkalarda sag
degisme Ozelligi kullanilarak yukaridaki problem i¢in bazi kullanigh sonuglar elde
edildi ve orneklerle desteklendi. Bu sonuglardan bazilari, sol w-weakly regiiler yakin-

halkalar tizerinde ¢alisildi.

Anahtar Kelimeler: Yakin-halka, 3-asal, tam asal, e-asal, N-grup.
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ON THE CHARACTERIZATIONS AND CONSTRUCTIONS OF PRIME
IDEALS IN NEAR-RINGS

AKin Osman ATAGUN

Erciyes University, Graduate School of Natural and Applied Sciences
Ph. D. Thesis, November 2006
Thesis Supervisor: Prof. Dr. Hiiseyin ALTINDIS

ABSTRACT

This thesis consists of four chapters. The literature and basic informations about the
study have been given in the first and second chapters. In the third chapter, prime and
primitive ideals of near-rings have been investigated in details. In this chapter, as
original, some characterizations of O-primeness, semi-primeness and 1-primeness in
near-rings have been given and some new results have been obtained for 1-primeness

and 2-primeness on the direct summand ideals of near-rings.

Although, equiprime near-rings, which are another generalizations of primeness in
rings, were defined in 1990, there are not enough studies on relations between the
concepts 3-primeness and equiprimeness. In the fourth chapter, which consists of an
original study, some answers to the question of when a 3-prime near-ring is equiprime
have been given. Furthermore in this section, for a near-ring N two new N-group types
have been defined and called IFP N-groups of type 0 and type 1. It has been showed
that these two notions coincide in the case of rings, but these are different structures in
near-rings and given some examples. Using the IFP N-groups of type 1, minimal N-
subgroups and the right permutability property of near-rings, some useful results have
been obtained to the question mentioned above and illustrated by several examples.

Some of these results have been studied on the left w-weakly regular near-rings.

Key Words: Near-ring, 3-prime, completely prime, equiprime, N-group.
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KISALTMALAR VE SEMBOLLER

Yakin-halka

N yakin-halkasinin 0-simetrik kismi1
N yakin-halkasinin sabit kismi

N -grup

[ ’dan I ’ya tiim fonksiyonlarin yakin-halkasi

I" da sifir1 koruyan tiim fonksiyonlarin yakin-halkas1

[" ’da tiim sabit fonksiyonlarin yakin-halkasi

N yakin-halkasinin dagilmali kismi

Halka

N ’den M ’ye tiim yakin-halka homomorfizmlerinin ciimlesi

" ’nin sifir elemani
Kanonik epimorfizm

I" *nin sifirlayan

I, ideallerinin direkt toplami1

I ve J ideallerinin direkt toplami
X clmlesi tarafindan uretilen ideal

X cumlesi tarafindan tretilen sol ideal

X ciimlesi tarafindan iiretilen N -altgrup

Boliim yakin-halkasi

Dagitici climle



1. BOLUM
GIRiS

Halkalarin bir genellemesi olan yakin-halkalara ilk adim, 1905 yilinda Dickson [1]
tarafindan atilmistir. O, tek yonli dagilma o6zelligine sahip cisimlerin varligini

ispatlamistir, bugiin bu cisimler yakin-cisim olarak isimlendirilmektedir.

Yakin-halkalarin asal idealleri lizerine ilk ¢alismalar, Van der Walt [2], Laxton [3],

Ramakotaiah [4], Beidleman [5] ve Ramakotaiah ve Rao [6] tarafindan yapilmistir.

N bir yakin-halka ve /, N’nin bir ideali olsun.
(a) Eger 4 ve B N'nin 4B [ I olacak sekildeki idealleri ise, 4 0 I veya B [ [ dir.
(b) Eger x,y U N i¢in xNy U1 ise, x 11 veya y [I1 olur.
Halkalar veya yari-gruplarin asal idealleri iizerine yapilan ¢aligmalarda, (a) ve (b)
kosullarinin denk olmasi, kolaylastirict bir rol oynamaktadir. Ancak bu kosullar, yakin-
halkalar iizerinde denk degillerdir. Ramakotaiah ve Rao [6], (a) kosulunu saglayan /
idealine N yakin-halkasinin O-tipinde asal ideali, (b) kosulunu saglayan ideale ise 1-
tipinde asal ideal adin1 vermislerdir. Giiniimiizde bunlar, sirasiyla 0-asal ve 3-asal ideal
olarak literatiirde gecmektedir. Holcombe [7], 1-asal ve 2-asal ideal tanimlarini
vermistir. Booth, Groenewald ve Veldsman [8], halkalardaki asalligin yeni bir
genellestirmesi olan e-asal (equiprime) ideal kavramini tanimlamistir. Reddy ve Murty

[9], yakin-halkalarin tam asal ideallerini ¢aligsmislardir.

Bu cesitli asal ideal tamimlar1 arasindaki iligkiler, bir¢ok matematik¢i tarafindan
calisilmig ve halen bu arastirmalar stiregelmektedir. N bir yakin-halka ve I, N’nin bir
ideali olsun. Bu durumda I, e-asal ise 3-asal, 3-asal ise 2-asal ve 1-asal ise 0-asaldir. N
sifir-simetrik iken, 2-asal ise 1-asaldir. Ayrica / tam asal ise 3-asaldir. Bunlarin tersleri,

N yakin-halkasinin sifir-simetrik olmasi durumunda dahi dogru degildir [10].



Bu doktora tezinde, ilk olarak 0O-asal, yari-asal ve l-asallik i¢in karakterizasyonlar
verilmistir. N yakin-halkasinin bir direkt toplanan ideali lizerinde, 1-asallik ve 2-asallik

calisilmustir.

1990 yilinda e-asallik kavrami tanimlandigindan bu yana, 3-asalligin ve tam-asalligin,
hangi durumlarda e-asallig1 gerektirdigi, agik bir problemdir. Son béliimde, bu problem
icin ¢6ziim aranmistir. Bunun i¢in, ilk olarak, iki yeni N-grup tipi tanimlanmis, bunlarin
halkalarda denk, ancak yakin-halkalarda farkli kavramlar oldugu ispatlanmistir. Bu yeni
N-grup tiplerinden ve N yakin-halkasinin minimal N-altgruplarindan faydalanilarak adi
gecen problem igin ¢Oziimler iiretilmistir. Daha sonra, sag degismeli yakin-halkalarda
bu problemin bir ¢dzliimii verilmis ve drneklerle desteklenmistir. Son olarak, elde edilen

sonuglar, sol w-weakly regiiler yakin-halkalar {izerinde ¢aligilmustir.



2. BOLUM

TEMEL BiLGILER

Bu boliimde, temel bilgi niteliginde olan ve diger boliimlerde ortak olarak kullanilan
yapilar verilecektir. Yakin-halka teorisi {izerine c¢alisan hemen hemen tim
matematikgiler i¢in temel kaynak kabul edilen, ilk baskisi 1977 ve yenilenmis baskisi
1983 yillarinda yapilan Giinter Pilz’e ait “Near-rings” [11] kitab1, bu boliim i¢in temel

kaynak olarak alinmistir.

2.1. Temel Tanim ve Ozellikler

Yakin-halkalar, genellestirilmis halkalardir. Halkalardan farkli olarak, bir yakin-halkada
ilk islem degismeli olmak zorunda degildir ve ikinci islemin birinci islem iizerine tek

yonlii dagilma 6zelligi olmasi yeterlidir. Bu tanim agik olarak asagidaki gibi verilebilir.

Tanmm 2.1.1.([11]) Bir N ciimlesi, “+” ve “.” seklinde gosterilen iki ikili islem ile
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (N,-,.) Ugcliisline bir yakin-halka denir.

a) (N,-) degismeli olmas1 gerekmeyen bir grup,

b) (N,.) bir yar1 grup,

) Cx,y,zUON i¢in (x- y)z=xz- y.z
Burada c) sikkinda sagdan dagilma 6zelligi verildiginden, bu sartlar1 saglayan (N,-,.)
ticliisiine bir sag yakin-halka denir. Eger c) sikki yerine,

Lx,y,zUN i¢in x.(y- z) =x.y- xz

alinirsa, bu sartlart saglayan (N,-,.) tgliistine bir sol yakin-halka denir.

Yani, dagilma 6zelliginin yonii, yakin-halkanin sag veya sol olmasin1 belirler.



Bu c¢alismada, kullanilan her yakin-halka terimi bir sag yakin-halkay1 ifade edecektir.
Bazi yakin-halka 6rnekleri asagidadir.

Ornek 2.1.2. (T',-) herhangi bir grup olsun.
M()={f:T - T | fbir fonksiyon}

ile tanimlanan bu climle, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda bir yakin-

halkadir.

Ornek 2.1.3. (N,-) birgrup ve Cx,y O N igin carpma islemi;

[k ,y#0
xyZED y=0

ile tanimlanirsa, bu islemler altinda N bir yakin-halkadir. Bu yakin-halka literatiirde,

bazen, asikar yakin-halka adiyla karsimiza ¢ikmaktadir.

Ornek 2.1.4. Her grup icin bir yakin-halka elde edilebilir. Ger¢ekten, eger (N,-)
grubu tizerinde ikinci islem, Lx,y N ig¢in,
xy=0

ile tanimlanirsa, (N,- ,0) bir yakin-halkadir.

Ornekler 2.1.5. (I',-) herhangi bir grup ve “Op” ile bu grubun etkisiz eleman
gosterilsin. Bu durumda, fonksiyonlarda toplama ve bileske islemleri altinda
asagidakiler birer yakin-halkadir.

a) Mo(N)={f:T -~ T | /(0r)=0r}

b) M (M) ={f:T -~ T |f sabit}

0 [Dr ,520
Q) M (M) ={fy:T - T |yOrl ve fy(5)=gy 520

h
Ozellikler 2.1.6. ([11]) N bir yakin-halka ise asagidaki 6zellikler vardir.
a) Lx0ON igin, Ox =0 dir.
b) Lx,yUN igin, (- x)y =- xy dir.

Ispat : a) Cx O N icin, sagdan dagilma 6zelliginden,
Ox=(0- 0)x=0x- Ox



ve dolayisiyla Ox = 0 bulunur.

b) Lx,y N i¢in, yine sagdan dagilma 6zelligi kullanilarak,
C0)y=0-2x)y=0y- xy=0- xp=-xy
elde edilir.

Not : Bir N yakin-halkasinda, her zaman, Lx,y N i¢in xX0=0 ve x(-y)=-xp
saglanmayabilir. Mesela, Ornek 2.1.2’de tanimlanan M () yakin-halkasinda,
f,g UM(T) igin,
fo0=0
olmasi f ’nin orjinden ge¢mesiyle ve
fo(g)=-(f°98)

olmast ise f ’nin bir tek fonksiyon olmasi ile miimkiindiir.

Tanmm 2.1.7. ([11]) N bir yakin-halka olsun.

a) Ny ={n 0N | n0=0} ciimlesine N yakin-halkasmin 0-simetrik kismu,
b) N.={nUN |n0=n}={nON | Un'U N i¢in nn'= n} ciimlesine N yakin-

halkasinin sabit kismi1 denir.

Ny ve N_’de birer yakin-halkadir.

Ornek 2.1.8. ([11]) (M ([))g =M () ve (M(T)), = M .(I) dir. Gergekten,
(M(T))g = {f DM f0=0}
= {f OM()|f(0)=0}
=M ()
ve
(M(T), ={f OM()|fo0=f}
= {f O M ()| sabit}
=M ()
dir.



N =N, ise N yakin-halkasmna 0-simetrik ve N =N, ise N yakin-halkasina sabit
yakin-halka denir. Ornek 2.1.8°den gériilecegi gibi, M y(I") bir O-simetrik ve M () bir

sabit yakin-halkadir.

Teorem 2.1.9. ([12]) Bir N yakin-halkasi i¢cin N = Ny - N, dir.

Ispat: n O N igin,
[n- (n0)]0=[n- ((- n)0)]J0=r0- (- n)0)0=n0- (- n)0=0
Dolayistyla,
n- (n0) O N,
dir. Ayn1 zamanda,

n0 U N,

oldugu goriilebilir. O halde,
n=[n- (n0)]- (n0)

oldugundan ispat tamamdir.

(G,-) bir grup, (N,-) ve (K,-)’daiki alt grubu olsun. Eger, Nn K ={0}, N- K =G
ve (N,-) alt grubu (G,- ) ’da normal ise, (G,- ) grubuna (N,-) alt grubunun (K,- ) alt

grubuyla bir yari-direkt ¢arpimi adi verilir.

Sonug 2.1.10. ([12]) Bir (N,-,.) yakin-halkas: i¢in, (N,-) grubu, (Ng,- )’ ’nmn (N.,")

ile bir yari-direkt carpimidir.

Ispat: x 0 Ny n N, olsun. Bu durumda,

olacak sekilde » [J N vardir ve

dir. O halde,
0=x0=(n0)0=n(00)=n0=x
yani, No n N, ={0} dir. Teorem 2.1.9°dan N = N, - N, dir. Son olarak, (N,- ) 'nin

(N,- ) ’da normal oldugunu gosterelim. Eger m [0 Ny ve y U N ise, bu durumda,

(y-m= »)0=(y0)- (m0)- (- )0 (D



burada,

oldugundan, (1) ifadesi,
=(0)- (-»)0=0

halini alir. Buise, (Ng,- ) ’nmn (N,- ) ’da normal oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.11 ([11]) (N,-,.) bir yakin-halka olsun.
a)Eger d UN ve Lx,y N igin,
d(x- y)=dx- dy
oluyorsa, d [J N ’ye bir dagilmali eleman denir. N yakin-halkasinin tiim dagilmali

elemanlarinin climlesi N; ile gosterilir.

b) Eger (N,-) degismeli ise N ’ye bir abelyen yakin-halka, (N,.) degismeli ise, N ’ye
bir komutatif yakin-halka, (N,.) birimli ise N ’ye birimli bir yakin-halka denir. Eger

N =N, ise, N ’ye bir dagilmal1 yakin-halka ad1 verilir.

¢) Eger (N - {0},.) bir grup ise, N ’ye bir yakin-cisim denir.

2.2. N-Gruplar

Halkalarda modiil kavraminin, yakin-halkalara taginmasiyla elde edilmis olan N -grup,

yani N iizerinde yakin-modiil kavrami agagidaki sekilde tanimlanar:

Tanim 2.2.1. ([11]) (T',-) bir grup ve N bir yakin-halka olsun.
LoNx[ - T
(n,y) - ny
alalim. Eger Lx,y N ve Ly UT igin,
(x- y)y=xy-yy
ve

() =x(yy)



sartlar1 saglaniyorsa, (I, 4) ikilisine bir N -grup, yani N iizerinde yakin-modiil denir.

Kisaca, N ™ ile gosterilir. Eger N, birimi 1 olan birimli bir yakin-halka ise, Ly O
i¢in,
ly=y

sartin1 saglayan ' N -grubuna, bir liniter N -grup denir.

Ornekler 2.2.2. a) N bir yakin-halka olsun.
L:NXN - N
()C, )’) - Xy

altinda (N,-) bir N -gruptur. Bu N -grup, kisaca N N ile gosterilir.

b) [ bir grup olsun. Bu durumda,
LoMT)yxr - r
)y - W)
altinda, I bir M (I")-gruptur. Gergekten, Lf,g UM (") ve Ly 0T ig¢in,
(f-y=(-2aW=f)-gW)=1y- gy
ve

(1) ==y = f(gy) =1(gy)

saglanir.
N -grup kavramiyla ilgili baz1 temel 6zellikler asagidadir.

Ozellikler 2.2.3. N bir yakin-halka ve " bir N -grup olsun. Bu durumda,
a) LyUdr igin, Oy =0,

b) LyUdrlr ve LxUN igin, (- x)y =-xy,

¢) Lx0O Ny igin, xOp =0p,

d) Lydr ve LnON, i¢in, ny = n0p dir.

Ispata) Cy OT igin,
0y =(0- 0)y=0y- 0y
ve dolayistyla Oy = O dur.



b) Lyl ve LxON igin,
Cx)y=0-x)y=0y-xy=0r-xy=-xy
dir.

¢) Lx0O Ny i¢in,
x0r = x(OOr) = (xO)Or = 00r = Or
dur.

d) Lydrlr ve LnUN, i¢in,

ny = (n0)y = n(00r) = nOf
elde edilir.

2.3. Alt Yapilar

Tanmm 2.3.1. N bir yakin-halka ve (M,-) (N,-)’nin bir alt grubu olsun. Eger,

Cmy,my, M i¢in mym, 0 M saglaniyorsa, M ’ye N ’nin bir alt yakin-halkas1 denir.

Ornek 2.3.2. N, ve N,, N yakin-halkasinin alt yakimn-halkalaridir. Gergekten,
Lx,y U Ny icin,

(x- »)0=x0- »0=0-0=0
yani, (Ng,-) (N,-)’nm bir alt grubudur. Lx,y U Ny igin,

(x)0=x(y0)=x0=0
dir. O halde NyNg O Ny olur. Simdi, Lx,y 0N, i¢in,
(x- )0=x0- y0=x-y
yani, x- y N, olur. Bu ise, (N,,-) grubunun (N,-)’nn bir alt grubu oldugunu
gosterir. Lx,y U N, i¢in,
(x)0 = x(»0) = xy

dir. O halde N.N_. U N, elde edilir.

Tamm 2.3.3. N bir yakin-halka ve ' bir N -grup olsun. I' nin
NAUOA
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sartin1 saglayan, bir A alt grubuna, [ 'nin bir N -altgrubu denir ve A: [ ile

gosterilir.

2.4. Homomorfizm ve idealler

Tamm 2.4.1. N ve M iki yakin-halka ve A: N - M bir doniisiim olsun. Eger
Cx,y 0N igin,
h(x- y)=h(x)- h(y)
ve
h(xy) = h(x)h(y)

sartlar1 saglantyorsa, 4 doniisiimiine bir yakin-halka homomorfizmi denir.

Tanmm 2.4.2. N bir yakin-halka, ' ve Y4 iki N -grup olsun. Bu durumda, eger
h:T - 4 dontsimi, Cy,¢ OT igin,
h(y - €)=h(y)- h(¢)
ve
h(ny) = nh(y)

sartlarini sagliyorsa, 4 doniisiimiine bir N -homomorfizm denir.

Bu tanimlarla beraber, monomorfizm, epimorfizm, izomorfizm ve otomorfizm
kavramlar1 i¢in, yakin-halka teorisinde farkli bir tanim yoktur. Eger N yakin-
halkasindan M yakin-halkasina bir monomorfizm, yani birebir homomorfizm, varsa N

yakin-halkas1 M ’ye gomiilebilirdir denir. Ayni tanimlar, N -gruplar i¢in de gegerlidir.

Onerme 2.4.3.([12]) N ve M iki yakin-halka ve A:N - M yakin-halka
homomorfizmi olsun. Bu durumda,

a) h(N) gorintiisii, M ’nin bir alt yakin-halkasidir.

b) Eger 7', M ’nin bir alt yakin-halkasi ise, bu taktirde h! (T)’°de N ’nin bir alt yakin-
halkasidir.

¢) h(Ny)UOM, dur.

d) h(N,)O M, dir.

e) Eger & bir izomorfizm ise, h " de bir izomorfizmdir.
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Ispat a) A(N)nin M’ nin bir alt grubu oldugu aciktir.  Simdi,
a=h(x),b=h(y)dh(N) alalim. O halde,
ab = h(x)h(y) = h(xy) O h(N)

olur. Bu ise, 4(N)’nin, M ’nin bir alt yakin-halkas1 oldugunu gosterir.

b) T M ’nin bir alt yakin-halkasi olsun. h_l(T )’nin N ’nin bir alt grubu oldugu
aciktir. Eger, A(x),h(y)UT ise,

h(xy) = h(x)h(y) O T
yani,

xy Oh~N(T)

olur. Dolayisiyla h! (T) N ’nin bir alt yakin-halkasidir.

¢) Lng U Ny igin,

h(ng)0ss = h(ng)h(0y) =h(ngOpx)=h(0y) =0y,

olur. Buise, h(Ny) U M oldugu anlamina gelir.

d) Cn,. ON, icin,

h(ne )0y = h(ne)h(Oy) = h(n 0y ) = h(n,)

elde edilir. Buradan, Cn,. U N, i¢in, h(n.) UM, yani h(N,.) M. sonucuna ulagilir.

e) h:N - M bir izomorfizm olsun. Bu durumda, M - N bir grup

izomorfizmidir. S$imdi, u,v M alalim. Bu durumda, /#(x)=u ve h(y)=v olacak

sekilde tek x,y U N elemanlar1 vardir. O halde,
B @) =hT (o)

= h~ (h(xy))
= h~ (hO)h ™ ()

=h " wyh ™ ()
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olur. Bu ise, ispat1 tamamlar.

Ornek 2.4.4. N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda, Cy OT igin,
h,:N - T

n - ny

4

doniigiimii, bir N -homomorfizmdir.

Tanim 2.4.5.([11]) N bir yakin-halka ve / N ’nin bir normal alt grubu olsun. Bu
durumda, eger,

a) INOI

b) Lx,yUN ve LilU[ 1i¢in, x(y-1)- xy U[I
sartlar1 saglantyorsa, / ’ya N yakin-halkasinin bir ideali denir ve I < N ile gosterilir.
Eger, sadece a) sart1 saglaniyorsa / N ’nin bir sag ideali, sadece b) sart1 saglaniyorsa /

N ’nin bir sol ideali adin alir ve sirasiyla 7 <, N ve [ <; N ile gosterilir.

Tamm 2.4.6. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Eger I 'nin bir A
normal alt grubu, Cy O, C¢ OA ve CnON igin,
n(y-c¢)- nydA

sartini sagliyorsa, A’ya [ ’nin bir ideali denir ve A <1y [ ile gosterilir.

Not: a) Bir N yakin-halkasinin sol idealleri ile N N nin idealleri cakisiktir.

b) N bir yakin-halka ve / < N ise, ]% boliim yakin-halkasi, boliim halkasinda
oldugu gibi,

N =n+1nON
seklinde tanimlanir. Benzer olarak, I' bir N -grup ve A <y I igin, F/A bolim N -

grubu tanimi verilebilir.

¢) {0} ve N, N yakin-halkasinin idealleridir. Bunlara N ’nin asikar idealleri denir.

Benzer sekilde, {Or} ve [, N yakin-halkasinin [ N -grubunun asikar idealleridir.

d) N ve M iki yakin-halka ve & [0 Hom(N,M) ise,
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cekh={n O N | h(n) =0y}

climlesine # homomorfizminin ¢ekirdegi denir.

Tanim 2.4.7.([11]) Eger N yakin-halkasinin, bir M alt yakin-halkas1 i¢in, MN U M
ve NM UM sartlar1 saglaniyorsa, M N yakin-halkasinin bir invaryant alt yakin-
halkasidir denir. Burada N ’nin yoniine gore M sag ya da sol invaryant alt yakin-halka

adimi alir.

Ornek 2.4.8.([11]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda,
a) Ny <; N dir, fakat Ny < N olmak zorunda degildir.

b) N, N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir, fakat ne sag ne de sol ideali olmak
zorunda degildir.
Bunlarin dogrulugu asagidaki gibi gosterilebilir:
a) Lx,yUON ve n N igin,
(x- n-x)0=x0- n0- x0=x0- x0=0
yani, Ny N ’nin bir normal alt grubudur. Simdi, Cx,y U N ve n U N i¢in,
[x(y- n)- xy]0 =x(¥0- n0)- xp0=xy0- xy0=0
olur. Bunun anlami Cx,y O N ve n [ Ny igin,
x(y- n)- xyUN
olmasidir. Bu ise Ny <; N oldugunu gosterir. Simdi, Ng <N olmak zorunda
olmadigint gostermek igin, bir 6rnek yeterlidir. R reel sayilar cimlesi ve N = M (R)
olsun. 10 M(R) ile birim doniisim gosterilirse, 11U Ny = My(R) dir. ¢ UM(R)

doniigtimii,

ile tanimlansin. Bu durumda,
(10¢)(0)=11g) =1g
yani,
log OMy(R)= N,

olur. Buise, M((R) nin M (R) nin bir ideali olmadigin: gosterir.
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b) CxON ve LnU N, icin,
(xn)0 = x(n0) = xn
yani, NN, O N, dir. Yine, LxUN ve Ln 0 N, i¢in,
(nx)0 =n0=n=nx
oldugundan, N N O N, olur. O halde N, N ’nin bir invaryant alt yakin-halkasidir.
N, N ’nin genelde ne sag ne de sol idealidir, ¢iinkii (N,.,-) (N, ) nin genelde bir
normal alt grubu degildir. Ornegin, (,-) abelyen olmayan bir grup ve y,¢ OT
elemanlar1 y- ¢ #¢ - y olacak sekilde segilsin. Simdi, bir £ ), doniistimi
Sy - T
4
ile tammlansin. Bu durumda, f), UM (') dir. 10M(I) birim donistim ise, bu

durumda,
- fy - DOF)=0r- y-0r=y
olur, fakat
A- fy-D)=c-y-c#y
dir. Bu ise,

1- f,-10M.()
oldugunu gosterir. Buradan, M .(I"), M (") 'nin bir normal alt grubu degildir. O halde,
M .()’nmn M(I')’da normal olmasi i¢in gerek ve yeter sart [ ’nin bir abel grubu

olmasidir.

Ozellikler 2.4.9. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda;

a) L<; N ise NoL UL dir.

b) N =N, olmasi i¢in gerek ve yeter sart N yakin-halkasinin her bir sol idealinin
N nin bir N -alt grubu olmasidir.

¢) N=Ngise, [ N -grubunun her A ideali, [ 'min bir N -alt grubudur.

d) Lydrl win, Ny: 5y dir. Yani, Ly Ul i¢in, Ny [ N -grubunun bir N -alt

grubudur.



15

e) LA: y T i¢in, NOp =N_.Of OA dir. Dolayisiyla, NOp = N.Of [ N -grubunun

tim N -alt gruplar igerisinde en kii¢iik olanidir.

Tamm 2.4.10. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. N ’nin (I ’nin)
asikar olmayan ideali yoksa, N ’ye (I ’ya) basittir denir. Eger [ 'nin NO. ve [
disinda N -alt grubu yoksa, [ "ya N -basittir denir.

{0}  ideali, bir N yakin-halkasinin tiim ideallerinin ciimlesinde daima minimal

oldugundan, asagidaki tanimlar halka teorisinde oldugu gibidir.

Tanim 2.4.11. ([11]) N bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sifirdan farkli ideallerinin

cumlesinde minimal olan ideale N ’nin minimal ideali denir.

Benzer olarak, minimal sag ve sol ideal tanimlar1 verilebilir. Bu tanimlarin dualleri

maksimal ideal tanimlaridir.

Tanmm 2.4.12. ([11]) N bir yakin-halka, [ bir N -grup, Ay ve A, [ ’nin herhangi
iki alt ciimlesi olsun. Bu durumda,
A, :A,), =nON |[nA, 04}
ile verilir. y T igin, kisalik agisindan, ({y}:A) =(y :A) almacaktir.
Or :8)y ={nON | nA OO }}
climlesine A [T ’nin sifirlayan1 denir. Herhangi bir karisiklik igermeyen durumlarda,

bu ciimle (0:A) ile gosterilecektir.

Ozellikler 2.4.13. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda;
a) Eger A, I ’nin herhangi bir alt grubu (normal alt grubu, N -altgrubu, ideali) ise,
(A :Ay) ciimlesi de, N N>nin bir alt grubu (normal alt grubu, N -altgrubu, ideali)
olur. Burada A, [ ’nin herhangi bir alt climlesidir.
b) Ly T igin,
O:p)<y N
dir.
¢) LA: y T icin,
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0:A)< N
dir.

d) A,A; ((07) I'’nim alt ciimleleri olsunlar. Bu durumda,

N@;:d)=(A:0)

i1 i
ve
Uw,;:00Ja,; :b)
iar 07
dir.
e) ALT ise,
0:8)= ()(0:9)
cOdA
dir.
f) N yakin-halkasimin, herhangi iki ' ve " N -gruplart N -izomorfik ise, bu
durumda,
OF M) =(0p T
dir.

Tamm 2.4.14. ([11]) N bir yakin-halka ve [ bir N -grup olsun. Bu durumda, eger
(OF :T)=0 ise, I ya bir faithful N -grup denir.

Ozellikler 2.4.15. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Eger, I N ’nin
bir faithful N -grubu ise, bu durumda;

a) Eger [ abelyen bir grup ise, N yakin-halkasi da abelyendir.

b) Eger Cn O N ve Cy,¢ OT igin,

n(y-¢)=ny- nc
oluyorsa, bu taktirde N = N dir.

Teorem 2.4.16. ([13]) Her N vyakin-halkasi i¢in, N yakin-halkas1 M (') yakin-

halkasina gomiilebilir olacak sekilde en az bir I grubu vardir.

Ispat: I, (N,-) grubunu ihtiva eden bir grup olsun. x O N igin,
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Sl - r
gxy ,yUN

y o= Ox L,yUuN

ile tanimlayalim. Bu durumda, Cx,y U N ig¢in,

Sy Sy = Taty
ve
feofy =Ly
oldugu kolaylikla goriilebilir. O halde,
h:N - M)
x - fx
dontistimii bir yakin-halka homomorfizmidir. Eger
h(x) = h(y)
ise,
fx =1y

dir. Ozel olarak, Ly OT - N igin,
x= f(N)= fy(N =y
elde edilir. Buradan, /# doniistimii bir yakin-halka monomorfizmi, yani N yakin-

halkast M (") yakin-halkasina gémiilebilirdir.

Bu teoremin bir ¢ok kullanigh sonucu vardir. Bunlardan bazilari agagida verilmistir.

Sonug¢ 2.4.17. ([11]) N bir yakin-halka olsun.
a) Eger N abelyen ise, N yakin-halkas1 M (") yakin-halkasina gomiilebilir olacak

sekilde bir ' abel grubu vardir.
b) Eger N sonlu ise, N yakin-halkast M (") yakin-halkasina gomiilebilir olacak

sekilde bir ' sonlu grubu vardir.

¢) Eger N sifir-simetrik ise, N yakin-halkas1 M (") yakin-halkasina gomiilebilir

olacak sekilde bir ' grubu vardir.
d) Eger N sabit bir yakin-halka ise, N yakin-halkast M .(I") yakin-halkasina

gomiilebilir olacak sekilde bir I' grubu vardir.
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Yakin-halkalarin idealleri, ideallerin toplamlar1 ve direkt toplamlar ile ilgili bazi

ozellikler asagidadir.

Teorem 2.4.18. ([11]) N bir yakin-halka ve (/;);gx N ’'nin ideallerinin bir ailesi
olsun. Bu durumda, agagidaki ctimleler denktir.
a) [ ’lerin elemanlarinin tiim sonlu toplamlarinin ciimlesi,

b) Farkli /; ’lerin elemanlarinin tiim sonlu toplamlarinin ciimlesi,

¢) ({;, ) normal alt gruplarinin toplamu,

d) (N,-) grubunun, UI r tarafindan iiretilen alt grubu,
kUK

e) (N,-) grubunun, U[  tarafindan tiretilen normal alt grubu,
kOK

f) N 'nin UI r tarafindan iiretilen ideali.
kOK

Tanmm 2.4.19. ([11]) Teorem 2.4.18’de a)-f) ciimlesine /; (kU K) ideallerinin

toplamui denir ve } I} ile gosterilir.

kOK

Teorem 2.4.18’in d)-f) sartlarindan asagidaki sonug goriilebilir.

Sonu¢ 2.4.20. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda;
a) N yakin-halkasinin ideallerinin toplami, yine N ’nin bir idealidir.

b) Ideallerin toplama islemi, birlesimli ve komutatif bir operasyondur.

Tanim 2.4.21. ([11]) N bir yakin-halka ve /; (kU K) N ’nin idealleri olsun. Eger,

} I} ’nin herbir elemani, farkli /; ’lerin elemanlarmin bir sonlu toplami olarak tek

kUK

tirli yazilabiliyorsa, } I, toplamimna bir (i¢) direkt toplam denir. Belirli olmasi
kOK

acisindan, bu toplam szK I, ile gosterilecektir.

Ozellik 2.4.22. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, N ’nin ideallerinin her

bir (I} ),k ailesi icin asagidakiler denktir:



19

a) [ ’lerin toplamu direkttir.

b) (/;,- ) normal alt gruplarinin toplami direkttir.
¢) LkUK igin,

LN S 1) =10}
IOK
£k

dir.

Ozellikler 2.4.23. ([11]) N bir yakin-halka, 7, (k 0 K) N ’nin ideallerinin, } I
kOK

toplamu direkt olacak sekilde, bir ailesi olsun. Bu durumda, eger a,a'Ul 1;, b,0'00 1 jve

i#j ise,
a) a-b=b-a
b) a'(a- b)=ad'a
¢) ab=al

d) Eger N O-simetrik ise, ab =0 dir.

Ispata) I; <N ve [ j <N oldugundan bunlar ayn1 zamanda N’nin birer normal alt

grubudur. Dolayisiyla a U 1; ve b0 1 igin,

a-b-all,
ve b1 oldugundan,
a-b-a-b01,
dir. Benzer sekilde,
b-a-bUlI,
ve a U /; oldugundan,
a-b-a-b01,
dir. 7; 1 =1{0} oldugundan,
a-b-a-b=0
ve buradan,
a-b=b-a

elde edilir.
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b) [j < N oldugundan, a,a'J1; UN ve b U [j i¢in,
a'(a- b)- a'alll;
dir. /; < N oldugundan, burada
a'(a- b)O I;
ve
a'alll;
dir. Dolayisiyla,
a'(a- b)- a'alll;
dir. i # j igin /; (11; ={0} oldugundan,
a(a- b)- a'a=0
ve buradan,
a'(a- by=ad'a

elde edilir.

¢) alll; ve b Ij icin, /; < N oldugundan,

abU1;
ve
a0 U I;
dolayisiyla,
ab- a0 0 1;

dir. /; <N oldugundan, a UZ; UN, 0N ve b1} igin,
a(0- b)- a0l

yani,

ab- a0 01 j
dir. Yine, i # j i¢in 7; (1 ; =10} oldugundan,

ab =a0
elde edilir.
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Bu son ispattan, d) sikkinin ispati hemen goriilebilir. Ciinkii, eger N 0-simetrik ise,

a0 =0 dir.

Tamm 2.4.24. ([11]) N bir yakin-halka ve 7 < N olsun. Eger [JJ < N igin,

N=I-J
oluyorsa, / idealine N yakin-halkasinin bir direkt toplanani denir. Buradaki J

idealine ise, / 'min N ’deki direkt bileseni ad1 verilir.

Teorem 2.4.25. ([11]) N bir yakin-halka ve 7 < N olsun. Eger [ bir direkt toplanan

ise, / 'nin her bir ideali ayn1 zamanda N yakin-halkasinin da bir idealidir.

Not: Genelde, bir N yakin-halkasinda iki N -alt grubun toplami, yine bir N -alt grup

degildir. Fakat, Fain [14] asagidaki sonucu vermistir:

Onerme 2.4.26. ([14]) N bir yakin-halka ve [ bir N -grup olsun. Eger, A: 5 T ve
E <y T ise, bu durumda A- E: 5 [ dir. Yani, [ N -grubunun bir N -alt grubu ve

bir idealinin toplami, [ *nin bir N -alt grubudur.

Bir N yakin-halkasinda, her zaman N = N - N, oldugu Teorem 2.1.9 ile verilmisti.

Asagidaki 6nerme ayni durumun yakin-halkalarin sag idealleri i¢in de gecerli oldugunu

gostermektedir.

Onerme 2.4.27. ([11]) N bir yakin-halka ve 4 <, N olsun. Bu durumda,
A:Aﬂ(NO - NC) :AﬂNO - AﬂNC :AO - AC
dir.

Ispat: Teorem 2.1.9°dan Ca O 4 igin,
a=ngy- ng,
olacak sekilde, [hy U Ny ve Lh, U N, vardir. 4 <, N oldugundan,
n.=n.0=(ny- n.)0=a00 4

dolayisiyla, ny ve n. A idealinin elemanlaridir. Buise 4 = 4 - A, oldugunu ispatlar.
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Tanim 2.4.28. ([11]) (A4,:) kismi siral1 bir climle olsun. Eger A4 cilimlesinin bostan
farklr her alt climlesi en az bir minimal elemana sahip ise, 4 ciimlesi minimum sartini
saglar denir. Eger 4 ciimlesinin elemanlarinin her a; = a, = ... zinciri sonlu adimdan
sonra sonlaniyorsa, yani her bir a; =2 a, = ... zinciri i¢in, a, =a,+| = ... olacak sekilde
en az bir n dogal sayis1 varsa, 4 climlesine azalan zincir sartin1 (D.C.C) saglar denir.

Bu tanimda “: ” yerine “>” alinirsa, minimum sart1 yerine maksimum sart1 ve azalan

zincir sart1 yerine artan zincir sartt (A.C.C) tanim verilmis olur.



3. BOLUM
YAKIN-HALKALARIN ASAL VE PRIMITIF iDEALLERI

Yakin-halkalar i¢in asal ideal kavrami, birbirlerinden bagimsiz olarak, Van der Walt [2]
ve Ramakotaiah [4] tarafindan ilk olarak ortaya atilmis ve iizerinde gesitli caligmalar

yapilmaya baslanmistir.

Bir ¢ok matematik¢i, asal ve primitif yakin-halkalarin birbirlerine denk olmayan
tanimlarin1 yapmistir. Bu tanimlar arasindaki iligkiler incelenmis, hangi durumlarda
bunlarin denk olduklar1 aragtirilmis ve halen bu arastirmalar siiregelmektedir. Tezin bu

boliimiinde, bu kavramlar, temel 6zellikleri ile verilmistir.

N bir yakin-halka ve 4,8 [ N olsun. Bu durumda,
AB={ab|a04,b0B)}

ile tammlanmistir. Buradan bir n dogal sayisi i¢in, 4" tamimu agiktir. N bir yakin-

halka ve A4,B <N olsun. Bu taktirde, 4B ¢arpimi bir ideal olmayabilir. Hatta bu

carpim, (N,- ) grubunun bir alt yar1 grubu dahi olmak zorunda degildir.

3.1. 0-Asal idealler

Tamm 3.1.1. ([2]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger [L/,J < N i¢in, IJ P
olmasi, /JP veya J U P olmasim gerektiriyorsa, bu durumda P’ye N yakin-

halkasinin bir 0-asal ideali denir.

N bir yakin-halka ve 4N olsun. (4) ile N ’nin A ciimlesi tarafindan iiretilen
ideali gosterilmistir. Kisalik agisindan, bir n N i¢in, ({n}) yerine (n) gdsterimi

kullanilmistir.
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Asagidaki 6nerme 0-asal ideal kavraminin bazi1 denkliklerini vermektedir.

Onerme 3.1.2. ([2]) N bir yakin-halka ve P <N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

a) P bir asal idealdir.

b) L/,J <N i¢in, (IJ) U P olmasi, / [J P veya J [ P olmasini gerektirir.

¢) Li,jUN i¢in, iOP ve jUP ise, ()(j)U P dir.
d C/,J<Nigin, IOP ve JOP ise, IJ 1P dir.
e) LI,J<N igin, I0P ve JOP ise, IJ P dir.

Ispata)C b): P< N asalve C1,J < N igin, (IJ) O P olsun.
UousH)ar
ve P asal oldugundan, Tanim 3.1.1°den / J P veya J [J P dir. Dolayisiyla b) [ a)

durumu da elde edilmis olur. a) < e)’nin ispat1 da yine Tanim 3.1.1°den agiktir.

a)L ¢): P< N asal ve (i)(j)UP olsun. Bu durumda, P asal oldugundan (i) LJ P

veya (j) U P dir. Dolayisiyla i [ P veya j I P elde edilir.

¢)L d) : Kabul edelim ki c¢) saglansin ve /P ve J U P olacak sekilde 7,J < N
bulunsun. i 1 7- P ve jJ- P alalim. Bu durumda,
@OHarp

ve dolayisiyla

goPrP
elde edilir.

d)L e) : Kabul edelim ki (d) saglansin ve L/,J <N i¢in, /P ve J U P olsun.
idl- Pve jOJ- P alalim. Bu durumda,

- pPOP
ve

(H)- POP
dir. O halde (d)’den,

(- P)Y(H-PHOP

dir. Dolayisiyla,
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(- p)(yj-pHorp
olacak sekilde 0:/'0 (i), 0;'0 (5) ve Up, p'l P vardir. Buradan,
’'(j*-pH-ij-ij- p(-p)OP
olur. Fakat P <« N oldugundan,
i(j*-pH-ijap

ve
p(j-pHarp
dir. Bu durumda,
i'j'’apP
olmalidir. Bu ise,
Jar

oldugunu gosterir.

Onerme 3.1.3. ([11]) N bir yakin-halka ve {P; !}, kapsama altinda tam sirali

olan, N ’nin asal ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda,

7,

alA

ideali de N ’nin bir asal idealidir. Burada A4 bir indis climlesidir.

Onerme 3.1.4. ([15]) N tiim idealleri kapsama altinda tam sirali olan bir yakin-halka
olsun. Bu durumda P < N ’nin asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart / <N P ’yi igeren

minimal ideal ve LP [0J < N i¢in, LJ [0 P olmasidir.

Ispat : P<N asal olsun. Onerme 3.1.2°den /OP ve JOP olacak sekilde
[1,J <N igin IJ P dir. O halde ispatin bu yonii agiktir. Simdi kabul edelim ki,

I <N P’yiigeren minimal ideal ve LPUJ <N i¢in, IJOP olsun. {P, o004 N

yakin-halkasinin P ’yi igeren ideallerinin ailesini gostersin. / P ’yi i¢eren minimal

ideal oldugundan,

1= (P,

allA
dir. J O P oldugundan, Uk 0 4 i¢in J = P, dir. Kabulden,

U=((\Py)P OP
alA
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dir. O halde Ca [ 4 igin,

U=((\P)P, OP,P, OP
alA

dir. Burada [ a U 4 i¢in P, idealleri, N yakin-halkasinin P ’yi igeren tiim ideallerini

taradigindan Onerme 3.1.2 (d)’den ispat tamamdar.

Onerme 3.1.5. ([16]) N bir yakin-halka olsun. Eger 7 < N bir direkt toplanan ve
P < N asal ise, bu durumda P()/ [ ’da bir asal idealdir.

Ispat: J;,J, < igin, J;J, OPNI olsun. Bu durumda, J;J, OP ve J;,J, <N
dir. Cilinkii 7 < N bir direkt toplanan ise Teorem 2.4.25’den [ 'nin her bir ideali, ayn1

zamanda N yakin-halkasinin da bir idealidir. O halde P < N asal oldugundan, J; U P

veya J, O P dir. Dolayisiyla, J; O P\ 1 veya J, O P dir.

Onerme 3.1.6. ([16]) N ve N' iki yakin-halka, 4, B0 N ve C,D O N' olsun. Eger,
h:N - N' bir homomorfizm ise, bu durumda,
h(AB) = h(A)h(B)
ve
" Yepyon \«cyn (D)
dir.

Bu 6nermenin ispat1 halka teorisinde ki ile ayn1 oldugundan, ihmal edilmistir.

Onerme 3.1.7. ([11]) N ve M iki yakin-halka ve A:N - M bir yakin-halka

epimorfizmi olsun. A <N ve B <M (solideal, N -alt grup) alalim. Bu durumda;
a) h(h ' (B)=B

b) A L(h(A)) = A+ cekh

Ispata) nON ve mOM alalim.
mOh(h™Y(B)) « i Oh" Y (B):m=h(n)
= m0UB

b) nUN ve mUM alalim.
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n O R~ (h(A4)) = h(n) O h(A4)
= OA:h(n- a)=h(n)- h(a)=0
= OAd:n- aOgekh
= nlA- ¢ekh
elde edilir.

Onerme 3.1.8. ([11]) N bir yakin-halka,/ <N, IOP<N ve m:N - Z% bilinen

kanonik epimorfizm olsun. Bu durumda, P ’nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart

7.(P) ’nin asal ideal olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, P asal ve J_I,E < Z% icin, J_lz U m(P) olsun.
J; = 1(J;),i 0{1,2} alahm. Onerme 3.1.6 ve Onerme 3.1.7°den,

Ny = U () B Uy O (P = P+I=P

dir. Buradan, P bir asal ideal oldugundan,

JOP
veya

J, OP
ve dolayisiyla,

J1 Bt () = ) O (P
veya
Jo O (P

elde edilir. Bu ise, 7. (P) ’nin asal ideal oldugunu ispatlar.

Simdi, kabul edelim ki 7 (P) asal ve J;J, O P olsun. Bu durumda, Onerme 3.1.6’dan
1UNT(J2) = 1.(J1Jy) O 1.(P)
dir. Buradan, 7 (P) bir asal ideal oldugundan,
() O7.(P)
veya
7(J2) O 7.(P)

olur. Bu durumda, ya
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SO +1=n (nJyp) D (mP)=P+1=P
ya da benzer olarak
Jo,dP

elde edilir. Bu ise, P ’nin bir asal ideal oldugunu kanitlar.

Tanim 3.1.9. ([17]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali asal ise N ’ye bir

asal yakin-halka denir.

Ornek 3.1.10. ([11]) Eger N bir sabit yakin-halka (N =N,) ise, bu taktirde

(N,-) ’nin her normal alt grubu bir asal idealdir. O halde her bir sabit yakin-halka, bir
asal yakin-halkadir.

Onerme 3.1.11. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Eger N bir basit yakin-halka ise, bu
durumda N ya bir asal yakin-halka ya da bir sifir-yakin-halkadir.

Ispat: Eger N bir basit yakin-halka ise, sifir ve kendisinden baska ideali yoktur. O
halde, asal ideallik tanimindan,
{0}N = {0}, {0}{0} = {0}, N{0} = {0}
veya
NN = {0}

durumlar olabilir. Buradan ya {0} bir asal ideal ya da N = {0} oldugu gortiliir.

Onerme 3.1.12. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Eger 7 < N bir maksimal ideal ise, bu

durumda ya / asaldiryada N 207 du.

Ispat: Eger 1 <N bir maksimal ideal ise, ]% bir basit yakin-halkadir. O halde
Onerme 3.1.11°den ya [ asaldir ya da ]% bir sifir-yakin-halkadir ki bu, N 207

olmasini gerektirir.

Sonu¢ 3.1.13. ([11]) N birimli bir yakin-halka olsun. Eger / < N bir maksimal ideal

ise [ asaldir.
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Burada belirtelim ki, bir N yakin-halkasinin bir idealinin asal olmasi, maksimal
olmasii gerektirmez. Bununla ilgili Beidleman [18], Laxton [3] ve Laxton ve Machin

[19] makalelerinde bir ¢ok 6rnek vardir.

3.1.1. Yari-asal idealler

Tamm 3.1.1.1. ([11]) N bir yakin-halka ve / < N olsun. Eger [LJ < N igin, Jror
olmast J [0/ olmasmi gerektiriyorsa, /’ya N yakin-halkasinin bir yari-asal ideali

denir.

Asal ideal ve yari-asal ideal tanimlarindan da goriilecegi gibi, her asal ideal ayni
zamanda yari-asaldir. Asagidaki 6nerme ile yari-asal tanimina denk kavramlar Onerme

3.1.2°ye benzer sekilde verilmistir.

Onerme 3.1.1.2. ([11]) N bir yakin-halka ve 7/ < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:

a) [ bir yari-asal idealdir.

b) CJ <N icin, (J2)OT ise JOT dur.
¢) CnON igin, ()2 O7 ise nO1 dur.
d) CJ <N icin, JOT ise J2 O dir.

e) [J <N icin, JOT ise J2 O dir.

Bu 6nermenin ispati, Onerme 3.1.2’nin ispatiyla benzer oldugundan ihmal edilmistir.

Onerme 3.1.1.3. ((11]) N bir yakin-halka ve {I/,},04 N 'nin yari-asal ideallerinin

bir ailesi olsun. Bu durumda,

A

alA

ideali de N ’nin bir yari-asal idealidir. Burada A bir indis climlesidir.
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Ispat: Eger J < N icin, J2 0 ﬂla ise, bu durumda L a [0 A4 igin, J? Url, dim.
a4

LalA igin, I, idealleri yari-asal oldugundan, [La U4 i¢cin JUI, dir.

Dolayisiyla, J [ ﬂl o eclde edilir.
a4

Onerme 3.1.1.4.([15]) N tiim idealleri kapsama altinda tam sirali olan bir yakin-halka

olsun. Bu durumda 7 < N ’nin yari-asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart J <N [’y1

igeren minimal ideal ise J 207 du.

Ispat: Kabul edelim ki, / < N yari-asal ve J <N [ ’y1 igeren minimal ideal olsun.
JOT oldugundan, Onerme 3.1.1.2 dy’den J2 O7 dir. Simdi, J<N I’y1 igeren

minimal ideal iken J2 O/ olsun. {Sgtano4 N ’nin [ ’y1igeren tiim ideallerinin sinifi

olsun. J 'nin minimalliginden,

J= 1S,

alA
dir. Buradan, L a [ 4 igin,
J20(S,)?
dir. J2 O 1 kabuliinden, Ca 0 4 igin,
(Sg)* 01

elde edilir. Burada [La U A4 i¢in S, idealleri, N ’nin [ ’y1 igeren tiim ideallerini

taradigindan Onerme 3.1.1.2 d)’den / bir yari-asal idealdir.

Onerme 3.1.1.5. ([11]) N bir yakin-halka, J < N bir direkt toplanan ve / < N bir

yari-asal ideal ise, bu durumda 7(1J J ’de bir yari-asal idealdir.

ispat: S<J igin, S2O07NJ olsun. Bu durumda, S> 07 ve S<N dir. Ciinki
Teorem 2.4.25’den direkt toplananin ideali, ayn1 zamanda yakin-halkanin da idealidir.

Buradan, 7 < N bir yari-asal ideal oldugundan, S 00 7 dir. Dolaysiyla S 00 7()J, yani
INJ J’de bir yari-asal idealdir.
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Tanmm 3.1.1.6. ([11]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir ideali yari-asal ise
N ’ye bir yari-asal yakin-halka denir.

Yakin-halkalarin her asal ideali ayn1 zamanda yari-asal oldugundan asagidaki 6nerme

aciktir.

Onerme 3.1.1.7. ([11]) Bir N yakin-halkasinin asal ideallerinin herhangi kesisimleri

birer yari-asal idealdir.

Lemma 3.1.1.8. ([17]) N bir yakin-halka ve X [J N olsun. Eger N 0-simetrik, / ve
P, N’nin XI [J P olan idealleri ise, bu durumda (X)/ U P dir.

Ispat: X/0OP ise, XOWP:)={n0ON | nl O P} <N dir. Gergekten, (P:7) nin
N 'nin bir normal alt grubu oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi ideallik sartlarinin
saglandigini gosterelim. Ln,n' 0N, La O (P:1) ve Lil [ igin,
[n(n'- a)- nn'li =n(n'i- ai)- n(n'i)
burada ai J P ve P, N ’nin ideali oldugundan,
[n(n'"-a)- nn']li 0 P
yani,
n(n'-a)- nn'U0(P: 1)
dir. Bu (P:7)’n bir sol ideal oldugunu gosterir. Simdi, Lrn N, CalU(P:1) ve
CilO [ igin,
(an)i = a(ni)
burada, / < N ve N 0-simetrik oldugundan,
ni=n(-0)- n0O/
o halde,
(an)i = a(ni) J P
yani,
anJ(P:1)
dir. O halde (P:7) N yakin-halkasinin bir idealidir. Dolayisiyla,
(X)O(P:1)

yani,
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(X)[OP
dir.

Asagidaki teoremle yakin-halkalarin asal idealleri i¢in bir karakterizasyon verilmistir.

Teorem 3.1.1.9. ([17]) N O0-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda
P ’nin asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(b) [l P olacak sekilde ki [La,b U N

icin a [J P veya b U P olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, P asal ve a,b 0N icin a(h) d P olsun. Bu durumda Lemma
3.1.1.8’den,

(a)(b) O P
dir. Bu durumda, P asal oldugundan (a) Ll P veya (b) Ll P olur. O halde buradan,
a U P veya b [J P elde edilir.

Kabul edelim ki a(b) U P olacak sekilde ki La,b U N i¢in a J P veya bl P olsun.
a(b) U P ise yine Lemma 3.1.1.8’den

(a)b)O P
dir. Burada kabul ile birlikte (a)(b) P iken a0 P veya b[JP olma durumu

karsimiza ¢ikar. O halde Onerme 3.1.2°den P asaldur.

3.2. 1-Asal idealler

Tamm 3.2.1. ([7]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N yakin-halkasinin 4 ve
B sol idealleri i¢in, AB 1 P olmast A [J P veya B [l P olmasimi gerektiriyorsa, P ’ye

N ’nin bir 1-asal ideali denir.
Lemma 3.2.2. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P 1-asal ise, 0-asaldir.

Ispat: P< N 1l-asal ve 4,B< N igin, ABOP olsun. A ve B aym zamanda N

yakin-halkasinin sol idealleri ve P 1-asal oldugundan, Tanim 2.2.1’den 4l P veya

B0 P,yani P 0O-asaldir.
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Lemma 3.2.3. ([17]) N bir yakin-halka, X OON, I <; N ve P<N olsun. Eger
XIOP ise (X); /0P dir. Burada (X);, N yakin-halkasimn X N tarafindan

tiretilen sol idealini gostermektedir.

Ispat: XIOP ise, XOP:I)={nON |n] U P} <; N dir. Gergekten, (P:7)’nin
N 'nin bir normal alt grubu oldugu kolaylikla goriilebilir. Simdi sol ideallik sartinin
saglandigint gosterelim. Ln,n'0O N, CaU(P:1) ve LiJ 1 igin,
[n(n'"- a)- nn'li =n(n'i- ai)- n(n'i)
burada @i J P ve P < N oldugundan,
n(n'-a)- nn'U(P: 1)
elde edilir. Buise, (P:1) <; N oldugu anlamina gelir. O halde
(X) d(pP:1)
yani,
(X)), 7gp
elde edilir.

Teorem 3.2.4. ([17]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda, P ’nin 1-asal

olmasi i¢in gerek ve yeter sart a(b); Ll P olacak sekilde ki La,b I N i¢in, a LI P veya

b O P olmasidir.

Ispat: P 1-asal ve a,b O N igin a(b); O P olsun. Lemma 3.2.3"den,

(a)(b); O P
dir. P 1-asal oldugundan, (a); [l P veya (b); LI P dir. Dolayisiyla a J P veya b U P
elde edilir. Simdi kabul edelim ki, a(b); [l P olacak sekilde ki La,b L N i¢in, a LI P
veya b [J P olsun. Yine Lemma 3.2.3’den,

(a);(b); O P
dir. O halde (a);(b); U P iken a 0 P veya b[] P elde edilmis olur. Kabul edelim ki,

A ve B N yakim-halkasimin 40P ve B P olacak sekilde iki sol ideali olsun.
a'l A- P ve b'0 B- P alalim. Bu durumda,
(a')(0"); PP

ve dolayisiyla
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AB [ P
elde edilir. O halde P 1-asaldir.

Onerme 3.2.5.([15]) N bir yakin-halka ve {P, }, 4 kapsama altinda tam sirali olan,

N ’nin 1-asal ideallerinin bir ailesi olsun. Bu durumda,
Pa
allA4

ideali de N ’nin bir 1-asal idealidir. Burada A bir indis cimlesidir.

Ispat: Bir N yakin-halkasinin her 1-asal ideali aym zamanda asal oldugundan,
Onerme 3.1.3°den

7,

a4

N nin bir asal idealidir. Kabul edelim ki, /,J <, N igin,
uonPp,
a4
olsun. Bu durumda, La U4 i¢in IJOP, olur. La U4 igin P, N nin bir 1-asal

a

ideali oldugundan, L a U 4 i¢in / O P, veya J [0 P, dir. O halde

a

= agA P
veya
J O agA P,
olur. Dolayisiyla
aba 9

N nin bir 1-asal idealidir.

Onerme 3.2.6.([15]) N tiim idealleri kapsama altinda tam siral1 olan bir yakin-halka

olsun. Bu durumda P < N ’nin 1-asal olmas: i¢in gerek ve yeter sart / <; N P’yi

iceren minimal sol ideal ve LP U1 J <; N i¢in, J U P olmasidir.

Ispat: P < N l-asal olsun. Bu durumda /0P ve J O P olacak sekilde [7,J <, N
icin J P dir. Dolayisiyla /<, N P yi iceren minimal sol ideal ve J 1 P olacak

sekilde LJ <, N i¢in IJ 0 P dir. $imdi, kabul edelim ki / <, N P yi i¢ceren minimal
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sol ideal ve CPUJ <, N i¢in, IJOP olsun. {P,},,, N yakin-halkasimin P yi

iceren tiim sol ideallerinin ailesini gostersin. / P yi iceren minimal sol ideal
oldugundan,

I=nPp

ana” @
dir. J O P oldugundan, [k O 4 igin J = P, ve kabulden,
I=(n PP OP
dir. O halde L a U 4 i¢in,
IJ=(n PP, OP,P 0P
elde edilir. Burada L a U 4 igin P, sol idealleri, N yakin-halkasinin P yi i¢eren tiim

sol ideallerini taradigindan ispat tamamdir.

Lemma 3.2.7.([15]) N bir yakin-halka ve 7 <N bir direkt toplanan olsun. Bu

durumda 7 ’nin her sol ideali, ayn1 zamanda N ’nin de sol idealidir.

Ispat: 7 < N bir direkt toplanan oldugundan,

olacak sekilde bir J < N vardir. L <; [ olsun. La,n'UN ve L/ UL igin,

n(n-1)- nn'

elemanini diiglinelim. N =7 - J oldugundan,
n=i-j
ve
n'=i- '
olacak sekilde 7,i'00 1 ve j,j'0J vardir ve bunlar iizerinde Ozellikler 2.4.23 saglanir.
Buna gore, L <; I oldugundan,
n(n'*-1)- nn'=(i- ) j-10)- @G- )i~ Jj')
=i j- D)= @ - D- i ) 6 )
=i@-0- jj-a- j
=iG~1)- W'D L

elde edilir. Dolayistyla L <; N dir.



36

Asagidaki 6nerme, Onerme 3.1.5°de 0-asallik i¢in belirtilen durumun, 1-asallik icin de

gecerli oldugunu gostermektedir.

Onerme 3.2.8.([15]) N bir yakin-halka olsun. Eger / < N bir direkt toplanan ve
P < N 1-asal ise, bu durumda P()/ I ’da l-asal idealdir.

Ispat: J,,J, <; I igin J;J, OPNI olsun. Bu durumda, J;J, OP ve Lemma
3.2.7°den, J;,Jo, <; N dir. P l-asal oldugundan, J, OP veya Jo,UOP ve

dolaysiyla, J; O P 1 veya J, 0PI elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

Tamm 3.2.9. ([17]) N bir yakin-halka olsun. Eger N ’nin sifir-ideali 1-asal ise N ’ye
1-asal yakin-halka denir.

Lemma 3.2.2 ile l-asalligin 0-asallig1 gerektirdigi verilmisti. Simdi, bunun tersinin
dogru olmadigi, yani O-asalligin 1l-asallign gerektirmedigi asagidaki Ornekle

gosterilebilir.

Ornek 3.2.10. ([10]) (I,-) bir sonlu grup ve ®# A T ’nin asikar olmayan bir alt
grubu olsun.

Mo(M)={f:T = T| (=0}
yakin-halkasini diistinelim.

K={fOMyT) | fa)04}

alinirsa, K M (') *nin bir alt yakin-halkasidir. K 'nin kendisinden ve sifirdan farkli
tek ideali,

A=(0:0)g =tk 0K | kA =0}
dir. 42 #0 oldugundan, K 0-asal yakin-halkadir. K ’nin kendisinden farkl tek 1-asal

ideali A ’dir. Dolayisiyla, K ’nin sifir-ideali 1-asal degil, yani K 1-asal bir yakin-halka
degildir.

Asagida, 1-asal yakin-halkalar i¢in bir 6rnek verilmistir.
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Ornek 3.2.11. ([10]) N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, Cx,y O N igin, ikinci
islemi
k ,y=3
xy =1 4
M ,y#3
ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. N ’nin tiim sol idealleri, {0} ve N ’dir. N 220

oldugundan, {0} N ’nin l-asal ideali, yani N 1-asal bir yakin-halkadir.

3.3. 2-Asal idealler

Tanim 3.3.1. ([20]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger N 'nin AB [ P olacak
sekilde ki her 4 ve B N -alt gruplar1 i¢in, 4 [l P veya B [J P oluyorsa, P’ye N ’nin
bir 2-asal ideali denir. Eger N ’nin sifir-ideali 2-asal ise, N ’ye bir 2-asal yakin-halka

ad1 verilir.

Asagidaki lemma, 0-simetrik bir yakin-halkanin 2-asal ideallerinin ayn1 zamanda 1-asal

oldugunu verir.

Lemma 3.3.2. ([10]) N O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P 2-asal bir

ideal ise, bu durumda P 1-asaldir.

Ispat: N O-simetrik, P<N 2-asal ve 4,B<; N igin ABOP olsun. N yakin-
halkast 0-simetrik oldugunda, N ’nin her sol idealinin, ayn1 zamanda N ’nin bir N -alt
grubu oldugunu gosterelim. 4 <; N igin, sol ideallik tanimindan, (4,-) (N,-) nin bir
alt grubudur. Simdi, NA U 4 oldugunu goéstermeliyiz. 4 <; N oldugundan, [Ln N
ve La A4 igin,
na=n(a- 0)- n00 A4

dir. Dolayisiyla 4: y N dir. O halde, ABUP ve A,B: y N dir. P 2-asal
oldugundan, 4 [J P veya B [ P elde edilir. O halde, P 1-asaldir.

Lemma 3.3.2’de N yakin-halkasinin 0-simetrik olma sart1 kaldirilamaz. Yani, P < N
0-simetrik olmayan bir N yakin-halkasinin, 2-asal bir ideali ise, P 1-asal olmak

zorunda degildir. Asagidaki 6rnek bu durumu kanitlar.
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Ornek 3.3.3. ([10]) N Klein-4-grup iizerinde, carpma islemi Tablo 1 ile verilen bir

yakin-halka olsun.

0 1 2 3

0| O 0 0 0

1 1 1 1 1

210 0 0 2

3 1 1 1 3
Tablo 1

Bu durumda N ’nin tiim N -alt gruplart N ve [ ={0,1} dir. / 2z {0} oldugundan, N

2-asal bir yakin-halkadir. Fakat, J ={0,2} <; N ve J 2= {0}, dolayisiyla N 1-asal bir

yakin-halka degildir.

Bu durumun tersi genelde dogru degildir. Yani, 0-simetriklik durumu olsa dahi, bir

yakin-halkada 1-asallik 2-asallig1 gerektirmez.

Ornek 3.3.4. ([10]) N, Klein-4-grup {0,1,2,3} iizerinde, Cx,y O N igin, ikinci islemi

[k ,y=3
xy =0
M ,y#3

ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Ornek 3.2.11°den N yakin-halkas1 1-asaldir.
1={0,1} N ’nin [ 2= {0} olan bir N -alt grubudur. Dolayisiyla, N 2-asal bir yakin-
halka degildir.

Lemma 3.3.5. ([10]) N bir yakin-halka, X J N sol invaryant (NX X ), AUN ve
P < N olsun. Eger, AX P ise (4)X U P dir.

Ispat:  AXOP ise, AO(P:X)y dir. (P:X)y <N oldugunu gosterelim.
Cn,n'0ON, LaO(P:X)y ve LxUX igin,
[n(n'"-a)- nn'lx =n(n'x- ax)- n(n'x)0d P
dir, ¢linkii ax [ P ve P < N dir. O halde,
n(n'-a)- nn'0(P: X))y
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dir. Simdi, Cn ON, LaO(P:X)y ve LxUX i¢in, NY UX ve P< N oldugundan,
anx = a(nx) U P
olur. Yani, (P: X))y N O(P:X)y elde edilir. Dolayisiyla, (P: X)y <N dir. O halde,

(4) O (P:X)y veburadan (4)X [ P elde edilir.

N bir yakin-halka ve X N olsun. N yakin-halkasinin X' tarafindan iiretilen N -alt

grubu (X)) ile gosterilecektir.

Lemma 3.3.6. ([17]) N O-simetrik bir yakin-halka, X UN, 4: y N ve P<N

olsun. Eger, XA 1 P ise, (X)y 40 P dir.

Ispat: X4 0 P oldugundan, X O (P: A)y dir. (P:A)y : y N oldugunu gosterelim.
Cu,vO(P:A)y ve Lall A4 igin,

(u-via=ua-vallP
oldugundan,

u-vOP: Ay
yani, (P:A4)y N nin bir alt grubudur. Simdi, Cu U(P: 4)y,Ln0ON ve Lall4
i¢in,
(nu)a = n(ua) = np

olacak sekilde en az bir p Ll P vardir. Burada P < N ve N 0-simetrik oldugundan,

np=n(p-0)-n0LIP
yani,

(nu)a O P

olur. O halde,

NP : Ay UP: Ay
dir. Dolayisiyla, (P:A)y: y N elde edilir. Buradan (X)y O(P:4)y, yani

(X)p A P sonucuna ulagilir.

Artik 2-asal ideal kavramini karakterize eden, asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.3.7. ([17]) N O0-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda, P

nin 2-asal olmasi igin gerek ve yeter sart a(b)y [ P olacak sekilde a,b N igin,

a U P veya b P olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki, P 2-asal ve a,p N igin, a(b)y O P olsun. Lemma 3.3.6
dan,

(@yB)y OP
dir. Burada P 2-asal oldugundan, (a) U P veya (b)y U P, yani aP veya b P
elde edilir. Simdi, a(b)y U P olacak sekilde a,b U N i¢in, a U P veya b U P olsun.
Kabul altinda, Lemma 3.3.6’dan (a)y(b)y UP iken a0 P veya bUOP olur. N

yakin-halkasnin 40P ve BUP olan iki N -alt grubunu alalim. @'l 4- P ve

b'0] B- P olacak sekilde, a'ved' elemanlar1 vardir. Bu durumda, (a')y(b")y [ P ve

dolayistyla, AB [[] P elde edilir. O halde P 2-asaldir.

Lemma 3.3.8.([15]) N 0-simetrik bir yakin-halka ve / < N bir direkt toplanan olsun.

Bu durumda, / nin her bir [ -alt grubu, ayn1 zamanda N nin bir N -alt grubudur.

Ispat: 7 < N bir direkt toplanan oldugundan, N =1 - J olacak sekilde bir J < N
vardir. A: ; [ olsun. A [ nm bir alt grubu oldugundan, N nin de bir alt grubudur.
NA [0 4 oldugunu gostermeliyiz. Ln 0N ve La A4 igin,

na=({- jla=ia- ja
olacak sekilde iJ7 ve jUJ vardir. N O-simetrik ve [alA4 igin, alll
oldugundan, Ozellikler 2.4.23 kullanilirsa, yukaridaki esitlikte ja =0 oldugu goriiliir.
O halde, 4+ ; I oldugundan,

na=iallA

yani A: y N elde edilir.

Onerme 3.3.9.([15]) N 0-simetrik bir yakin-halka ve P < N 2-asal olsun. Eger I < N
bir direkt toplanan ise, bu taktirde P()/, I da 2-asal idealdir.
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Ispat: 4,B: ;I i¢in ABO P I olsun. Bu durumda, 4B 0 P ve Lemma 3.3.8’den
A,B< 5y N dir. P 2-asal oldugundan, A0 P veya B[ P, dolayisiyla A0 PN/

veya B P()I elde edilir. Bu ise ispati tamamlar.

3.4. 3-Asal idealler

Tamm 3.4.1. ([17]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger, aNb U1 P olacak sekilde
ki Ca,bUN igin, aJP veya b [P oluyorsa, P ye N nin bir 3-asal ideali denir.
Eger N nin sifir-ideali 3-asal ise, N ye bir 3-asal yakin-halka denir.

Onerme 3.4.2. ([10]) N bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda P 2-

asaldir.

Ispat: P < N 3-asalve a,b 0 N icin aNb O Polsun. LA O N igin Nb: 5 N dir. O
halde,

(b)y O Nb
dir. Buradan,

a(b), UaNb P

olur. P 3-asal oldugundan,
alP veyabP

elde edilir. Bu durumda Teorem 3.3.7 geregince P 2-asaldir.

Sonu¢ 3.4.3. N 0-simetrik bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda P 1-

asal ve dolayisiyla 0-asaldir.
Ispat: Sirastyla Onerme 3.4.2, Lemma 3.3.2 ve Lemma 3.2.2 kullamlarak ispat gériilir.

Bir N yakin-halkasinin bir 2-asal ideali, ayn1 zamanda 3-asal olmak zorunda degildir.

Asagidaki 6rnek bunu kanitlar.

Ornek 3.4.4. ([10])) N Z3 ={0,1,2} grubu iizerinde ¢arpma islemi Cx,y 0 Z3 igin,

k ,y=2
xy =0
0 ,y#2
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ile tanimlanan bir yakin-halka olsun. Bu durumda N nin tim N -alt gruplar sadece

{0} ve N dir. N 2z {0} oldugundan, N 2-asal bir yakin-halkadir. Fakat,
IN1= {0}

dolayisiyla N bir 3-asal yakin-halka degildir.

Onerme 3.4.5. ([17]) N bir yakin-halka ve P < N 3-asal olsun. Bu durumda, L7 < N
icin P(I, I da 3-asaldir.

Ispat: PN nm [ da bir ideal oldugu agiktir. Kabul edelim ki, a,p 07 igin
alb 0PN I olsun. alb 0P ve P 3-asal oldugundan, a 0 P veya b0 P dir. a,b 01

oldugundan, a O P11 veya b 0 P elde edilir. Bu ise, ispati1 tamamlar.

Bir N yakin-halkasi i¢in,

D(N)={n(x+y)—-ny—nx|x,y,n 1N}

climlesine dagitici ciimle ad1 verilir. Asagidaki 6nerme 0-asalligin 3-asallig1 gerektirdigi

bir durumu verir.

Onerme 3.4.6 ([21]) N bir yakin-halka olsun. Eger 7 < N 0-asal ve D(N) O ise, bu

durumda / N nin bir 3-asal idealidir.

Ispat: 7 < N 0-asal ve D(N) O olsun. Kabul edelim ki, @,b O N igin aNb O 1 iken,
alll ve b olsun. a- b7 dir. O halde,
n(a- b- n")- nn-n(a- by I
olacak sekilde en az bir n,n'(] N vardir. Fakat burada,
n(a- b- n')- nn- n(a- b)J D(N)
oldugundan bu D(N) U I olmas ile gelisir. Dolayisiyla, aNb 11 iken, a 1] veya
bUI,yani I N nin bir 3-asal idealidir.

Not: N sifirlayaninda sifirdan farkli bir eleman ihtiva eden 0-simetrik bir yakin-halka
ise, bu durumda N nin sifir-ideali 3-asal olamaz [21]. O halde bu kosullar altinda ki bir

N yakin-halkasinda sifir-ideali 0-asal ise 3-asal olamaz.
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3.5. Tam Asal idealler

Tanim 3.5.1. ([22]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger ab [1 P olacak sekildeki
Ca,b0N icin, a P veya b P oluyorsa, P ye N nin bir tam asal ideali denir.

Eger N yakin-halkasinin sifir-ideali tam asal ise, N ye bir tam asal yakin-halka denir.

Yakin-halkalarin tam asal idealleri iizerine yapilan ¢alismalar, 1979 yilina kadar uzanir.

[lk olarak bu kavram “2-tipinde asal ideal” adiyla tanimlanmistir [6].

Tanim 3.5.2. ([22]) N bir yakin-halka ve P <N olsun. Eger a’ O P olacak sekilde

Ca O N igin, a J P oluyorsa, P ye N nin bir yar1 tam asal ideali denir.

Teorem 3.5.3. ([22]) N bir yakin-halka ve P N nin NP [J P olan bir ideali olsun.

Bu durumda P nin tam asal ideal olmasi igin gerek ve yeter sart P nin 0-asal ve yari

tam asal ideal olmasidir.

Sonu¢ 3.5.4. N 0O-simetrik bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P nin tam

asal ideal olmasi i¢in gerek ve yeter sart P nin 0-asal ve yar1 tam asal ideal olmasidir.

Ispat: N 0-simetrik ve P < N ise NP 0 P dir. Gergekten, Cn O N ve Cp O P icin
P < N oldugundan,
np=n(p-0)- nOOP

dir. O halde Teorem 3.5.3’den ispat gortiliir.

Ornek 3.5.5. ([10]) (N,-) mertebesi =3 olan bir grup olsun ve N iizerinde carpma
islemi, Lx,y N igin,
k ,y#0
xy = D .y=0
ile tanimlansin. Bu durumda, N yakin-halkasinin sifir-ideali diisiiniilir ve carpma
isleminin tanimi goz Oniine alinirsa, xy =0 olacak sekilde [x,y N i¢in, x =0 veya

y =0 oldugu goriiliir. O halde N bir tam asal yakin-halkadir.

Onerme 3.5.6. N bir yakin-halka ve P < N olsun. Eger P tam asal ise 3-asaldur.
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Ispat: a,b O N icin aNb O P olsun. O halde

aab U P
dir. Burada P tam asal oldugundan a U P veya b [J P elde edilir. Dolayisiyla P 3-

asaldir.

3.6. e-Asal Idealler

e-asal idealler ilk olarak 1990 yilinda tanimlanmis olup bir halka iizerinde e-asallik ile

asallik kavramu birbirine denktir [8].

Tamm 3.6.1. ([8]) N bir yakin-halka olsun. Asagidaki kosullar altinda N ye bir e-
asal yakin-halka adi verilir.

a) Sifirdan farkli Cx,y O N i¢in, xNy #0 ve
b) Eger x,yON ve 0ZA N nin bir invaryant alt grubu ise, Lall 4 igin

ax=ay iken x=y.
Eger P<a N ve % bir e-asal yakin-halka ise, P ye N nin bir e-asal ideali denir.

Asagidaki lemma ile, e-asallik i¢in alternatif bir tanim verilmistir.

Lemma 3.6.2. ([8]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.
b) (i) Sifirdan farkli Cx,y O N i¢in, xNy Z 0

(ii) Eger x, yUN,0ZaUN ve LnUN igin, anx = any ise x = y dir.
¢) Eger x, yON,0#aUN ve LnON igin, anx = any ise x = y dir.

Ispat a)C b): N bir e-asal yakin-halka ise, Tanim 3.6.1°den, x, y O N, 0Za O N ve
CLrnUON i¢in, anx = any ise x = y oldugunu gostermek yeterlidir. a #0 ve N e-asal

oldugundan aNa # 0, dolayisiyla aN # 0 dir. Simdi, timevarim yontemi kullanilarak,

A, su sekilde tamimlansin: 4 = aN ve eer A;_; tanimliysa,

O
Ak = E'Zdiui
I

U
O, =+Lu; U4, EU{nu ‘n ON,u DAk—l}
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olsun. 4 = UAk , N nin bir invaryant alt grubudur ve 0 ZaN [ A4 dir. Lu U A4 igin,

ux =uy dir. N bir e-asal yakin-halka oldugundan Tanim 3.6.1°den x = y dir.

b)L a): 0# A4 N yakin-halkasimin bir invaryant alt grubu ve kabul edelim ki

x,yUN ve LalA i¢in ax=ay olsun. a #0 segelim. 4 invaryant oldugundan,

Lal N i¢in an U A4 ve dolayisiyla anx = any dir. O halde x = y elde edilir.

¢) C b): Oncelikle belirtelim ki c) sart1 O-simetrikligi gerektirir. Gergekten, eger a 0 N
ve a0 # 0 ise, bu durumda,
(a0)n(a0) = (a0)n0
olmasi ¢) den a0 = 0 celiskisini getirir. O halde N 0-simetriktir. Simdi kabul edelim ki
x # 0 i¢in xNy =0 olsun. Bu durumda C#»n [ N igin,
xny =0 = xn0

ve buradan y =0 elde edilir.

Tanim 3.6.1 ve Lemma 3.6.2’den N yakin-halkasinin e-asal idealleri i¢in asagidaki

karakterizasyon elde edilir.

Sonu¢ 3.6.3. ([8]) N bir yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda asagidakiler
denktir:
a) P N nin bir e-asal idealidir.

b) Eger aUN- P, x,yUN ve Ln N igin anx- any P ise x- y U P dir.
Lemma 3.6.4. ([8]) N bir e-asal yakin-halka ise, 0-asaldir.

Ispat: N bir e-asal yakin-halka ve 0# 4,B < N olsun. Bu durumda, 02a 0 A4 ve

0Zb0 B igin anb # (0 olacak sekilde en az bir n N vardir. anb [ AB oldugu
agiktir. Dolayisiyla 4B #0 dir. O halde Onerme 3.1.2 d) den N bir 0-asal yakin-
halkadir.

Lemma 3.6.2 ¢) [ b) ispatindan, herhangi bir e-asal yakin-halkanin ayn1 zamanda 0-
simetrik oldugu goriildii. Asagidaki teorem e-asal yakin-halkalarin diger bir

karakterizasyonunu vermektedir.
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Teorem 3.6.5. ([20]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda, asagidakiler denktir:
a) N bir e-asal yakin-halkadir.
b) N nin her 0# A sag invaryant (AN [ A4)alt grubu icin, eger x,y N ve
La 0 A4 igin, ax = ay oluyorsa, x = y dir.
¢) N nin her 4 invaryant alt grubu igin, eger x,y O N ve La 4 igin, ax = ay

oluyorsa, x = y dir.

Ispat a)C b): N bir e-asal yakin-halka ve 0% 4 N nin bir sag invaryant alt grubu
olsun. Kabul edelim ki, x, yON ve Lall4 i¢in ax=ay olsun. 0Zb 1 4 alalim.

bN 11 A oldugundan Lxn N i¢in bnx = bny dir. O halde N e-asal oldugundan x = y
elde edilir.

b) C ¢): invaryantlik, sag invaryanth@ gerektirdiginden ispatin bu yonii aciktir.

¢l a: 0#aUN, x,yON ve CnON igin anx =any olsun. Oncelikle N, =0
yani N nin 0-simetrik oldugunu gosterelim. Eger N. # 0 ise, N. N nin bir invaryant
alt grubudur ve Lr,s O N, Lc U N, i¢in,

cr=c=cs
dir. Fakat c) den, bu durum » =s olmasmi gerektirir ki, bu elbette bir geliskidir.
Dolayisiyla N. =0 yani N O-simetriktir. Simdi aN # 0 oldugunu gosterelim. Eger
aN =0 ise, (a)N =0 dir. N O-simetrik oldugundan, (¢) N nin bir invaryant alt
grubudur. Ustelik Ch 0 (a) ve Ck,! O Nigin,

bk =0=bl
dir. O halde c) den k£ =1 olmalidir ki, bu bir ¢eliskidir. Dolayistyla aN # 0 dir. Simdi

Lemma 3.6.2 a) L b) nin ispatindaki gibi, 4y =aN ve eger A4;_; tanimliysa,

]
Ak = E'Zdl-ul-
I

olsun. 4= UAk N nin bir invaryant alt grubudur ve 0ZaN U A4 dir. Cu 0 4 igin,

U
O, =%Lu; 0 A4, EU{nu ‘n ON,ul Ak—l}

ux =uy dir. O halde ¢) den x = y elde edilir.
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Lemma 3.6.2°den biliyoruz ki, eger N bir e-asal yakin-halka ise, 0 # x,y J N igin
xNy # 0, dolayistyla N 3-asaldir.

Bir e-asal yakin-halkanin ayni zamanda 0-simetrik ve 3-asal oldugu belirtilmisti. Simdi

bunun aksinin dogru olmadig1 asagidaki 6rnekle verilebilir.

Ornek 3.6.6. ([10]) (NV,-) mertebesi =3 olan bir grup olsun ve N iizerinde carpma
islemi, Lx,y N igin,
k ,y#0
xy = ED =0
ile tanimlansin. Cx O N i¢in x0 =0 oldugundan, N O-simetrik bir yakin-halkadir.
Eger x,y # 0 ise,
xNy = {0, x}
olur. Buradan xNy =0 iken x =0 veya y =0 elde edilir. O halde N bir 3-asal yakin-
halkadir. Simdi 0 # x,y 0 N ve x # y alalim. Bu durumda eger n # 0 ise,
XNX = Xny = x
ve eger n =0 ise,
xnx =xny =0

ohalde Cn N igin,

Xnx = xny

dir. Fakat x # y oldugundan, N bir e-asal yakin-halka degildir.

Ozetle, yakin-halkalar iizerinde e-asallik 3-asalligi, 3-asallik 2-asalligi, l-asallik O-
asallif1 ve yakin-halka O-simetrik ise 2-asallik 1-asallig1 gerektirir. Bunlarin tersleri,

yakin-halka 0-simetrik olsa dahi genelde dogru degildir.

3.7. N-grup Tipleri

2. Boliim’de bir N yakin-halkasi i¢in N -grup kavrami tanimlanmisti. Bu kesimde, 0-,
1-, 2-, 3- ve e-tipinde N -gruplar tanimlanacak, temel Ozellikleri ve birbirleriyle
iligkileri verilecektir. Bunlar tarafindan belirlenen primitif idealler, baz1 sik kullanilan

Ozellikleri, kendileri ve asal idealler ile iliskileri sunulacaktir.
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Tanim 3.7.1. ([11]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun.
a) Eger Ly 0T icin Ny =T ise, [ ya y tarafindan monojeniktir denir.
b) Eger [ monojenik ve L y Ul i¢cin Ny =T veya Ny =0 ise, [ ya strongly

monojenik N -grup denir.

Ozellikler 2.4.9 ¢) ile, bir N yakin-halkasinm bir I N -grubu i¢in, NO, nmin [ nin tiim
N -alt gruplar igerisinde en kiigiik olan1 oldugu verilmisti. Ozellikler 2.4.9 d) den
CyOrl igin Ny: [ dir. O halde, eger ' bir strongly monojenik N -grup ise,

NO. ={0;} veya NO =T oldugu goriilebilir [11].

Onerme 3.7.2. ([11]) N bir yakin-halka ve I y, tarafindan monojenik bir N -grup
olsun. Bu durumda,
a) Eger L<; N ise, Ly, <y I dir.
b) Eger e, N nin bir sol birimi (Lz U N i¢inen =n) ise, L y UT i¢in ey = y dir.
¢) Eger e, N nin bir sol birimi ve I faithful ise, e (¢ift yanl) birimdir.
d) Eger ' bir Ny-grup ve Nj-basit ise, bu durumda ya NI ={Or} ya da [

strongly monojeniktir.

r N
e) N Ly %OZVO) dir.

Ispat a) T y, tarafindan monojenik bir N -grup oldugundan, Ny, =T dir. O halde
Cydr igin,
y=ny¥,
olacak sekilde Lin), L) N vardir. Dolaysiyla, Liy, ULy,, LnUN ve Ly UOT igin,
n(y - 1Yo)- ny =n(nyy, - 1y,)- nnyy,
=[n(ny - 1)- nnyly, ULy,
dir. O halde Ly, <y ' elde edilir.

b) ' y, tarafindan monojenik bir N -grup oldugundan, [ y LT i¢in,
y=ny,y,
olacak sekilde Lin), LI N vardir. O halde Ly UT icin,
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ey =enyy,=n,y,=y

elde edilir.

¢) eldN solbirimolsun. Ly O ve Lrn N igin,
O =ny- ney =(n- ne)y
dir. Buradan I faithful oldugundan,
n-neldOp : )y =1{0}
yani,
n = ne

elde edilir. O halde e (cift yanl) birimdir.

d) [ bir Ny-grup ve N -basit olsun. Yani [ min Q = NyOr ve kendisinden baska
Ny -alt grubu bulunmasin. Ly 0T i¢in, Ny [ nin N -alt grubu oldugundan,

Ny =Q=Ny0r ={0r}

veya
Ny =T
yani, [ strongly monojeniktir.
e)
h:N - r

N -epimorfizmi alinsin. Bu durumda,
cekh={n O N | h(n) = 0p}
={(nON |ny, =0}
=Or :¥,)

dir. O halde izomorfizm teoremlerinden, N" Y ]%0 1) elde edilir.
*70

Tammm 3.7.3. ([17]) N bir yakin-halka ve [ bir monojenik N -grup olsun. Bu
durumda,
a) Eger I nin {O} ve kendisinden baska ideali yoksa, ' ya O-tipinde bir N -grup

denir.
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b) Eger ' strongly monojenik ve {Of} ve kendisinden baska ideali yoksa, I ya 1-
tipinde bir N -grup denir.

¢) Eger I' nin {Of} ve kendisinden baska N -alt grubu yoksa, [ ya 2-tipinde bir
N -grup denir.

d) Eger I 2-tipindeve Ly |,y U, LnUN i¢in ny| =ny,,olmast y; =y,

olmasini gerektiriyorsa, [ ya 3-tipinde bir N -grup denir.

Onerme 3.7.4. ([11]) N bir yakin-halka ve ' bir N -grup olsun. Bu durumda, [ 2-
tipinde L 1-tipinde L O-tipindedir.

Ispat: I 2-tipinde ise, {Of} ve kendisinden baska N -alt grubu yoktur. Ly OT igin,
Ny T nmbir N -alt grubu oldugundan, Ny ={0r} veya Ny =T yani, [ strongly
monojeniktir. Eger A < I ise, [ aym zamanda bir N -grup oldugundan, Ozellikler

249 c) den A ayni zamanda ' nin bir N -alt grubudur. O halde ' nin {Of} ve

kendisinden bagka ideali yoktur. Dolayisiyla ' 1-tipindedir. Asikar olarak, Tanim 3.7.3
den I O-tipindedir.

Onerme 3.7.4°de verilen ifadelerin terslerinin genelde dogru olmadig1, asagidaki 6rnekle

ispatlanabilir.

Ornek 3.7.5. ([23]) T =Z, ={0.,1,2,3} grubunu alalim.
1 ={r oMo r@ 0021},

1 ={r oMo | r2)=0}
ve

1, ={ r 0me0) | £3)=0}
yakin-halkalarmi diisiinelim. Bu durumda ' O-tipinde bir 7)-gruptur ancak 1-tipinde
bir T-grup degildir. I 1-tipinde bir 7] -gruptur ancak 2-tipinde bir 7; -grup degildir. I
2-tipinde bir T, -gruptur fakat 3-tipinde bir 75 -grup degildir. Bu son durum su sekilde
gosterilebilir: 0,301 ve 0#3 dir. Fakat Lf 75 icin f(0)= f(3) =0 oldugundan,

I 3-tipinde bir 7, -grup degildir.
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Tanmm 3.7.6. ([17]) N bir yakin-halka ve /<N olsun. v=0,1,2,3 i¢in eger
I=(0f :T)y olacak sekilde v-tipinde bir ' N -grubu varsa, / ya N nin bir v-
primitif ideali denir. Eger bu ' N -grubu faithful ise, N ye bir v-primitif yakin-halka

adi verilir.

[7]’de v=0,1,2 i¢in bir N yakin-halkasinin her v-primitif idealinin ayn1 zamanda v-asal
oldugu ispatlanmistir. Asagidaki dnerme ile, 0-simetrik bir N yakin-halkasinda her 3-

primitif idealin ayn1 zamanda 3-asal oldugu verilmistir.

Onerme 3.7.7. ([17]) N O-simetrik bir yakin-halka ve 7 < N olsun. Eger / 3-primitif

ideal ise, 3-asaldir.

Ispat: Farz edelim ki 7 < N 3-primitif ve a,b 0N igin aNb O olsun. I 3-primitif
oldugundan, 7 = (0 : ") olacak sekilde 3-tipinde bir [ N -grubu vardir. aNb U [

oldugundan,
NaNb O NI O 1

dir. 3-tipinde her N -grup, Tanim 3.7.3 d) den ayn1 zamanda 2-tipindedir. O halde her
3-primitif ideal aym1 zamanda 2-primitif ve dolayisiyla 2-asaldir. Ca N igin
Na: y N ve I 2-asal oldugundan, NaNb U iken ya NalUIl ya da NbU [ dir.
Buradan Nal’ =0 ya da Nbl =0 olur. Nall =0, olsun. Bu durumda Lz O N igin
nal” =n0p ve I 3-tipinde bir N -grup oldugundan al” =0 yani, a U/ elde edilir. O
halde 7 bir 3-asal idealdir.

1992 yilinda literatiire kazandirilan e-asal N -grup kavrami asagidaki sekilde

tanimlanir:

Tanim 3.7.8. ([24]) N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. Bu durumda, eger
a) N[ #0,
b)) aON-(0.:1),, CLnON ve yq,yp, Ul i¢in any| =any, olmasi, y| =y,
olmasini gerektirir,
¢) NOr =0r
sartlar1 saglaniyorsa, [ ya bir e-asal N -grup adi verilir. Eger N 0-simetrik bir yakin-
halka ise c¢) sart1 gereksizdir.
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Asagidaki Onerme bir N yakin-halkasinin, e-asal N -gruplart ve e-asal idealleri

arasindaki iliskiyi vermektedir.

Onerme 3.7.9. ([24]) N bir yakin-halka ve¢ N#P <N olsun. Bu durumda
asagidakiler denktir:
a) P N nin bir e-asal idealidir.

b) P=(0r : ")y olacak sekilde bir e-asal [ N -grubu vardir.

Ispat a)C b): P N nin bir e-asal ideali ve I = % alalim. Bu durumda " bir N -

gruptur. p P, x O N olsun. px [J P oldugundan,
p(x- P)=px- P=P
dir. O halde PO (O :IN)p dir. Simdi, kabul edelim ki a O (0O : )y olsun. Bu
durumda, C» O N igin,
a(n- P)=P
ve dolayisiyla aN O P dir. Burada P < N oldugundan aNa U P elde edilir. P bir e-
asal ideal oldugundan, 3-asaldir dolayistyyla a U P dir. O halde P= (0 :I')y elde

edilir. Simdi ' nin bir e-asal N -grup oldugunu gosterelim. Eger NI =0 ise, bu

taktirde CLxON i¢cin NxUP ve dolayisiyla N 20P dir. P bir e-asal ideal
oldugundan, 0-asal ve buradan N U P olmalidir ki bu bir ¢eliskidir. O halde NI" # O
dir. Kabul edelimki a UN- (0 :T), =N- P ve x,yUN i¢in x- P# y- P olsun.
Bu durumda, x- y 0 P dir. P bir e-asal ideal oldugundan,
anx- any U P
olacak sekilde en az bir » 0 N vardir. Buradan, [z [ N igin,
an(x- P)Zan(y- P)
elde edilir. Yani, Tanim 3.7.8 b) saglanir. Son olarak NOp =0 oldugunu gosterelim.
P bir e-asal ideal oldugundan sol invaryant, yani NP U P dir. Gergekten, eger
NP P ise, np P olacak sekilde [(lInJN ve [Up P vardir. P bir e-asal ideal
oldugundan,
(np)0(np) = npOp

iken,
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np=p
olur, bu ise bir ¢eligkidir. Dolayisiyla NP [ P dir. Buradan,
NP =N Or U Or

yani, NOr =0 elde edilir. Buise, ' nin bir e-asal N —grup oldugunu ispatlar.

b) C a): Farz edelimki, I" bir e-asal N —grupve P=(0p :IN)y olsun.a,x- y P
olacak sekilde a,x,y J N alalim. Bu durumda,
(x- »)y#0r
yani,
xXy#yy
olacak sekilde Ly U T vardir. [ bir e-asal N —grup oldugundan,

an(xy) # an(yy)
yani,
(anx- any)y # Of
olacak sekilde [In [0 N vardir. Buradan,
anx- any OO :M)y =P

yani, P N nin bir e-asal idealidir.

Sonu¢ 3.7.10. ([24]) 0 # N bir yakin-halka olsun. Bu taktirde, N nin bir e-asal yakin-

halka olmasi i¢in gerek ve yeter sart N nin bir faithful e-asal N -grubu olmasidir.

Bu sonucun ispati Onerme 3.7.9°da P = {0} alinarak yapilabilir.



4. BOLUM
3-ASAL VE e-ASAL YAKIN-HALKALAR

3. Bolim’de, eger bir N yakin-halkas1 e-asal ise 3-asal, 3-asal ise 2-asal, 1-asal ise 0-
asal ve N 0-simetrik iken, N 2-asal ise 1-asal oldugu ve bunlarin terslerinin N ’nin 0-
simetrik olmas1 durumunda dahi gegerli olmadig1 verildi. Ornek 3.6.6 ile 0-simetrik ve
3-asal bir N yakin-halkasinin e-asal olmayabilecegi gosterildi. e-asal yakin-halka
kavrami, 1990 yilinda Booth, Groenewald ve Veldsman [8] tarafindan tanitildigindan
bu yana, bir 3-asal yakin-halkanin hangi sartlar altinda e-asal oldugu agik bir
problemdir. Bu boliimde, ilk olarak, N-grup yapisi yardimiyla, hangi sartlar altinda 3-
asalligin e-asallig1 gerektirdigi arastirilmistir. Sonraki kesimlerde, 3. Bolim’de verilen
sonuglar kullanilarak, 3-asalligin ve tam asalligin e-asalligi gerektirdigi durumlar
verilmistir. Bunun i¢in 6ncelikle yeni bir kavram olan, bir N yakin-halkasinin IFP N -
grubu yapis1 verilmis ve drneklerle desteklenmistir. Ik kesimde, O-tipinde ve 1-tipinde
IFP N-gruplar adiyla iki N-grup tipi tanmimlanmis, bunlarin halkalarda denk, ancak
yakin-halkalarda farkli yapilar oldugu gdosterilmistir. Ayrica 1-tipinde IFP N-grup
yapisindan faydalanilarak, 3-asalligin e-asalligi gerektirmesi probleminin ¢oziimiine

iligkin bir sonug elde edilmistir.

4.1. IFP N-Gruplar

Tanim 4.1.1.([6]) N bir yakin-halka olsun. Eger La,b,n 0N i¢in ab=0 iken

anb = 0 oluyorsa, N ’ye bir IFP yakin-halka denir.

Asagida, bir N yakin-halkasi i¢in iki [FP N -grup tipi tanitilmistir. Bu iki tanimla, hem
IFP yakin-halka tanimina benzer olarak IFP N -grup yapist insa edilmis ve hem de 1-
tipinde IFP N -grup kavrami yardimiyla 3-asalligin e-asalligi gerektirdigi bir sonug

ortaya konmustur.
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Tanim 4.1.2.([25]) N bir yakin-halka ve " bir N -grup olsun. Bu durumda,
a) Eger La,b0ON ve yUIl i¢in aby=0r iken LrnUON icin anby =0r
oluyorsa, [ ’ya O-tipinde bir IFP N -grup denir.
b) Eger La,bUN ve VYo 0O icin aby, =aby, iken L[nUN igin

anby| = anby, oluyorsa, [ ’ya 1-tipinde bir IFP N -grup denir.

Not : Halkalarda bu tanimlar birbirine denktir. Yani, eger bir R halkasi lizerinde I bir
sol R -modiil ise, bu durumda I 'nin O-tipinde bir IFP R -grup olmas icin gerek ve
yeter sart " “nin 1-tipinde bir IFP R -grup olmasidir. Gergekten, kabul edelim ki I 0-
tipinde bir IFP R-grup ve La,bUOR ve y,y, Ol icin aby; =aby, olsun. Bu
durumda,
abyy - aby, =ab(y, - y,)=0r
dir. I O-tipinde bir [FP R -grup oldugundan L~ [J R igin
arb(yy - ya) = arbyy - arby, =0r
ve buradan, [r R icin arby; = arby, elde edilir, bu ise [ 'min 1-tipinde bir IFP R -
grup oldugunu gosterir.
Kabul edelim ki I' 1-tipinde bir IFP R-grup ve La,bUR, y Ul i¢in aby =0
olsun. Bu durumda,
aby =ab0r =0r

dir. ' 1-tipinde bir IFP R -grup oldugundan, L» [J R igin,

arby = arbOr =0r

elde edilir, bu ise " 'nin O-tipinde bir IFP R -grup oldugunu gosterir.

Ornek 4.1.3. ([25]) (N,-) bir grup ve N iizerinde carpma islemi; Cx,y O N igin

k ,y#0
xy =0
0 ,y=0
ile tanmimlansin. Bu durumda N bir sag yakin-halkadir. Bir N -grup olarak N ’nin
kendisini, yani [ =N alalim. Farz edelim ki, La,bUN ve ),y Ul igin
aby, =aby, olsun. n I N alalim. Eger n =0 ise,
a0byy = (a0)by; =0r = (a0)by, =alby,

ve eger n # 0 ise,
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anby) =aby; =aby, =anby,
dir. Bu ise ' =N N -grubunun 1-tipinde bir IFP N -grup oldugunu gosterir. Eger
Ca,bUN ve yOrI i¢in aby =0 =0 ise, tamimdan a,b veya )y =0 olmalidir.
Dolaystyla Cn O N igin,
anby =0r =0
elde edilir ki, bu ' = N N -grubunun 0-tipinde bir IFP N -grup oldugunu gosterir.

Asagidaki lemma, komutatif bir N yakin-halkasinin her N-grubunun hem 0-tipinde ve

hem de 1-tipinde bir IFP N-grup oldugunu gosterir.

Lemma 4.1.4. ([25]) N komutatif bir yakin-halka ve [ bir N -grup olsun. Bu
durumda, ' hem O-tipinde ve hem de 1-tipinde bir [FP N -gruptur.

Ispat: Kabul edelim ki, Ca,bON ve yOT igin aby =0 olsun. N komutatif bir
yakin-halka oldugundan C» [0 N i¢in,
anby =naby =n0r =n00r =0n0F =00 =0
elde edilir. Bu ise I 'nin O-tipinde bir IFP N -grup oldugunu gosterir. Simdi, kabul
edelim ki, La,b0ON ve y;,y, Ol i¢in aby; =aby, olsun. Yine N komutatif bir
yakin-halka oldugundan Cxn [0 N i¢in,
anby| = naby| = naby, = anby,
olur. O halde I 1-tipinde bir IFP N -gruptur.

IFP yakin-halkalar, O-tipinde IFP N-gruplar yardimiyla karakterize edilebilir. Asagidaki
onerme, bir N IFP yakin-halkasi ile O-tipinde bir IFP N -grup arasindaki iligkiyi

vermektedir.

Onerme 4.1.5. ([25]) N bir yakin-halka olsun. Bu durumda asagidakiler denktir:
a) N bir IFP yakin-halkadir.
b) Bir faithful O-tipinde I' IFP N -grubu vardir.

Ispat a)C b) : N bir IFP yakin-halka ve bir N -grup olarak I =N alalim. Farz
edelim ki, a,b,c O N i¢in abc =0 olsun. N bir IFP yakin-halka oldugundan Cn OO N

i¢in,
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an(bc) = anbc =0

dir. Dolayisiyla N ’nin kendisi bir O-tipinde IFP N -gruptur.

b)C a) : Kabul edelim ki, [ bir faithful O-tipinde IFP N -grup ve a,b N igin
ab =0 olsun. Budurumda [ y 0T igin,
aby =0y =0r
dir. ' O-tipinde bir [FP N -grup oldugundan, Ln O N ig¢in,
anby =0r
dir. Burada I bir faithful N -grup oldugundan Cxn 0 N igin,
anb =0
yani N bir IFP yakin-halkadir.

Asagidaki 6nerme, sifirdan farkli bir e-asal N yakin-halkasi i¢in daima 1-tipinde bir

IFP N -grup bulundugunu kanitlar.

Onerme 4.1.6. ([25]) 0# N bir e-asal yakin-halka olsun. Bu durumda daima 1-tipinde
bir IFP N -grup ' vardir.

Ispat: 0 # N bir e-asal yakin-halka ise Sonug 3.7.10°dan bir faithful e-asal N -grup I
vardir. Kabul edelim ki, 0Z2aUN, LOUN ve yy, )y, Ul i¢in aby; =aby, olsun.
Burada, [ bir e-asal N -grup oldugundan, Tanim 3.7.8’den)y; = y, dir. O halde
CalU N igin, anby; =anby, elde edilir. Eger a =0 ise,
0byy =0by, =0r
iken, Ln N igin,
Onby, =0nby, =0r
dir. Dolayisiyla La,bUN ve y;,yp, Ul 1¢in aby; =aby, iken [nUN igin

anby; = anby,, yani [ 1-tipinde bir IFP N -gruptur.

Not: N bir yakin-halka ve ' 1-tipinde bir IFP N -grup ise, Tanim 4.1.2°den, eger
Ca,bUN ve y1,y, O i¢in aby; =aby, ise Ln N i¢in anby) =anby, dir. I

bir N -grup oldugundan NI OO dir, buradan CHUON igin by = yl' gr ve
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by, = y'z Ur dir. O halde, eger [ 1-tipinde bir IFP N -grup ise, LalN ve

yl‘,yé OT igin ay{ = ayé olmasi, Ln U N igin, anyl‘ = anyé olmasin1 gerektirir.

Asagidaki lemma, bir [ N -grubunu 1-tipinde IFP N -grup yapmayan bir yakin-halka

tird vermektedir.

Lemma 4.1.7. ([25]) N # N, bir yakin-halka ve [ bir N -grup olsun. Eger ny =0
olacak sekilde bir 0% n [0 Ny ve bir O # y I varsa, [ 1-tipinde bir IFP N -grup

degildir.

Ispat: N # N, oldugundan Ny #{0} dir. ny =0 olacak sekilde bir 0% n 0 N, ve

bir O # y Ul bulunsun. b0 N ve y' U elemanlarim by = y' ve ny’ # O olacak
sekilde se¢elim. Bu durumda,
ny =0r =n0r
dir. Fakat,
nby =ny #0p =nbOr
dir. O halde, yukaridaki nottan I 1-tipinde bir IFP N -grup degildir.

Bir halka iizerinde bu iki IFP N -grup tipinin ¢akisik oldugu verilmisti. Asagidaki 6rnek

bunlarin bir yakin-halka iizerinde ¢akisik olmadigini kanitlamak icin yeterlidir.

Ornek 4.1.8. ([25]) 0# N, N- {0} icin komutatiflik saglanan bir yakin-halka olsun.
Yani, sifirdan farkli Ca,b 0 N icin ab = ba , fakat [k [ N - {0} icin #»0 # 0 olsun. Bir
N -grup olarak N ’nin kendisini, yani [ = N alalim. Bu durumda " = N 1-tipinde bir
IFP N -gruptur fakat O-tipinde bir IFP N -grup degildir. Gergekten, a,b,c,d [J N igin
abc = abd olsun. Eger 0 Zn [ N ise,

anbc = nabc = nabd = anbd
ve n=0 ise,

a0bc = a0 = a0bd

elde edilir. Bu I'=N’nin 1-tipinde bir IFP N -grup oldugunu gosterir. Simdi,
a,b,c N i¢in abc =0, fakat a0 # 0 olsun. Bu durumda,

aabc =a0%0
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elde edilir. Dolayisiyla ' = N O-tipinde bir IFP N -grup degildir.

Eger N bir O-simetrik IFP yakin-halka ve N ’nin kendisi (bir N -grup olarak) 1-tipinde
IFP N -grup ise, bu durumda N ’nin kendisi O-tipinde bir IFP N -gruptur. Gergekten,
abc = 0 olacak sekilde a,b,c J N alalim. N 0-simetrik bir yakin-halka oldugundan,
abc =ab0 =0
dir. N ’nin kendisi 1-tipinde IFP N -grup oldugundan, [L»n J N i¢in
anbc = anb0 =0
ve buradan N O-tipinde bir IFP N -gruptur. Bu ifadelerden asagidaki agik problem

elde edilmistir:

Acik Problem: Bir N IFP yakin-halkasinda, O-tipinde IFP N -gruplar ve 1-tipinde IFP
N -gruplar ¢akisik midir?

Asagidaki teorem, yakin-halkalarda 3-asalligin hangi sartlar altinda e-asallig1
gerektirdigi problemine 1-tipinde IFP N -gruplar yardimiyla kismi bir ¢6ziim

getirmektedir.

Teorem 4.1.9. ([25]) 0 # N bir 0-simetrik 3-asal yakin-halka ve O #[ 1-tipinde bir
IFP N -altgrup olsun. Eger A, N yakin-halkasinin her 0Za 0 4 ve yy, ), Ul igin
ay) =ay, iken y; =y, durumunu saglayan bir invaryant altgrubu ise, bu taktirde N

bir e-asal yakin-halkadir.

Ispat: Sonu¢ 3.7.10°dan T ’min bir faithful e-asal N -grup oldugunu gdstermek
yeterlidir. Oncelikle I *min bir faithful N -grup, yani (0:)y =0 oldugunu gosterelim.

O:Ny={mUN:LyU0rlrmny =0} tanimindan,
O0:Myr=0r
dir. [ bir N -grup oldugundan, NI T ve dolayisiyla
O:MNyNCOO: My =0r
dir. Burada Op #[ bir N -altgrup ve 0# N bir 3-asal yakin-halka oldugundan
(0:MN)y =0 elde edilir. Simdi NI # O oldugunu gosterelim. O #I, 0Z N ve

(0:MN)y =0 oldugundan, ny # O olacak sekilde bir 0ZnN ve bir 02y (Ol
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vardir. O halde NI # O dir. Simdi kabul edelim ki her 0Zx0ON, [nUN ve
yi, Vo Ul i¢in xmny; =xny, olsun. Eger xU A4 ise, A invaryant oldugundan
CalUN i¢in xn 0 A dir. Bu durumda (xn)); = (xn))y, iken, kabulden y; =y, dir.
Eger xON- A4 ise, xn); =xn)y, ve [ l-tipinde bir IFP N -grup oldugundan, bir
a U A4 igin,

xanyy = xany,
dir. 4 invaryant oldugundan, an =a'll 4 ve xa'=a'"'[J 4 i¢in son esitlik

a'yy=a"y,
halini alir, o halde kabulden ); =y, olur. Son olarak, N yakin-halkas1 0-simetrik
oldugundan NOp =0p dir. O halde ' bir faithful e-asal N -grup, yani Sonug
3.7.10’dan N bir e-asal yakin-halkadir.

Not: 0 # N bir yakin-halka ve " bir faithful N-grup olsun.

a) Eger I 1-tipinde bir IFP N-grup degilse, Onerme 4.1.6 ve Sonug 3.7.10’dan I bir
e-asal N-grup degildir.

b) Eger N # N, ve ny =0 olacak sekilde bir 0# n U Ny ve bir O # y U varsa,
[ bir e-asal N-grup degildir. Ciinkii, bu sartlar altinda verilen ', Lemma 4.1.7’den 1-
tipinde bir IFP N-grup degildir. Dolayistyla Onerme 4.1.6 ve Sonug 3.7.10°dan I bir e-

asal N-grup olamaz.

4.2. N Yakin-halkasimin minimal N-altgruplar, 3-asallik ve e-asalhik

N bir yakin-halka ve I bir N -grup olsun. I 'nin NA [JA sartin1 saglayan bir A alt
grubuna [ "nin bir N -altgrubu adi verildigi 2. Bolim’ de verilmisti. [ 'nin NOf ’dan

farkli olan tim N -altgruplarinin climlesinde minimal olan N -altgruba, [ ’nin bir
minimal N -altgrubu ad1 verilir. N yakin-halkasinin kendisi de bir N -grup oldugundan

N yakin-halkasinin N -altgruplarindan da s6z edilebilir.

Booth, Groenewald ve Veldsman [8], bir O-simetrik 3-primitif yakin-halkanin ayni
zamanda e-asal oldugunu ispatlamistir, bu sonu¢ Lemma 4.2.1 ile verilmistir.
Dolayisiyla 3-asalligin hangi durumlarda 3-primitifligi gerektirdigi gosterilirse, 3-

asalligin e-asallig1 gerektirdigi durumlar i¢in de ¢6ziim tiretilmis olur.
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Lemma 4.2.1.([8]) N bir 0-simetrik 3-primitif yakin-halka olsun. Bu durumda N e-

asaldir.

Ispat: N bir 3-primitif yakin-halka oldugundan, bir faithful 3-tipinde I N -altgrubu
vardir. Kabul edelim ki, 0#x,y JN olsun. I' faithful oldugundan yy # 0 olacak
sekilde bir y T vardir. Dolayisiyla,
Nyy #0r
dir. Ciinkii, I 3-tipinde oldugundan 2-tipinde, yani strongly monojenik ve I 'nin {0}
ve [ disinda N -altgrubu yoktur. Nyy [ ’nin bir N -altgrubu oldugundan Nyy =T
dir. I faithful oldugundan,
xNyy #0r
ve buradan
xNy #0
dir. Simdi 0# 4 N yakin-halkasinin herhangi bir invaryant alt grubu olsun. [26,
Lemma 3]’den ' 3-tipinde bir faithful A -gruptur. Simdi, farz edelim ki La 0 4 ve
x,y N igin ax = ay olsun. Budurumda [ y T igin,
axy =ayy
dir. ' 3-tipinde bir 4 -grup oldugundan,
Xy =yy
dir. Buradan,
xy-yy=@(-yy=0r
ve [ bir faithful N -grup oldugundan,
x-y=0
yani x = y dir. O halde Teorem 3.6.5’den N bir e-asal yakin-halkadir.

Buna gore asagidaki sonug elde edilmistir.

Sonug 4.2.2. ([25]) 0# N bir 3-asal yakin-halka ve [ N ’nin bir minimal N -altgrubu
olsun. Eger 4 N yakin-halkasinin her 0Za U 4 ve y;,y, OT icin ay; =ay, iken
Y1 = ¥, durumunu saglayan bir sag invaryant altgrubu ise, bu taktirde

a) N bir 3-primitif yakin-halkadir.

b) Eger N 0-simetrik ise, N bir e-asal yakin-halkadir.
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Ispat a) Teorem 4.1.9’un ispatindaki gibi (0:), =0 ve NI #0p dir. [ N ’nin bir
minimal N -altgrubu oldugundan I 'nin {Of} ve ' disinda N -altgrubu yoktur. Simdi,
farzedelimki Ln N ve y;, ), Ul igin ny; =npy, olsun. Bu durumda, La U 4 i¢in
any; = any, dir. Gergekten, bunun dogru olmamasi n); =n)y, kabuli ile gelisir.
Clinkii an O N dir. 4 sag invaryant oldugundan an = a'U 4, yani any| = any, yerine
a'y; = a'y, yazilabilir. O halde, kabulden )| =y, olur. Buise I 'nin 3-tipinde bir N -
grup oldugunu gosterir. [ faithful oldugundan N bir 3-primitif yakin-halkadir.

b) N O-simetrik ve a) sikkindan 3-primitif bir yakin-halka oldugundan, Lemma
4.2.1’den N bir e-asal yakin-halkadir.

4.3. Sag Degismeli Yakin-halkalarda Tam-asallik, 3-asallik ve e-asallik

N bir yakin-halka olsun. Eger [ a,b,c [ N igin,

abc = acb
saglaniyorsa, N ’ye bir sag degismeli yakin-halka denir. Eger d N ve Lx,yUON
i¢in,
d(x- y)=dx- dy
ise d U N’ye N ’nin bir dagilmali eleman1 denir. N ’nin tiim dagilmali elemanlarinin

cimlesi N, ile gosterilir. Yani N;={d [0 N : d dagilmali} duir.

Asagidaki teorem, sag degismeli bir N yakin-halkasinin bir tam asal idealinin, hangi

sartlar altinda N yakin-halkasinin bir e-asal ideali oldugunu vermektedir.

Teorem 4.3.1. ([25]) N bir sag degismeli yakin-halka ve I N’nin NI U1 ve

N, - I #¢ olan birideali olsun. Eger / N ’nin tam asal bir ideali ise, / e-asaldir.

ispat: a,x,yUN ve LnON igin,
anx- any U1 (D)
olsun. / ’nin bir e-asal ideal oldugunu gostermek i¢in a L1/ veya x- y [ oldugunu

gostermek yeterlidir. N bir sag degismeli yakin-halka oldugundan (1) ifadesinden,
anx- any =axn- ayn=(ax- ay)n /[ (2)
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dir. / N ’nin bir tam asal ideali oldugundan (2) ifadesinden,
ax- ay U1 3)
elde edilir. Cinkii n[J/ olmas,, /=N  olmasm gerektirir, bu ise N, N
oldugundan N, - I # ¢ kabulii ile ¢elisir. Kabul edelim ki (3) saglansin. Ny - I # ¢
oldugundan bir ny; ON; - [ vardir. NI UI ve N bir sag degismeli yakin-halka
oldugu goz oniine alinarak, (3) ifadesinden,
ng(ax- ay)=ngax- ngay

=ngxa- ngya

=(ngx- ngya

=ng(x- y)all
elde edilir. / N ’nin bir tam asal ideali ve n; [ [ oldugundan, burada (x- y)a 01 ve
dolayisiyla, yine / 'nin bir tam asal ideal olmasindan x- y [/ veya a U/ dir. O halde

I N ’nin bir e-asal idealidir.
Teorem 4.3.1 asagidaki 6rnekle desteklenmistir:

Ornek 4.3.2. ([25]) (Z,,-) grubu iizerinde asagidaki tabloyla verilen ¢arpma islemi

altinda, N =(Z,,- ,0l bir sag degismeli yakin-halkadir.

012345
0/0 000O0O
1/3 15315
21024024
3(3 33333
410 420 42
5(3 51351
Tablo 2

1={03} N nin N/ olan bir tam asal idealidir. Ayrica 40N, - I, yani
Ny - 1# ¢ tur. O halde / ve N Teorem 4.3.1’in tiim sartlarin1 saglar. ’nin N’ de bir e-

asal ideal oldugu kolaylikla goriilebilir.
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Ornek 4.3.3. ([25]) (N,- ) mertebesi =3 olan bir grup ve N iizerinde ¢arpma islemi;
Cx,yUN igin

[k ,y#0
xyZED y=0

ile tanimlansin. Bu durumda N bir sag yakin-halkadir. Lx,y,zU N i¢in xyz = xzy

oldugundan, N sag degismeli bir yakin-halkadir. Aym1 zamanda N O0-simetrik bir
yakin-halkadir, dolayisiyla N{0} 1 {0} dir. xy =0 olacak sekildeki Lx,y N i¢in,

tanimdan da kolayca goriilebilecegi gibi, ya x =0 ya da y =0 dir. Bu ise N yakin-
halkasinin {0} idealinin bir tam asal ideal oldugunu gosterir. O halde N yakin-halkasi
ve N’nin {0} ideali, Teorem 4.3.1in, N, —{0}# @ haricinde tiim sartlarm
saglamaktadir. Fakat N ’nin {0} ideali bir e-asal ideal degildir. Ger¢ekten, x# y
olmak iizere 0 # x, y U N alalim. Bu durumda, eger n # 0 ise,

XNX = Xny = x
ve eger n =0 ise,

xnx = xny =0
yani Ln O N icin xnx = xny dir. Fakat x # y oldugundan, N ’nin {0} ideali bir e-asal

ideal degildir.

Onerme 4.3.4. N bir sag degismeli yakin-halka ve P < N olsun. Bu durumda P ’nin

3-asal olmasi i¢in gerek ve yeter sart tam asal olmasidir.

Ispat: P 3-asal ve x,yON icin xyOP olsun. N sag degismeli ve P<N
oldugundan,

xyN 2= xNyN O P
dir. P 3-asal oldugundan, x [ P veya yN U P dir. x U P ise ispat tamamdir. yN U P
ise yNy [J P ve P 3-asal oldugundan y [J P elde edilir. O halde P tam asaldir. Tersi

Onerme 3.5.6’dan dogrudur.

Sonuc 4.3.5. N bir sag degismeli yakin-halkave / N’nin NIU/I ve Ny - [ # ¢

olan bir ideali olsun. Eger / N ’nin bir 3-asal ideali ise, / e-asaldir.

Ispat: Teorem 4.3.1 ve Onerme 4.3.4’den elde edilir.
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4.4. W-weakly Regiiler Yakin-halkalarin Asal Idealleri

Burada, 4.3. kesimde elde edilen sonuglar, w-weakly regiiler yakin-halkalar iizerinde
calisilmistir. 3-asallik ile e-asallik ve 0-asallik ile e-asallik arasindaki iliskileri veren

sonuclar elde edilmistir.

Tanim 4.4.1. ([27]) N bir yakin-halka olsun. Eger herhangi bir x U N i¢in, x = ux

olacak sekilde u U (x) varsa, N’ye bir sol w-weakly regiiler yakin-halka denir.

Eger N yakin-halkasmin sifirdan farkli nilpotent elemani yoksa, N’ye bir indirgenmis

yakin-halka ad1 verilir [11]. Bu kesimde, asagidaki yakin-halka siniflar1 kullanilacaktir:

No: 0-simetrik yakin-halkalarin sinifi.
N7 : Birimli yakin-halkalarin sinifi.
Ns: LO# A< N igin NA U A saglanan N yakin-halkalarinin sinifi.

Lemma 4.4.2. ([28]) NON; ve P < N olsun. Bu durumda P’nin tam asal olmasi igin

gerek ve yeter sart P’nin yar1 tam asal ve 0-asal olmasidir.

Teorem 4.4.3. ([27]) NO Non N; bir indirgenmis sol w-weakly regiiler yakin-halka

ve P, N’nin asikar olmayan bir ideali olsun. Bu durumda P’nin 0-asal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart P’nin tam asal olmasidir.

Buna gore, tam asalligin e-asalliga denk oldugu bir durumu ortaya koyan, asagidaki

sonu¢ elde edilmistir:

Sonug¢ 4.4.4. NU N bir sag degismeli indirgenmis sol w-weakly regiiler yakin-halka ve

I, N’nin asikar olmayan bir ideali olsun. Bu durumda, /’nin tam asal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart /’nin e-asal olmasidir.

Ispat: 7, N*nin bir tam asal ideali olsun. NO NV; sag degismeli oldugundan, Cn O N igin
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n0=1n0=10n=0n=0
yani NO N, dir. NO N, oldugundan, NI U1 dir. NO N; ve I, N’nin asikar olmayan bir
ideali oldugundan, 100N, - I, yani Ny - I # ¢ dur. O halde O halde / ve N Teorem

4.3.1’in tim sartlarin1 saglar. Dolayisiyla / e-asaldir. Simdi, kabul edelim ki / e-asal

olsun. Lemma 3.6.4’den / 0-asaldir. O halde, Teorem 4.4.3’den / tam asaldur.

Lemma 4.4.5. ([27]) NO N,n N; bir indirgenmis sol w-weakly regiiler yakin-halka

olsun. Bu durumda, N’nin her ideali yar1 tam asaldur.

Asagidaki sonug, 0-asallik ile e-asallik ve 3-asallik ile e-asallik arasindaki iligkiyi

vermektedir:

Sonug 4.4.6. N[ 9V bir sag degismeli indirgenmis sol w-weakly regiiler yakin-halka ve

1, N’nin agikar olmayan bir ideali olsun. Bu durumda,
a) Eger / 0-asal ise, e-asaldir.

b) Eger / 3-asal ise, e-asaldir.

Ispat: a) I, N'nin bir 0-asal ideali olsun. NON; bir sag degismeli yakin-halka
oldugundan, Sonug 4.4.4’1in ispatindan NI N, dir. O halde Lemma 4.4.5’den [ yar1 tam
asaldir. NO N, oldugundan, L4 < N i¢in NA [0 A saglanir. Dolayistyla NI N dir. O

halde, / yar1 tam asal ve 0-asal oldugundan Lemma 4.4.2°den, / tam asaldir. Sonug

4.4.4’tn ispatindan N, - [ # ¢ dur. O halde, Teorem 4.3.1’den [ e-asaldur.

b) Z, N’nin bir 3-asal ideali olsun. a) dan NUJ A, dir. Dolayistyla, 7 0-asaldir. O halde a)

dan / e-asaldir.
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