T.C.

YUZUNCU YIL UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

FUZZY GRAFLARDA GRUPLAR

YUKSEK LiSANS TEZI

HAZIRLAYAN: Habib AKYOL
DANISMAN:Yrd.Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR

VAN - 2005



T.C.

YUZUNCU YIL UNiVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK ANABILIM DALI

FUZZY GRAFLARDA GRUPLAR

YUKSEK LiSANS TEZI

HAZIRLAYAN: Habib AKYOL

VAN - 2005



KABUL ve ONAY SAYFASI

Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR danismanhginda, Habib AKYOL
tarafindan hazirlanan “Fuzzy Graflarda Gruplar” isimli bu ¢alisma ..../..../2005
tarihinde asagidaki jiiri tarafindan Matematik Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi
olarak kabul edilmistir.

Baskan t.........coooeiiiii i Imza:

Uye e Imza:

Uye e Imza:

Uye ot Imza:

Uye e Imza:

Fen Bilimleri Enstitiisi Yonetim Kurulu’ nun ..... [oviid il giin
Vet eteee e sayili karari ile onaylanmuistir.

Enstitii Miidiirii



1. GIRIiS ve KAYNAK BILDIRISLERI

Bu ¢alismada graflardan fuzzy graflara olan bir genelleme siireci boyunca
fuzzy graflardaki gruplarin gesitleri, 6zellikleri ve yapilart incelenecektir. Kesin
olarak agiklanamayan fiziksel durumlara karsilik gelen fuzzy kavrami etrafinda
istatistik, bilgi islem ve dil bilimi gibi bazi alanlarin toplandigi diisiiniildiigiinde
konunun ehemmiyeti daha iyi anlasilabilir. Bu dogrultuda; fuzzy graflarda verilen
herhangi bir iiye ile iliskiye sahip olan grup iyelerinin bir smifinin tam olarak
smirmin tanimlanmadigi béyle bir grup icinde herhangi bir bireysel iiye tarafindan
oynanan rolii karakterize etmek amaglanmaktadir. Ross ve Harary (1959) tarafindan
gosterilen aligilmis bir grafin zayif ve kuvvetli noktalarmin kavramlari, bir fuzzy
grafin bu verilenlere genellestirilmesi olarak ifade edilebilir.

Graflar teorisi, grup ve grup yapist alanindaki en O6nemli araglardan
birisidir. Mesela; varlig1 bir zayif baglantililik kategorisine ait olmak i¢in grafa yol
acan birey zayif bir liye iken o var olmadig1 zaman mevcudiyeti elde edildiginden
¢ok daha fazla baglantilandirilabilecegi olasi olan bir grafa yol agan bireyin kuvvetli
bir iiye olmast bakimindan karsilastirildiginda Ross ve Harary’nin (1959) boyle bir
grup iginde bir bireysel {iyenin bu tip bir roliinii karakterize etmek igin grafi
kullanmas1 olduk¢a ¢ok onemlidir. Bununla birlikte; pek ¢ok durumda bir iliskinin
sade varligr yada yoklugu, verilen bir grup yapisini ortaya koymak icin yeterli
degildir. Harary’ye (1959) gore, bireyler arasinda iliskilerin  farkh
mukavemetleri(gilicleri) olabilir. Verilen bir iiyeyle keyfi bir bireyin baglantiya sahip
olup olmadiginin iyi taniml olusu haricinde onun fuzzy oldugu durumlar dahi
olabilir, yani herhangi verilen bir liyeyle baglantida olan grup iiyelerinin bir sinifi
tam belirli bir sinira sahip degildir. Boyle durumlarda; alisilmis graf, grup yapisin
tam olarak gosteremez. Bunu yerine; fuzzy graf, daha uygun bir matematiksel model
olarak goziikiir. Yine Harary (1959) graf teorisi ile ilgili yapilmis tiim ¢aligmalari da
bir araya toplamis ve fuzzy graflarinin daha detayl bir caligmasini Kaufmann (1975)
yapmustir.

Miihendislik, sosyal bilimler gibi bir ¢cok alanda kullanilan fuzzy teorisinin
kokeninin baglangici Zadeh (1965) tarafindan atildigi pek cok atiftan agik olarak
goriilmektedir. Fuzzy alt gruplar iizerine Das (1981), Bhattacharya ve Mukherjee
(1987), Bhattacharya (1986a; 1986b; 1987) gibi arastirmacilar tarafindan bir ¢ok
calisma yapilmistir. Bu ¢alismalarda Bhattacharya (1987) fuzzy normal alt gruplar
ve fuzzy kosetler kavramlarini iceren fuzzy gruplar hakkinda cesitli sonuglar
vermistir. Daha sonra yine Bhattacharya ve Mukherjee (1987) tarafindan sonlu bir
grubun fuzzy alt grubunun mertebesi, fuzzy abelyan grup, fuzzy coziilebilir grup
kavramlarini tanimladilar. Mukherjee ve Bhattacharya’da (1984; 1986) bir fuzzy alt
grubun fuzzy normal alt grup olmasi igin gerek ve yeter kosul verilmistir ve ayrica
bir fuzzy normal alt grubunun seviye alt gruplarinin da normal oldugu gosterilmistir.
Ajmal ve Prajapati’de (1992) bir fuzzy normal alt grubun homomorf gériintiisiiniin

de fuzzy normal oldugunu ve p asal bir say1 olmak iizere p” mertebeli bir grubun

" mertebeli fuzzy alt grubunun bir fuzzy normal alt grup oldugunu gdstermistir.

Aktag’ta (2005) fuzzy normal alt gruplar ile fuzzy kosetlerin temel tanim ve



ozellikleri bir arada verilmistir. Diger yandan Harary (1972), Harary ve ark. (1965),
Lederman (1996), Takeda ve Nishida (1976) ¢alismalarinda da fuzzy tabanli grupsal
tanimlama ve sonuglar elde edilmistir.

Diger taraftan Euler (1736) c¢aligmasinda Konigsberg’in koprii problemi
iizerine bir baslangic arastirmasi da ortaya koymustur. Graf teorisinde Krichhoff
(1847) calismasinda elektrik devreleri ile akimlari iizerine baska bir yaklagim
gelistirmigtir. Nitekim bu aragtirmanin sonucu Cayley (1895) graflart organik ve
inorganik kimya baglantilarinin gosteriminde kullanmistir. Ayrica; fuzzy alt grup
tanimin1 Rosenfeld (1971) vermis ve fuzzy kiimeler {izerinde tanimlanmasi bu
sayede elde edilmistir. Yine Harary (1972) ¢alismasinda graf teorisi ile ilgili yapilan
esas bilgileri ortaya koymustur. Wilson (1972), Christofides (1975) ve Ceyhun
(1976) galismalarinda graf teorisi i¢in gerekli alt yap1 olusturulmustur. Kelarev ve
Praeger (2003) calismasinda ise grupoidler ile gruplarin Cayley graflarimi
inceleyerek benzer sonuglar elde etmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boélimde Zadeh (1965),Kaufmann (1975), Harary (1972), Wilson
(1972), Christofides (1975) ve Ceyhun (1976) calismalari geregince ¢esitli sekillerin
simetrik calismasinda ilging ve gii¢lii bir soyut yaklasim saglayan grup teorisi ile
ilgili daha sonraki bdliimlerde kullanilacak olan temel tanim ve teoremler
verilecektir.

Tanim 2.1.

V' ve E ayrik iki kiime, g’de E ’nin her elemanint V ’nin kesinlikle
farkli veya ayni iki elemanina esleyen bir baginti ise (¥, E, g) licliisiine bir graf

denir ve bu G=(V,E,g) bi¢iminde gosterilir. Yani; herhangi e, € E, eger

g
vi,vi €V ile eslesirse bu E—V veya
g E->V, e —>g(ek):(vl-,vj)
seklindeki baginti ile ifade edilir.

Tamm 2.2.

(i) Bir (V,E,g) grafinda; E ’nin her bir eleman bir ayrit ve ¥ ’nin her bir
eleman1 bir tepedir.

(i) Bir tepe, bir ayritin son noktasi ise; bu tepe ile bu ayrit birbirleriyle
baglantilidir denir.

(iii) Bir grafin veya alt grafin ayritlar1 siralanabiliyorsa dyle ki; bu dizide
her ayrit tepelerinden birini kendisinden dnceki ayritla digerini de kendisinden sonra
gelen ayritla birlestirebiliyorsa, bu grafa bir sirali ayrit denir.

(iv) Bir sirali aynitta her ayritin tekrari bir ise bu sirali ayrit, bir ayrit
kataridir denir.

(v) Bir ayrit katarmin her bir i¢ tepesinin derecesi iki ve her bir ug tepesinin
derecesi bir ise bu ayrit katarina yol denir.

(vi) Bir grafta; eger her bir tepesi ya (v;_;,v;) yada (v;,v;_;) olacak bir
bigimde bir yol ise buna yar1 yol denir.

Tamm 2.3.

(i) Bir graftaki her bir ayrita yon vererek elde edilen grafa, yonli graf denir.

(ii) Bir grafin icindeki tepe ve ayritlarin bir kismma sahip olan bagka bir
grafa, alt graf denir.

Onerme 2.1.



0<a; <1 (i=12) olmak iizere G, grafi ile R, fuzzy bagmtist

verilsin. Buna gore
@) apzo); = Ga1 CG“Z

(i) R, <R,

yazilir.
Teorem 2.1. (Ayrisim Teoremi)

Herhangi bir fuzzy R bagmtisi, v =Max sembolii yardimiyla

R=vaR, 0<a<l 2.1
[24

bi¢iminde ayrigabilir. Burada

-, ,LlR()C,y)Z(Z

#r, (r3) =1, 22)

> HR (x >V ) <a
olup ¢ R, ile R, bagmtisinin tiim elemanlarinin ¢ ile ¢arpilmis hali gosterilir.
Ispat : (2.1) ifadesinin iiyelik fonksiyonlar

ooy (¥)=vour (x,y)= v a=ur(x,y)
a % a “ asug(x,y) -

olarak yazilir.
Tanim 2.4 (Fuzzy Kiime)

(i) X ={x} bos olmayan noktalarin kiimesi olmak iizere 4, X ’in bir alt
kiimesi olsun. X ’den I=[0,1] kapali araligina tammli olan g, fonksiyonu ile
belirtilen bir 4 kiimesine X icinde taniml1 fuzzy kiimesi denir.

(i) Ayrica; (i)’de tanimlanan 4 ,’ya A fuzzy kiimesinin Uyelik
fonksiyonu ve herhangi xe X igin g (x) degerine de x noktasinin 4 fuzzy
kiimesine iiyelik derecesi yada degeri denir.

(iii) v 4 : X —[0,1] fonksiyonu; 4, X ’in herhangi bir alt kiimesi iken
A ’nin
xeAd

, xe¢A

va={y



seklinde tanimli Karakteristik fonksiyonu olarak tarif edilir. Yani, karakteristik
fonksiyonu A ’nin iiyelik fonksiyonunun 6zel bir halidir.

(iv) Burada 7% =F(X)=F ’ye fuzzy smifi denir. X ’in iiyelik fonksiyonu
Ly ise her x € X igin gy (x)=1 olur. 1 de en biiyiik fuzzy kiimesi olur.

Tanim 2.5 (Fuzzy Alt Kiime)

Sayilabilir yada sayilabilir olmayan bir £ kiimesi ile onun bir x elemani
verilsin. Bu durumda; g 4(x), 4°daki x’in iiyelik derecesi yada degeri iken her

xeE ic¢in {(x|py(x))} siral ¢iftlerinin kiimesine £ ’nin bir fuzzy A alt kiimesi
denir.

Tanmim 2.6 (Fuzzy Graf)

E, ve E, gibi iki kiime ele alalim. x, E;’de ve y, E, ’de tasarlanmis
noktalar olsun. Ejx E, ¢arpim kiimesi (x,y) ile taniml sirali giftlerinin kiimesi
ve M , Ej x E, 'nin herhangi bir iiyelik kiimesi olmak iizere her (x,y)e E; x E; igin
ug(x,y)e M olacak sekilde bir G fuzzy alt kiimesine bir fuzzy Graf denir.

Tamm 2.7 (Fuzzy Group)

(i) X bir group ve 4 ile B, X ’in fuzzy alt kiimeleri olsunlar. Bir fuzzy
A kiimesi; eger her x,y € X igin,

A(xy) = min(A(x), A(»)) ve Alx™)z A(x)

oluyorsa X {izerinde bir fuzzy grup olarak adlandirilir.
(ii) Bir fuzzy B alt kiimesi; eger her x,y € X igin,

B(xy)>min(B(x), B(y))

oluyorsa bir fuzzy yar1 grup diye adlandirilir.
Uyari 2.1.

Kolayca goriilebilir ki; eger 4 bir X grubunda bir fuzzy grup ve e, X ’in
birimi ise, 0 zaman Vx € X i¢in A(e)> A(x) olur (Aktas, 2005).

Onerme 2.2.

Eger 4 bir G grubu iizerinde bir fuzzy grup ise, o zaman; xA=4 =
Ax =1"dir. Eger S bir G grubunda bir fuzzy alt kiime ise, o zaman her x,y,g € G

i¢in,



@) (xS)g)=Sk'g)

(i) (Sx)(g)=S(gx")

(iii) (xyS)=x(»S)

(iv) S(xy)=(Sx)(y) elde edilir (Aktas, 2005).

ispat: xA(z)= sup min(x(w),x(w,))= min(x(x),A(x_lz)): A( _lz)

Z=Ww,

> min(A(x_1 lA(z))z A(z)

ifadesi her z € G igin saglanir. Yine her z € G degeri i¢in su ifadeyi yazabiliriz:
A(z)= A(xx_lz)z min(A(x),A(x_lz))z A( _lz)z xA(z)

Buradan hareketle ispatin geriye kalan1 kolayca ortaya ¢ikarilabilir.



3.FUZZY ALT ve NORMAL ALT GRUPLAR ILE FUZZY KOSETLER

Bu boliimde; cebirsel kavramlardan fuzzy alt ve normal alt gruplar ile fuzzy
kosetler iizerinde durulacaktir. Ayrica; grup teorisinin bazi temel tanim ve
teoremlerine benzer olan ¢esitli sonuglar fuzzy alt gruplar i¢in ifade edilecektir.

3.1. Fuzzy Alt ve Normal Alt Gruplar

Burada fuzzy alt gruplar ile normal alt gruplarla ilgili Zadeh (1965),
Bhattacharya (1984; 1987), Bhattacharya ve Mukherjee (1987), Rosenfeld (1971),
Lederman (1996), Das (1981), Ajmal ve Prajapati (1992), Aktag’da (2005) verilen
bazi temel tanim ve sonuglar gosterilecektir.

Tanmm 3.1.1.

S herhangi bir kiime olsun.

u:S —[0]]
seklindeki doniisiim fuzzy alt kiimesi olarak tanimlanir.
Tanim 3.1.2.

S bir grupoid olsun. Eger her x,y € § i¢in
(xy) = min{p(x), p(v)}
ise 1:S8 —[0,1] déniisiimiine bir fuzzy grupoid denir.
Onerme 3.1.1.

Buna gore;
w(x1x5...x, ) = min{u(x;):1<i < n}

esitsizligi xj,x,,...,x,, €S ve her bir x fuzzy alt grupoid i¢in saglanir.

Tamm 3.1.3.

G bir grup olsun. Eger asagidaki sartlar saglaniyorsa u:G — [0,1]
doniisiimiine bir fuzzy alt grup denir:

(i) Vx,y € G icin p(xy)=min{u(x), u(y)}

(i) Vxe G igin u(x)= /J(x_l)



Tanim 3.1.4.
4 , S ’nin bir fuzzy alt kiimesi ise herhangi bir ¢ € [0,1] igin
A ={xeS:ux)>1}

kiimesi g ’niin seviye alt kiimesi olarak adlandirilir.

Onerme 3.1.2.

G birimi e olan bir grup olsun. Eger u, G ’nin fuzzy alt grubu ise Vx e G
igin p(x) < pu(e)
olur.

Ispat: Vx e G igin

ute)= e i)

ve Tanim 3.1.1 ve 3.1.4°den bulunabilir. Buradan da istenen elde edilir.

Eger u,G nin bir fuzzy alt grubu ise u(e)>¢ olan herhangi bir ¢ € [0,1]
icin A, seviye alt kiimesi G ’nin bir alt grubudur. Bu durumda 4; seviye alt kiimesi
4 ’niin seviye alt grubu olarak adlandirilir.

Eger u ’niin gdriintii kiimesi {¢(,?|,...,¢, } "den ibaret ise seviye alt gruplarin
ailesi

{A[z‘ :Oéiﬁn},

4 ’niin seviye alt gruplarmin tamamini olusturur.
Eger sonlu bir G grubu iizerinde fuzzy alt grubunun goriintiisii

{tost1sensty )

ise u ’niin seviye alt gruplari
Ay, <A, <..<4, =G

seklinde bir zincir olusturur. Burada
to>t>...>t, ve ule)=tgy
yazilir (Das, 1981).

Uyar 3.1.1.

Fuzzy gruplarmin seviye alt gruplari ile ilgili detayli bilgiler

Bhattacharya’nin (1987) caligmasinda ele alinmistir. Orada ayni seviye alt gruplarina



sahip olan iki fuzzy alt grubunun esit olmasi igin gerek ve yeter kosulun goriintii
kiimelerinin ayni olmasi oldugu ispatlanmistir (Bhattacharya, 1987).

Tamm 3.1.5.

X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinin bir x# fuzzy (alt) kiimesi
w: X —[01]
fonksiyonudur.

Tamm 3.1.6.
Bir X kiimesinin bir # fuzzy (alt) kiimesi verilsin. ¢ € [0,1] igin
Xy ={xeX:pux)=1},
u fuzzy (alt) kiimesinin ¢ — seviye alt kiimesi olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.1.

Bir X kiimesinin bir fuzzy kiimesi bir fuzzy noktasidir < Onun bir harig
biitlin y € X i¢in sifir degerini x € X degerleri alir. Eger onun x *deki degeri ¢ ise

0 < ¢ <1 oldugu zaman fuzzy noktasini x; ile gosterecegiz (Aktas, 2005).

Tanmm 3.1.7.

Bir X kiimesinin bir ¢ fuzzy (alt) kiimesinin timleyeni ¢ ile gosterilir ve

her x € X i¢in u(x)=1- u(x) olarak tanimlanir.

Tamm 3.1.8.

Bir X kiimesinin iki fuzzy alt kiimesi z ve A4 olsun. Eger u(x)= A(x)
olacak sekilde hi¢bir x € X noktasi yoksa bu iki kiime ayrik olarak adlandirilir.
Tanim 3.1.9.

Bir X kiimesinin iki ¢ ve A fuzzy alt kiimesinin birlesimi her x € X i¢in

(4w u)(x) = max{A(x), u(x)}

olarak tanimlanan X kiimesinin bir fuzzy alt kiimesidir ve AU p ile gosterilir. Bir
X kiimesinin iki ¢ ve A fuzzy alt kiimesinin kesisimi her x € X' i¢in
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(20 p)(x) = inf{A(x), pu(x)}

olarak tanimlanan X kiimesinin bir fuzzy alt kiimesidir ve 4 M u ile gosterilir.
Tanim 3.1.10.

X herhangi bir kiime olsun. X kiimesindeki bir x# fuzzy alt kiimesi " eger
X kiimesinin herhangi 4 alt kiimesi i¢in

#(xq) =sup{p(x): x € 4}
olacak sekilde bir x; € 4 varsa " sup 6zelligine sahiptir denir.

Teorem 3.1.2.

M bir G grubunun bir fuzzy alt kiimesi olsun. Bu durumda; z, G ’nin bir

fuzzy alt grubudur < e, G grubunun birim eleman1 olmak iizere her ¢ € [0, u(e)]

icin G!, , G grubunun (seviye alt grubu diye adlandirilan) bir alt grubudur (Aktas,
2005).

Teorem 3.1.3.

4 bir G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda; her x€ G ve

t e[0,1] i¢in xGL = wa yazilir (Aktas, 2005).

3.2. Fuzzy Normal Alt Gruplar

Bu bolimde fuzzy normal alt grup tanimi ve onunla ilgili sonuglara yer
verilmektedir. Bunun i¢in dncelikle bu konuda énem tagiyan iki lemmay1 verelim:

Lemma 3.2.1.

Eger u sonlu bir G grubunun bir fuzzy alt grupoidi ise x4 bir fuzzy alt
grubudur (Aktas, 2005).

Ispat : x € G olsun. Once tiimevarimla her k icin

ulet)2 ()

oldugunu gosterelim. k£ =0 icin iddia Onerme 3.1.2’nin sonucudur. k£ >0 ve iddia
k —1 i¢in dogru olsun. O zaman

,u(xk ): ,u(xxk_1 )2 min{,u(x),,u(xk_l)}: (x)
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ifadesi
a2 )

olacagindan dolay1 saglamr. Simdi G sonlu oldugundan x” =e olacak bigimde
n 21 tamsayisi vardir. Buradan

)= )2 ()
bulunur. Ayrica

oldugundan benzer bigimde
olur. Dolayistyla

ve u bir fuzzy alt gruptur.

Lemma 3.2.2.

4 bir G grubunun fuzzy alt grubu ve x € G olsun. Bu taktirde Vy € G igin

)= pu(y) < w(x)=ule)
olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki Vy € G igin u(xy)= u(y) olsun. Bu taktirde y =e
secersek
p(x)= pu(e)
elde ederiz.
Tersine kabul edelim ki x(x)= u(e) olsun. Bu durumda Onerme 3.1.2°den
Vy e G igin u(y)< p(x) dir. g(xy)>min{u(x), u(y)} oldugundan Vy e G igin
(xy) 2 p(y)
3.1)
yazilir. Diger taraftan
()= )2 min{ae). )}
ifadesi ile Vy € G degeri i¢in
#(x)= u(y)
oldugundan
min{z(x), u(xy)} = u(xy)
yazilir ve dolayistyla da burada Vy € G igin

Hy) < p(y)
(3.2)
elde edilir. Boylece (3.1) ve (3.2) ifadelerinden istenen bulunur.

Sonug 3.2.1.
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Lemma 3.2.2°nin hipotezi saglansin. u(x)= u(e) ise Vy € G igin

u(xy) = u(yx)
olur.
Tamm 3.2.1.

4 bir G grubunun fuzzy alt grubu olsun. Eger Vx,ye G igin
u(xy)= u(yx) ise u’ye fuzzy normal alt grup denir.

Teorem 3.2.1.

Bir G grubunun g fuzzy alt grubunun normal olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul g ’niin G ’nin eslenik smiflari tizerinde sabit olmasidir.

Ispat : Kabul edelim ki z bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu taktirde
Vx,y € G igin

-1 -1

ﬂ(y xy)=u(xyy )=ﬂ(x)

olur. Tersine kabul edelim ki x#, G ’nin eslenik siniflari iizerinde sabit olsun. Bu
taktirde verilenlerden Vx,y € G igin

p(xy)= u(xyxx_l )= #(x(yx)x_1 )= u(yx)
olur. Dolayistyla Tanim 3.2.1°den u, G ’nin fuzzy normal alt grubudur.

Uyari 3.2.1.

Fuzzy normal alt gruplarla ilgili baz1 teoremleri, bir grubun komiitatdrlerini
kullanarak ifade edebiliriz.

Tanim 3.2.2.

G herhangi bir grup ve x,yeG ise x ve y ’nin komiitatorii [x,y]

seklinde gosterilir ve [x,y]=x""y xy ile ifade edilir. Eger xy = yx ise [x,y]=e

oldugu agiktir. H ve K bir G grubunun iki alt grubu ise
[H,K]=<[x,y]:x,ye G >

seklinde tanimlanir.

Uyan 3.2.2.

Asagidaki teoreme klasik gruplarda karsilik gelen ifade sudur. N, G ’nin
herhangi bir alt grubu olmak f{izere; N <G olmast i¢in gerek ve yeter kosul
[N,G]< N olmasidir (Aktas, 2005).

Teorem 3.2.2.
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4, G ’nin bir fuzzy alt grubu olsun. Bu taktirde x ’niin bir fuzzy normal
alt grubu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Vx,y € G icin u([x,y])> u(x) olmasidir

(Aktas, 2005).
Ispat : Kabul edelim ki x, G ’nin bir fuzzy normal alt grubu ve x,y € G

olsun. Bu durumda
ey )2 minuly ) e = min ). p0)) = (o)
yazilir. Karsilikli olarak 4, (3.1) bagintisnin saglandigini varsayalim. Bu sekilde
x,z€ G igin
et :
pl” zx )= plzz ™ x ™ zx 2 min{pu(z2), [z, x])f = u(z)
elde edilir.

Boylece Vx,ze G igin ,u(x_lzx)z 4(z) olur. Aym sekilde Vx,ze G iken
plr~2x)2 pu(z) elde edilebildigi igin =z degeri yerine x~'zx ve x degeri yerine
x! almirsa

w(z)= ,u(x(xilzx)xfl)z ,u(xilzx)
bulunur. Dolayisiyla u(z)= p(xilzx) ve Teorem 3.2.1 sebebiyle u fuzzy
normaldir.

Simdi bir fuzzy normal alt grubun seviye alt gruplarimi inceleyelim:
Teorem 3.2.3.

4, G’nin bir fuzzy normal alt grubu ve e, G ’nin birim elemani olmak
tizere ¢ < u(e) olacak bigimde ¢ € [0,1] olsun. Bu durumda
A, ={xeG:ulx)>t}
kiimesi G ’nin bir normal alt grubudur (Das, 1981).

Ispat : Daha once ifade edildigi iizere; A, klasik anlamda G ’nin alt

grubudur. Simdi ise 4, 'nin G 'nin normal alt grubu gosterelim. x€ 4, ve ueG
olsun. x fuzzy normal alt grup oldugundan ve Teorem 3.2.2’den ,u(u_lxu): 1(x)

olur. Bu yiizden ,u(u_lxu)Zt elde edilir. Dolayisiyla ulxu e A4; ve buradan
A, 9 G yazilir. Eger g, G nin goriintii kiimesi {¢(,?,,...,¢,} olan bir fuzzy normal
alt grubu ise y ’niin alt gruplar
Ay <Ay <..<4 =G

(3.3)
normal alt gruplarinin bir zincirini olusturur. Burada

tg >t >...>1,
yazilir.



Sonug 3.2.2.

Tanim ve teoremler kisminda verilen Teorem 2.1 (Ayrisim Teoremi) ve
yukaridaki Teorem 3.2.3’{in birbirine denk oldugunu asagidaki drnekte gorebiliriz.

Ornek 3.2.1.

Ny
Va

N3

Sekil 2.1. Ayrisim teoremi ile ilgili bir gdsterim

Yukaridaki gibi bir fuzzy grafi verilmis olsun. Verilen bu grafi asagidaki

sekilde ayristirabiliriz.

14

N,y N4, N3
01| 03 1
o,2 { 0,2
03| Ot {
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Sekil 2.2. Ayrigsim teoremi tizerine bir maksimum ag¢ilimi
Bicimindeki ornekte de agik bir bigimde goriildiigi iizere 7, =0,2, #, =03, #, =1
ve fy <ty <ty iken G, ©G; ©G;, olup burada > sembolii yerine > sembolii
alimirsa 1y <ty <ty iken G, >G, >G, olur ki bu da Ayrisim Teoreminin normal

alt grup teoremi ile ayni oldugunu gosterir.
Teorem 3.2.4.

Eger u, sonlu bir G grubunun fuzzy alt grubu ve u ’niin seviye alt
gruplari G ’de normal ise u bir fuzzy normal alt grubudur (Aktas, 2005).

ispat : ¢y > ¢ >...>t, olmak iizere Im(u)={ty,t;,....t,} olsun. Bu taktirde
G ’nin biitiin seviye alt gruplarmin kiimesi {Al,- :0<i< r} ailesidir. Hipotezden her

bir 4, , G ’de normaldir.
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4, —4,  =lxeG:ulx)=t} (3.4)

oldugu seviye alt gruplarin tanimindan anlagilir.

Grup teoride bir grubun bir normal alt grubu G ’nin eslenik siniflarinin
birlesimi oldugu bilinmektedir (Lederman, 1996).

Yine A =4 G ’nin eslenik siniflarmin birlesimidir. (3.4) ifadesinden
u’nin A, —4, = tzerinde sabit oldugu elde edilir. Bu ise; 4 ’niin G "nin her bir
eslenik sinifi iizerinde sabit olmasini gerektirir. Teorem 3.2.1’den x ’niin fuzzy
normal alt grup oldugu bulunur.

Simdi fuzzy normal alt grup igin bir rnek verelim:
Ornek 3.2.2.

G, karenin biitiin simetrilerinin grubu olsun. O halde G ’nin olusturdugu
grup kiimesi
G ={e,(1234),(13)(24),(1432),(13),(24),(14)(24),(12)(34)}
olur. G ’nin eslenik smiflarinin

te}, {13)24)}, {(13).(24);, {(14)(23).(12)34)} , {(1234),(1432)}

oldugu kolayca goriilebilir.
H ={e,(13)(24)}
ve

K ={e,(1234),(1432),(13)(24)}

olsun. H ve K ’nin her ikisi de G ’nin normal alt grubudurlar. Normal alt gruplarin
bir zinciri olarak

E={ejcHcKcG
(3.5)
yazilabilir. Simdi elemanlar1 tiimiiyle (3.5) zincirinde olan G ’nin bir fuzzy alt
grubunu insa edelim.

Burada #; €[0,1] , 0<i<3 dyleki ty >t >ty >3 olsun. u:G —[0,1] ise
ule)=ty , (H-E)=t; , l(K-H)=t) , tf(G-K)=1

gibi tanimlansin. Burada g ’niin tamimindan Vx e G igin u(x)= ,u(xil) oldugu
agiktir ve yine Vx,y € G igin u(xy)>min{u(x), u(y)} oldugu kolayca goriilebilir.
Boylece u seviye alt gruplari (3.5) zincirinde olan bir fuzzy alt gruptur. Dahast g,
G ’nin eslenik siniflari tizerinde sabittir. Buradan x fuzzy normal alt gruptur.

Teorem 3.2.5.
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f, bir G grubundan baska bir grup i¢ine bir homomorfizma ve u, f(G)
grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu taktirde v= g0 f , G ’nin bir fuzzy
normal alt grubudur (Aktas, 2005).

ispat : Buna gore;
vxy) = u(f (x)f(») = min{u(f (x)), (£ (»))} = min{v(x),v(y)]

ifadesinde her x,y € G igin v’nin, G ’nin bir fuzzy alt grubu oldugu bi¢iminde bir
anlam mevcuttur. v(xy)=v(yx) oldugu da u ’niin fuzzy normal alt grup oldugu
kullanilarak goriiliir. Sonugta; v, G ’nin bir fuzzy normal alt grubu olur.

Fuzzy koset kavramini vermeden 6nce bu kavrama yardimci olacak asagidaki
sonucu verelim:

Teorem 3.2.6.

4 birim eleman1 e olan bir G grubunun fuzzy normal alt grubu ve ayni
sekilde G, ={x € G: u(x)= p(e)} verilsin.

Bu taktirde G, <G “dir. Bununla birlikte

E G/Gﬂ —[0,1]
doniisiimii [t(G#x): #(x) bigiminde tanimlansin. 4 , iyi tammh ve G/G,, *niin bir
fuzzy normal alt grubudur.
Diger yandan N <G ve gy , G/N’nin sadece ge N oldugunda

1 (Ng) = iy (N) olacak sekilde bir fuzzy normal alt grubu ise G, =N ve i = iy
olacak bicimde G ’nin bir g fuzzy normal alt grubu vardir (Bhattacharya ve
Mukherjee, 1987; Aktas, 2005).

Ispat : g ’niin bir fuzzy normal alt grubu oldugu ve Onerme 3.1.2

kullamlarak G, <G oldugu kolayca gorilebilir.

x,yeG icin G,x=G,y ise v le G, ve boylece ,u(xy_l):y(e) dir.
Lemma 3.2.2°den bu bize u(x)= u(y) oldugunu yani ,[z(G ﬂx)z [t(G p y) oldugunu
verir.

Bu yilizden £ iyi tamml bir doniisiimdiir. Simdi £ ’niin G/G 4, niin. bir
fuzzy normal alt grubu oldugunu géstermek kolaydir. $6yle ki; her G, x, G, i¢in
iG,xGy)= G xy) = pxy) = minfu(x) ()} = min{id(G ) (G )}
yazilabilir. Simdi de u ’niin fuzzy normal oldugunu gdsterelim. x,y € G olsun. Bu

taktirde
(G 3G ,y)= G ,xv) = p(xy) = p(yx) = G ,¥G ,x)
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elde edilir. Boylece p fuzzy normaldir.
Tersine G/N lizerinde £ fuzzy normal alt grubu verilsin. Burada bir u
doniisiimii z: G — [0,1] bigiminde
#(x) = i(Nx)
olarak tanimlansin. x ’niin iyi tamimli oldugu ve G’nin bir fuzzy alt grubu
oldugunu gostermek kolaydir. Biz g ’niin fuzzy normal oldugunu gosterelim.
x,y € G olsun. Bu durumda;

wly )= (o) =y (N9 N )= iy () = )
elde edilir. #, G ’nin eslenik simflari {izerinde sabittir ve Teorem 3.2.1°den 4,
G ’nin bir fuzzy normal alt grubudur.
Ayrica eger ne N ise wu(n)= fy(Nn)= t4y(N)= u(e) bulunur. Boylece
Nc G, olur. Eger xeG, ise u(x)=p(e) ve buradan f;(Nx)=(N) yazilr.
Sonug olarak Nx=N ve xe N oldugundan G, c N olur. Her iki kapsamadan

N =G, elde edilir. Buise i =z olmasidir.

3.3. Fuzzy Kosetler

Bu boliimde fuzzy gruplarda onemli bir yeri olan kosetlerin belli bazi
ozellikleri Bhattacharya (1987), Aktas’da (2005) verildigi iizere ele alinarak birkag
sonug verilecektir.

Tanmm 3.3.1.

4 bir G grubunun fuzzy alt grubu olsun. Buna goére herhangi bir x € G igin
bir z, : G —[0,1] doniisiimii her g € G igin
- -1
in(g)=lex™)
(3.6)
ile tammlayalim. &, , G ’nin x ve y ile belirlenen fuzzy koseti olarak adlandirilir.

Sonug 3.3.1.

Tanim 3.3.1 gruplardaki aligilmis koset kavraminin fuzzy kiimeler iizerine
genisletilmesidir. Soyle ki; g, G’nin H alt grubunun karakteristik fonksiyonu

olsun. Yani
H={xeG:pux)=1
ve
G-H={xeG: u(x)=0}
olsun. x € G igin Gx = G olur. Eger g € H ise
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()= plgec )= u(g) =1
olur.
Eger g¢ H ise gx ¢ Hx ve bdylece s, (gx)=u(g)=0 dir. Buradan s, ,

G tzerinde gy, =1 ve i 7, =0 olan bir fonksiyondur.
Buise 4 ’niin Hx ’in karakteristik fonksiyonu oldugunu gosterir.

Onerme 3.3.1.

Eger u bir G grubunun bir fuzzy normal alt grubu ise her x,y € G ve her

g €G icin fi,(xg)= i, (gx)= u(g) olur.

Ispat : Burada x "niin fuzzy normal oldugu ve Teorem 3.2.1 kullamlarak

e (xg) = i1y (xgx ™ x)= pelrgy™ )= ()
elde edilir. Benzer sekilde £, (gx)= u(g) oldugu goriilebilir.

Sonug 3.3.2.

Onerme 3.3.1, grup teorideki
"eger N <G ise Vxe G igin Nx=xN olur"
ifadesine benzerdir. Eger N, G ’nin bir normal alt grubu ise N normal alt grubuna
gore G ’nin kosetleri bir grup olustururlar.

Simdi de G/N bélim grubu igin fuzzy anlamda normal alt grubunun

asagidaki benzer teoremini verelim:
Teorem 3.3.1.

4, G’nin bir fuzzy normal alt grubu olsun. F ’de u ’niin biitiin fuzzy
kosetlerinin kiimesi olsun. Bu taktirde Vx,y € G i¢in
/&x ° /} y = /[lxy
3.7
islemi altinda bir gruptur. Vx € G igin
u (/&x) = /u(x )
(3.8)
olacak bigimde z:F —[0,]] doniisiimiinii tamimlayalim. Bu taktirde z , F
iizerinde bir fuzzy alt gruptur (Bhattacharya ve Mukherjee, 1987).

Ispat : ik olarak (3.7) ile verilen islemin iyi tanimli oldugunu gosterelim.
Buna gore; x,y,xy,y9 € G i¢in
/}x =:[lx0 ve ,[Iy =/}y0
(3.9)
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olsun. Bu durumda
;[lx O,[ly = ﬁxo O/:lyo
oldugunu yani
/[lxy = /& X0
oldugunu gostermeliyiz. Tanimla Vg € G igin
« -1 -1
Ay (g)= ﬂ(gy x )
ve
~ -1 -1
Ay, (€)= u(gyo X )
elde edilir. Simdi

wley™x)= sleve™ oy 5= slave o xoroy )

> min{,u(gyo_lxo_1 )#(Xoyoy_lx_l )}
(3.10)

yazilir. Tekrar (3.9)’dan Vg € G i¢in

ulgx™)= ulexe™)
G.11)

ve ayni kosullarin saglanmasi ile birlikte
-1 -1
,u(gy )Zﬂ(gyo )
(3.12)
bulunur. Yine (3.11)’de g yerine xoyoy_1 yazar ve (3.12)’de y, ile g’yi yer
degistirirsek
-1 - -1 -1 _
#(xoyoy 'x 1)=#(xoyoy 1xo ):ﬂ(yoy 1)= Hle)
elde edilir. Fakat Vu € G degeri igin g(e)> u(u) oldugundan herhangi bir x fuzzy
alt grubu icin
1 ~1
ule)= ﬂ(gyo X )
olur. Boylece (3.7) esitliginden
-1 - —1_ —1
ey ™x7)2 vy %)
olur. Benzer diisiince ile

-1, -1 -1_-1
ﬂ(g)’o X0 )Z ﬂ(gy X )
elde edilir ve biitiin bunlardan
-1 -1 -1_-1
ﬂ(gyo X0 )2 y(gy x )
bulunur. Bu yiizden de (3.7) iyi tanimhidir. (3.7)’de tanimlanan islemin birlesmeli
oldugu agiktir. Soyle ki,

sy (@) = ilg ) )= el )= sle(()2) ™ )= o ()

oldugundan
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Aoty o )= it o 1y )o
elde edilir. z, ’nin F ’nin bir elemam ve x € G i¢in £, ’in tersinin /}x,l oldugunu
gormek kolaydir. Buradan F' bir gruptur. Simdi x,y € G olsun. O halde
Aty o fry)= ey ) = pe(xy) 2 min{pa(x). u(y)} = min {72 ). 1y )}
olur. Ayrica
Aty )= a2 )= u(x) = #(x_l)
olur. Dolayisiyla z bir fuzzy alt grubudur.

Tanim 3.3.2.

i, bir G grubunun bir fuzzy normal alt grubu olsun. Bu taktirde (3.11)’de
tanimlanan z, u ile belirlenen fuzzy boliim grubu olarak adlandirilir.

Sonug 3.3.3.

Teorem 3.3.1°deki gosterimle €: G — F donlisimiini
e(x) = /Alx
(3.13)
ie tanimlayalim. Bu taktirde 6 g¢ekirdegi

Gu = {reG:u(x)= ule)
ile verilen bir homomorfizmadir (Aktas, 2005).

Ispat: x,y € G olsun. O halde
e(xy) = /'Alxy = /&x ° /&y = a(x)e(y)
olur. Dolayisi ile 8 bir homomorfizmadir. Ayrica 6 ’nin ¢ekirdegi i, = f1, olan

u(x)= u(e) sartim saglayan biitiin x € G ’ler den olusur.

Simdi, grup teorideki homomorfizmanin temel teoremine benzer bir sonucu
fuzzy gruplar i¢in verelim:

Teorem 3.3.2.

4, G’nin bir fuzzy normal alt grubu ve F, u’niin bitin fuzzy

kosetlerinin koleksiyonu olsun. Bu taktirde F ’nin her bir fuzzy (normal) alt grubu,
G ’nin bir fuzzy (normal) alt grubuna karsilik gelir (Aktas, 2005).

ispat : 4, F’nin bir fuzzy (normal) alt grubu olsun. v:G —[0,1]
doniistimiinii Vx,y € G igin

v(x) = 4" (i)
(3.14)
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ile tanimlayalim.

Burada /i, , (3.7) tarafindan tanimlanandir. Simdi v ’nin bir fuzzy alt grup
oldugunu gosterelim. x,y € G olsun. Bu taktirde

W)= i (i )= 1" (Bt )2 minfur” (B )" (i )} = minfo() ()
elde edilir. Ayrica Vx € G igin
W)= " (i) = a2 )= vl ™)
olur. Boylece v bir fuzzy alt gruptur. Dolayisiyla eger ,u* fuzzy normal ise

v(xy):ﬂ*(:&xy):ﬂ*(/&x O/&y):,u*(,[ly o/&x):ﬂ*(,&yx):v(yx)

olur ki buradan v bir fuzzy normal elde edilir.

Tamm 3.3.3.

4 bir G grubunun bir fuzzy alt grubu olsun. Bu durumda; herhangi a,b € G
icin G grubunun bir aub fuzzy orta koseti her x € G igin

(asb)x) = pela 67"

olarak tanimlanir.
Ornek 3.3.1.

Bilinen garpma islemine gére G = {l,—1,i,—i} grubu verilsin.

1 , x=1
u(x)=405 , x=-1
0 , X=1,—1
ile ©:G —[0,]] tammlayalim. Agiktir ki; # G grubunun bir fuzzy alt grubudur.
aub fuzzy orta koseti hesaplanabilir ve her a =—1 ile b =—i igin

0 , x=1-1
(aub(x)=405 , x=-i
1 R xX=1i

olarak verilebilir.
Ornek 3.3.2.

Bilinen garpma islemine gére G = {¥1,¥i} grubu verilsin.
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% , x=-1
ux)=41 , x=1
l X=1i-
4 s -5
olarak gosterilen x:G — [0,1] tanimlayalim. z 'niin iy ve —iu fuzzy kosetleri
% ,  x=1-1
iu(x)=41 x=i
% , x=-i
ve
% , x=1-1
(Cip)x)=41 ,  x=-i
1
E 5 X =1

olarak hesaplanabilir.
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4. FUZZY GRAFLARDA GRUP YAPISI

Bu boliimde Takeda ve Nishida (1976) caligmast ile fuzzy graflarda verilen
herhangi bir iiye ile iligkiye sahip olan grup iiyelerinin bir sinifinin tam olarak
simirinin tanimlanmadigi bdyle bir grup i¢inde bir ferdi {iye tarafindan oynanan rolii
karakterize etmek amaglanmaktadir. Ross ve Harary (1959) tarafindan gosterilen
alisilmis bir grafin zayif ve kuvvetli tepelerinin kavramlari, bir fuzzy grafin bu
verilenlere genellestirilmesi olarak ifade edilebilir.

Grup ve grup yapist alaninda graflar incelendiginde; bir zayif baglantililik
kategorisine ait olmak igin grafa yol acan birey zayif bir iiye iken o var olmadigi
zaman mevcudiyeti elde edildiginden ¢ok daha fazla baglanti kurulabilecegi olasi
olan bir grafa yol agan bireyin kuvvetli bir liye olmasi; yapilacak bir mukayesede
Ross ve Harary’nin (1959) bdyle bir grup i¢inde bir bireysel iiyenin bu tip bir roliinii
karakterize etmek agisindan grafi kullanmasimin 6nemini daha iyi agiklar. Bununla
birlikte; pek ¢ok durumda bir iliskinin sade varligi yada yoklugu, verilen bir grup
yapisini ortaya koymak i¢in yeterli degildir.

Harary’ye(1959) gore, bireyler arasinda iligkilerin farkli giicleri olabilir.
Boyle durumlarda; aligilmis graf, grup yapisini tam olarak gosteremez. Bunu yerine;
fuzzy graf, daha uygun bir matematiksel model olarak goziikiir.

4.1. Bir Yonlii Grafin Zayif ve Kuvvetli Tepeleri

Bu boliimde; baslangi¢ olarak, Harary ve ark. (1965) geregince yonlii
graflarin yada daha kisa bir bicimde yonlendirilmis graflarin baglantililiginin ¢esitli
tiirlerine yer verecegiz:

Tanim 4.1.1. Bir sonlu G yonlii grafi verilsin.

(i) G; eger her iki tepesi karsilikli olarak ulasilabilir ise kuvvetli baglantili
yada sadece kuvvetlidir denir.

(ii) G ; eger herhangi iki tepesi i¢in en az biri digerinden ulasilabilir ise,
Tek tarafli baglantili yada sadece tek taraflidir denir.

(iii) G ; eger her iki tepesi bir yar1 yol tarafindan birlestirilmis ise, Zay1if
baglantili yada sadece zayiftir denir.

(iv) G ; eger hig zayif degil ise, baglantisizdir denir.

(v) Sadece bir tepeden ibaret bir G yonlii grafi; iki ayrik tepe igermedigi ve
tanim1 boyle saglandigi icin kuvvetlidir denir.

Uyar 4.1.1.

Us ,U, ,U; ve Uy; swrasiyla, biitlin kuvvetli yonlii graflar, biitiin tek

tarafli yonlii graflar, biitiin zayif yonlii graflar ve biitiin baglantisiz yonlii graflarin
koleksiyonlari olsun. Agikgasi;
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U3 CU2 CUl (41)
vardir.

Biitiin yonlii graflar1 karsilikli olarak 6zel baglantililik kategorilerine
ayirmak i¢in,

C3=U3,C2=U2\U3,C1=U1\U2 vE C0=U0 (42)

verilsin. O zaman; her yonli graf, yukandaki C; , i =0,1,2,3 kategorilerinin birine
tam olarak aittir.

Ross ve Harary (1959), bu ayrik baglantililik kategorilerini kullanarak bir
grubun zayif ve kuvvetli iiyelerini karakterize etmistir.

Tanim 4.1.2.

(i) Uyar1 4.1.1 geregince b, bir G yonlii grafinin herhangi tepesi ve Gy, ,
b ’nin yer degistirmesi ile G ’den elde edilen alt graf olsun. Bir & tepesi; " eger G,
, C; deiken G , C;’deise" (i, /) tipine aittir denir.

(ii) Yine (i) geregince (i,/) nin b tepesi; " eger i > j ise " bir kuvvetli

tepe diye adlandirilir.
(iii) (¢, j) nin b tepesi; " eger i = j ise " bir izole tepe diye adlandirilir.

(iv) (i,/) ’nin b tepesi; " eger i < j ise " bir zayif tepe diye adlandirilir.

Asagidaki teoremlere yardimcet olmasi bakimindan su uyarty1 verebiliriz:
Uyar1 4.1.2.

Bir grubun ulasilabilir matrisi grup tyelerinin belirlenmesinde ¢ok 6nem
tasir. Bu matrisi R ile gosterirsek baglantililik durumlarinin kategorize edilmesinde
onun kosullar1 belirleyicidir. Uyar1 4.1.1°de verilen baglantililik kategorilerini giiglii
bir bigimde asagidaki iki teorem ifade eder ve zayif iiyelerin kimligi ulasilabilir
matris tarafindan dogrudan smanir. Asagidaki Sekil 4.1’in herhangi yonlii grafinin
iki noktas1 arasindaki bir ayrit istenen bir anda herhangi bir yon belirlenmeksizin
¢izildigi taktirde herhangi bir yondeki ayrit iki yonlii ayrit i¢in konum belirleyebilir.

Teorem 4.1.1.

Her ne olursa olsun herhangi grupta, en ¢ok iki zayif {iye vardir (Ross ve
Harary, 1959).

Teorem 4.1.2.

Herhangi grupta, (1,3) iiyeleri yoktur ancak diger biitiin (7, j) iiyelerinde
olabilir (Ross ve Harary, 1959).
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Ispat : Teoremin ikinci kismmin gecerliligi bir defa asagidaki Sekil 4.1’in
orneklerinden goriilebilir. Buna gore; bir G grubunun (1,3) bigiminde bir 4
liyesinin var oldugunu varsayip tersini ortaya koyalim. Burada; G, U; smifindan
olup G— A kuvvetlidir. Fakat en azindan G — A4 grubuna bir ayrit tarafindan 4
noktasi kattifimiz zaman orijinal G grubunun izole yani ya U, yada Uj smifinda

olabilmesi s6z konusudur. Bu ise G 'nin U; smifindan oldugu hipotezi ile gelisir.
Simdi ise su tanimlar1 vererek devam edelim. A, A4,,...,4, grubun n iyesi

ve grup bagmtisinin M matrisi de; " eger 4; ile 4; arasinda bir baginti mevcut ise

M ’nin i, j girigleri 1’e esit aksi halde 0 " olarak tanimlanmis olsun. Burada biitiin

kosegen elemanlarmm 1 oldugunu goz oOniine alalim. Baginti simetrik olarak
varsayllmamaktadir ama simetrik de olabilir.

0,1) 0,2)
o ]

{0, 0)

o——-———\/@-&—-—-—-e 38

{1,2) L1
(0,3)
-]
@10
O
@,2) (3, 2) (3,3)
i
. S * Y N4
2,3 (2,0) i(z, 1) (3,0) 3,1

Sekil 4.1. Her hangi bir grupta (1,3) iiyelerinin olmadigna dair baz 6rnek
gosterimler
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Sekil 4 1. ile birlikte yukaridakilerden hareketle; verilen baginti igin grubun
yada yonlii grafin ulasilabilir matrisini Uyar1 4.1.2°deki gibi R olarak alirsak onun
i, j elemanlar bu taktirde " eger 4; ’den 4;’ye yonlii bir yol varsa 1 aksi halde 0

" olarak almir. Bir yonlii D grafinin d ¢ap1, D ’nin herhangi iki noktas1 arasindaki
en biiyiik uzakliktir. Bir ¢evre ayni noktada baslayan ve biten bir yonli ayrittir.
M ’nin biitlin kosegen elemanlarinin 1 oldugu yaklasmmi her bir noktada bir
buklenin varligina estir.

4.2. Fuzzy Grafin Baglantihhg:

Bu kesimde; Takeda ve Nishida (1976) geregince herhangi verilen iiye ile
baglant1 i¢inde olan grup iiyelerinin bir smifinin, iyelikten iye olmayan duruma
gecisin ani olusundan ziyade asamali oldugu bir kismi( veya belirsiz) sinirh
seklindeki bir grupla iligkilendirilebilecegi goriilecektir. Buna gore; bir fuzzy graf
boyle bir grubu gostermek igin kullanilabilir.

Tanmm 4.2.1.

X; x,x3,.x, tepelerinin sonlu bir kiimesi olsun ve I' , flyelik
fonksiyonu xr  olan X ’deki bir fuzzy I’y kiimesi ile x; denilen X ’in her bir
tepesini birlestiren fonksiyon olsun. O zaman; FG =(X,T") bir fuzzy graf olarak
adlandirtlir.

Uyarn 4.2.1.

Tanim 4.2.1°de oldugu iizere; eger her Hr_ i=12,..,n yalnizca 0 vel
bi¢iminde iki degeri alirsa; FG, bir alisilmis grafa indirgenir. Fuzzy graflarinin

daha detayli bir caligmasini Kaufmann (1975) yapmustir.

Onun fuzzy grafinin baglantililig1 lizerine bir tepenin yer degistirme etkisini
degerlendirebilmek i¢in su tanimi verebiliriz:

Tamm 4.2.2.

FG=(X,T)’nin bir fuzzy alt grafi; Y, X ’in bir (fuzzy olmayan) alt
kiimesi ve I'", herhangi x; € Y icin
FI

X

=0, nY 4.3)

seklinde tamml olmak iizere, (Y,T"’) formunun bir fuzzy grafi olarak tammlanir.
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Tamm 4.2.3.

X ’de bir fuzzy A4 kiimesi i¢in w4 tyelik fonksiyonu ile iki T'4 ve r-'4
fuzzy kiimesi; Vx; € X igin
Hry(x;)= max miﬂiﬂA (xj ) pr, (x; )} (4.4)
x;eX '/
ve Vx; € X i¢in
Hp- (x;)= max min{,uA (le,urv_ (xj )} 4.5)
x;eX M
seklinde sirasiyla tanimlanir.

Onerme 4.2.1.

A ve B, her biri kendi iiyelik fonksiyonlarni gosteren w4 ve up ile
birlikte X ’de iki fuzzy kiimesi olsun. O zaman,

(i) AcBiseTAcTB
(i) AcB ise T'4cT'B
(iii) (4N B)cTANTB

(iv) T ' 4nB)cTlunT !B

V) T(4AUB)=TAUTB

i) T/ (4uB)=T"'4uT'B
yazilir (Takeda ve Nishida, 1976).

ispat : (i) ve (ii) 6zellikleri, Tanim 4.2.3’den agiktir. (iii) ve (iv) ozellikleri
direkt olarak, sirasiyla, (i) ve (ii)’den goriiliir. (v) ise;

ﬂr(AuB)(xi )= ;112§ min imax{,uA (xj lﬂB (xj )}» /Urxj (x; )}

= max{ max min{yA (xj ), ur (x; )} max min%B (xj), ur (x; )}
X eX Xj x; eX ’ *j
=max{pr (), urp (%)} = praors (x;)
olarak elde edilir. (vi) 6zelligi de, (v)’deki gibi ayn1 yolla goriilebilir.
Tanim 4.2.4.
Bir FG=(X,I') fuzzy grafi i¢in I ile gosterilen I' *nin gegisli kapanisi;
x; € X igin,

I, ={xjur, uri, u..ore! (4.6)

i
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ifadesi F;'? = F(F;'_’_l) , m=23,...,n—1 olmak iizere tamimlanir. Ay sekilde; !

ters gecisli kapanisi, x;€X igin Fx__l =T Yx} ve r" =r! (Fx__m“) ,
m=273,...,n—1 olmak lizere

A

e ={gort, ur?, u...ul"x__”+1 4.7)

i

olur. Kolayca goriiliir ki; herhangi x;,x; € X igin
Hp (xj)=#ﬁ—1 (x;) (4.8)
1 Xj
elde edilir. ﬂfx; (x j) ve ,uf: (x j) , Uyeligin dereceleri; sirasiyla, x;’den x;’ye ve
x;’den x;’ye olan bir yonli yolun varhgmmn derecesi olarak yorumlanabilir,
x; € X igin; A™ :A(A’"‘l), m=23,.,n—1 iken
i i
-1
Ay, =T, ul"xi (4.9)
ve
A 2 -1
Ay ={x}UA, VAL u...uA’;l_ (4.10)
olarak tarif edilir olsun. uj (x j) iiyelik fonksiyonunun degeri, bir yari yol ile
birlestirilen iki x; ve x; tepesi i¢in derece olarak yorumlanabilir.
Yukaridaki tanim ve verilenlerden hareketle agagidaki tanim yazilabilir:

Tamm 4.2.5.

Uz ,U, ,U; ve Uy ’daki bir FG=(X,T") fuzzy grafinin iiyelik dereceleri,
sirastyla,

p, (FG)=mingg (x;)
1,] X
Hy, (FG)= minmax, g, (v batz, (i )} ,
5 -l -7
o, (FG) = mingy; X)),
Hy, (FG)=1 —ir}lin Hi (x;)
olarak tammlanir. Gériiliir ki; herhangi FG =(X,T’) igin,

Hy, (FG) < py, (FG) < py, (FG) (4.11)
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olur. Ozel olarak; C,’deki herhangi G yonlii grafi igin goriiliir ki; 3> j>i iken
My, (G)=0 ve i>j>1 iken Hy, (G)=1"dir.

4.3. Bir Fuzzy Grafin Zayif ve Kuvvetli Tepeleri

Bu boliimde; Ross ve Harary (1959) geregince bir alisilmis grafin bunlarin
bir dogal genislemesi olan bir fuzzy grafin zayif ve kuvvetli tepelerini
tanimlayacagiz. Bu durumda; onlarin temel dzelliklerini inceleyelim:

Tamm 4.3.1.

Bir FG=(X,T') fuzzy grafi i¢in; FGj , bir x; tepesinin ¢ikarilmasi
suretiyle FG ’den elde edilen (X \{x; },I"") fuzzy alt grafi olsun. Bu durumda; x;
tepesi, eger py (FG)<uy (FGy) ise U; ( kisaca, bir W; tepesi ) igin bir zayif
tepedir; eger uy (FG)=py, (FGy) ise U; (bir N; tepesi ) igin bu bir izole tepedir
ve eger i=1,23 iken uy (FG)>py (FGy) ise U; (bir S; tepesi ) i¢in bu bir

kuvvetli tepedir.
Ornek 4.3.1.

Mesela; asagida verilen bir x; = (W],S,,N3) tepesinin, bir FG;, fuzzy alt
grafinin U, ’deki iiyeliginin derecesi , FG 'nin oldugundan daha biiyiik olmasi
halinde U; i¢in bir zayif tepe olur. Benzer bigimde; bu ayn1 zamanda bir S, ve bir
N3 tepesi olur. Buradan hareketle x; ’ya (W,S,,N3) tipinin bir tepesi denilebilir.

i S (W1,525N3)'

.k
Rk NN
e //I’ ‘\\\\ ~
, )
0.4 0.7
0.7 0.8
0307 .
I N \ \»
0y SnEe B
‘ro3 1.0 N, 0.3 A 1.0
00 A Ny ’ SN }
e g A | /l \ \
¥ 1.0 0.5 ¥ 10 0.5 ___g
.z\. Y LAY 0.2 =T
S~ - 7 - P
\\\ 0 2 7’ \\\ .
.02 -7 - 0.2

(6.1, (FG). Uy (F6))= (08.07.03) ), (FGk ). 1, (FG )1, (FG )= (1.0.0.5.0.3)

Sekil 4.2. Bir F'G fuzzy grafi ile bir F'G), fuzzy alt grafi gosterimi
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Uyan 4.3.1.

Yukarida verilenlerden goriildiigii iizere; notasyonun kisalig1 bakimindan,

Py = K., (xj) ; (4,7 =1,2,...,n) (4.12)
ve

4y =15, (¥;) () =12.0m) (4.13)
ile

= e (xj) s i j#k (6,7 =12,..,n) (4.14)

olur. Burada; ' ve A, sirasiyla; (4.6) ve (4.10)’da tammlandigi gibi, " ; T”
degerinin gegisli kapanist ; P ve Q , sirastyla; Pij Ve q;; elemanli nxn matrisleri

" "

iken r; ve k.satir ile

k.situndaki elemanlar1 sifir elemanlarindan olusan bir nxn matrisi olarak
almacaktir.

ve R; her (i,j) elemam " i,j#k ; i,j=12,.,n

Simdi verilecek olan lemma, her baglantililik kategorisi i¢in zay1f tepeleri
karakterize etmek tlizere yardimc1 olmaktadir:

Lemma 4.3.1.

(i) Bir x; tepesi, bir W3 tepesidir < y,(FG)’ye denk olan P ’nin
elemanlariin hepsi, P 'nin k. satir veya k. siitunundadir.
(ii) Bir x; tepesi, bir W, tepesidir < max{pij, p J-,-}: ty, (FG) olacak

bigimde P ’nin herhangi (i, ) elemanlari, P 'nin k. satir veya k. siitunundadir.

(iii) Bir x; tepesi, bir | tepesidir < 1, (FG)’ye denk olan O ’nun

tim elemanlar1, O 'nun k. satir veya k. siitunundadir (Takeda ve Nishida, 1976).

Ispat : (i) durumunu inceleyelim. x; , bir W3 tepesi olsun. Varsayalim ki;
ty, (FG)’ye denk olan bir (¢,m) elemam (/,m = k) olacak sekilde meveuttur.
ni<py s Lizk (4, =12,...,n) oldugundan, x;’nin bir W; tepesi olusu
varsayimi ile gelisen bir bi¢imde

Hy, (FGi)= lll}g}c{}"] §< Pom = Hy, (FG)
yazilir. Bu sebeple; My, (FG)’ye denk olan P ’nin her elemami, P ’nin k. satir veya

k. siitunundadir.
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Tersine varsayalim ki; Hu, (FG)’ye denk olan P ’nin elemanlarinm hepsi,

P’nin  k.satir veya k.siitunundadir. Ik olarak; not edilmelidir ki, eger
My, (FG)’ye denk olan bir elemani, P ’nin k.satirinda (siitununda) ise, o zaman

P’nin k. satir(siitun)’daki her kdsegen elemant, My, (FG)’ye denktir. Bu
durumda; r; = py; > py, (FG) 5 i, j # k ;5 (i,j =12,...,n) sartin saglayacak bi¢imde
min{pik,p,q-}:,uU3 (FG)< py 5 Litk (4,j=12,.,n) olur. Bu yiizden;
My, (FGy )= min {rl-j }> Hu, (FG) yazilir dyle ki x; , bir W3 tepesidir ki bu (i)’nin
i,j#k
ispatin1 tamamlar. (ii) ve (iii) nin ispatlari, (i)’nin oldugunkine benzerdir.
Asagidaki teorem, Lemma 4.3.1’in bir direkt sonucudur:

Teorem 4.3.1.

i=1,2,3 iken herhangi fuzzy grafta en ¢ok iki W; tepesi vardir. Dahasi;
n (n>3) tepeleri ile birlikte herhangi fuzzy grafi en gok bir W, ( W3 ) tepesine
sahiptir (Takeda ve Nishida, 1976).

Lemma 4.3.2.

Herhangi FG =(X,T") fuzzy grafi igin,

(i) X ’in her tepesi, yolda goriiliir.
(i) g, (x;,., )= py, (FG) 5 0=12,..,5-1
olacak sekilde bir {x,-l Xy s Xy, }; (s = n) yolu vardir(Takeda ve Nishida, 1976).
Ispat : FG’den bir G=(X,I"") ahsilmis yonlii grafim asagidaki gibi

olusturalim:

1 >
Hr; (xj>{0} ; pij{<}ﬂU2 (FG) ;5 i,j=12,...,n

Buna gore; max{pij, P ﬂ}z My, (FG) oldugundan, G ; G ’nin bir kismi grafi olan
bir turnuvayi igerir. Her turnuva, bir Hamiltonian yoluna sahip oldugundan, G bir
Hamiltonian yoluna sahiptir. Ote yandan; eger pij = Hy, (FG) sart1 var ise, bu
durumda

Hr, (x)2 uy, (FG) , ..., Hr, (xj)z y, (FG)
olacak sekilde verilen en az bir {xi,xu,...,xv,x j} yolunun varligi Tanim 4.2.4’den

kolayca goriilebilir. Buradan istenen sonug elde edilir.
Asagidaki teorem gosterir ki; 7 (n>2) tepeleri ile herhangi bir fuzzy

grafinda, U, ( U; ) i¢in biitlin tepelerin kuvvetli olabilmesi imkansizdir:
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Teorem 4.3.2.

n (n>2) tepeleri ile herhangi FG fuzzy grafinda; U, ( U; ) i¢in ya zayif
yada izole olan en az iki tepe vardir (Takeda ve Nishida, 1976).

Ispat : Bir {xl-l ,xiz,...,xis} yolu, Lemma 4.3.2°nin (i) ve (ii) kosullarin

saglasin. Genelleme eksikligi olmaksizin varsayilabilir ki; x; =~ ve X baslangic ile

bitim tepeleri yolda tam olarak bir kez karsilagir. Onun igin; eger baslangi¢ tepesi
(bitim tepesi) yolda bir kez den daha fazla karsilasirsa, yolun ilk tepesi (son tepesi)
silinebilir 6yle ki c¢ikarilan yolda (i) ve (ii) kosullar1 saglanir. Yine yukaridaki

varsayima gore; bir {xiz s Xy seees X } ve bir {xil S Xi, ,...,xiH} yolu, sirasiyla,

X\ {xl-l }’deki tiim tepeleri ve X \ {xis }’deki tiim tepeleri igerir. Bu sebeple; burada
1, (FG; )2 py, (FG) ve py, (FGiS )2 1y, (FG)

yazilir. Bdylece; x; ~ve x; ’nin her biri ya bir W, yada bir N; tepesidir ki bu, U,

icin ispati tamamlar. Ayrica; U, igin ispat benzer yollarla bulunabilir.

Sonug 4.3.1.

n (n>3) tepeleri ile herhangi fuzzy grafi en az bir N, tepesine sahiptir
(Takeda ve Nishida, 1976).

ispat : Teorem 4.3.1 ve 4.3.2°nin direkt bir sonucudur.
Teorem 4.3.3.

Eger n (n>3) tepeleri ile bir FG fuzzy grafi iki W, tepesine sahip ise,
bu taktirde 17, (FG)< py, (FG) dir (Takeda ve Nishida, 1976).

Ispat: x; ve x, , W, tepeleri yani

Hu, (FGi)> uy, (FG) (4.15)
ve

wy, (FG,)> uy, (FG) (4.16)
olsun. Varsayalim ki;

wy, (FG) =y, (FG) 4.17)

yazilsin. (4.11) ve (4.15)’den (4.17)’ye dogru bulunur ki; x;, ve x, , W] tepeleridir
ki bu, Teorem 4.3.1 ile celigir. Boylece, ispat tamamlanir.
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Teorem 4.3.4.

Herhangi W5 tepesi ya bir W, yada bir N, tepesidir (Takeda ve Nishida,
1976).

Ispat : x; bir W5 tepesi olsun. Lemma 4.3.1’in ispatindan; 1 = Pij
i,j#k ; (i,j =12,..,n) elde edilir. Bu sebeple;

Hy, (FGi )z py, (FG)
olur. Buda ispati tamamlar.

Asagidaki teorem, Tanim 4.3.1 ve (4.11)’den direkt olarak goriiliir:

Teorem 4.3.5.

Baz1 i<j igin eger My, (FG)= ,uU/,(FG) oluyorsa, 0 zaman bir S;
tepesinde bir S; tepesi vardir (Takeda ve Nishida, 1976).
Teorem 4.3.6.

Bazi i>j i¢in efer uy (FG)=py, (FG) oluyorsa, o zaman bir W
tepesi da 1< /¢ <i iken bir W, tepesidir(Takeda ve Nishida, 1976).

Ispat: i=3 ve j=1 yani
ty, (FG) = py, (FG) (4.18)

olsun. x; bir W5 tepesi verilsin. Tanmim 4.3.1 ve (4.18)’den

ty, (FGi)> py, (FG)
ve
ty, (FGr)> uy, (FG)
elde edilir. Béylece; 1< ¢ <3 iken x; bir W, tepesidir. Yine varsayalim ki x; bir
W, tepesi ve
ty, (FG)= py, (FG)
olur. Buradan itibaren goriiliir ki,

ty, (FGr)> uy, (FG)

olur. Buradan, 1</<2 iken x; bir W, tepesidir. A¢iktir ki; x; bir W, tepesi
oldugundan, x;’nin bir W tepesi oldugunu gostermek yeterlidir. Lemma 4.3.1°1
kullanirsak goriiliir ki P ’nin hem k. satir ve hem de k. siitununda, 1, (FG)’ye

denk olan bir eleman vardir. Bu durumda; Lemma 4.3.1’in ispatindan
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Py = Pjk = Hu, (FG) s J#Ek (] = 1923"'?”)
elde edilir. Dolayisiyla burada

Qg =4k <y, (FG) 5 j#k 5 (j=12,..n)
seklindeki ifade burada saglanacak bigcimde
Hr o, (x;)< uy, (FG) 5 j#k 5 (j=12..m)
olur. Bu nedenlerle de goriiliir ki
ty, (FG) = uy, (FG)

olur dyle ki sy, (FGy)> py, (FG) olur ve ispat tamamlanir.

Teorem 4.3.7.

xi bir W; tepesi olsun. Eger bazi i < j i¢in, uy (FGy)= Hu, (FGy) ise,
bu taktirde 1< ¢ < j iken x; ’da bir W, tepesidir(Takeda ve Nishida, 1976).

Ispat : Bu teoremin ispati, Teorem 4.3.6’ninkine benzer olarak
ispatlanabilir.

Uyanr 4.3.2.

Ayrica Ross ve Harary (1959) geregince not edilmelidir ki; alisiimis bir G
yonlii grafinin durumunda,
Hy, (Gr)> py, (G) & py, (Gy)=1 ve uy, (G)=0
yani Gy €U; ve GeU, dir. Anlagilir ki; U, icin zayif bir tepe, onun varligim
kendi tepesi olmamasindan daha ¢ok baglantisiz bir bigimde onu fuzzy graf yapar ve
W, tepesi, W; tepesi olarak tanimlanir. Teorem 4.3.1°den kolayca goriiliir ki,

herhangi yonlii graf en fazla iki zayif tepeye sahiptir ve Teorem 4.3.6’dan
gozlemlenebilir ki, herhangi yonlii grafta (1,3) tepeleri yoktur.
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