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ÖZET

Bu çal›flmada Un + 2 = bUn + 1 + Un,   U0 = 0, U1 = 1 rekürans ba€›nt›s› ile

tan›mlanan {Un } genel dizisi gözönüne al›narak Fibonacci ve Pell dizile-

rine ait baz› özellikler üreteç matrisi kullan›larak elde edildi.

Ayr›ca üstel ve karekök fonksiyonlar› için A 2x2 bir kare matris olmak

üzere f(B) = A flart›n› sa€layan A matrisinin elemanlar› belirlendi. Daha

sonra kuvvet serilerinin aç›l›m› yoluyla nin bulun-

abilece€i f fonksiyonlar›n›n kümesi gözönüne al›narak baz› i ve j

de€erleri için eflitlendi. Böylece Fibonacci ve Pell dizilerine ait

özellikler elde edildi.
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ABSTRACT

In this article, by the help of general series {Un} which is defined

recursively by  Un+2 = b Un+1 + Un , U0 = 0, U1 = 1, some of the properties

of Fibonacci and Pell sequences are obtained by the use of generator

matrix .

First we determine a closed form expression of the entries aij of any

function f(B) = A = [aij] based on a polynomial representation of the 

function itself.

Then we consider a set of functions f such that f(B) can be found by

means of a power series expansion Â = [âij] = f(B) and equate aij ve âij for

some i and j, thus getting one or more Pell and Fibonacci-type identities.
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S‹MGELER VE KISALTMALAR

Bu çalışmada kullanılmış bazı simgeler açıklamaları ile birlikte aşağıda sunul-
muştur.

Simgeler Aç›klama

{Un} Genel dizi

{Fn} Fibonacci dizileri

{Ln} Lucas dizileri

{Pn} Pell dizileri

{Rn} Pell-Lucas dizileri

{Jn} Jacobsthal dizileri

{jn} Jacobsthal-Lucas dizileri

B Genel dizinin üreteç matrisi

Q Fibonacci dizilerinin üreteç matrisi

M Pell dizilerinin üreteç matrisi

D Jacobsthal dizilerinin üreteç matrisi

Fn(x) Fibonacci polinomlar›

Ln(x) Lucas polinomlar›

Pn(x) Pell polinomlar›

Rn(x) Pell-Lucas polinomlar›

Jn(x) Jacobsthal polinomlar›

jn(x) Jacobsthal-Lucas polinomlar›

x

                                                                        



1. G‹R‹fi

E ve F, 

H ≡ E2 – 4F > 0

ifadesini sağlayan iki tamsayı olsun.

x2 – Ex + F = 0

denkleminin kökleri

dir. Bu yüzden

a + b = E

a.b = (E2 – H) = F

a – b = 

olur.

Şimdi de,

ifadelerini tanımlayalım. Bu yüzden ilk birkaç terim,

U0(E, F) = 0
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U1(E, F) = 1
V0(E, F) = 2
V1(E, F) = E

şeklinde bulunur.

U(E, F) = {Un (E, F) : n ≥ 1}
V(E, F) = {Vn (E, F) : n ≥ 1}

dizilerine Lucas dizileri denir. Bu tanım genellikle,

da içerecek şekilde genişletilir.

(E, F) = (1, –1) için Un ler Fibonacci sayıları, Vn ler Lucas sayılarıdır. 

(E, F) = (2, –1) için Pell sayıları ve Pell - Lucas sayıları elde edilir.

1 birim uzunluğundaki AB doğru parçasını öyle iki parçaya bölelim ki, küçük
parçanın ([AC]), büyük parçaya oranı ([BC]), büyük parçanın bütün doğruya
oranına eşit olsun. Bu ifadeyi denkleme dökecek olursak,

[ ]
[ ]

[ ]
[ ]

CB
AC

AB
BC

veya

y
y y1

1

=

-
=

A 1 – y C By

U a b
a b

ab F
1 1

1

1 1
=

-

-
=

-
=--

- -

2



yazarız. Burada içler dışlar çarpımı yaparak 

y2 = 1 – y

dolayısı ile

y2 + y – 1 = 0

denklemini elde ederiz. Bu denklemin iki kökü vardır ve bunlar;

dir. Yalnız bu köklerden ikinci kök negatif olduğundan çözüm kümesine onu
alamayız (hiç bir uzunluk negatif olamayacağından); y1 köküne altın oran de-
nir. Altın oranı Φ ile göstereceğiz.

Gelelim Fibonacci’nin ünlü sorusuna...

“Bir çift yavru tavşan (bir erkek bir dişi) var. Bir ay sonra yavrular erginleşiyor.
Erginleşen her çift tavşan bir ay sonra bir çift yavru doğuruyor. Her yavru tav-
şan bir ay sonra erginleşiyor. Hiçbir tavşanın ölmediğini ve her dişi tavşanın
bir erkek bir dişi yavru doğurduğunu varsayalım. Bir yıl sonra kaç tane tavşan
olur?”

1. İlk ayın sonunda, sadece bir çift vardır.
2. İkinci ayın sonunda dişi bir çift tavşan doğurur ve elimizde 2 çift tavşan vardır.
3. Üçüncü ayın sonunda, ilk dişimiz bir çift yavru doğurur, 3 çift tavşanımız olur.
4. Dördüncü ayın sonunda, ilk dişimiz yeni bir çift yavru daha doğurur, iki ay

önce doğan dişi de bir çift yavru doğurur ve 5 çift tavşanımız olur.

Bu şekilde devam ederek Fibonacci dizisi olarak adlandırılan aşağıdaki diziyi
elde ederiz.

y

y

2
1 5

2
1 5

1

2

=
- +

=
- -

3



1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, ...

Fibonacci dizisindeki n. terimi Fn olarak ifade edelim. Fibonacci dizisi bu şekil-
de F1, F2, F3, ..., Fn, ... olarak yazılabilir. Bu dizi sonsuza kadar devam eder.
Eğer her Fibonacci sayısını bir sonraki komşusuyla bölerek bu oran yazılırsa,
F1/F2 = 1, F2/F3 = 1/2 şeklinde devam edersek aşağıdaki diziyi elde ederiz.

bu sayılar 0,618034 ... sayısına doğru gidiyor. Altın oran 1,618... ve bu limit de
onun ondalık kısmıdır.

Fibonacci dizileri ile Pell dizilerinin birçok özellikleri ortaktır ve ikisinin de baş-
langıç değerleri aynıdır. Ama yineleme bağıntıları farklıdır. Burada {Un} dizisi-
nin özelliklerinin neler olduğu konusunda mantıklı bir soru akla gelir.

Bu dizi özel durum olarak hem Fibonacci dizisini (b = 1) hem de Pell dizisini
(b = 2) içerir.

{Un} nin ilk birkaç terimi:

U
U
U b
U b
U b b
U b b
U b b b
U b b b

0
1

1
2
3 1
4 3
5 6 1

0

1

2

3
2

4
3

5
4 2

6
5 3

7
6 4 2

=

=

=

= +

= +

= + +

= + +

= + + +

, ,U U U bU U0 1 n n n0 1 1 1= = = ++ -

1,000000 0,625000 0,618182 0,618037
0,500000 0,615358 0,617978 0,618033
0,666666 0,619048 0,618056 0,618034
0,600000 0,617467 0,618026 0,618034
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dir. Bunlar tamı tamına Fn(x) Fibonacci polinomlarıdır.

x yerine b değerlerini yazarsak,

Fn(1) = Fn,    Fn(2) = Pn,    Fn(b) = Un

eşitlikleri elde edilir. 

Pell dizisi, n ≥ 1 olmak üzere,

Pn = 2Pn–1 + Pn–2,   P1 = 1,  P2 = 2

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Dizi, 

P0 = 0, P–1 = 1, P–2 = –2, P–3 = 5, ...,P–n = (–1)n+1Pn

eklenerek genişletilebilir.

Bu dizi ile bağlantılı {Rn} dizisi, Rn = Pn–1 + Pn+1 olmak üzere,

Rn = 2Rn–1 + Rn–2,  R1 = 2,  R2 = 6

şeklindedir. Dizinin ilk birkaç terimini 2, 6, 14, 34, 82, 198, ... şeklinde yazabi-
lir ve diziyi

R0 = 2, R–1 = –2, ..., R–n = (–1)nRn

ifadelerini ekleyerek genişletebiliriz.

( ) , ( ) , ( ) ( ) ( )F x F x F x xF x F x0 1 n n n0 1 1 1= = = ++ -

.... .....
U b b b b6 10 48

7 5 3
= + + +
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Pell sayıları Binet formu kullanabilme özelliğine sahiptir. Eğer

y2 = 2y + 1

denklemini alırsak, kökleri

şeklinde buluruz. Tümevarım yöntemi ile de

olduğu ispatlanabilir.

Binet formülleri kullanılarak, Pnk nın Pk (k ≠ 0) ile tam olarak bölüneceği ispat-
lanabilir. Bu yüzden Pell dizileri, Fibonacci sayılarının bölünebilme özellikleri-
nin bazılarına sahiptir.

Geometrik olarak, Fibonacci sayıları Altın Dikdörtgen ile bağlantılıdır. Altın dik-
dörtgende, bir kenarı dikdörtgenin enine eşit olacak şekilde bir kare oluşturur
ve kalan dikdörtgen yine bir altın dikdörtgendir (Şekil 1.1).

Şekil 1.1. Altın dikdörtgen
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Pell sayılarına ait olan denklem, boyunun enine oranı “gümüş dikdörtgen”e
eşit olan bir orana ulaşır (Boy y, en 1). Kenarları birbirine eşit olan iki kare en-
den taşındığında geriye kalan dikdörtgendeki oran, başlangıçtaki dikdörtgenin
boyuyla eni arasındaki orana eşittir (Şekil 1.2).

Şekil 1.2. Gümüş dikdörtgen

Ya da

bu yüzden de yukarıda verildiği gibi pozitif kök y = dir.1 2+

,y
y y y1 2
1 2 1 02

=
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y

11

1 1

y – 2
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2. PELL D‹Z‹LER‹

Pell dizisi, n ≥ 1 olmak üzere,

P1 = 1, P2 = 2 ve Pn + 2 = 2Pn + 1 + Pn [2.1]

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. “Pell eşitliği” denilen 

y2 = 2y + 1

eşitliğini alalım. Bu eşitliğin pozitif kökünü ve negatif kökü-

nü kullanarak Pell dizisini, 

[2.2]

şeklinde ifade edebiliriz. ψ ve ψı değerlerini Eş. 2.2 de yerlerine yazarsak,

[2.3]

eşitliğini elde ederiz. Buradan kolayca,

[2.4]

olduğu gösterilebilir.

{Un} genel dizisi için yinelenen bağıntı, n ≥ 1 olmak üzere

U1 = 1, U2 = 2 ve Un + 2 = bUn + 1 + Un (b ≥ 1)
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şeklindedir.

{Un} genel dizisi için 

y2 = by + 1 [2.5]

eşitliğini inceleyelim. Buradan kökler

[2.6]

olarak bulunur. Bu kökleri kullanarak (matematiksel indüksiyonla)

[2.7]

eşitliğini yazabiliriz.

Ayrıca, Eş. 2.5 ve 2.6 yı kullanarak,

[2.8]

ve

[2.9]

eşitliklerini ifade edebiliriz.
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Buradaki amacımız çok sayıda Fibonacci tipindeki özelliği elde etmek için 2x2
Q ve B matrislerinin fonksiyonunu kullanmaktır.

Bunun için genellikle şu yolu takip edeceğiz.

Fonksiyonun polinom gösterimine dayalı herhangi bir fonksi-

yonunun aij elemanlarını kapalı formda belirteceğiz.

Daha sonra kuvvet serilerinin açılımı yoluyla f(Q) nun buluna-

bileceği f fonksiyonlarının kümesini göz önüne alalım ve aij ile yi bazı i ve j

değerleri için eşitleyelim ki Fibonacci dizileri ile ilgili özellikleri elde edelim.

İlk olarak T nin t tane farklı µk (l = 1,2, ..., t) özdeğeri varsa, ci ler katsayı ol-

mak üzere, analitik f fonksiyonunun polinom gösterimi

[2.10]

şeklindedir.

T nin görüntüsü üzerinde tanımlı f fonksiyonunun ci katsayıları, t denklemli ve
t bilinmeyenli,

[2.11]

sisteminin çözümüyle bulunur.

Fibonacci sayılarını üreten ve çok bilinen

[2.12]

matrisini gözönüne alalım.

Q 1
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Q nın farklı özdeğerlerinin olduğunu biliyoruz.

Eş. 2.10 ve 2.11 den, katsayıları c0 ve c1 olan

f(Q) = c0l + c1Q  (l, 2x2 birim matris) [2.13] 

polinom gösterimi elde edilir.

Q nın görüntüsü üzerindeki f fonksiyonunun katsayıları c0 ve c1

c0 + c1Φ = f(Φ)

c0 + c1Φı = f(Φı) [2.14]

sisteminin çözümüyle bulunur. Aslında Eş. 2.14 den c0 = f(Φ) – c1Φ ve

c1 = (f(Φı) – c0 / Φı yı kullanırsak,

[2.15]
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Eş. 2.13, 2.15 ve 2.15ı nü kullanırsak,

[2.16]

eşitliği elde edilir (10,13).

2.1. Karekök Matrisi

Özel olarak ve Eş. 2.16 yı da kullanarak f yi karekök fonksiyonu 

olarak alırsak, olmak üzere,

[2.17]
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eşitlikleri Q nun bir karekökünü tanımlar.

Q nun bir karekökünü elde etmek için alternatif yollardan birisi de mat-
ris denklemini çözmektir.

[2.18]

Buradan

[2.19]

sistemini elde ederiz. İkinci ve üçüncü eşitliklerden

yazabiliriz. ( simetrik bir matris olduğundan bu beklenen bir durumdu.) Bu

yüzden, dördüncü eşitliği kullanarak eşitliğini elde ederiz. Bi-

rinci ve ikinci eşitliği kullanarak i bulalım.
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Elde ettiğimiz bu iki eşitliği birbirine bölersek, olarak bulunur. 

Buradan Eş. 2.19 daki sistemin çözümleri,

[2.20]

olur.

olduğundan, kompleks elemanı 

şeklinde yazılabilir. nin reel kısmı

[2.21]

şeklindedir. a22 ve nin reel kısımlarını eşitleyip iki tarafında karesini alır-

sak, Eş. 2.17 ve 2.21 den

eşitliği elde edilir. Böylece
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şeklindeki geometrik özellik bulunur. a22 ve nin sanal kısımlarını eşitleyip

iki tarafın karesini alırsak,

eşitliği elde edilir. Böylece

[2.22ı]

şeklinde, Eş. 2.22 ye denk bir eşitlik elde edilir.

Önceki ele alış tarzımızı aşağıdaki gibi genelleyebiliriz:

[2.23]

olduğundan, indüksiyonla

[2.24]

olduğu bulunur. Buradaki Un (n = 0, 1, 2, ...) genel dizisi

Un + 2 = bUn + 1 + Un ; U0 = 0, U1 = 1 [2.25]

yinelenen bağıntısı ile tanımlanır. Bu dizide b = 1 için Fn Fibonacci sayılarını,
b = 2 için Pn Pell sayılarını buluruz. 

{Un} genel dizisi için yazdığımız. y2 = by + 1 eşitliğini hatırlayalım. Burada

B
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[2.26]

olur. Eş. 2.23 deki B nin özdeğerleri de,

[2.27]

olarak bulunur. Eş. 2.26 ve 2.27 yi kullanarak αbβb = –1, βb = –1/αb eşitliğini
elde ederiz.

b = 1 iken bu özdeğerler daha önce de gördüğümüz gibi olur. 

(Φ = α1 ve Φı = β1 diyebiliriz). Eğer b = 2 olursa, bu özdeğerler 

haline gelir.

Yukarıda Fibonacci sayılarıyla çizdiğimiz taslağa paralel olarak Eş. 2.22 ye
karşılık olarak,

[2.28]

özelliğini çıkarabiliriz.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta Eş. 2.28 in doğrudan gerçeklenebilir ol-
masıdır. 

Trigonometride çok iyi bilinen eşitliğini kullanarak,

(tanθ = 2/b olduğundan 
arctan(2/b) = θ dır.)
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ifadesini elde ederiz (11,13).

2.2. Üstel Fonksiyon Matrisi

Özel olarak f i üstel fonksiyon olarak alırsak, 

Eş. 2.16 dan

[2.29]

olur.

yu elde etmenin alternatif yollarından birisi de kuvvet serile-

rinin açılımını

[2.30]

kullanılmaktadır. Eş. 2.16 dan da kolayca görülebileceği gibi

[2.31]

dir. Bundan dolayı, ile A nın karşılıklı elemanlarını eşitlersek, Eş. 2.29 ve
2.31 i de kullanarak
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[2.32]

[2.33]

[2.34]

Fibonacci dizilerine ait özellikleri elde ederiz. Ln, Lucas sayıları belirtmek üze-
re Ln = Fn–1 + Fn+1 olduğunu biliyoruz. Eş. 2.33 ve 2.34 ü toplarsak

[2.35]

eşitliği elde edilir (5,13).

2.3. Di€er Fonsiyonel Matrisler
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[2.38]

[2.39]

şeklinde kuvvet serileri açılımlarını gözönüne alalım. 

Öncekilere benzer bir mantık kullanarak buradan da Fibonacci sayılarına ait
birçok özelliği elde edebiliriz. Eş. 2.16 dan A matrisinin aij elemanlarını

şeklinde yazarız. olmak üzere,

[2.40]

[2.41]

[2.42]

genel formundaki özellikleri elde ederiz. Buraya kadar gösterdiğimiz eşitlikleri
kullanarak,
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[2.44]

[2.45]

[2.46]

[2.47]

[2.48]

şeklindeki özellikleri elde ederiz. Fibonacci dizileri ile ilgili özellikleri kullanarak
Lucas dizileri ile ilgili benzer özellikleri bulabiliriz. olduğunu

biliyoruz. Eş. 2.47 ve 2.48 i toplarsak,

[2.49]

elde edilir (11,13).

2.4. Jacobsthal Say›lar›

{Jn} Jacobsthal dizileri
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Jn + 2 = Jn + 1 + 2Jn,   J0 = 0, J1 = 1,    n ≥ 0, [2.50]

{jn} Jacobsthal - Lucas dizileri

jn + 2 = jn + 1 + 2jn,   j0 = 2, j1 = 1,    n ≥ 0, [2.51]

şeklinde tanımlanır.

Eş. 2.50 ve 2.51 den Jn Jacobsthal sayıları ve jn Jacobsthal - Lucas sayılarına
ait aşağıdaki tabloyu elde ederiz.

Çizelge 2.1. Jacobsthal ve Jacobsthal - Lucas sayıları

İhtiyaç duyulduğunda Eş. 2.50 ve 2.51 deki n nin negatif değerleri kullanılarak
dizi genişletilebilir. Dikkat edersek J0 ve j0 hariç bütün Jn ve jn ler, tanımın özel-
liğinden dolayı tektir (Çizelge 2.1).

Eş. 2.50 ve 2.51 deki rekürans bağıntıları

x2 – x – 2 = 0 [2.52]

karakteristik denklemini içerir. Eş. 2.52 deki denklemin kökleri

ϕ = 2, ϕı = –1 [2.53]

dir ve böylece

ϕ + ϕı = 1, ϕ·ϕı = –2, ϕ – ϕı = 3 [2.54]
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eşitlikleri elde edilir. Eş. 2.53 deki eşitlikten dolayı ψ, ψı yerine sırasıyla 2, –1
yazabiliriz.

Jn ve jn nin kapalı formları, n ≥ 1 olmak üzere,

[2.55]

ve

[2.56]

şeklinde ifade edilir. Eş. 2.55 ve 2.56 n üzerine indüksiyonla gösterilir.

2.4.1. Jacobsthal say›lar›n›n temel özellikleri

Binet Formülleri:

[2.57]

[2.58]

Simson Formülleri:

Jacobsthal sayılarının

matrisi tarafından üretildiğini biliyoruz. Bu R matrisinin birbirini takip eden kuv-
vetlerini alarak

R
0
2
1
1

= > H

j 2 1ı
n

n n= == + -+ϕ ϕ ] g

J 3 3
1 2 1

ı ı

n
n n=

-

-
=

-
= - -

α β
ϕ ϕ ϕϕ

]_ g i

( )
n r
r

n tekj n r
n 2n

r

n

r

0

2
=

-

-=

f p

< F

/

( )J
n r

r
n tek

1
2n

r

n

r

0

2
1

=
- -

=

-

f p

< F

/

22



matrisini bulabiliriz.

[2.59]

[2.60]

Toplam Formülleri:

[2.61]

[2.62]

2.1. Teorem
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(vi)

(vii)

(viii)

Dikkat edersek son eşitlikte {Jn} ve {jn} için verilen özellik sırasıyla FnLn = F2n
Fibonacci ve Lucas sayıları, PnQn = P2n Pell ve Pell - Lucas sayıları ile benzerdir
(4, 15, 16, 18, 22).
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2.5. Jacobsthal Dizileri

Jacobsthal dizisi,

[2.63]

rekürans bağıntısı ile tanımlanır.

Pell dizileri Binet formu kullanabilme özelliğine sahiptir. Eğer

y2 = y + 2 [2.64]

denklemini alırsak, kökleri

ϕ = 2 ve ϕı = –1 [2.65]

şeklinde buluruz. Matematiksel indüksiyon ile de,

[2.66]

olduğu ispatlanabilir.

Jacobsthal sayıları da bir A matrisi tarafından üretilir.

[2.67]

Eş. 2.65 ten D nin farklı özdeğerlerinin ϕ = 2 ve ϕı = –1 olduğunu biliyoruz.

Eğer bir W matrisinin w tane farklı µk (k = 1, 2, ..., w) özdeğeri varsa, ci ler kat-
sayı olmak üzere, analitik h fonksiyonunun polinom gösteriminin

D
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[2.68]

şeklindedir.

W nun görüntüsü üzerinde tanımlı h fonksiyonunun ci katsayıları, w denklemi
ve w bilinmeyenli,

[2.69]

sisteminin çözümüyle bulunur.

Jacobsthal sayılarını üreten

matrisini gözönüne alalım.

D nin farklı özdeğerlerinin ϕ = 2 ve ϕı = –1 olduğunu biliyoruz.

Eş. 2.68 ve 2.69 dan katsayıları c0 ve c1 olan
h(D) = c0l + c1D [2.70]

polinom gösterimi elde edilir.

D nin görüntüsü üzerindeki h fonksiyonunun katsayıları c0 ve c1

[2.71]

sisteminin çözümüyle bulunur. Aslında Eş. 2.71 den ve c h c0 1= -ϕ ϕ^ h

c c h
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yı kullanırsak,

[2.72]

[2.72ı]

Eş. 2.70, 2.71, 2.72 ve 2.72ı nü kullanırsak,

[2.73]

elde edilir (15, 16, 18).

2.6. Jacobsthal Polinomlar›

{Jn(x)} Jacobsthal polinomları ve {jn(x)} Jacobsthal - Lucas polinomları
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[2.74]

ve

[2.75]

şeklinde tanımlanabilir.

Jn(1/2) = Fn, n. Fibonacci sayısı, jn(1/2) = Ln, n. Lucas sayısı olduğuna dikkat
edelim.

{Jn(x)} ve {jn(x)} nın karakteristik denklemi

y2 – y – 2x = 0 [2.76]

dır. Eş. 2.76 nın kökleri

[2.77]

dür ve böylece

[2.78]

eşitlikleri elde edilir. Burada

tür. Ayrıca
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[2.79]

eşitlikleri yazılabilir.

Çizelge 2.2. Jacobsthal Polinomları {Jn(x)}: 0 ≤ n ≤ 10

Çizelge 2.3. Jacobsthal - Lucas Polinomları {jn(x)}: 0 ≤ n ≤ 10

2.6.1. Jacobsthal polinomlar›n›n temel özellikleri

Binet Formu:

[2.80]

[2.81]j x x xn
ın n

= +ϕ ϕ] ] ]g g g

∆J x x
x

x
n

ın n

=
-ϕϕ

]
]

] ]
g

g

g g

j0 x] g= 2
j1 x] g= 1
j2 x] g= 1+ 4x
j3 x] g= 1+ 6x
j4 x] g= 1+ 8x+ 8x2

j5 x] g= 1+ 10x+ 20x2

j6 x] g= 1+ 2x+ 36x2 + 16x3

j7 x] g= 1+ 14x+ 56x2 + 56x3

j8 x] g= 1+ 16x+ 80x2 + 128x3 + 32x4

j9 x] g= 1+ 18x+ 108x2 + 240x3 + 144x4

j10 x] g= 1+ 20x+ 140x2 + 400x3 + 400x4 + 64x5

J0 x] g= 0
J1 x] g= 1
J2 x] g= 1
J3 x] g= 1+ 2x
J4 x] g= 1+ 4x
J5 x] g= 1+ 6x+ 4x2

J6 x] g= 1+ 8x+ 12x2

J7 x] g= 1+ 10x+ 24x2 + 8x3

J8 x] g= 1+ 12x+ 40x2 + 32x3

J9 x] g= 1+ 14x+ 60x2 + 80x3 + 16x4

J10 x] g= 1+ 16x+ 84x2 + 160x3 + 80x4
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Simson Formülleri:

[2.82]

[2.83]

Toplam Formülleri:

[2.84]

[2.85]

Bazı Özel Bağlantılar:

• [2.86]

• [2.87]

• [2.88]

• [2.89]

• [2.90]

• [2.91]

(4, 15, 16, 18)
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3. PELL D‹Z‹LER‹N‹N MATR‹S ÜRETEÇLER‹

Fibonacci dizileri ile Pell dizilerinin birçok özellikleri ortaktır ve ikisinde de baş-
langıç değerleri aynıdır. Fakat rekürans bağıntıları farklıdır.

{Un} genel dizisi, 

Un + 2 = bUn + 1 + Un,  U0 = 0,  U1 = 1 [3.1]

rekürans bağıntısı ile tanımlanır. Bu dizi özel durum olarak hem Fibonacci di-
zisini (b = 1) hem de Pell dizisini (b = 2) içerir.

Genel dizinin üreteç matrisi

[3.2]

dir.

3.1. Teorem

matrisi, {Un} genel dizisinin üreteç matrisi olmak üzere,

dir.

‹spat

İspatımızı n üzerinde tümevarımla yapalım. n = 1 için
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b
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olduğundan teorem doğrudur. 

n = 2 için

ve matris özelliğinden B · B = B2 olduğundan

dir. dir. O halde n = 2 için

de teorem doğrudur. 

Teorem n – 1 için doğru olsun. Yani

olsun. Biz bunun n için doğru olduğunu göstermeliyiz. 

Matris özelliğinden, Bn – 1 · B = Bn olacağından,

(Genel dizisinin rekürans ba-
ğıntısını kullanalım.)

yazarız. Bu da teoremimizi ispatlar.

Buradaki amacımız çok sayıda Pell tipindeki özelliği elde etmek için 2x2 B ve
M matrislerinin fonksiyonunu kullanmaktadır.

Bunun için şu yolu takip edeceğiz:

· ·B B
U
U

U
U

bU U
U

bU U
U

U
U

U
U

B
b
1

1
0

n n n

n

n

n

n n

n

n n

n

n

n

n

n

1

1

1

2

1 1 2

1

1

1

= =

=
+ +

=

-

-

-

-

- - -

-

+

-

> >

>

>

H H

H

H

B
U
U

U
U

n n

n

n

n

1

1

1

2
=

-

-

-

-

> H

B
U
U

U
U

b
b

b1
1

2 3

2

2

1

2
=

+
=> >H H·

b b b
b

b
1

1
0 1

1
0

1
1

2
+

=> > >H H H

b
B

1
01

= > H

B
U
U

U
U

b
1

1
0

2

1

1

0
= => >H H

33



Fonksiyonun polinom gösterimine dayalı herhangi bir f(B) = A = fonksiyo-

nunun aij elemanlarını belirleyeceğiz.

Daha sonra kuvvet serilerinin açılımı yoluyla f(B) nin buluna-

bileceği f fonksiyonlarının kümesini göz önüne alalım ve ile yi bazı i ve

j değerleri için eşitleyelim ki Fibonacci ve Pell özelliklerini elde edilim.

İlk olarak T nin t tane farklı µl(l = 0, 1, ..., t–1) özdeğeri varsa, ci ler katsayı ol-

mak üzere, analitik f fonksiyonunun polinom gösterimi

[3.3]

şeklindedir.

T nin görüntüsü üzerinde tanımlı f fonksiyonunun ci katsayıları, t denklemli ve
t bilinmeyenli,

[3.4]

sisteminin çözümüyle bulunur.

{Un} genel dizisi için yazdığımız y2 = by + 1 eşitliğini hatırlayalım. Burada

[3.5]

olur. Eş. 3.2 deki B nin özdeğerleri de 

[3.6]

olarak bulunur. Eş. 3.5 ve 3.6 yı kullanarak αb · βb = –1, eşitlikleri-/1b b=-β α

( ∆)/ , ( ∆)/b b2 2b b= + = -α β

∆ b 42
= +

l( ) ( , , ..., )c f t0 1 1l li
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aij9 C
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ni elde ederiz.

Bu özdeğerler b = 1 iken Fibonacci sayılarını üreten Q matrisinin farklı özde-

ğerlerine eşit, yani 

b = 2 iken Pell sayılarını üreten M matrisinin farklı özdeğerlerine eşit, yani

olur.

Eş. 3.3 ve 3.4  den katsayıları c0 ve c1 olan 

[3.7]

polinom gösterimi elde edilir. Burada l; 2x2 birim matristir.

B nin görüntüsü üzerindeki f fonksiyonunun katsayıları c0 ve c1

[3.8]

sisteminin çözümüyle bulunur. Aslında Eş. 3.8 den ve 

kullanırsak,

[3.9]
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[3.9ı]

Eş. 3.7, 3.9 ve 3.9ı nü kullanırsak,

[3.10]

eşitliği elde edilir.

Pell sayılarını üreten

matrisini gözönüne alalım.

M nin farklı özdeğerlerinin olduğunu biliyoruz.ve2
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3.1. Sonuç

b = 2 için olacağından

[3.11]

eşitliği elde edilir.

3.1. Karekök Matrisi

Özel olarak ve Eş. 3.10 u kullanarak f ye karekök fonksiyonu olarak alırsak,

olmak üzere,

[3.12]

[3.12ı]

[3.12ıı]

eşitlikleri B nin karekökünü tanımlar.
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B nin karekökünü elde etmek için başka bir yol ise matris denklemini
çözmektir.

[3.13]

Buradan

[3.14]

sistemini elde ederiz. İkinci ve üçüncü eşitliklerden

yazarız. ( simetrik bir matris olduğundan bu beklenen bir durumdu.) Bu

yüzden dördüncü eşitliği kullanarak eşitliğini elde ederiz. Bi-

rinci ve ikinci eşitliği kullanarak i bulalım.

Elde ettiğimiz iki eşitliği birbirine bölersek, olarak bulunur. Bu-
radan Eş. 3.14 deki sistemin çözümleri,
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olur.

olduğundan, kompleks elemanı

şeklinde yazılabilir.

3.2. Teorem

αb, {Un} genel dizisinin üreteç matrisi B nin pozitif özdeğeri olmak üzere,

dir.

‹spat

in reel kısmı

şeklindedir.

a22 ve nin reel kısımlarını eşitleyip iki tarafın karesini alırsak,
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eşitliği elde edilir. Böylece

şeklinde geometrik özellik bulunur.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta eşitliğinin

doğrudan gerçeklenebilir olmasıdır.

Trigonometride çok iyi bilinen eşitliğini kullanırsak,

(tanθ=2/b olduğundan 
arctan(2/b) = θ dır.)

ifadesini elde ederiz.

3.3. Teorem

αb, {Un} genel dizisinin üreteç matrisi B nin pozitif özdeğeri olmak üzere,
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dir.

‹spat

in sanal kısmı

şeklindedir.

a22 ve nin sanal kısımlarını eşitleyip iki tarafın karesini alırsak,

eşitliği elde edilir. Böylece

şeklinde, 3.2. Teoremdekine denk bir eşitlik elde edilir. Burada dikkat edilmesi

gereken nokta eşitliğinin doğrudan gerçeklenebilir ol-

masıdır.
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(tanθ = 2/b olduğundan 
arctan(2/b) = θ dır.)

olduğunu gerçekleyebiliriz.

3.2. Sonuç

Fibonacci sayılarını üreten Q matrisinin pozitif özdeğeri Φ olmak üzere, 
α1 = Φ olduğundan 

dir.

3.3. Sonuç

Pell sayılarını üreten M matrisinin pozitif özdeğeri ψ olmak üzere, α2 = ψ oldu-
ğundan 

dir.
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3.4. Sonuç

Fibonacci sayılarını üreten Q matrisinin pozitif özdeğeri Φ olmak üzere, 
α1 = Φ olduğundan 

dir.

3.5. Sonuç

Pell sayılarını üreten M matrisinin pozitif özdeğeri ψ olmak üzere, α2 = ψ oldu-
ğundan 

dir.

3.2. Üstel Fonksiyon Matrisi

Özel olarak f yi üstel fonksiyon olarak alırsak, Eş. 3.10 dan 

[3.16]

olur.

yi elde etmenin alternatif yollarından birisi de kuvvet serileri-
nin açılımını
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[3.17]

kullanmaktadır. 3.1. Teoremden kolayca görülebileceği gibi 

[3.18]

dir. Bundan dolayı ile A nın karşılıklı elemanlarını eşitlersek, Eş. 3.16 ve
3.17 yi de kullanarak

[3.19]

[3.20]

[3.21]

eşikliklerini elde ederiz.

3.6. Sonuç

Fibonacci sayılarını üreten Q matrisinin özdeğerleri Φ ve Φı olmak üzere, 
α1 = Φ ve β1 = Φı olduğundan, 
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Fibonacci özellikleri elde edilir.

3.4. Teorem

Ln, Lucas sayılarını belirtmek üzere,

dür.

‹spat

Ln, Lucas sayılarını belirtmek üzere, Ln = Fn – 1 + Fn + 1 olduğunu biliyoruz. 
3.6. Sonuçtaki son iki eşitliği toplarsak,

eşitliği elde edilir.
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3.7. Sonuç

Pell sayılarını üreten M matrisinin özdeğerleri ψ ve ψı olmak üzere, α2 = ψ ve

β2 = ψı olduğundan, 

Pell özellikleri bulunur.

3.5. Teorem

Rn, Pell - Lucas sayılarını belirtmek üzere,

dir.

‹spat

Rn, Pell - Lucas sayılarını belirtmek üzere, Rn = Pn – 1 + Pn + 1 olduğunu biliyo-
ruz. 3.7. Sonuçtaki son iki eşitliği toplarsak,
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eşitliği elde edilir.

3.3. Di€er Fonksiyonel Matrisler

Şimdi de 

[3.22]

[3.23]

[3.24]

[3.25]

şeklindeki kuvvet serileri açılımlarını gözönüne alalım. Öncekilere benzer bir
mantık kullanarak buradan da {Un} genel dizisine ait birçok özellik elde edebil-
iriz. Eş. 3.10 dan A matrisinin aij elemanlarını
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şeklinde yazarız. olmak üzere,

[3.26]

[3.27]

[3.28]

genel formundaki özellikleri elde ederiz. Bu kısımdaki {Un} genel dizisiyle ilgili
özellikleri kullanırsak,
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[3.34]

şeklindeki önemli {Un} genel dizi özelliklerini elde ederiz. 

3.8. Sonuç 

Fibonacci sayılarını üreten Q matrisinin özdeğeri Φ ve Φı olmak üzere, α1 = Φ

ve β1 = Φı olduğundan, 

şeklinde önemli Fibonacci özelliklerini elde ederiz.

3.6. Teorem 

Ln Lucas sayılarını belirtmek üzere,
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dır.
‹spat

Ln, Lucas sayılarını belirtmek üzere, Ln = Fn – 1 + Fn + 1 olduğunu biliyoruz. 
3.8. Sonuçtaki son iki eşitliği toplarsak,

özelliğini elde ederiz.

3.9. Sonuç 

Pell sayılarını üreten M matrisinin özdeğerleri ψ ve ψı olmak üzere, α2 = ψ ve

β2 = ψı olduğundan,

! /

! /

! /

sin sin

cos cos

sinh sinh

n
P

n
P

n
P

1 2 1 2 2

1 2 2 2

2 1 2 2

ı

ı

ı

n n

n

n n

n

n

n

2 1

0

2

0

2 1

0

-
+

= -

- = -

+
= -

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

3

3

3

+

=

=

+

=

]
]

` ^

]
]

` ^

]
` ^

g
g

j h

g
g

j h

g
j h

/

/

/

! !

!

!

!

cos cos cos cos

cosh cosh

cosh cosh

cosh cosh

n n
F

n

n
L

n
L

F

L
2 2 5

1

2 5
1

2 5
1 5 5

2

ı ı ı ı

ı ı

ı

ı

ı

n

n

n

n

n

n

n

n

n

n

2 1

0

2 1

0

2

0

2

0

2

0

+ = - + -

= -

= +

= +

- +

Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ Φ

Φ Φ Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

Φ Φ

3 3

3

3

3

+

= =

=

=

=

-

] ]
_

]
_ _a

]
_

]

g g
i

g
i i k

g
i

g

/ /

/

/

/

! cosh coshn
L
2

ın

n

2

0
= +Φ Φ

3

= ] g
/

50



şeklinde önemli Pell özelliklerini elde ederiz. 

3.7. Teorem 

Rn Pell - Lucas sayılarını belirtmek üzere,

dir.

‹spat

Rn, Pell - Lucas sayılarını belirtmek üzere, Rn = Pn – 1 + Pn + 1 olduğunu biliyo-
ruz. 3.9. Sonuçtaki son iki eşitliği toplarsak,

özelliğini elde ederiz.
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4. SONUÇ VE ÖNER‹LER

Bu çalışmada, matrislerin ve Fibonacci sayılarının özelliklerinden faydalana-
rak bazı özel matrisler ile Pell sayıları arasındaki ilişkileri ele aldık. Özel
fonksiyonlar kullanarak Pell dizilerine ait yeni eşitliklere ulaştık. Bu çalışmada
karekök matrisi, üstel fonksiyon matrisi gibi bazı elementer matris fonksiyon-
larını kullandık. Çalışmayı Bk,x in hiperbolik ve dairesel fonksiyon matrislerini,
ters fonksiyon matrislerini ve diğer elementer matris fonksiyonlarını ekleyerek
genişletebiliriz.

Bu çalışmada 2x2, Q, M ve B matrislerini kullandık. 3x3 tipinde matrisler kul-
lanarak farklı bir çalışma yaparsak, yeni eşitliklere ulaşabiliriz.
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