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OZET

DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCiN _
NONLOCAL PROBLEMLERIN NUMERIK COZUMLERI

SIMSEK, Bilal
Yiiksek Lisans Tezi , Matematik Anabilim Dali
Tez Danmigmani: Yrd. Dog. Dr. Musa CAKIR
Kasim 2005, 47 sayfa

Bu calismanin amaci, nonlocal smir sarthh ikinci mertebeden adi
diferensiyel denklem ic¢in singiiler perturbe sinir deger probleminin niimerik
coziimlerini bularak bir sonlu fark metodunu géstermektir. Orijinal problem i¢in
diizgiin sebeke tizerinde tiistel baz fonksiyonlar: ile agirlik fonksiyonu ve integral
biciminde kalan terim igeren interpolasyon kuadratiir formiilleri kullanilarak,
uygulanan integral 6zdeslikleri metodu ile ayrik maksimum normda & ’a gore birinci
mertebeden diizgiin yakinsak olan uygun iistel fark semas1 kurulmustur.

Ayrica nonlocal sinir sartli 1s1 denklemi i¢in € — metodu ele alinmis olup

kosullu olmayan kararlilik, ¢ok daha zayif bir kosula bagh 6 > % i¢in ispatlanabilir.

Nonlocal siir sartlari sebebiyle € — metodu tarafindan genellestirilmis lineer
denklem sistemleri, ilk ve son satirlar1 hari¢ iic kosegenli bir katsayr matrisine
sahiptir. Burada once lineer sistemlerin bu tipini ¢6zmek i¢in ii¢ etkin algoritma
ortaya konulmus olup basit bir 6rnek verilerek onlarin yeterliligi karsilastirilmistir.

Niimerik sonuclar teorik sonuclar1 Orneklerle agiklanmig bir sekilde
gosterilmistir.

Anahtar kelimeler : Nonlocal sinir gart1, Sinir deger problemi, Sinir kati,
Singiiler pertiirbasyon, Uygun iistel sonlu fark semasi
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ABSTRACT

NUMERICAL SOLUTIONS OF
NONLOCAL PROBLEMS FOR DIFFERENTIAL EQUATIONS

SIMSEK, Bilal
Msc, Mathematics Science
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Musa CAKIR
November 2005, 47 pages

The purpose of this paper is to present a finite difference method for
numerical solution of singularly perturbed boundary value problem for second order
ordinary differential equation with nonlocal boundary condition.

By the method of integral identities with the use of exponential basis
functions and interpolating quadrature rules with the weight and remainder term in
integral form an exponentially fitted difference scheme on an uniform mesh is
developed which is shown to be & -uniformly first order accurate in the discrete
maximum norm for original problem.

Next the 6—method for the heat equation with nonlocal boundary

conditions is discussed. The unconditional stability is proved for 6 > % Due to the

nonlocal boundary conditions, the systems of linear equations generated by the
€ — method have a coefficient matrix that is tridiagonal except example is given to
compare their efficiency.

Numerical results are presented, which illustrate the theoretical results.

Key words : Boundary layer, Boundary value problem, Exponentially
fitted finite difference scheme, Nonlocal boundary condition, Singular perturbation.
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ON SOz

Bu caligmada diferensiyel denklemler icin singiiler pertiirbe nonlocal sinir
deger problemlerin niimerik c¢oziimleri verilmistir. Bu problem i¢in diizgiin
sebekelerde {iistel katsayili fark semasi kurulmus ve bunun ozellikleri verilmistir.
Yaklagik ¢6ziimiin kesin ¢oziime &£ ’a gore diizgiin yakinsak oldugu ispatlanmis ve
yakinsama hiz1 belirlenmistir. Ayrica alinan teorik sonuclar somut drnekler lizerinde
gosterilmistir.

Bu calismayr bana veren ve caligmalarim siiresince karsilagtigim
giicliklerde yardimlarini esirgemeyen hocam, saymn Yrd. Do¢. Dr. Musa CAKIR ’a
tesekkiir eder saygilarimi sunarim.

Bilal SIMSEK
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1. GiRiS ve KAYNAK BIiLDiRiSLERI

Bu calisma iki problemden olusmaktadir. Birincisi; singiiler perturbe
nonlocal sinir deger problemi ikinci olarak ise, nonlocal sinr sartli 181 problemi ele
alinmistir.

Burada ele alinan singiiler perturbe nonlocal sinir deger problemi genel

olarak
Lu=e>u"+ea(xu’ —b(xu=f(x), 0O<x<l (1.1)
u(0) = uy (1.2)
b
L= u(l)- jg(x)u(x)dxz . 0<ly<l <1 (1.3)

biciminde yazilabilir.

Burada & Kkiigiik pozitif bir parametre, g, ve g verilen sabitler,
a(x)Za>0, b(x)=B>0, g(x) ve f(x) ; [0,/] arahginda yeteri kadar diizgiin
fonksiyonlardir. (1.1)-(1.2) probleminin u(x) ¢dziimii genelde x=0 ve x=I[de

£ ’un sifir civarinda sinir katlarina sahiptir.

Diferensiyel denklemler icin singiiler perturbe olmus problemler
uygulamalt matematik, fizik ve diger birgok degisik alanlarda kullanilmaktadir.
Ornegin; akiskanlar mekanigi, akiskanlar dinamigi, elastik kuantum mekanigi,
plastik, kimyasal-reaktor teori, aerodinamik, plazma dinamik, reaksiyon difiizyon
stirecleri, aritilmig-gaz dinamik, osinografi ve 11n yayan dalgalar v.b. gibi sahalarda
cok sik ortaya cikarlar (Kadalbajoo ve Patidar, 2002; Nayfeh, 1973). Diferensiyel
denklemler i¢in nonlocal tipli problemlerin 6énemi ilk kez Bitsadze ve Samarskii
tarafindan dikkat cekmistir. Bu tiir problemler ise daha cok 1s1 gecirme, kuantum
mekanigi ve hidromekanik problemlerinde v.b. ortaya ¢ikmaktadir. Genel halde
nonlocal sart, ¢oztimiin siir egrisinin bir kisimdaki degerleri ile dahili bolgede
verilmis belli egri tizerindeki degerleri arasinda bir baglanti veriyor (Bitsadze ve
Samarskii, 1969). Daha sonra Nahushev (1985), nonlocal sinir deger problemler
iizerinde bazi matematiksel 6zellikleri vermistir. Cziegis (1988, 1991), birinci tip
siir sartt igeren problemlerin asimtotik ve bazi nitelik 6zelliklerini incelemis ve
yaklagik ¢oziim icin fark semasini kurmug ve ayrica problemin niimerik ¢éziimiinii
bulmustur. Pao (1998; 2001), nonlocal smir sartlara sahip reaksiyon-difiizyon
denklemleri i¢in ¢ézlimlerin asimtotik davraniglarimi incelemis ve bu tiir problemler
icin niimerik ¢oziimler vermistir. Ayrica Liu (1999), nonlocal sinir sartlara sahip 1s1
denklemleri i¢in niimerik ¢6ziimler vermis ve bu niimerik coziimlerin kararlilig
iizerinde durmustur. Samarskii (1983), Amiraliyev (1990) ile Amiraliyev ve Cakir
(2000, 2002), fark semalar1 teorisini gelistirerek singiiler perturbe olmus
problemlerin fark semasinin kurulmasinda yaklasik ¢oziimleri incelemistir. Ayrica
karisik tipli nonlocal sinir sartlara sahip singiiler perturbe olmus problemler i¢in fark
semalarini kurmuslardir.

Singiiler perturbe olmus problemler, yiiksek tiirevler karsisinda kiigiik
pozitif bir parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu tiir problemlerin
¢oziimii, tamim bolgesinin bazi kisimlarinda ¢ok hizli degisime sahip olur. Yani
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¢cOziim ince gecis katlarinda hizli iken diger yerlerde diizenli ve yavas degisir. Bu
nedenle de klasik niimerik yontemlerin kararsizliklari nedeniyle uygulanmasi
imkansiz olur. Boylece singiiler perturbe olmus problemlerin isleyisinde ciddi
zorlular ortaya cikar. Bu 6zellikler niimerik ¢6ziimde de kendini gosterir (Doolan ve
ark., 1980; Roos ve ark., 1996; O’Malley, 1991; Miller ve ark., 1996; Farrell ve ark.,
2000). Bu tiir zorluklar singiiler perturbe olmus nonlocal problemlerin isleyisinde de
ortaya cikmaktadir. Bunun i¢in singiiler perturbe olmus nonlocal problemler i¢in
uygun metotlar gelistirilmesi gerekir.

Bu calismalara dayanarak, singiiler perturbe olmus problemler i¢in sonlu
bir fark metodu verildi ve niimerik ¢éziimleri bulundu. Verilen metotlarin kararliligs,
yakinsakligit ve yakinsama hiz1 gibi Ozellikleri incelendi. Ayrica, bilgisayar
programlama dilinde uygun bir program yapilarak, problemin yaklagik ¢oziimii
bulundu.

Bu boliimde ise asagidaki gibi tanimlanan sinir sartli 1s1 probleminin
niimerik ¢oziimii ele alinmustir.

u, —u,, = f(x1), xe(0,1),0<t<T

1
u(0,1) = j Ko(x)ulx,1)dx + o (t)

0
(0<t<T)

1
u(l,r) = j Ky (0)u(x,0)dx + g, (1)
0

u(x,0)=uy(t) , xe[0,1]
Burada f, Ky, Ky, 8¢, & Ve ug keyfi diizgiin fonksiyonlar oldugunu

varsaylyoruz.

Nonlocal smir sartli 1s1 denklemi icin kosullu olmayan kararlilik Ekolin
(1991) calismasinda ¢ok daha zayif bir kosula bagl ispatlanabilmistir. (Day, 1982;
1983) calismasindan hareketle termoelastikitenin yari-statik teorisinde nonlocal sinir
sartl 1s1 denklemi icin baglangic-sinir deger problemi ortaya ¢ikarilabilir. Day’in
sonucu; Friedman (1986), Kawohl (1987) ve digerleri tarafindan birkac uzay
degiskeni vasitasiyla genel parabolik denklemlere genisletilmigtir. Benzer
problemler (Cannon, 1984; Cannon ve ark., 1987; Lin, 1991; Lin ve ark., 1997)
calismalarinda bulunmaktadir. Fairweather ve Lopez-Marcos (1996), verilen
nonlocal smir sartlar1 ile belli basglangi¢c sartina bagli yari lineer parabolik bir
denklem i¢in Crank-Nicolson Galerkin metodu ve extrapole Crank-Nicolson
Galerkin metodunu ele almistir. Morton ve Mayers (1994), @— metodunun belli
kosulla Crank-Nicolson metodunu icerdigini dikkate alarak istenen yakinsamay1
ispatlamistir. Cannon ve ark. (1987; 1990) geregince kiitlenin tanimina baglh 1s1
denkleminin niimerik ¢6ziimii i¢inde bu goriilebilir. Liu ve Wu (1994) bu konuda
belli bazi1 algoritmalar1 tanimlanmstir.

Ayrica; bu konuda daha detayli bilgilere Amirali ve Duru (2002) ile genis
tarihsel siire¢ Hager (1989) caligmalarinda yer verilmistir.



2. TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde diizgiin sebekede fark semasi kurulmasinda ihtiya¢ duyulan
notasyonlar, siirekli bolgede tanimlanmig fonksiyonlar i¢in bazi notasyonlar ve bazi
kuadrator formlar verilmektedir.

Tanim 2.1.

g herhangi bir fonksiyon olsun. Buna gore;

a) gy =M ifadesine birinci mertebeden ileri fark tiirevi

h
denir.
b) gz, =w ifadesine birinci mertebeden geri fark tiirevi
denir.
c) goizw ifadesine birinci mertebeden merkezi fark
X,

tiirevi denir.

L )=22(x: ,
d) g}x’i=g(xl+1) 80x)+ 8(xi-1) ifadesine ikinci mertebeden fark

]’l2

tiirevi denir.
Tanim 2.2.

a) @y, ={x;|x; =ih,i=12,.,N—1ve h=1I/N} ifadesine [0,/] aralifindaki
diizgiin sebeke denir.
b) [lglle o,) = Max |g(x;)| ifadesine diizgiin sebeke normu denir.
X; €Wy,

¢) g; = g(x;) ifadesine @), ’ta tanimlanmis sebeke fonksiyonu denir.
Tamm 2.3.

) [flleon = xrél[%)§]| f(x) ifadesine [0,/] araligindaki siirekli fonksiyonlar

i¢in maksimum norm denir.

by c™[0,1] ifadesine [0,/] araliginda x’e gore n. dereceden siirekli
tirevlere sahip fonksiyonlar kiimesidir.
Fark semasinin kurulmasinda asagidaki kuadratiir formiilleri kullanilmustir:

b b
[ pC)f () =| [ px)ax [for () + (1-0) (@)
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b
j 2 )p(x)dx+ R(f) .1

a
Burada o -reel parametre p(x)e Cla,b] agirlik fonksiyonudur. Buna goére

J-dxp .[f(") &)dé, feCt n=1 veya n=2
Ks(x7§):Ts(x_§)_(b_a) (x—a)(b—f)‘v, SZO,I
A =bt(1-0)a, flab)=(fb)-f@)/(b-a),

T,(A)=A/s!, 120; T,(1)=0, 1<0.

b b
j P (x)dx = f(@b)| px)dx+R(f) 22)

a

jdxp J-f(") ne1(x,6)dé, feCin=1 veya n=2

R(f)= j dxp(x) j FOK(ExNE. £ e €

olur. (2.1) ve (2.2) formullerlnde aym K (x,&) fonksiyonu kullanilmaktadur.

Ayrica,

KO(a’f):KO(b’f)ZO 5
Kl(a’§)= Kl(b"f)= Kl(x’a)= Kl(x,b)=0
Ki(x.8) =K (£, x).

dJ

SEKI (8= Ko 55Ky (1) =Ko (£.0)

oldugu kolayca goriilebilir.

f)=idXP(X)if(")(f)KZ—l(x, §)d§+(n—1)f(a;b)jz(x—

[ P (e = f(a;bﬁp(x)dHR*(f),

a+b

> )P(x)"x’ 2.3)

a
n=1veya n=2
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a+b
2

a+b_
2

R O e I R R C L N

Tanmm 2.4 (Kovma Metodu)

Bu metot genelde ii¢ kosegenli matrise sahip Ay = f lineer denklemler
sisteminin ¢oziimil i¢in genis bi¢imde uygulanan bir algoritmadir, dyle ki buradaki
A =(a;;) matrisinde esas kosegen ve ona komsu iki kosegen hari¢ biitiin elemanlar

stfirdir (g =0 j>i+1ve j<i—1 i¢in). Boyle sistemler bizim daha Once
tanidigimiz
Aiyi—l _CiYi +Bi)’i+1 =—F‘l', i=1,2,...,N—1, (24)

Yo=kiyi+t 4, yn =kayn-o1 i (2.5)

bigiminde yazilabilir. Incelemis oldugumuz {i¢ noktali smr-deger fark
problemlerinin ¢cogunlugu bu simifa girer. k; =k, =0 hali birinci tip diferansiyel
stnir sartina karsiliktir.(2.4)-(2.5) sistemine uygun kare matris

seklindedir ve boyutu N +1 ’dir. Birinci tip sinir sartlart durumunda bunun boyutu
N —1 olacaktir.

Simdi de kovma metoduna uygun islem formiillerinin bulunmasina gecelim.
(2.4)-(2.5)’tin ¢coziimiinii

Yi =Ci1Yis1 + Bir1s i=01. N -1 (2.6)
seklinde arayalim, buradaki ¢;, f; ler simdilik belirsiz katsayilardir. Bu taktirde
Yirt =0Yi + B = 0@ yiny + B + B = 0401 yin +( @ Sy + B, i=12,..N—1
olur. Sonuncu bu esitligi ve (2.6)’y1 (2.4)’de yerine yazarsak
[oi1 (Ao = C) + Bilyigt + B (A —C) + A+ F; =0, i=12, N -1
seklinde buluruz. Buna gore
(A0 —Ci)+ B; =0, (A —C)+ Aiffi + F; =0
veya
B; A+ F

U= B = , i=12,.,N-1 2.7
i+1 Ci_aiAi :Bt+1 Ci_aiAi ! @27
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alinz. ¢;,f;’lerin (2.7) formiilleriyle hesaplanabilmesi i¢in 4,8, baslangic
degerlerinin bilinmesi gerekir.(2.51)’in (2.6)’nin i =0 haliyle denk olmasindan

o=k, = (2.8)
elde ederiz. (2.7)-(2.8) siirecine ileri (diiz) kovma denir. ¢;, f; kovma katsayilari
bulunduktan sonra, (2.6) formiiliiyle y;’nin bulunmasma gegeriz. Bu isleme

baslamak icin y, 'nin bilinmesi gerekir ve bu deger

YN =koyn_1t My, YN_1=aNYN T+ PN
bagintilarindan bulunur ve bdylece ters kovma siireci
yy =Kl 1
NS kay 2.9)
Vi =®+1Yin1 +ﬂi+1 ’ j: N-1,N-2,.,0
biciminde olur. (2.7)-(2.9) algoritmalarma, (2.4)-(2.5) sistemine uygun kovma
metodu denir.

Goriildiigii gibi kovma metodu, (2.7) ve (2.9) formiillerindeki paydalar
sifirdan farkli oldugu zaman uygulanabilir:

C,—0;A#0,i=12,.,N-1, (2.10)
I-kyoy #0 (2.11)
Bunlarin saglanmasi i¢in yeterli sartlarin
A #0,B;#0,|C|2|A]+]B] .i=12,...N—-1, (2.12)
k| <1, |ky|<1 (2.13)

oldugunu gosterelim. Once (2.12), (2.13) sartlar1 dahilinde |a'l-| <1(i=12,...,N-1)
oldugunu gosterelim. Tiimevarim yonteminden yararlanirsak i=1 igin (2.8),
(2.13yden |o|=|k|<1 olur. |;|<1 oldugunu kabul edelim ve bu durumda

;1| <1 oldugunu gosterelim.
|Ci — o A)| 2 |Ci| = |eey [ Ai] 2 |Ci| = |A;] 2 |By| (2.14)
ve (2.12)’ye gore |C; — a;A;| > 0, yani (2.10) saglanir. Ayrica, (2.14)’e gore

_ |
|t 1| = |Ci _aiAil <1

oldugu gbriiliir. Boylece || <1 i=12,..,N oldugunu gostermis olduk.
Daha sonra, (2.13,) *den ve |@y|<1 olmasindan yararlanirsak
1=kyoy|21=[kafay |2 1=[ky| >0,
olur, bagka bir ifadeyle, (2.11) sart1 da saglanir.
(2.13) sartinin daha genel
k<1, s=12 |ky|+[ky| <2

sart1 veya
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ko<1 s =12 3ig. |c; | >[A; | +[B, |

sartiyla degistirilebilecegini belirtelim.

Ayrica |a',-| <1 olmasi1 kovma siirecinin kararliligini temin ediyor. Bu da,

islem stirecinde birakilan yuvarlama hatalarinin kesinlik kaybmna veya tagmaya
imkan vermeyecegi anlamma gelir. Gergekten, y; ,; belli bir 5i0+1 hatastyla

hesaplanmis olsun
yio +1 = Vig+1 + 51'0 +1
0 zaman, bir sonraki adim i¢in
Yig =iy +1Yiy+1 + Big+1
yerine
Yig =iy +1Vig+1 + 05, +1) + Biy +1
hesaplanacaktir. (2.15) ve (2.16)’den
iy = Yiy = Vi =%, 410, +1
ve
|5i0 | < |ai0 +1||5i0 +1| < |5i0 +1|

elde edilir, bagka bir deyisle hata artmaz.

(2.15)

(2.16)
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3. DIFERENSIYEL DENKLEMLER iCIN NONLOCAL PROBLEMLERIN
NUMERIK COZUMLERI

Burada daha sonraki boliimlerde uygun fark semasinin yakinsakliginin
incelenmesinde u(x) ¢oziimii icin bazi asimptotik degerlendirmelere ihtiyag vardir.

3.1. Kesin Coziim i¢in Asimptotik Degerlendirmeler

Bu boliimde konuyla ilgili bir lemma ile bilgi verilerek ¢6ztimiin asimptotik
degerlendirmesine yonelme yapilacaktir.

Lemma 3.1.1.

u(x), (1.1)-(1.3) probleminin ¢dziimii ve a,b,fe C'[0,/] olsun. Bundan

bagka
L
1—Ig(x)u1(x)dx¢0, (3.1)
lO
ve burada u;(x) fonksiyonu
Luy =0, O<x<l, (3.2)
MI(O):O, I/ll(l)zl (33)
biciminde iki noktali sinir deger probleminin ¢6ziimiidiir. O zaman
"”"c[o,z] sC (3.4)
! _cpx g (I-x)
u'(x)|SC 1+E e ¢ +e € 3.5)

degerlendirmeleri dogrudur. Burada

‘o =%[\/a2(0)+4b(0) +a(0)}

cl :%[ a2(1)+4b(1)—a(1)}

olur.

Bu calismadaki c,¢;;C,C; (i=0,1,...) degerleri &’dan bagimsiz pozitif
sabitler olup sebeke biiyiikliigii yada ntimerik ¢6ziim hakkindaki tartigmalar icinde
gecerlidir.

Ispat. u(l)= A olsun. Oyleyse u(x)’i
u(x) =ug(x)+ Auy(x), 3.6)
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bi¢iminde alabiliriz. Burada uq(x) fonksiyonu
Lug=f(x), O<x<l, 3.7)
Mo(o):ﬂo, Mo(l):(), (38)

sinir deger probleminin ¢oziimiidiir. (1.3) ve (3.6) dan

A=—To 3.9)
1- jg(x)ul (x)dx

l()
olarak elde edilir. Tlk olarak, [3.1]’in saglandigini gosterelim. Burada maksimum
prensibini kullaniyoruz.

v(x)e €2[0,1], Lv(x)<0 (0<x<1), v(0)=0, v(I)=0
sartlarim saglayan fonksiyon olsun. Bu durumda v(x)>0 (0< x</) olur.

Maksimum prensibini kullanarak ug(x) fonksiyonu £ ’a gére diizgiin sinirh
olarak elde edilir. Buna gore

”L‘Ollc[o’z] < ﬁ_lllf”c[o,l] +po| < C
olur. Benzer sekilde maksimum prensibini kullanarak
"”1"c[o,1] <1
oldugunu gosterebiliriz. Daha sonra
"”"C[O,l] < ||“0||c[0,1] +[4] ”“1"c[0,1]
oldugundan (3.4) hemen ¢ikar. Yani (3.4) degerlendirmesi dogrulanir.
Ayrica, |u(l )| ’in €’a gore diizgiin smirliligt kuruldugundan dolayi, (3.5)

degerlendirmesi birinci tip sinir deger problemi gibi ayni yolla ispatlanir
(Amiraliyev ve Cakir, 2000).

Uyan 3.1.1.

(3.1)’in degerlendirmesi i¢in yeter sart
ll

1- j|g(x)|dx >0

lO
olur.

3.2. Fark Semasimin Kurulmasi

[0,/] arahiginda @), diizgiin sebekesi
oy, ={x; =ih,i=0L..N—1;Nh =1}, @), =), u{x=0,}
olarak tanimlariz. Fark semasint asagidaki gibi 6zdeslikten kuracagiz:
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I 1
;(_lh_leugoi ()dx= g 0! J' )@ (x)dx,i=12,..N -1, (3.10)
0 0
Burada {¢; (x)}lli Il asagidaki bi¢cimde belirlenmis baz fonksiyonlaridir:
eﬂ'l,i (x=x;1) _ eﬂ’z,i(x_xi—l)

ﬂ,l-h 22~h N xi_1<x<xl~,

e—/'tz,i fxm -x) _ e_/ll,i (3741 =)

oM (x)

2 ()= 19 (x) =
0,

X; <Xx<X;
A _ g SES
e e

X (X1, X541).

A =05e! [a,- ++a? +4b, } , A= 0.5£_l[ai —\a? +4b, }

g 207Ny = A A h h
xi=h' j(oi(x)dx: ( 1’(‘/1 ﬂfﬁl Vi sinh( 1’2’ )sinh(’%‘ ]
o Xy A, j sinh~t 20

2

(ol.(l)(x) ve (ol-( )(x) fonksiyonlar1 sirastyla agsagidaki problemlerin ¢éztimleri
olduguna dikkat edelim:

29l —aep b =0 (x_;<x<x), @(x_)=0, @(x)=1 (3.11)
e2gl—a,e0 —bp, =0 (x; <x<x,1). @(x)=1, @(x;,)=0 (3.12)

Ayrica (3.10) bagintist

Xi+] Xi4l Xit1
zl-e2n! J-(D;(X)u'(x)dx-i-é‘aih_l .[(Df(X)u'(x)dx—bih_l J-(/’f(x)”(x)dx
Xi X1 Xi-1
=fi—R; , (3.13)
gibi yeniden yazilir. Burada kalan terim
Xt Yirl
Re= 777" [la(o)=ale)loy (' (e + 207" [lblx)=b(x)lgy (u(x)dx
Xi-g it
Xitl
w20 [ G) = £l (o) (3.14)
Xi-1

olarak bulunur.

(3.13) bagintisina her bir (x;_j,x;) ve (x;,x;,) araliklari iizerinde (2.1)

ve (2.2) formiilleri uygulanirsa ve ayrica (3.11) ve (3.12) bagmutilar1 dikkate alinirsa,
asagidaki esitlikler yazilabilir:
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Xigl Xigl Xigl

e j X, (X)ddx + ah™ Iqol (X)dx—bsh™ Iqol (x)dx

Xi-1 Xi-

_ 2
=E&uy,; té&u; (Zl,i”?c,i + it )= iy = bty juz i — Dty i

= 52{1“‘ 0.5he"'q; (Zz,i - )-0.5h&2b; (/12,1' — M )}“}x,i
+é&; (li —8_1611'_1191'#1')”0 by,
X,l
Burada

e j oWdx | 5, =h" jgo(z)dx

X

My = j(x X; )(0, J(x)dx
Xi-1

Xigl

i=h Ix x;) (2)

M = My +ﬂi,2 cup=u(x;),

R A | Ui Ty
Uzi=—" T T

b oM Wi Hig) —2uit+u;y
o = s Uxx,i —
oy 2h h2

u

yazilir.
Basit hesaplamalardan sonra

cosh( (/11,1' +4, )h]

2

(=2 n
smh(lzj

1+0.5he g (Zz,i ~i)- 0.5he™%b; (/12,1' -y )=0.50(4 ; — 4 ;)

(A = A Jsinh((A; + 4 )/ 2)

UK R s s < oy 75

olarak bulunur.
Ayrica, (3.13)’e geri donersek

lu; = €26 jus, ; +€a;0 s —bu; = f; —R;,i=12,..,N -1 (3.15)
X,1

seklindeki 6zdesligi elde ederiz. Burada



12

2 2
_ h ﬂ'l,iﬂQ,i COSh((ﬂLl' + 12,1' )h / 2) _ bih
= TG A T 2] = E[1+coth(/11’,-h/2)coth(/12’,-h/2)], (3.16)
C hagidgsinn((A + 9 002) b
02 =300+ A 1 Jsimh Ay gh 7 2Jsinh(Ap 4 72) - 2aze leotn(2y i/ 2)eoth(2 h/2)] - (3.17)

yazilir. $imdi ise, (1.3) smir sart1 i¢in bir yaklagim tanimlamak kaliyor. x N, V& XN,
sirastyla Iy ve [;’e en yakin sebeke noktalart olsun. Burada asagidaki gibi

bagintilarla baghyoruz:

L *No XNy L
Ig(x)u(x)dx = v[g(x)u (x)dx + Ig(x)u(x)dx + v[g(x)u (x)dx ,
Iy Iy XNo XNn
ve
*y Ny (% |
J-g(x)u(x)dx = z J-g(x)dx {E(u(xl )+u(x;_ ))}+ n=Su)+r (3.18)
XNg =No\ x;_y
Burada
Mot u(x;))+u(x;,_q)
S(u)= z jg(x)dx {’f‘_l} , (3.19)
iI=No\ x4
Ny X X 1
7= Jase) | W@ o8- Jez
i=No x;_y Xi-1
To(s)=1,520;Ty(s)=0,s<0
olur.
Sonug olarak,
hu=u(l)—Sw)=1; +r (3.20)
seklinde bulunur. Burada kalan terim
*No L
r = jg(x)u(x)dx+ Ig(x)u(x)dx+7i (3.21)
Iy v

olarak bulunur.
(3.15) ve (3.20)’deki R; ve r’leri ihmal ederek (1.1) ve (1.3) yaklasim i¢in

asagidaki fark semasini Onerebiliriz:

2
ly; =€°0);yz,; +€;0,;y0 —bjy;=fi, x€ @y, (3.22)
X,i

y(0)=po., (3.23)
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Lyn=yn =SV =4y, (3.24)
Burada 6,;,6,; ve S(y) swasiyla (3.16), (3.17) ve (3.19) bagmtilan ile

verilmistir.

3.3. Diizgiin Hata Degerlendirmeleri

Simdi (3.22)-(3.24) orijinal problemine geri donelim ve z; =y; —u;
seklinde gosterelim. Burada y; (3.22)-(3.24) orijinal fark probleminin ¢oziimii ve
u;,x; sebeke noktasindaki (1.1)-(1.3) probleminin ¢oziimiinii gosterir. Daha sonra
(3.14) ve (3.21)’1 goz oniine alarak z; hatasi igin

lz;=R, (=12,.,N-1), z5=0, lLzy=r (3.25)
alabiliriz. R; ve r kalan hatalar1 (3.14) ve (3.21) ile tanimlanmistir. z; ’nin
asagidaki gibi ayrigtirilabilir oldugunu gostermek kolaydir:

z; =20 + A2y (3.26)

Burada zp;ve zj;(i=0,1,2,..,N) srasiyla asagidaki problemlerinin

¢Oztimiidiir:

Ilzg; =R; (i=12,..,.N-1, 2909=0, zony=0 (3.27)

lz;; =0 (i=12,..,N-1), 20=0, zy=1 (3.28)

el r+ S(Zo)

A=—, 3.29
1-5() (329)

Burada
1-8(z)#0 (3.30)

oldugunu varsayabiliriz.
Teorem 3.3.1.

Lemma 3.1.1°in ayn1 diizgiinligiinii ve (3.30) sartin1 ifade edelim. u (1.1)-
(1.3) probleminin ¢oziimii ve y ’de (3.22)-(3.24) probleminin ¢6ziimii olsun. Bu

durumda Lemma 3.1.1’in sartlar1 altinda & ’a gére diizgiin

hata degerlendirmesi dogrudur.
Ispat: ilk olarak (3.25)’in ¢6ziimii igin
-1
e, < B IRl e, + 1) (3:32)
degerlendirmesinin dogrulugunu gosterelim. (3.2) bagintisini

Fle) <| ")y Pl |y 639
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seklinde ifade edebiliriz.

”Z(O)“C(* )degerlendirmek icin maximum prensibine gore
@y

ey <87 IRl (3.34)

alabiliriz.
Ayrica Lemma 3.1.1°1 kullanarak R; *nin agik ifadesinden

IRlc(a,) < Ch (3.35)

oldugunu gériiyoruz. (3.29) ve (3.30)’den dolay1 A degeri € ’a gore diizgiin olarak
sinirlt olacaktir.
(3.20)’den r hata51 ile ilgili olarak

|r| < vfdx|g()c| I |’ (&)

i= Nox

(s~ £)- 3o

XNp
I|g(x Yo (x)|edx + v“g x)lulx)dx
l() Nl

Xi

Wta-)- 50 + 0t

<Ch (3.36)

elde ederiz. (3.35) ve (3.36) ile birlikte (3.32)’iin degerlendirilmesi ispatimizi
tamamlar.

3.4. Niimerik Ornek ve Grafikler

Asagidaki problemin yaklasik ¢oziimiinii hesaplamak icin (3.13) ve (3.15)
semasini uyguluyoruz.
2
exu’+ 2e(x+1)u’ - (— X% —2x+ 4)14 = —(ex +e* )
1
u(0)=1 , u(l)— Icosxu(x)dx=0
0.5

(3.22) ve (3.24) semast icin hesaplanan bazi sonuglar asagidaki ¢izelge de
gosterilmistir. Burada E,, sebeke noktalarinda maksimum hatadir, yani
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max lyi —uj
0<i<N

olur. Asagidaki gibi p diizgiin yakinsaklik oranint da hesaplayabiliriz.
p=1n(" 772 )2

Burada

h hi2
Yi — Y2 ‘

rh = max
0<i<N

yazilir.
Elde edilen niimerik sonuclarin teorik arastirma sonuclarina uyumlu oldugu
goriilmektedir.

Cizelge 3.1. @}, "de N=16 ve N=32 icin hatalar ve p yakinsaklik orani

Eoo
£ P
N=16 N=32
10" 0.058045 0.023538 1.30
107 0.015304 0.007810 0.97
107 0.015304 0.007881 0.96
107 0.015304 0.007881 0.96

Sekil 3.1. £=10"" icin veriler
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b) =102

—a— n=8

--m - n=16

—%x— n=32

Sekil 3.2. € = 1073 icin veriler

c) £=10"

—a— n=8

-m-- n=16

—H— - N=32

Sekil 3.3. £ =107 igin veriler
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d) £=10"

— &+ n=8

-m-- n=16

<= n=32

Sekil 3.4. £=107" igin veriler

Yukarida verilenler & ve N nin degisik degerleri icin niimerik ¢oziim
saglamaktadir.
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4. NONLOCAL SINIR SARTLI ISI DENKLEMININ NUMERIK COZUMU

Bu boliimde; Liu (1999) geregince nonlocal sinir sartli 1s1 denklemi icin
€ — metodu ele alinacaktir. Kosullu olmayan kararlilik, Ekolin (1991) calismasinda

varsayildigindan ¢ok daha zayif bir kosula bagh € 2% i¢in ispatlanabilir. Nonlocal

sinir  sartlari sebebiyle; € — metodu tarafindan genellestirilmis lineer denklem
sistemleri, ilk ve son satirlar1 hari¢ iic kosegenli bir katsayr matrisine sahiptir.
Burada once lineer sistemlerin bu tipini ¢dzmek icin ii¢ etkin algoritma ortaya
konulacaktir. Daha sonra ise basit bir Ornek verilerek onlarin yeterliligi
karsilagtirilacaktir.

4.1. Temel Siirece Bakis

Bu bolimde;
u, —u,, = f(x1), xe(0,1),0<t<T 4.1)

1s1 denkleminin
u(0,1) = j-Ko(x)u(x,t)dx+ 20(0)

’ (0<i<T) (42)
u(l,r) = j-Kl(x)M(xJ)dx +g(t)

0

nonlocal sinir sartlari ve
u(x,0)=uy(t) , xe[0,1] (4.3)

baglangi¢ sartina baglh niimerik ¢6ziimii ile baglantilidir.

Yukaridaki baslangi¢-sinir deger problemi, termoelastikitenin yari-statik
teorisinde ortaya cikar (Day, 1982; 1983). Benzer problemler (Cannon, 1984;
Cannon ve ark., 1987; Lin, 1991; Lin ve ark., 1997) caligmalarinda bulunmaktadir.
Kolaylik i¢in; “ f, Ky, K|, 8¢. & Ve ug’~ , keyfi diizgiin fonksiyonlar oldugunu
varsayiyoruz. (4.1)-(4.3)’lin ¢Oziimiiniin varlik, teklik ve bazi analitik dzellikleri,

1 1
[IKo(jax <1, [lKy(ofex <1 (4.4)
0 0

oldugu varsayimi altinda Day (1982; 1983) tarafindan ¢aligilmistir. Day’in sonucu;
Friedman (1986), Kawohl (1987) ve digerleri tarafindan birka¢ uzay degiskeni
vasitasiyla genel parabolik denklemlere genisletilmistir. Ayrica, (4.1)-(4.3) ve onun
degisimlerinin niimerik ¢6ziimii bir ka¢ calismada da gbz Oniine alinmigtir. Ekolin
(1991), bir enerji argiimani kullanarak
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1 % 1 % \/5

[IKoCeyax | +| [k (x| <5 @.5)
0 0

kosuluna bagli Crank-Nicolson metodunun yakinsakligini1 ispatladi. Ekolin

semasinda; (4.2) nonlocal sinir sartlarindaki integraller, yamuk kurali tarafindan

ayrigtirilabilir. Fairweather ve Lopez-Marcos (1996), (4.2) nonlocal sinir sartlari ile

(4.3) baslangi¢ sartina bagh yar1 lineer parabolik

up = (a(xuy), = F(u,x.t)
denklemi icin Crank-Nicolson Galerkin metodu ve extrapole Crank-Nicolson
Galerkin metodunu ele aldi ve Ekolin’ninkinden farkli olan bir enerji argiimani

kullanarak

1 1
j' Ko(x)2dx <1, j|1<1(x)|2dx<1 (4.6)
0 0

kosulu altinda her iki metodun yakinsakliklarimi ispatladi. Ayrica; Lin ve ark.
(1997), (4.1)-(4.3)’tn iki boyutlu bir benzeri i¢cin geri Euler ve yar1 kapali
metotlarin1 kullandilar ve niimerik ¢oziimlerin yakinsakliginin yani sira, kesin
¢oziimiin baz1 asimptotik 6zelliklerinin gosterimini de tartistilar.

Bu boliimiin bir amaci; (4.5)’in kendinden ¢ok daha zayif olan

1 1
j' |K0(x)|2dx+j|K1(x)|2dx< 2 “.7)
0 0

kosulu ile yer degistirebildigini gostermektir. Buna gore; Morton ve Mayers (1994)

geregince 6 — metodunun € =% icin Crank-Nicolson metodunu igerdigini dikkate

alarak; (4.4) ve (4.7)’nin sagladig1 varsayimlar altinda 6 2% icin @ — metodunun

yakinsakligini ispatlayacagiz. Bu dogrultuda; 6 — metodunu analiz etmek igin
kullanilan enerji metodu, Fairweather ve Lopez-Marcos (1996) calismasinda
kullanilan ile benzerdir.

Bu boliimiin bir diger amaci; katsayr matrislerinin ilk ve son satirlar1 tam
dolu olmasi harig¢ ti¢ kdsegenli biciminde lineer denklem sistemlerini ¢cozmek lizere
etkin algoritmalar elde etmektir. Lineer sistemlerin bu tipi, >0 ile €— metodu
veya parcali lineer polinom interpolasyonu ile Crank-Nicolson Galerkin metodu gibi
kapali niimerik bir metot yardimiyla (4.1)-(4.3) ¢oziildiigli zaman ortaya ¢ikar. Yine
Cannon ve ark. (1987; 1990) geregince kiitlenin tanimina bagl 1s1 denkleminin
niimerik ¢6ziimii icinde bu goriilebilir. Ekolin (1991) ¢alismasindaki niimerik deney
gostermektedir ki; eger bu lineer denklem sistemleri aym seviyede dogruluga
ulagmak i¢in genel amaclt NAG —kitapligt usulleri tarafindan ¢oziiliirse, (4.1)-(4.3)
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icin geri Euler ve Crank-Nicolson metotlari ileri Euler metodunun yaptigindan fazla
CPU zaman harcar.

Bu boliimiin dordiincii kesiminde ii¢ etkin algoritma verilecektir. Onlardan
biri li¢ kosegenli denklem sistemlerini ¢ozmek igin 1iyi bilinen Thomas
algoritmasinin dosdogru bir degisimidir. Diger ikisi, Sherman-Morrison-Woodbury
formiilii lizerine insa edilmistir. Bu boliimiin sonunda, bu algoritmalarin yeterligini
karsilastirmak icin bir niimerik 6rnek ele alinacaktir.

4.2. 6 — Metodu

« Ax=% ve At=% : M,NeZ" ”, sirasiyla, uzay ve zamanda adim

olgiileri iken n=0,1,....N ve m=0,1,...M igin, sirasiyla, f, =nAt ve x,, =mAx

olsun. (M +1)—boyutlu olan vektérler icin (.,.) biciminde i¢ carpimi; Z'

M 1 M-l M
notasyonu, Z'wk =5 wo+ Zwk +5wy 7 olacak bigimde (u,v) =AxZ'ukvk
k=0 k=1 k=0
ile tammlanir. Yine |.| ile ¢, normu ve ||.|_ ile maksimum normu, sirasiyla,

"W":(W,W)% ve ”W""":og]l(i);/[lwkl olarak tamimlanir. u, , (x,,.7,) sebeke

noktasinda (4.1)-(4.3) baslangig-sinir deger probleminin kesin ¢oziimii igin

yaklagimimiz olsun. 8 — metodu izah etmeden once,

L£u" = Al ~A_ A J1-0)n + 4| =12, n=01..N-1
Lou" =uf —(Ko.u") , n=01,..N

Llu" zulrf,l —<K1*,u”> ,n=0L...,N

bicimindeki fark operatorlerini, bir parametreli olan @€ [0,1] , u”" = (u('; UL s Uy )T
ve K? =(K;(x0) K; (x) 5o K (3 N, i=0,1 ile tarif ediyoruz. £ ’nin taniminda;

n+l n n n
Au m__ " Um Aul _ Uyl " Uy
‘ =_m _m —_mr. m

, Au
m At X m Ax

n n
Up —Um—1

Ax

, A xu,"n =
seklinde bolinmiis fark operatorleri kullanilir. (4.1)-(4.3) i¢in 6 — metodu,

Lu,, = f(x,,,01-0),+0t,,1) , m=12,.., n=0,..,N -1
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Lou" = go(t,)
'Elun = gl(tn)

m

ul zuo(xm) ,m=01,..M

olarak yazilabilir. (4.1) nonlocal simir sartlarindaki integraller yamuk kurali ile

ayristirilabilir.

[leri Euler metodu, Crank-Nicolson metodu ve geri Euler metodu, sirasiyla,

6 — metodunun 8 =0, %

ve 1 haline uygundur. Kapali bir metot olarak, ileri Euler

metodu daima tek bir bigimde ¢oziilebilir. Simdi biz >0 durumunu goéz Oniine

alalim.

matrisini, Courant sayis1 g =

ap =1—AXKO()C0)/2 . bo = —AxKl(xO)/Z

_ao a dap apy-1 4aym
1 A 1
1 1 1
1 A 1
by b b by-1 by |
5 olmak lizere 4 =— 1+26u
Ax) Ou

(4.8)

a,, =-AxKy(x,,) , b, =—AxK|(x,,) , m=12,..M —1

ay ==MxKo(xy)/2 ., by =1-AxK;(xy)/2

ile gosterelim. Bu durumda; u" = (ug UL s Uy )T niimerik ¢oziimii,

denklem sistemini, n =1,2,...,Nile m=12,..,M —1 icin w" = (w(')l,wf’,...,w;lv)

Au't =w"

ifadesi
wh = gole")
-1 -1 2(1—9),[1—1 -1 -1 -1
Wiy = 9 Up—y + au Uy +T“ff;+1
wy = gl(tn)

olacak bir bi¢imde saglar.

Ar
i

(4.9)

S sty— +6A)
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M M
Eger AxZ'|K0 (x, ) <1, Ax Z'|K1 (x, ) <1 ise, o zaman A matrisi,
m=0 m=0
kosegensel dominant oldugundan nonsingiilerdir.

Yukandaki esitsizliklerin yalmzca (4.4)’in ayristmli versiyonu oldugunu
dikkate alarak, agsagidaki basit sonucu elde ederiz.

Teorem 4.2.1.

Eger (4.4) saglanirsa, o zaman 6 — metodu ile (4.1)-(4.3) baslangi¢-sinir
deger probleminin niimerik ¢dziimii var ve herhangi Ax < A i¢in tek olacak bicimde

hy >0 mevcuttur.

4.3. Yakinsakhk

Bu boliimde; Ekolin (1991) ¢alismasinin ileri ve geri Euler metodu icin
verdigi teoreme benzerini saglayan asagidaki sonug ile bazi bilgiler verilecektir.

Teorem 4.3.1.

Eger (4.4) saglanir ve
210-Q)u<1 (4.10)
ise, o zaman (4.1)-(4.3)’iin niimerik ¢6ziimii herhangi Ax <k icin

u —u(x, .1, < C(Ax)?

hata tahmini saglayacak bigimde pozitif A, ve C sabitleri mevcuttur.

Bu teorem maksimum prensibi kullanilarak herhangi zorluk olmaksizin
ispatlanabilir. € =1 durumu hari¢, bir onceki sonu¢ daha ziyade (4.10) kisitlayict
kosula bagli olan 6 - metodunun yakinsakligini gosterir. Bununla birlikte iyi
bilinmektedir ki; eger K, ve K sifir ise, o zaman 6 - metodu 02% icin u
Courant sayist gerekmeksizin yakinsar. Benzer bir sonucun nonlocal sinir sartlari
durumunda sagladigint gostermek igin, ilk olarak enerji metodunu kullanmak
suretiyle asagidaki kararlilik sonuglarini ispatlayacagiz.

Lemma 4.3.1.

(4.4) ve (4.7)’nin her ikisinde de sagladigini varsayalim. Eger 0 2% ise, 0

zaman
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n

u SC{Axuo

+‘u8‘ +‘u?/1 ‘ +‘£0u"‘+‘£1u”‘

- P
+[Ati(”ﬁuk”2 +‘£0A,uk‘2 +‘£1A,uk‘2)} 2} @.11)
k=0

esitsizligi n=1,2,...,N ve herhangi Ax <Ay icin olacak bicimde (her ikisi de x den

oo

bagimsiz) hy ve C pozitif sabitleri mevcuttur.

Ispat : v =u! —(1-x, )ug —xuy; » m=0,1,..,N , n=01..,M olsun.
Buna gore; A_ A u" =A_ A" ve vy =vj; =0, n=01...,N oldugunu dikkate
alarak,

—At<Atv",A_xAx[(l—0)u" + eu"“]> = —<v"+1 v A_A f1-e) +0v"+1]>

= AX(V"Jrl —v"le[(l—ﬁ)v" +a"!
<

2 1 5
J+ (-3 Jasand

2
_ %( Axvn+l _

n
Ay

2

At<Atv",£u"> > At<A,v",A,u">+%( A" A" 2)
olur.
<Atv",,£u"> S%“A,v" 2 +%H£u" 2
ve
(8" sy =g = [ - -a] |
oldugundan
Jao " <l o e -8 ~Ja]

esitsizligi (4.12)’den goriiliir. “A,u" - Atv"“ normunu hesaplamak i¢in,

M

Agtty =Apviy = (=2, ) LoAu" +x, L1Au" +AXZ'[((1—Xm )Ko (x;)+ %, K1 (x)IAu!
i=0

yazilir.
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M M 2 M B 2
B S SEIC AN S
m=0

6 6

m=0 m=0
oldugundan dolay1
Axi'[(l—x VLA u™ +x,, LA un]2 Sl(‘,ﬁ A un‘z +‘,£ A u"‘z)
mJ=02¢ m=12¢ 2 04 12t

m=0
ve

M (M ’
(AX)3 Z'{Z'[((l ~Xm )KO (-xi)+ xmKl (-xi ))]Atuln}

m=0 Ui=0

S(Ax)z”AtM” D)+ XKy ()1

i=0 m=0

1 2 2
< UKol + 11 "

esitsizliklerini yazabiliriz.
1 1 1 1
1
Po = max{.ﬂKo (x)|dx,.|.|K1 (x)|dx,5[.[|l(o (x)|2dx + .[|K1 (x)|2dx}}
0 0 0 0

_1=po
1+,00

iken

alalim.
(a+b) < (1 +%)a2 +(1+ 802
esitsizligini kullanarak

2 _(1 A
(2 25)[‘1:0 "

n n
”Alu —Ap

+‘£1Alun

2\ 1+06 2 2
Jr 152 ol? ol

elde ederiz.

M

\ 2 I+p

max{mz Kol e Y 15 ) 2 ol 1K) )} e
m=0 m=0

esitsizligi herhangi Ax <hg i¢in saglanacak bicimde hy >0 verilsin. Buna goére

1)
RS

(4.13)’den dikkat edilecegi iizere herhangi Ax < Ay icin

1
(2 25)(‘£0A w| i
oldugu goriiliir, boylece Ax < hy ve n=1.2,...,N i¢in

-1

2 2 3 2

<lan] wz[ +(5+ 25)(\1;0A,u
k=0

2
n+l” <

“ea |

Lu*

n
ALy

+‘£1Atuk
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yazilir. vj =0 oldugundan

n

2 n2
\% wSAx Ay

(4.15)
elde edilir.
up =vi + (1—xm)<KS,u”> + xm<K1*,u">+ (1=x,)Lou" + x, Liu" , m=12,...

oldugunu dikkate alarak,

1+
up | < +% u" +‘£0u"‘+‘ﬁlu”‘ ,m=12,...
esitsizligini
<= Qv } +‘£0u HLW (4.16)
olacak sekilde buluruz.
o] o] e

oldugundan (4.11) ifadesini saglayacak bigimde bir C pozitif sabitinin var oldugu
(4.14)-(4.16)’dan goriiliir.
m —ulx,,,t,) yi bir onceki (4.11) hesabinda u

kesim hata analizini kontrol ettikten sonra agagidaki yakinsaklik sonucunu elde
ederiz.

n

u m

yerine koyarak, standart

Teorem 4.3.2.

(4.4)-(4.7)’nin her ikisinde de saglandigin1 varsayalim. Eger 6 2% ise, O

zaman (4.1)-(4.3)’niin niimerik u,"n ¢oziimii herhangi Ax<hy , nAt <T igin

" : C[(Ax)2 + At] , 6> %
Uy, — Ul X1, ) <
cla?+@?] . e :%

hata tahminini saglayacak bi¢imde (¢ ’'niin her ikisi bagimsiz) hy ve C pozitif
sabiti mevcuttur. (4.7) kosulu (4.5)’den cok daha zayiftir. Bununla birlikte; niimerik
deneyler gostermektedir ki, (4.4) ifadesi Courant sayisinda herhangi kisitlama

olmaksizin 02% iken 6@—metodu ile genellestirilmis niimerik ¢oziimiin

yakinsaklig1 icin yeterlidir. Buna gore; kontrol ettigimiz niimerik deneyler,

oe [\/5,2) icin Ko(x)=K;(x)=0 ve e [\/%,2) icin
Ko(x) = K (x) = &(1-x)

durumlarimi ihtiva eder.
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4.4. Etkin Algoritmalar

Bu boliimde oncelikle bilinmelidir ki >0 oldugu zaman A, (4.8)’de
verildigi lizere Au=w formunun lineer denklem sistemlerini hizli bi¢imde
cozmeye ihtiyacimiz vardir. Kapali formda, bir 6nceki sistem

M

zak”k =Wo »
k=0
Uyt AUy Fty =Wy, , m=12... M -1, 4.17)

M
zbk”k =wy
k=0

olur. Buna gore bu boliimde (4.17) ¢6ziimil i¢in {i¢ etkin algoritma verecegiz.
[k metodumuz, Thomas algoritmasinin dosdogru bir degisimidir. d, =0,

ey =1, fo =0 olsun ve sonra

1 € Wy = =1
d =, =——m-1 1 . =_m -m=7 N :1,2,...,M _1
" A+d,,_ €m A+d,_, I A+d, "
rekiirans bagintilarim1 tammmlayalim. O zaman
Uy —d i1 =€t + frn » m=01...M -1 (4.18)

oldugu (4.17)’den tiimevarimla goriilebilir.
Ote yandan burada g,; =0, py; =1, g3 =0 olarak verilsin ve

Em =dm8m+1tem s Pm=dmPms1 » dm =dmmer + frp » m=M —-1.M =2,...0
rekiirans bagimtilarin1 tanimlayalim. Buna gore;
Uy = &mUo + Pmtipg + ¢, » m=01...M 4.19)

oldugu (4.18)’den tiimevarimla ispatlanabilir. (4.17)’nin ilk ve son esitliklerini
(4.19)’da yerine yazmak suretiyle

M M M
U Zakgk Ty Zakpk =wp— Zaqu
k=0 k=0 k=0

M M M
ug Zbkgk +y zbkpk =wy - Zkak
k=0 k=0 k=0

sistemi ¢oziilerek u, ve uy,; degerleri elde edilebilecegini buluruz. Bu sebeple
(4.17)'nin ¢oziimii (4.19)’dan saglanabilir. Yine (4.17) ¢oziimil icin bir bagka
algoritma tasarlamak iizere Sherman-Morrison-Woodbury formiiliinii kullanabiliriz.
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Buna gore B bir (M +1)X(M +1) matrisi ve U ile V ’de (M +1)xk ve

kx(M +1) matrisleri olsun. B ve [ +VB~'U nun her ikisinin nonsingiiler

oldugunu varsayalim. Ters matrisi degisim formiilii olarak duisiiniildiigii zamanlarda
Sherman-Morrison-Woodbury formiilii,

—1
(B+Uuv)'=p7"1- B_IU(I +VB‘1U) vB™! (4.20)

diye okunur. (4.20)’nin uygulamalar1 ve harika tarihsel siireci Hager (1989)
calismasinda mevcuttur. (4.20) nin kullanimin1 gerceklestirmek icin

1 0
1 4 1
1 4 1
B= .
1 41
L 0 1
seceriz ve bu durumda A=B+UV ’yi
0
00
U=|: :
00
0 1
ve
vl e ay ay
L by b - by by -1

ile ifade ederiz. y, By =w nun ¢dziimii ve (M +1)x2 tipinden W matrisi de
BW =U ’nun ¢6ziimii olsun. Bu durumda (4.20)’den goriiliir ki; (4.17) nin ¢dziimii,

u:[I—W(I+VW)_1]y

olur. u ve y’nin her ikisi de, B bir ii¢ kosegenli matris oldugundan Thomas
algoritmasi kullanilarak elde edilebilir. A matrisinin mithim bir 6zelligi; ilk ve son
satirlart hari¢, onun kosegen ve iki orta kdsegen olmayan kisimlari (késegen kismu
icin 4 ve iki orta kdsegen olmayan kismu igin 1) sabiti oldugudur. Bu miihim
ozelligi kullanmak iizere (4.17)’nin ¢6ziimii i¢in Liu ve Wu (1994) caligmasinin
asagidaki algoritmasini tanimlayalim.

A-VA -4 AN -4

Buna gore a=——7— Ve B — s x2—Ax+1=0

kuadratik denkleminin ¢oziimleri olmak iizere
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o 1
1 41
1 21
Ao = g ’
1 11
i 1 4]
olsun. Bu durumda Ay = LU esitligini
o -
l «
Il o
L= .
Il «a
L 1 a_
ve
B -
LB
1
v~ g
LB
(- 1_

ile ifade ederiz. Ote yandan y, Ayy=w’nmn ¢oziimi olsun. Ay’ LU
faktorizasyonundan dolayi, yukaridaki denklem sistemleri,

vo =B wpy
Vi = BWy = V1) sm=12,..M

rekiirans bagintisi ile verilen Lv =w ’nin ¢oziimii v olmak iizere,

{ YM =VMm
Y =Vm =B Yms1 > m=0L...M—1
rekiirans bagintis1 ile ¢oziilebilir. |,b’| <1 oldugundan yukaridaki prosediirler

kararlidir. z =u — y olsun, bu durumda
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M
Wwo — zakyk
k=0
0
Az= :
0
M
Wy — zbk)’k
k=0

yazilir. Burada
It A2m + 21 =0, m=12,...M —1

dikkate alinarak;

AN -4

> ,x2+/lx+1=0

kuadratik denkleminin bir ¢éziimii ve ¢, ¢ de iki

M M M
M~k k
CozakV +Clzak7 :WO_ZakYk
k=0 k=0 k=0

M A M
M —
COE byy +Cl§ by” =wy — E by yi
k=0 k=0 k=0

denklem sisteminin tarafindan belirlenen sabitler olmak iizere

Zm =c0}/M—m +oy™ , m=0,L..M

elde ederiz.
Sonug olarak,
u=y+z
alinarak (4.17)’nin ¢6ziimii saglanir. Bu algoritma, B ayn1 A, matrisi gibi secilerek

ters matris degisim formiiliinden ortaya cikarilabilir. Bununla birlikte, yukarida
formiile edilen prosediir ¢ok sezgiseldir.

Yukaridaki algoritmalari test etmek igin;Day (1982) geregince & =0.0144
iken

— —__t — 5
ul uxx_ e {x('x 1)+6(1+§)+2}7-xe(031)’0<tST
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1
u(0,1) = —5Iu(x,t)dx ,1t>0
0

1
u(l,t)= —5J-u(x,t)dx , >0
0

u(x,0)=x(x—1)+ , xe[0,1]

0
6(1+0)

ornegini kullanacagiz.

Cizelge 4.1. Hata ve zaman mukayeseli veriler

M N hata zaman
ileri Euler metodu (At =~0.4=* (Ax)2 )

32 2561 2.3e-06 50.5

65 10563  5.7¢e-07 401
M N hata zaman(AQ) zaman(Al) zaman(AQ) zaman(A0)
geri Euler metodu (At ~0.4= (Ax)a/z)
32 182 5.6e-05 3.98 8.65 8.50 4.22
65 525 1.9¢-05 333 46.2 49.2 21.7
130 1483 6.8e-06 384 216 285 120
Crank-Nicolson metodu (At ~ Ax)
32 32 2.1e-05 0.91 1.31 1.60 0.73
65 66 5.0e-06 4.60 4.92 6.36 2.88
130 131 1.2e-06 37 19 25 11
260 260 3.2e-07 440 76 113 45

Yukaridaki ornek; eger A katsayr matrisinin yapisi isletilmezse, o zaman
geri Euler ve Crank-Nicolson metotlari, ileri Euler metodunun yaptigindan daha
fazla CPU zamanmi harcayacagini gostermek icin Ekolin (1991) tarafindan
kullanildi. Bizim niimerik deneyimiz, MATLAB 4.2 kullanilarak bir Sun Sparcl 10
lizerine yapilmustir. Cizelge 4.1'de “hata”, max ‘u,';l —u(x,,,t, )

0<m<M ,<n<N

maksimum hatayr belirtir, “zaman”, CPU zamanini, sirasiyla, Ay , A, Ay ve

ile

Aj’de, standart MATLAB ¢6ziicii ve bu boliimde tanimlanan (uygun bi¢imde) li¢
algoritmay1 gosterir.

Yukaridaki bilgiler karsilastirilarak, siirpriz olmayan bir bicimde,Crank-
Nicolson metodunun diger ikisinden daha etkin oldugunu bulduk. Yine de, ileri
Euler metodu, hala, geri Euler metodunu performans dist birakmaktadir. Basit bir
hesap diisiisii gosterir ki, Gaussian eleminasyonlu (4.17) ¢6ziimiiniin (bir ¢ok carpim

ve bolim bakimindan) maliyeti M 2 phinkine orantildir, keza Ay, A, ve Az’li

(4.17) ¢oziimiiniin maliyeti de, sirastyla, 14M , 21M ve 8M civarindadir. Ay en
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hizli olmasina ragmen, diger iki algoritma daha genel lineer denklem sistemini
¢Ozmek i¢in kolayca doniistiiriilebilir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu ¢aligmada diferensiyel denklemler icin nonlocal problemlerin niimerik
¢oziimleri incelendi. Bu tiir problemlerin ¢dziimii i¢in sonlu fark metodu kullanildi.
Ayrica diizgiin sebekelerde iistel katsayili fark semasi kuruldu ve 6zellikleri verildi.
Yaklagik c¢oziimiin, kesin ¢oziime & ’a gore diizgiin yakinsak oldugu ispatlandi ve
yakinsama hizi belirlendi. Coziim yapilirken interpolasyon kuadrator formlarindan
yararlanildi. Burada kalan terim integral bigiminde alindi.

Singiiler 6zellikli diferensiyel denklemler yiiksek tiirevler karsisinda £ gibi
kiigiikk pozitif bir parametrenin bulundugu problemler olarak bilinir. Bu tiir
problemlerin ¢oziimii, cok degiskenli bir karakter gosterir. Yani ¢o6ziim, ince gecis
katlarinda hizli diger yerlerde diizenli ve yavas degisir. Dolayisiyla singiiler pertiirbe
problemlerin isleyisinde ciddi zorluklar ortaya cikmugtir. Bu zorluklar niimerik
coziimde de kendisini gostermistir. Klasik niimerik yontemler kararsizliklar1 yada
raksak olmalar1 nedeniyle uygulanmasi imkansiz olmustur. Bu nedenle &£ ’a gore
diizgiin yakinsaklik 6zelligine sahip niimerik metotlarin kurulmasi biiyiik 6nem
tasimaktadir.

Singiiler diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in bir program yapildi ve
yakinsama hizi belirlendi. Sadece sinir katlarinda uygun {istel katsayili sebekeye
ihtiya¢ duyuldugu, diger yerlerde klasik metodun kullanilabilecegi anlasildi. Alinan
£ degerleri kiiciildiik¢e kesin ¢oziime daha fazla yaklasan hata tahminleri bulundu.
Sinur katlarinda kurulan uygun iistel katsayili semanin kesin ¢oziime biiyiik dlgiide
yara sagladig1 anlasildi.

Ayrica metodun kullaniminin ekonomik ag¢idan maliyetinin minimum
oldugu anlasildi ve bu metodun uygun oldugu takdirde kullanilmasi gerektigi
sonucuna varildi.
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EKLER

EK1

3. BOLUM ALGORITMASI iCiN 1. PROGRAM

[ st s steste st s st steste sk e st sk s ke st st stk stesteseoskeste st stk st stetoskoskestsieokostetetokosolokokoskokskolokoskolokokokek /

/*Bu program nonlocal singiiler pertiirbe olmus sinir deger probleminin™*/
/*Q-basic’te niimerik ¢coziimiinii yapar™®/
/*********************************************************/

CLS

DIM AF(100), BF(100), FF(100), A(100), B(100), C(100), ALF(100), BTA(100),
Y (100), RH(100)

10INPUTE, H, N

IF N =-1 THEN 200

DEF FNA (L1, L2, H) = EXP(-(L1 + L2) * H) / (EXP(-(L1 * H)) - 1) * (EXP(-(L2
*H))- 1))

DEF FNB (L1, L2, H) = 1/ ((1 - EXP(-(L1 * H))) * (1 - EXP(-(L2 * H))))

DEF FNC (L1, L2, H) = (((1 + EXP(-(L1 * H))) / (1 - EXP(-(L1 * H))))) * (((1 +
EXP(-(L2 * H))) / (1 - EXP(-(L2 * H))))) - 1

REM Kovma Yonteminin Y0'a Uygulanmasi

ALF(1) =0: BTA(1)=0

FORI=1TON-1
AFD)=2*(I*H)+1):BFQ)=4-d*H)*2-2*I*H)-E: FFI)=2*E *({d
*H+D+(A-d*H)*@-d*H)"2-2*I*H)-E)

L1 = (AF() + SQR(AF(I) * 2 + 4 * BF(I))) / (2 *E)

L2 = (AF() - SQR(AF(I) ~ 2 + 4 * BF(I)))/ (2 *E)

A() =BF({) * FNA(L1, L2, H)

B(I) =BF(I) * FNB(L1, L2, H)

C(I) = (BFI)/2) * FNC(L1, L2, H)

ALFI+ 1) =B() / (CA) - ALFQ) * A(I))

BTAI+ 1) =(AQ) * BTA(I) + FF(D)) / (CA) - AF(I) * A1)

NEXT I

YN)=0:Y0)=0

FORJ=N-1TO 1STEP -1

YJ)=ALFJ+1)*YJ+1)+BTAJ + 1)

NEXTJ

FORJ=0TON

S$ = "Y () #HHH HHHHHEEEHAE

PRINT USING S$;J; Y(J)

NEXTJ

GOTO 10

200 INPUT N

IF N = -1 THEN 400



IF N = 10 THEN
FORJ=1TON

RH(J) = ABS(Y(J) - Y(2 *J))
S$ = "RH(H#): #H# S
PRINT USING S$; J; RH(J)
NEXT J

ELSE

FOR J =2 TO N STEP 2

RH(J) = ABS(Y(J) - Y(2 *J))
S$ = "RH(H): Hktt Skttt
PRINT USING S$; J; RH(J)
NEXT J

END IF

GOTO 200

400 END

36
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EK 2

3. BOLUM ALGORITMASI iCiN 2. PROGRAM

[ 3 e st st sk e steste s sk st st stk e stk sk steste st skt stk st stekosk sttt stk sdotokoskoskokokoksolokok ok /

// Bu program nonlocal singiiler pertiirbe olmus sinir deger probleminin */
/I C-programlama dilinde niimerik ¢6ziimiinii yapar */
”******************************************************/

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#include<conio.h>
int i,n,1;
float y[130],y1[130],y2[130],lambda,s0,s1,s2,s;
float alfa[130],beta[130],betal[130],ep,x,x0,x1,y00,y0n,h;
float A1,B1,C,F1,r1,r2,p;
float a(float x)
{return(2*(x+1));}
float b(float x)
{return(-x*x-2*x+4);}
float f(float x)
{return(-(exp(xX)+exp(x*x))); }
float L1(float x)
{return(.5*(a(x)+sqrt(pow(a(x),2)+4*b(x)))/ep);}
float L2(float x)
{return(.5*(a(x)-sqrt(pow(a(x),2)+4*b(x)))/ep); }
float max(float t1,float t2)
{return((t1<t2)?t2:t1);}
main()
{float y12[130],y13[130];
clrscr();
printf("a degeri :");scanf("%f",&x0);
printf("b degeri :");scanf("%f",&x1);
printf("epsilon  :");scanf("%{f",&ep);
printf("y0 degeri :");scanf("%f",&y00);
printf("nokta sayisi:");scanf("%d",&n);
h=(x1-x0)/n;
for(1=1;1<=3;1++)
{alfa[1]=0; beta[1]=1;betal[1]=0;
if(1!=1) {n=2%*n;h=h/2;}
for(i=1;i<=n-1;i++)

{x=x0+1*h;
Al=bx)*exp(-L1(x)*h)/((1-exp(-L1(x)*h))*(1-exp(L2(x)*h)));
B1=b(x)*exp(L2(x)*h)/((1-exp(-L1(x)*h))*(1-exp(L2(x)*h)));
C=b(x)*(1+exp(-(L1(x)-L2(x))*h))/((1-exp(-L1(x)*h))
*(1-exp(L2(x)*h)));
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F1=-1(x);
s=C-alfa[i]*Al;
alfa[i+1]=B1/s;
beta[i+1]=(Al*beta[i]+F1)/s;
betal[i+1]=(Al1*betal[i])/s;

}

y1[0]=y00; y1[n]=0;

y2[0]=0;y2[n]=1;

for(i=n-1;i>=1;i--) y1[i]=y1[i+1]*alfa[i+1]+betali+1];
for(i=n-1;i>=1;i--) y2[i]=y2[i+1]*alfa[i+1]+betal [i+1];
s1=0;s2=0;

for(i=n/2;i<=n;i++)

{s0=sin(x0+i*h)-sin(x0+(i-1)*h);
s1=s1+s0*(y1[i]-y1[i-1]);
$2=s2+s0*(y2[i]-y2[i-1]);}

lambda=s1/(1-s2);
for(i=0;i<=n;i++) {y[i]=yl[i]+lambda*y2[i];}
for(i=0;i<=n;i++)

{switch (1)

{case 1:y12[i]=y[i];break;

case 2:y13[i]=y[i];break;

}

}

}
n=n/4;h=4%h,;
rl=fabs(y12[0]-y13[0]);
for(i=1;i<=n;i++) rl=max(rl,fabs(y12[i]-y13[2*i]));
r2=fabs(y13[0]-y[0]);
for(i=2;i<=n*2;i=i+2) r2=max(r2,fabs(y13[i]-y[2*i]));
p=log(r1/r2)/log(2);
printf("r1=%10.7f 12=%10.7f p=%10.7f\n",r1,r2,p);
for(i=0;i<=n*4;i++) {x=x0+h*1/4;printf("{%4.2f, %10.8f}," x,y[i]);}
printf("\n"); printf("\n");
for(i=0;i<=n*2;i++) {x=x0+h*1/2;printf("{%4.2f, %10.8f}," x,y13[i]);}
printf("\n");printf("\n");
for(i=0;i<=n;i++) {x=x0+h*i;printf("{%4.2f, %10.8f},",x,y12[i]);}
getch();
1



39

OZGECMIS

1980 yilinda Diyarbakir'da dogdu. ik, orta ve lise ogrenimini
Diyarbakir’da tamamladi. 1998 yilinda Yiiziincii Y1 Universitesi Fen Edebiyat
Fakiiltesi Matematik Boliimiinii kazandi. 2002 yilinda boliimii basariyla bitirdikten
sonra aym yil Yiiziincii Y1l Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Matematik
Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Ogrenimine basladi ve devam etmektedir. Bu
zaman zarfinda dershanelerde Matematik ve Geometri 6gretmeni olarak gorev yapti.



