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ÖZET 

TÜREVL VE GENELLE T R LM TÜREVL ASAL HALKALAR 

NCEBOZ GÜNAYDIN, Hülya 

Doktora Tezi, Matematik Bölümü 

Tez Yöneticisi : Prof. Dr. Nurcan Argaç, Prof. Dr. Hatice Kandamar 

Eylül 2006, 98 sayfa 

Bu tez alt bölümden olu maktad r. Birinci bölümde, tez konusu tan t lm 

ve bu konu ile ilgili çal malar hakk nda k sa bilgi verilmi tir. 

kinci bölümde, bu tezi anlamada kolayl k sa layacak genel bilgiler yer 

alm t r. Ayr ca bu bölümde, halkalarda türev çe itleri, halka ve modül 

yap lar ndaki genelle tirilmi türev tan mlar verilmi , günümüze kadar bu 

konudaki çal malar n k sa bir özeti yap lm t r. 

Üçüncü bölümde, asal halkadaki polinom özde likleri üzerinde türev 

çal larak, halkan n yap s hakk nda baz sonuçlara ula lm ve bu sonuçlar yar -

asal halkalara geni letilmi tir. 

Dördüncü bölümde, asal halkalarda Jordan çarp m n, genelle tirilmi 

türev için baz özellikleri incelenmi tir. 

Be inci bölümde, tek yanl idealler üzerindeki multilineer polinomlar, 

genelle tirilmi türev için ele al nm t r. 

Son bölümde, bir modül yap s üzerindeki -sol çarpan dönü ümü, Jordan 

-sol çarpan dönü ümü, Lie ( , )-sol çarpan dönü ümü ve Bre ar genelle tirilmi 

Lie ( , )-türev tan mlar ilk kez verilmi ; Bre ar ve Nakajima anlam ndaki 

genelle tirilmi ( , )-türev kümelerinin aras nda bir izomorfizma olmas için bir 

gerek ve yeter ko ul verilmi tir. 

Anahtar sözcükler: Asal halka, yar -asal halka, türev, genelle tirilmi 

türev, ( , )-türev, genelle tirilmi  ( , )-türev, tam dizi. 
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ABSTRACT 

PR ME RINGS WITH DERIVATIONS AND GENERALIZED 

DERIVATIONS 

NCEBOZ GÜNAYDIN, Hülya 

Ph. D in Mathematics Department 

Supervisors : Prof. Dr. Nurcan Argaç, Prof. Dr. Hatice Kandamar 

September 2006, 98 pages  

This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the subject of 

thesis is introduced and the information about works which are related with this 

subject is shortly given.  

In the second chapter, general informations are founded to make easy 

understanding of the thesis. Furthermore in this chapter the types of derivations in 

rings, generalized derivations in rings and in module structures are given and a 

short summary of works about this subject so far is done. 

In the third chapter, having worked derivation on polynomial identities in 

prime rings, some corollories about structure of the rings are reached and these 

corollories are extended to semi-prime rings. 

In the fourth chapter, some properties of Jordan product in prime rings are 

investigated for generalized derivations. 

In the fifth chapter, multilinear polynomials on one sided ideals are 

considered for generalized derivations. 

In the last chapter, the definitions of -left multilier transformation, Jordan 

-left multiplier trans., Lie ( , )-left multiplier trans. and Bre ar generalized Lie 

( , )-derivation on module structure are initially given; a necessary and sufficient 

condition is given for the sets of generalized ( , )-derivations being isomorphic 

in the sense of Bre ar and Nakajima. 

Key Words: Prime ring, semi-prime ring, derivation, generalized 

derivation, ( , )-derivation, generalized ( , )-derivation, exact sequence.  
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1. G R

 
Asal halkalarda türev tan m n ilk kez 1957 y l nda Posner ortaya koymu tur. 

Posner (1957) bu çal mas nda, türevli asal halkalar n de i melili ini 

incelemi tir.  

Günümüze kadar türev konusuyla ilgili pek çok çal ma yap lm t r. Herstein 

(1979); Giambruno ve Herstein (1981); Lee, P. H. ve Lee, T.K. (1981), bu 

konudaki ilk çal anlar aras nda yer almaktad r. 

Daha sonraki y llarda, Jordan türev, Lie türev, ( , )-türev, Jordan ( , )-türev 

tan mlar verilmi ve asal halkalarda bu türevlerin sa lad özellikler 

ara t r lm t r. Ayr ca asal halkalarda elde edilen sonuçlar, yar -asal halkalara 

geni letilmeye çal lm t r. 

Giambruno ve Herstein (1981), bir asal halka üzerindeki bir türevin sabit bir 

pozitif tamsay kuvvetinin s f r olmas durumunda, türevin s f r dönü ümü 

oldu unu ispatlam lard r. Herstein (1982), bu kuvvetin merkezde olma 

durumunu incelemi tir. Chang (2003), multilineer polinomlar n türevini 

çal m t r. Ashraf ve Rehman (2002), bir halkan n s f rdan farkl bir ideali 

üzerindeki bir türevin sa lad özellikleri ara t rm lard r. 

1991 y l nda Bre ar, genelle tirilmi türevi tan mlam ve iki türevin bile kesi 

ile ilgili baz özellikler, genelle tirilmi türevlere ta m t r. Bu çal may Hvala 

(1998), Lee (1999) ve Lee ve Shiue (2001) gibi matematikçilerin çal malar 

izlemi bu çal malarda asal halka üzerinde tan ml genelle tirilmi türevlerin 

baz cebirsel özellikleri verilmi tir. 

Lee, T.K. (1999), her genelle tirilmi türevin, yar -asal halkan n sa 

Martindale kesirler halkas na tek türlü geni letilebilece ini ispatlam t r. 
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Nakajima (1999), bir modül yap s üzerinde, farkl bir genelle tirilmi türev 

tan mlay p, bu tip türevlerin kümesinin homolojik yap s n incelemi tir. Ayr ca 

Nakajima (2000a, 2000b), genelle tirilmi Jordan türev ve genelle tirilmi Lie 

türevi tan mlam , bu tür türevlerin kümesi ile genelle tirilmi türevlerin kümesi 

aras ndaki funktoral ba nt y ele alm t r. 

Hamaguchi (2001), Bre ar ve Nakajima anlam ndaki genelle tirilmi türev 

kümeleri aras nda bir izomorfizma olmas için bir gerek ve yeter ko ul vermi tir. 

Alba ve Argaç (2002), Nakajima (2000a, 2000b) deki sonuçlar , 

genelle tirilmi ( , )-türev, genelle tirilmi Jordan ( , )-türev ve genelle tirilmi 

Lie ( , )-türevlere geni letmi lerdir. 

Wei (2004), Giambruno ve Herstein (1981) in çal mas n genelle tirilmi 

türevlere ta maya çal m t r. 

Argaç ve Alba (2004), asal halkalar n türevi ile ilgili bilinen baz özellikleri, 

genelle tirilmi türevlere geni letmi lerdir.  

Bu tezin ilk amac , asal halkalarda türev konusuyla ilgili aç k noktalar 

kapatmakt r. Bu amaçla öncelikle, bir asal halkan n s f rdan farkl bir ideali 

üzerinde türev çal lm , daha sonra elde edilen sonuçlar, yar -asal halkalara 

geni letilmi tir. 

Benzer dü ünceyle, asal halkalarda genelle tirilmi türev ele al nm , Jordan 

çarp ml asal halkalar için baz özellikler elde edilmi tir. 

Üçüncü olarak, bir asal halkan n s f rdan farkl tek yanl ideali üzerindeki 

genelle tirilmi türevli multilineer polinomlar ele al nm t r. 

Son olarak, Hamaguchi (2001) ve Alba ve Argaç (2002) n çal malar ndan 

esinlenerek; ilk olarak -sol çarpan dönü ümü, Jordan -sol çarpan dönü ümü, 
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Lie ( , )-sol çarpan dönü ümü ve Bre ar genelle tirilmi Lie ( , )-türev 

tan mlar ilk kez bu tezde tan t lm , daha sonra da, Bre ar ve Nakajima 

anlam ndaki genelle tirilmi ( , )-türevler aras ndaki ili ki ara t r lm t r.  
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2. ÖN B LG LER   

Bu bölümde tezin okunabilirli ini kolayla t rmak için baz temel tan mlar 

ile, yap lacak ispatlarda çok s k kullan lacak olan asal ve yar -asal halkalar n baz 

özellikleri kolayl k sa lamak amac yla al nd klar kaynaklarla birlikte 

verilecektir. Bu çal ma boyunca halka kavram ile daima birle meli halka 

anla lacakt r. 

2.1 Genel Bilgiler 

Tan m 2.1.1 R bir halka olsun. a, b

 

R için aRb = 0 oldu unda a = 0 veya b = 0 

oluyorsa R halkas na asal halka denir.  

Tan m 2.1.2 R bir halka olsun. a 

 

R için aRa = 0 oldu unda a = 0 oluyorsa R 

halkas na yar -asal halka denir. 

Tan m 2.1.3 R bir halka olsun. Z(R) = { x 

 

R : xr = rx, her r 

 

R } kümesine R 

halkas n n merkezi denir.  

Z(R) R halkas n n bir alt halkas d r. 

Y.Özellik 2.1.1 R bir asal halka, a ve b R halkas n n herhangi iki eleman olsun.  

a  Z(R) ve ab  Z(R) ise b 

 

Z(R) veya a = 0 d r. 

Tan m 2.1.4 R bir halka ve m bir tamsay olsun. x 

 

R için mx = 0 oldu unda    

m = 0 veya x = 0 oluyorsa R halkas na m-torsion free halka denir. 

Tan m 2.1.5 R ve R

 

herhangi iki halka  ve f : R  R

 

bir toplamsal dönü üm 

olsun. Her x, y 

 

R için f(xy) = f(x) f(y) ise o zaman f dönü ümüne bir halka 

homomorfizmas , özel olarak R = R

 

ise o zaman f dönü ümüne R halkas n n 

endomorfizmas

 

denir. Her x, y 

 

R için f(xy) = f(y) f(x) ise o zaman f 

dönü ümüne bir ters-homomorfizma denir. 
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Not 2.1.1  Bu çal ma boyunca, R bir halka olmak üzere her x, y 

 
R için          

[x, y] = xy 

 
yx ile kommutatör çarp m; xoy = xy + yx ile de Jordan çarp m 

kastedilecektir. 

Tan m 2.1.6 R ve R

 

herhangi iki halka ve f : R  R

 

bir toplamsal dönü üm 

olsun. Her x 

 

R için f(x2) = f(x) f(x) ise o zaman f dönü ümüne bir Jordan 

homomorfizmas , her x, y 

 

R için f([x, y]) = [f(x), f(y)] ise o zaman f 

dönü ümüne bir Lie  homomorfizmas  denir. 

Tan m 2.1.7 U, R halkas n n bo olmayan bir alt kümesi olmak üzere  

Annr(U) = {r  R : Ur = 0 } kümesine U kümesinin sa s f rlayan , 

Annl(U) = {r  R : rU = 0 } kümesine U kümesinin sol s f rlayan , 

denir. 

Y. Özellik 2.1.2 (Lambek, 1966) R bir yar -asal halka ve U, R halkas n n bir 

ideali ise o zaman Annr(U) = Annl(U) olur. Bu durumda U idealinin s f rlayan 

Ann(U) ile gösterilir. 

Y. Özellik 2.1.3 (Lambek, 1966) Bir R yar -asal halkas n n bir U ideali için        

U  Ann(U) = 0 d r. 

Tan m 2.1.8 Bir R halkas n n U1 ve U2 idealleri için R = U1 + U2 ve U1 U2 = 0 

artlar sa lan yorsa o zaman R halkas U1 ve U2 ideallerinin direkt toplam d r 

denir ve R = U1 U2 ile gösterilir. 

Tan m 2.1.9 R bir halka ve J, R halkas n n bir sa ideali olsun. Her 0  r1, r2  R 

için r1r  0 ve r2r 

 

J olacak ekilde bir r  R varsa o zaman J idealine yo undur 

denir. 

Tan m 2.1.10 R bir halka olsun. Her a 

 

R için axa = a olacak ekilde bir x 

 

R 

varsa o zaman R halkas na regüler halka denir.  
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Y. Özellik 2.1.4 (Lecture notes on rings and modules (1972), Proposition 1.29) R 

bir regüler halka olsun. Her a, b 

 
R için, aR + bR = gR ve g2 = g olacak ekilde 

bir g  R vard r. Üstelik ga = a ve gb = b dir. 

Tan m 2.1.11 (Beidar, Martindale III and Mikhalev, 1996)  Bir R halkas n n tüm 

minimal sol ideallerinin toplam na R halkas n n sol socle  denir ve Socl(R) ile 

gösterilir. Benzer ekilde sa socle Socr(R) de tan mlanabilir. Socr(R) ile Socl(R) 

her zaman e it de ildir. R bir yar -asal halka ise Socr(R) = Socl(R) ve k saca 

Soc(R) ile gösterilir.  

Y. Özellik 2.1.5 (Beidar, Martindale III and Mikhalev, 1996) (i) R bir halka 

olsun. Socl(R), R halkas n n tüm minimal sol ideallerinin direkt toplam na e it 

olan bir idealdir. 

(ii) R, Soc(R) ideali s f rdan farkl olan bir primitif halka ise o zaman Soc(R) bir 

basit halkad r. 

Y. Özellik 2.1.6 (Lecture Notes on Rings and Modules (1972), Proposition 1.28) 

R, bir minimal sa ideali olan bir basit halka ise o zaman Socr(R) regülerdir. 

Tan m 2.1.12 (Hungerford, 1974) K birimli, de i meli bir halka ve A herhangi 

bir halka olsun. (A, +) bir birimli  K-modül ve her a  K; s, t  A için  

a(st) = (as)t = s(at) 

e itlikleri sa lan yorsa o zaman A yap s na bir K-cebir veya A, K de i meli 

halkas üzerinde bir cebirdir denir. 

Tan m 2.1.13 (Nakajima,1999) (i) A, K de i meli halkas üzerinde bir cebir, M 

bir sol ve sa K-modül ve M bir sol ve sa A-modül olsun. Her a 

 

A,  

 

K ve 

m 

 

M için, (am) = ( a)m = a( m), (ma) = (m )a = m(a ) ve m = m ise M 

yap s na A/K-bimodül denir. 



 
7

 
(ii) M ve N, A/K-bimodüller ve f : M  N bir dönü üm olsun. E er f hem K-

modül hem de A-bimodül homomorfizmas ise f dönü ümüne A/K-bimodül 

homomorfizmas  denir. 

Tan m 2.1.14 (Hungerford, 1974) {Mn : n 

 

Z } modüller ailesi ve                            

{ f : Mn  Mn-1 } homomorfizma ailesi için  

 Mn + 1 
1n

f
Mn 

n
f

Mn  1  

 

dizisinde her n  için Im( f n + 1) = Ker( f n) ise o zaman bu diziye bir tam dizi 

denir. 

Tan m 2.1.15 (Hungerford, 1974) A, B, C herhangi üç modül olsun.  

0  A 
g

 B 
h

 C  0

 

dizisi tam ise o zaman g bir monomorfizma ve h bir epimorfizmad r. Ayr ca 

Im(g) A ve C B/Im(g) dir. Böylece izomorf modüller özde le tirilerek           

C = B/A yaz labilir. 

Sonuç 2.1.1 (Hungerford, 1974) Tan m 2.1.15 deki dizinin tam olabilmesi için 

gerek ve yeter ko ul Ker(g) = 0, Im(h) = C ve Im(g) = Ker(h) olmas d r. 

Tan m 2.1.16 (Hungerford, 1974) A, B, C herhangi üç modül olmak üzere  

0  A  B  C  0

 

eklinde bir tam diziye k sa tam dizi denir. 

Y. Özellik 2.1.7 (Hungerford, 1974) A, B, C Herhangi üç modül olmak üzere 

0  A 
f

 B 
g

 C  0

 

k sa tam dizisi için a a daki ko ullar denktir: 

(i) hf = 1A olacak ekilde bir h : B  A homomorfizmas vard r. 
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(ii) Im( f ) alt modülü B modülünün bir direkt toplam terimidir. 

(iii) gk = 1C olacak ekilde bir k : C  B homomorfizmas vard r. Bu  

durumda B A C dir. 

Tan m 2.1.17 (Hungerford, 1974) Y. Özellik 2.1.7 denk ko ullar ndan biri 

gerçeklendi inde  

0  A  B  C  0

 

k sa tam dizisine parçalanabilir k sa tam dizi denir. 

Y. Özellik 2.1.8 (Hungerford (1974), Five Lemma) 

54321

54321

54321

BBBBB

AAAAA

  

Yukar daki diyagram, R-modüllerinin ve R-modül homomorfizmalar n n 

de i meli diyagram olsun. Bu durumda a a dakiler sa lan r: 

(i) 1 bir epimorfizma ve 2 ile 4 birer monomorfizma iseler, 3 bir 

monomorfizmad r. 

(ii) 5 bir monomorfizma ve 2 ile 4 birer epimorfizma iseler, 3 bir 

epimorfizmad r. 

Tan m 2.1.18 (Pasman, 1989) U, R asal halkas n n s f rdan farkl bir ideali olsun. 

U dan R içine olan tüm sol R-modül homomorfizmalar n n kümesine M diyelim. 

M = {(U, f) 

 

f : U  R sol R-modül homomorfizmas } 

üzerinde a a daki ekilde tan mlanan 

 

ba nt s bir denklik ba nt s d r.  

 (U, f)  (V, g) 

 

R nin s f rdan farkl bir W 

 

U 

 

V ideali üzerinde  f = g dir.
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M kümesinin bir (U, f) eleman n n denklik s n f n ),( fU ile gösterelim. 

M kümesinin denklik s n flar n n kümesine Ql(R) diyelim. Ql(R) kümesi 

a a daki tan mlar alt nda R halkas n kapsayan bir asal halkad r ve R, Ql(R) içine 

gömülebilir. 

),( fU  + ),( gV  = ),( gfVU

 

),( fU ),( gV  = ),( fgVU  

Ql(R) halkas na sol Martindale kesirler halkas

 

denir. Benzer ekilde sa 

Martindale kesirler halkas Qr(R) de tan mlanabilir. Tez boyunca Q ile R nin iki 

yanl Martindale kesirler halkas kastedilecektir.  

Qr(R) halkas n n merkezine R asal halkas n n geni letilmi merkezi 

(extended centroid) denir ve C ile gösterilir. Z(R) 

 

C oldu u aç kt r. Üstelik bir 

R asal halkas n n geni letilmi merkezi bir cisimdir. Ayr ca  

Qs(R) = {q  Qr(R) :  J  R (J, R nin ideali) için, qJ Jq  R } 

kümesi Qr(R) nin bir alt halkas d r. Bu alt halkaya R halkas n n simetrik 

kesirler halkas  denir. 

Herhangi bir R asal halkas n n sa Martindale kesirler halkas Qr(R) 

olmak üzere a a daki özellikler sa lan r: 

(i) R  Qr(R) dir. 

(ii) q  Qr(R) için qU 

 

R olacak ekilde R halkas n n s f rdan farkl

 

 bir U ideali vard r. 

(iii) q  Qr(R) ve R halkas n n s f rdan farkl herhangi bir U ideali için  
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qU = 0 ise o zaman q = 0 d r. 

(iv) R halkas n n s f rdan farkl bir ideali U ve  : U 

 
R sa R-modül 

dönü ümü ise o zaman her x 

 
U için (x) = qx olacak ekilde q  Qr(R) vard r. 

Tan m 2.1.19 R bir asal halka olsun. RC = RC halkas na R halkas n n merkezi 

kapan (central clouser) denir. RC bir asal halkad r. 

Qr, Ql, RC asal halkalar n n merkezleri e ittir. 

Tan m 2.1.20 Qr(R) halkas n n tan m nda R halkas n n s f rdan farkl iki yanl 

ideali yerine yo un sa ideali al n rsa elde edilen kesirler halkas na R halkas n n 

Utumi kesirler halkas

 

denir ve U(R) ile gösterilir. Tez boyunca yaz mda 

kolayl k sa lamas amac yla U(R) yerine U gösterimi kullan lacakt r. 

Tan m 2.1.21 q1, q2, , qn  Qr(R) ve 1, 2, n  C olmak üzere  

1q1 + 2q2 +...+ nqn = 0 

oldu unda her i 

 

{1, 2, .,n} için i = 0 oluyorsa qi elemanlar na C-ba ms z, 

en az bir i 

 

{1, 2, ,n} için i 

 

0 olmak üzere yukar daki e itlik 

gerçekleniyorsa, qi elemanlar na C - ba ml d r denir. 

Y. Özellik 2.1.9 (Beidar, Martindale III and Mikhalev, (1996), Remark 2.3.1) R 

bir asal halka ve q 

 

Qr(RC) olsun. q eleman R halkas n n her eleman yla yer 

de i tiriyorsa o zaman q  C dir. 

Y. Özellik 2.1.10 (Bre ar (1995), Lemma 1) R bir asal halka ve ai, bi 

 

Qs(R) 

olsun. Her x 

 

R için 

 

aixbi = 0 ise o zaman tüm ai elemanlar veya tüm bi 

elemanlar s f r olmad kça ai ve bi elemanlar C - ba ml d r. 

Y. Özellik 2.1.11 (Martindale III (1969), Theorem 2(a) n n sonucu) R bir asal 

halka olsun. ai, bi, cj, dj 

 

RC ve 1 

 

i 

 

m, 1 

 

j 

 

n olmak üzere, her x 

 

R için 
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i

m

i
i xba

1 

+ j

n

j
j xdc

1 

= 0 olsun. E er a1, a2, ..., am C-ba ms z ise, her bir             

bi ; d1, d2, ..., dn üzerinde C-ba ml d r. Benzer ekilde e er b1, b2, ..., bm 

elemanlar  C-ba ms z ise, her bir ai ; c1, c2, ..., cn üzerinde C-ba ml d r. 

Y. Özellik 2.1.12 (Bre ar (1995), Proposion 8) R bir asal halka olsun. 1  i 

 

m ve 

1

 

j 

 

n için aj, ci 

 

R ve fj : R 

 

R ve hi : R 

 

R herhangi dönü ümler olmak 

üzere her x, z  R için  

n

j 1

f j(z)xaj + 
m

i 1

ci zhi (x) = 0 

olsun. {a1, a2, , an} ve {c1, c2, ., cm} kümeleri C 

 

ba ms z ise o zaman  

f j(z) = - 
m

i 1

cizqij  ve  hi(z) = 
n

j 1

qijxaj 

olacak ekilde qij  Qr(RC) dir. 

Y. Özellik 2.1.13 (Herstein (1969), Lemma 1.1) I, R halkas n n s f rdan farkl bir 

sa ideali ve n sabit bir tamsay olsun. Her x 

 

I için xn = 0 ise o zaman R 

halkas n n s f rdan farkl bir nilpotent ideali vard r. 

Y. Özellik 2.1.14 (Bre ar (1993),  Theorem 1) R bir asal halka, charR 

 

2, R 

halkas n n bir ideali U ve  f : R 

 

R bir toplamsal dönü üm olsun. Her x 

 

U için 

xf(x) + f(x)x = 0 ise o zaman her x  R için  f(x) = 0 d r. 

Y. Özellik 2.1.15 (Zalar (1991), Proposition 1.4) R 2-torsion free yar -asal halka 

ve T : R 

 

R, her x 

 

R için T(x2) = x2 olacak ekilde bir toplamsal dönü üm ise 

o zaman her x, y  R için T(xy) = T(x)y dir.  

Tan m 2.1.22 (Hungerford, 1974) V, bir D bölüm halkas üzerinde bir sol vektör 

uzay ve R, HomD(V,V) endomorfizmalar halkas n n bir alt halkas olsun. Her n 
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pozitif tamsay s için, {u1, u2, ..., un}, V vektör uzay n n lineer ba ms z 

vektörlerinin kümesi ve {v1, v2, ..., vn} de V vektör uzay n n herhangi 

vektörlerinin kümesi olmak üzere (ui) = vi (i = 1, 2, ..., n) olacak ekilde R 

halkas n n bir 

 

eleman varsa o zaman R halkas na, V vektör uzay n n 

endomorfizmalar n n yo un halkas denir. 

Y. Özellik 2.1.16 (Hungerford (1974), Jacobson Yo unluk Teoremi) R bir 

primitif halka ve A bir faithful, basit (simple) R-modül olsun. A R-modülünü     

D = HomR(A,A) bölüm halkas üzerinde bir vektör uzay olarak dü ünelim. Bu 

durumda R, A vektör uzay n n endomorfizmalar n n yo un bir halkas na 

izomorftur. 

Y. Özellik 2.1.17 (Herstein, 1976) R bir halka ve S = RC, R halkas n n merkezi 

kapan olsun. R birimli ve basit bir halka ise o zaman Q = R = S dir. 

Tan m 2.1.23 (Herstein, 1976) R birimli ve basit bir halka olsun. R nin bir 

minimal sa ideali varsa o zaman R bir artinian halkad r. 

Y. Özellik 2.1.18 (Weddeburn-Artin Theorem) (i) R sonlu boyutlu, basit bir 

halka olsun. Uygun bir n tamsay s ve uygun bir F cismi için R 

 

Mn(F) dir 

(Rowen, 1976). 

(ii) R sol artinian, basit bir halka ise, uygun bir n tamsay s ve uygun bir D 

bölüm halkas için R  Mn(D) dir (Hungerford, 1974).   

Y. Özellik 2.1.19 (Beidar, 1978) R bir yar -asal halka ise, sol Utumi kesirler 

halkas da yar -asald r. Bir yar -asal halkan n geni letilmi merkezi ile sol Utumi 

kesirler halkas n n merkezi çak r. 

Tan m 2.1.24 (Koshlukov, 1999) K bir cisim, X ={x1, x2, } elemanlar 

de i meli olmayan bir küme olsun. K üzerinde, X ile üretilmi serbest cebir 

K(X), {
1 2 3

... ,...
ki i i ix x x x } kümesini taban kabul eden bir K-uzayd r. K(X) serbest 
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cebirinin elemanlar na polinom (polynomial) denir ve 1 2( , ,..., )nf x x x eklinde 

gösterilir. Taban elemanlar na da monomial denir. A, herhangi bir K-cebir ve                    

1 2( , ,..., )nf x x x

 
K(X) olmak üzere, her a1, a2, , an 

 
A için 1 2( , ,..., )nf a a a

 
= 

0 ise f polinomuna A kümesinin bir polinom özde li i (polinomial identity) 

denir ve A halkas na da polinom özde lik halkas (polinomial identity ring) 

denir ve k saca PI ile gösterilir.  

Tan m 2.1.25 (Beidar, Martindale III and Mikhalev, 1996) T = Q*CC{X} serbest 

çarp m n ele alal m. T kümesinin elemanlar na genelle tirilmi polinom 

(generalized polinomial) denir ve k saca GPI ile gösterilir. qi 

 

Q ve yi 

 

X 

olmak üzere, m = q0y1q1y2q2 ynqn tipindeki elemanlara monomial, qi 

elemanlar na da m monamial n n katsay lar

 

denir. T kümesinin her f eleman , 

monomiallerin sonlu toplam eklindedir ve bu gösterim tek türlüdür. 

Tan m 2.1.26 (Leron, 1975) K birimli ve de i meli bir halka, R bir K-cebir,   

1 2( , ,..., )nf x x x , katsay lar K da olan bir polinom ve n sabit bir tamsay olsun. 

Her ri 

 

R için 1 2( , ,..., )nf r r r

 

= 0 ise o zaman 1 2( , ,..., )nf x x x

 

polinomuna R 

halkas nda vanishing denir.  

Tan m 2.1.27 (Leron, 1975) K birimli ve de i meli bir halka, R bir K-cebir,   

1 2( , ,..., )nf x x x

 

katsay lar K da olan bir polinom ve m, n sabit tamsay lar olsun. 

Her ri 

 

R için 1 2( , ,..., )nf r r r m = 0 ise o zaman 1 2( , ,..., )nf x x x

 

polinomuna R 

halkas nda nil denir. 

Tan m 2.1.28 (Leron, 1975) K birimli ve de i meli bir halka, R bir K-cebir,   

1 2( , ,..., )nf x x x  katsay lar K da olan bir polinom ve n sabit bir tamsay olsun. Her 

ri 

 

R için 1 2( , ,..., )nf r r r

  

Z(R) ise o zaman 1 2( , ,..., )nf x x x polinomuna R 
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halkas nda merkezidir denir. Di er bir deyi le, 1 2( , ,..., )nf x x x

 
R de bir özde lik 

de il fakat  [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1]  R de bir özde liktir.  

Tan m 2.1.29 (Leron, 1975) K birimli ve de i meli bir halka, R bir K-cebir,   

1 2( , ,..., )nf x x x

 

katsay lar K da olan bir polinom ve n sabit bir tamsay olsun. Her 

ri 

 

R için 1 2( , ,..., )nf r r r m 

 

Z(R) olacak ekilde bir m tamsay s varsa o zaman 

1 2( , ,..., )nf x x x  polinomuna R de kuvvet merkezli denir. 

Tan m 2.1.30 Sn simetrik grup olmak üzere  

1 2( , ,..., )n ns x x x  =
nS

(sign ) x (1)x (2) x (n) 

polinomuna standart polinom denir. 

Tan m 2.1.31 1 2( , ,..., )nf x x x

 

K(X) polinomunda, bir xi eleman n n, her bir 

monomialdaki derecesi ayn ise bu polinoma homojen polinom denir. Örne in,        

x1
2x2 + x1x2x1 homojen bir polinomdur. (deg x1 = 2 ve deg x2 = 1 dir.) E er bir 

polinom homojen ve her bir xi eleman n n homojenlik derecesi 1 ise bu polinoma 

çoklu do rusal polinom  denir. Örne in, x1x2x3 

 

x1x3x2 homojendir ve her bir xi 

eleman n n homojenlik derecesi 1 dir. 

Y. Özellik 2.1.20 (Rowen, 1976) Her polinom, çoklu do rusal hale getirilebilir. 

Çoklu do rusalla t rmada, 1 2( , ,..., )nf x x x polinomu için 

1 2 1( , ,..., , )n ng x x x x  = 1 1 2( , ,..., )n nf x x x x

 

- 1 2( , ,..., )nf x x x

 

- 1 2( , ,..., )n nf x x x

 

e itli i kullan l r. 
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Tan m 2.1.32 1 2( , ,..., )nf x x x = x1x2 xn +  

nS

x (1)x (2) x (n)  (

  
(1)) 

e itli i, çoklu do rusal polinomun kullan l ifadelerindendir. Burada 

 
ve 

 
, C 

geni letilmi merkezinin elemanlar d r. 

Örnek: f(x1, x2) = x1x2 + x2x1  iki de i kenli çoklu do rusal polinomdur. 

Tan m 2.1.33 1 2( , ,..., )nf x x x multilineer polinomu,  

1 2( , ,..., )nf x x x = 
i

 

1 2 1 1( , ,..., , ,..., )i i i nt x x x x x    

eklinde ifade edilebilir. Burada ti, n-1 de i kenli multilineer polinom ve xi, ti 

polinomunun hiçbir monomial nda bulunmaz. 

Y. Özellik 2.1.21 (Martindale III (1969), Theorem 3) R bir asal GPI halkad r         

RC = RC (merkezi kapan ) s f rdan farkl bir H= Soc(RC) idealine sahip primitif 

halkad r ve e, RC nin minimal idempotent eleman olmak üzere, eHe, C üzerinde 

sonlu boyutlu bir bölüm cebiridir. 

Tan m 2.1.34 (Leron, 1975) R bir halka, R üzerindeki n n matrisler halkas Rn 

ve u = (A1, A2,..., Ak), Rn  in matrislerinin bir dizisi olsun. u dizisinin de eri       

u

 

= A1A2...Ak çarp m ve herhangi bir 

  

Sk için u dizisinin bir permütasyonu       

u

 

= (A (1), A (2),..., A (k)) olmak üzere, bir ai 

 

R (i = 1, 2, ., k) için                 

u = (a1e
1i 1j

, ..., ake
ki kj

) ise u dizisine basit dizi denir. (Basit dizilerin de eri her 

zaman aeij formundad r (a  R)). 

Tan m 2.1.35 (Leron, 1975) R bir halka, R üzerindeki n n matrisler halkas Rn 

ve u = ((A1, A2,..., Ak), Rn halkas n n matrislerinin bir basit dizisi olsun. b 

 

R 

olmak üzere, u

 

= beii 

 

0  ise u dizisine çift dizi, u

 

= beij 

 

0 (i 

 

j) ise u 

dizisine tek dizi denir. 
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Y. Özellik 2.1.22 (Leron (1975), Lemma 2) R bir halka, 1 2( , ,..., )kf x x x  bir çoklu 

do rusal polinom ve u = ((A1, A2,..., Ak), Rn in matrislerinin bir basit dizisi olsun. 

u tek ise o zaman f(u) = aeij (i 

 
j) olacak ekilde bir a 

 
R vard r.  

Y. Özellik 2.1.23 (Lee (1993), Lemma) R bir halka, 1 2( , ,..., )kf x x x

 

merkezi 

olmayan bir çoklu do rusal polinom ise o zaman f(r) = 1 2( , ,..., )kf r r r

  

0 olacak 

ekilde Rn in bir r = (r1, r2, ..., rk) dizisi vard r.  

Y. Özellik 2.1.24 (Herstein (1976), Kaplansky s Theorem) R bir basit, birimli ve 

GPI halka ise o zaman R sonlu boyutlu, merkezi, basit cebirdir, yani, R 

 

Mk(D) 

olacak ekilde bir D bölüm halkas vard r. 

Y. Özellik 2.1.25 (Lanski (1993), Lemma 2) R de i meli olmayan, merkezi 

üzerinde sonlu boyutlu bir basit cebir olsun. 1 2( , ,..., )tg x x x

  

R*Z(R)Z(R){xi} 

(Z(R) üzerindeki serbest çarp m), R için g, {x1, x2, ..., xt} lere göre derecesi d olan 

homojen özde lik ise öyle bir F cismi için, n 

 

1 olmak üzere, R 

 

Mn(F) dir ve 

ayr ca 1 2( , ,..., )tg x x x , Mn(F) için de bir özde liktir. 

Y. Özellik 2.1.26 (Chuang and Lee (1996), Main Theorem ) K birimli, de i meli 

bir halka, R bir yar -asal K-cebir, I R halkas n n bir sa ideali, t bir sabit tamsay 

ve 1 2( , ,..., )nf x x x , K üzerinde bir çoklu do rusal polinom olsun. a 

 

R ve her    

xi  I için a 1 2( , ,..., )nf x x x t = 0 ise her xi  I için a 1 2( , ,..., )nf x x x I = d r. 

Y. Özellik 2.1.27 (Wong (1996), Lemma 2) R, EndDV halkas n n bir yo un 

halkas , (x) de katsay lar EndDV halkas nda olan bir genelle tirilmi polinom 

olmak üzere 1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., xn 

 

R için ( 1 2( , ,..., )nf x x x ) =  0 

ko ulunu sa layan çoklu do rusal polinom ise o zaman her x 

 

EndDV için     

(x) = 0 d r. 



 
17

 
Y. Özellik 2.1.28 (Chuang and Lee (1996), Lemma 3) I, R asal K-cebirinin bir 

sol ideali ve 1 2( , ,..., )tg x x x

 
K üzerinde herhangi bir polinom olsun. Her               

xi 

 
I için a 1 2( , ,..., )tg x x x

 
= 0 olacak ekilde bir a 

 
R varsa o zaman a = 0 veya 

her xi  I için I 1 2( , ,..., )tg x x x = 0 d r. 

Y. Özellik 2.1.29 (Lee (1996), Proposition) I, R asal halkas n n s f rdan farkl bir 

ideali olsun. I, trivial olmayan bir polinom özde li ini sa larsa,  IC = eRC olacak 

ekilde bir e 

 

Soc(RC) idempotent eleman vard r ve 1 2( , ,..., )tf x x x , eRCe 

üzerinde merkezidir. 

Y. Özellik 2.1.30 (Chang (1988), Theorem 2) U, R halkas n n Utumi kesirler 

halkas olsun. U nun her rasyonel (yo un) alt modülü I ile U ayn GPI sa lar. 

(Dolay s yla I, IU, IQ ayn GPI sa lar). 

Y. Özellik 2.1.31 (Chang (2003), Lemma 3) R = Mt(F), I = eR =                        

(e11 + e22 + ... +ell)R ve 1 2( , ,..., )tf x x x , F üzerinde bir çoklu do rusal polinom ve             

A = { 1 2( , ,..., )tf x x x : xi 

 

I } olsun. 1 2( , ,..., )tf x x x , I sa idealinde bir özde lik 

de ilse her 

 

 F için i   l ve j 

 

l olmak üzere eij 

 

A d r. 

Y. Özellik 2.1.32 (Jacobson (1975), p.57, Theorem 2) R bir asal cebir olsun. R, 

trivial olmayan bir polinom özde li ini sa larsa o zaman R nin Z(R) deki 

lokalizasyonu RZ(R) de ayn polinom özde li ini sa lar.  

A a da, di er bölümlerde ele al nan ve genelle tirilmeleri verilen türev 

çe itlerinin baz lar hat rlat lacak ve bu konuda yap lm olan çal malar n k sa bir 

özeti sunulacakt r.  
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2. 2 Adi Türevli Halkalar   

Asal halkalarda türev üzerine ilk çal ma E. Posner taraf ndan 1957 

y l nda ba lat lm t r. Posner bu çal mas nda a a daki türev tan m n vererek, 

türevli asal halkalar n de i melili ini incelemi tir. Son yirmi y l a k n süredir, bu 

konu üzerine pek çok çal ma yap lm t r (Herstein, 1979; Giambruno and 

Herstein, 1981; Bell and Kappe, 1989; Bresar, 1991; Bell and Daif, 1995; Daif 

and Bell, 1992; Lee, P. H. And Lee, T. K., 1981;  daha birçok çal ma 

bulunabilir). 

Tan m 2.2.1 (Posner, 1957) R herhangi bir halka ve R halkas n n bir toplamsal 

dönü ümü d olsun. Her x, y 

 

R için d(xy) = d(x)y + xd(y) ise o zaman d 

dönü ümüne R halkas n n adi (ordinary) türevi veya k saca türevi denir. 

Tan m 2.2.2 R herhangi bir halka ve a 

 

R sabit bir eleman olmak üzere           

da: R

 

R dönü ümü her x 

 

R için da(x) = [a, x] olarak tan mlanan da 

dönü ümüne R halkas n n a eleman taraf ndan belirlenmi iç türevi denir. 

Tan m 2.2.3 R herhangi bir halka ve d R üzerinde bir toplamsal dönü ümü olsun. 

Her x 

 

R için d(x2) = d(x)x + xd(x) ise o zaman d dönü ümüne R halkas n n 

Jordan türevi denir.  

Yukar daki tan mdan da anla ld gibi her türevin bir Jordan türev 

oldu u aç kt r. Fakat tersi genelde do ru de ildir. Herstein (1969) bir asal 

halkada ve daha sonra Cusack (1975) herhangi bir R halkas nda baz ko ullar 

alt nda tersinin do ru oldu unu ispatlam lard r. 

Tan m 2.2.4 R herhangi bir halka ve R nin bir toplamsal dönü ümü d olsun. Her 

x, y 

 

R için d[x, y] = [d(x), y] + [x, d(y)] ko ulu sa lan yorsa o zaman d 

dönü ümüne R halkas n n Lie türevi denir. 
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Y. Özellik 2.2.1 (Posner (1957), Lemma 3)  R bir asal halka ve d : R 

 
R bir 

türev olsun. d(R) 

 
Z(R) ise o zaman R de i melidir veya d = 0 d r. 

Y. Özelik 2.2.2 (Posner (1957), Theorem 2) R bir asal halka ve d : R 

 
R 

s f rdan farkl bir türev olsun. Her x 

 

R için [d(x), x] 

 

Z(R) ise o zaman R 

de i melidir. 

Y. Özellik 2.2.3 (Lee, P. H. And Lee, T. K. (1981), Theorem 3) R bir asal halka, 

charR 

 

2 ve d R halkas n n bir türevi olsun. d 2(R) 

 

Z(R) ise o zaman d = 0 

veya R de i melidir. 

Y. Özellik 2.2.4 (Giambruno and Herstein (1981), Theorem 1) R bir asal halka ve 

d : R 

 

R bir türev olsun. n 

 

1 sabit bir tamsay olmak üzere, her x 

 

R için 

d(x)n = 0 ise o zaman d = 0 d r.  

Y. Özellik 2.2.5 (Herstein, 1982) R de i meli olmayan bir asal halka, d R nin 

s f rdan farkl bir türevi ve n bir pozitif tamsay olsun. Her x 

 

R için             

d(x)n  Z(R) ise o zaman R, s4 standart polinomunu sa lar.  

Y. Özellik 2.2.6 (Bre ar (1993), Theorem 4.1) I, R asal halkas n n s f rdan farkl 

bir ideali, d ve g, R halkas n n her u 

 

I için d(u)u 

 

ug(u) 

 

Z(R) özelli ini 

sa layan iki türevi olsun. E er d 

 

0 ise o zaman R de i melidir.  

Y. Özellik 2.2.7 (Ashraf and Rehman, 2002) I, R asal halkas n n s f rdan farkl 

bir ideali olsun. d, R halkas n n her x, y 

 

I için d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) =  

xy + yx olacak ekilde bir türevi ise o zaman R de i melidir. 

Tan m 2.2.5 (Bre ar and Vukman, 1990) R bir halka, X bir sol R-modül ve        

D : R 

 

X bir toplamsal dönü üm olsun. Her x, y  R için D(xy) = xD(y) + yD(x) 

ise o zaman D dönü ümüne sol türev denir.  
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Y. Özellik 2.2.8 (Bre ar and Vukman (1990), Proposition 1.6) R bir asal halka, X 

bir sol R-modül ve D : R  X bir sol türev olsun.  

(i) a  R ve x  X için aRx = 0 ise a = 0 veya x = 0 d r. E er D  0 ise R  

de i melidir. 

(ii) X = R bir yar -asal halka olsun. Bu durumda D, R halkas ndan Z(R) 

içine tan ml bir türev dönü ümüdür.  

Y. Özellik 2.2.9 (Bre ar (1995), Corollary 4.3, Theorem 4.18) I, R asal halkas n n 

bir ideali olsun. f1,  f2,  f3,  f4 : I 

 

R toplamsal dönü ümler olmak üzere, her       

x, y  I için   

(x, y) = f1(x)y + xf2(y) + f3(y)x + yf4(x)  

dönü ümü tan mlans n.  

(i) Her x, y  I için (x, y) = 0 ise o zaman her x  I için 

f1(x) = - xa + (x),       f2(x) = ax - (x) 

  f3(x) = - xb + (x),       f4(x) = bx - (x) 

olacak ekilde a, b  Qs(R) ve ,  : I 

 

C toplamsal dönü ümleri vard r.  

(ii) Her x, y  I için (x, y)  Z(R) ve charR  2, 3 ise R, s4 standart  

polinomunu sa lar veya her x, y  I için (x, y) = 0 d r.  

(iii) Her x, y  I için (x, y) = 0 ve baz i  {1, 2, 3, 4} için fi dönü ümleri 

s f rdan farkl türev iseler o zaman R de i melidir.  
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Y. Özellik 2.2.10 (Hvala (1998), Lemma 2) R bir asal halka ve f : R 

 
RC her     

x, y 

 
R için f(xy) = f(x)y ko ulunu sa layan bir toplamsal dönü üm olsun. O 

zaman her x  R için f(x) = qx olacak ekilde bir q  Qr(RC) vard r. 

Y. Özellik 2.2.11  (Chang and Lee (1998), Theorem 1) R bir asal halka, a 

 

R, I 

R halkas n n [I, I]I 

 

0 olacak ekilde bir sa ideali, d R halkas n n bir türevi ve 

dimCRC  4 olsun. Her x, y  I için ad([x, y])n  Z(R) ise o zaman ad(I) = 0 veya 

d, Q Martindale kesirler halkas n n, pI = 0 olacak ekilde bir p eleman ile 

belirlenmi bir iç türevdir. (E er d([x, y])na 

 

Z(R) ise o zaman a = 0 veya d, Q 

nun pI = 0 olacak ekilde bir p eleman ile belirlenmi bir iç türevdir). 

Y. Özellik 2.2.12 (Lee (1999), Teorem 2) R halkas n n bir yo un sa idealinden 

U Utumi kesirler halkas içine tan ml her türev, U ya tek türlü geni letilebilir. 

Y. Özellik 2.2.13 (Beidar, Martindale III and Mikhalev (1996), Proposition 2.5.1) 

Bir yar -asal R halkas n n her türevi, sol Utumi kesirler halkas na tek türlü 

geni letilebilir ve R halkas n n her türevi, tüm U üzerinde tan mlanabilir. 

Y. Özellik 2.2.14 (Beidar (1978), Lemma 1, Theorem 1) R bir yar -asal halka, U 

R halkas n n Utumi kesirler halkas ve B, C geni letilmi merkezindeki tüm 

idempotentlerin kümesi olsun. O zaman U, ortogonal tam B-cebirdir. B nin 

herhangi bir maksimal P ideali için PU, U nun bir asal idealidir ve bu ideal, U 

nun tüm türevleri alt nda sabit kal r. Üstelik {PU : P, B nin herhangi bir asal 

ideali}= 0 d r. 

Tan m 2.2.6 (Beidar, Martindale III and Mikhalev, 1996) d, R asal halkas n n 

s f rdan farkl bir türevi ve I, R halkas n n s f rdan farkl bir ideali olsun. Her       

ri 

 

I için, 1 2 1( , ,..., , ( ),..., ( ))n nf r r r d r d r

 

= 0 ise 1 2 1( , ,..., , ( ),..., ( ))n nf x x x d x d x

 

ifadesine I idealinde bir differansiyel özde lik (differential identity) denir.   
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Y. Özellik 2.2.15 (Kharchenko, 1978) d, R asal halkas n n s f rdan farkl bir 

türevi ve I, R halkas n n s f rdan farkl bir ideali olsun.                                            

1 2 1( , ,..., , ( ),..., ( ))n nf x x x d x d x , I idealinde bir differansiyel özde lik, yani, her    

r1, r2,...., rn  I için 

1 2 1( , ,..., , ( ),..., ( ))n nf r r r d r d r  = 0 

olsun. Bu durumda a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) d, Q Martindale kesirler halkas nda bir iç türevdir yani her x 

 

R için             

d(x) = [q, x] olacak ekilde bir q 

 

Q vard r ve I,  

1 2 1( , ,..., , , ,..., , )n nf r r r q r q r  = 0  

polinom özde li ini sa lar. 

(ii)        I ideali, 

1 2 1 2( , ,..., , , ,..., )n nf x x x y y y

 

genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. 

Y. Özellik 2.2.16 Her xi 

 

R için d( 1 2( , ,..., )nf x x x ) = 1 2( , ,..., )d
nf x x x

 

+                

1 2( , ,..., ( ),..., )i nf x x d x x

 

oldu u aç kt r. Burada 1 2( , ,..., )d
nf x x x

 

polinomu,      

1 2( , ,..., )nf x x x polinomunda her bir 

 

katsay s n n yerine d( ) al nmas yla elde 

edilir.  

Y. Özellik 2.2.17 (Rowen (1980), Exercise 2.3.4) 

 

bir sonsuz cisim, R 

 

üzerinde bir cebir ve H 

 

üzerinde bir de i meli cebir olsun. R halkas n n her 

özde li i, R H için de bir özde liktir. 

Y. Özellik 2.2.18 (Beidar, Martindale and Mikhalev, (1996), Corollary 4.2.2 or 

Vonessen (1994), Theorem 3.3) D, merkezi C üzerinde sonlu boyutlu bir bölüm 
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cebiri ve F, D nin bir maksimal alt cismi olsun. Bu durumda F C yi kapsar ve 

ayr ca D CF 

 
Mn(F) ve dimC(D) = n2, dimC(F) = n olacak ekilde bir n do al 

say s vard r. 

Y. Özellik 2.2.19 (Wong (1996), Theorem 2) d, R asal halkas n n bir türevi, I R 

halkas n n s f rdan farkl bir ideali, 1 2( , ,..., )nf x x x

 

çoklu do rusal polinom ve   

m, n 

 

1 sabit tamsay lar olsun. Her x1, x2,..., xn 

 

I için d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m 

 

Z(R) ise o zaman 1 2( , ,..., )nf x x x

 

çoklu do rusal polinomu merkezi polinomdur 

veya R, s4 standart polinomunu sa lar.  

Y. Özellik 2.2.20 (Chang, 2003) d, R asal halkas n n bir türevi, I, R halkas n n 

s f rdan farkl bir ideali, 1 2( , ,..., )nf x x x

 

bir çoklu do rusal polinom ve m, n 

 

1 

sabit tamsay lar olsun. a 

 

R ve x1, x2,..., xn 

 

I olmak üzere 

a(d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m = 0 oldu unda a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) aI = 0 d r. 

(ii) d(I)I = 0 d r. 

(iii)  [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] xn+2 ,  I idealinde bir polimom özde li idir. 

Y. Özellik 2.2.21 (Chang (1998), Theorem 1) I, R asal halkas n n s f rdan farkl 

bir sa ideali olsun. I, merkezi bir diferansiyel özde li e sahipse o zaman R bir 

PI-halkad r. 

Y. Özellik 2.2.22 (Lee (1992), Theorem 3) R bir yar -asal halka ve U, R 

halkas n n Utumi kesirler halkas olsun. U nun her rasyonel R alt modülü I ile U 

ayn diferansiyel özde li i sa lar. 

Y. Özellik 2.2.23 (Hamaguchi, 2001) A birimli olmayan bir K-cebir ve A

 

kümesi, 
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A = {(n, a) 

 
n  K,  a  A} 

eklinde tan ml bir küme olsun. A

 
kümesi üzerinde o i lemi, her n1, n2 

 
K ve 

a1, a2  A için   

(n1, a1)o(n2, a2) = (n1n2, n1a2 + n2a1 + a1a2)  

olarak tan mlans n. Buna göre a a dakiler sa lan r: 

      (i) A , birimli bir K-cebirdir.  

(ii) M bir A/K-bimodül ise, M A /K-bimodüldür (Burada modül i lemleri,  

i = 1, 2 olmak üzere, her mi  M, ai  A ve ni  K için, (n1, a1).m1 = n1m1 + a1m1  

ve  m2. (n2, a2) = n2m2 + m2a2 dir). 

(iii) d : A  M bir türev olsun. Bu durumda, 

 

 : A

  

M vard r ve         

((n, a)) = d(a) eklinde tan ml d r. Ayr ca A = d dir.  

2. 3 Genelle tirilmi Türevli Halkalar  

Genelle tirilmi türev kavram ilk olarak 1991 y l nda Bre ar taraf ndan 

verilmi tir. 

Tan m 2.3.1 (Bre ar, 1991) R herhangi bir halka ve d : R 

 

R bir toplamsal 

dönü üm olsun. Her x, y  R için 

d(xy) = d(x)y + x (y) 

olacak ekilde R halkas n n bir 

 

türevi varsa o zaman d dönü ümüne R 

halkas n n bir genelle tirilmi türevi denir ve genellikle (d, ) ile gösterilir. 
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Genelle tirilmi türev kavram n n türev ve sol çarpan (yani f(xy) = f(x)y 

ko ulunu sa layan R halkas n n toplamsal dönü ümleri) kavramlar n içerdi i 

aç kt r. 

Tan m 2.3.2 (Bresar, 1991) R bir halka olsun. a ve b 

 

R olmak üzere her x 

 

R 

için d(x) = ax + xb ile tan ml d : R 

 

R dönü ümüne R halkas n n a ve b 

elemanlar ile belirlenmi iç türev (Bre ar anlam nda) veya k saca 

genelle tirilmi iç türev denir. 

Türev (adi türev) ve genelle tirilmi iç türev genelle tirilmi türeve örnek 

te kil ederler. Ayr ca Rx = 0 oldu unda x = 0 özelli ine sahip bir R halkas nda,   

h : R 

 

R bir fonksiyon olmak üzere her x, y 

 

R için d(xy) = d(x)y + xh(y) 

olacak ekilde bir d : R 

 

R toplamsal dönü ümü varsa o zaman d dönü ümü h 

ile tek türlü belirlenir ve üstelik burada h bir türevdir (Bre ar (1991), Remark 1). 

Genelle tirilmi türev tan m Ribenboim (1980) taraf ndan da verilmi tir ve bu tür 

yüksek türevlerin modül yap lar incelenmi tir. Genelle tirilmi türevlerin di er 

özellikleri Hvala (1998) ve Lee (1999) taraf ndan ele al nm t r. Hvala 1998 

y l nda yay nlad

 

çal mas nda genelle tirilmi türevleri cebirsel aç dan 

incelemi tir. Lee 1999 y l nda yapt çal mas nda her genelle tirilmi türevin 

Qr(R) sa Martindale kesirler halkas n n bir genelle tirilmi türevine tek türlü 

geni letilebilece ini ispatlam t r. Lee ve Shiue 2001 y l nda genelle tirilmi 

türevli polinom özde li i sa layan baz sonuçlar vermi lerdir. 

imdi genelle tirilmi türevlerde yap lan çal malar n k sa bir özetini 

sunal m: 

Y. Özellik 2.3.1 (Hvala, (1998), Lemma 3) R de i meli olmayan bir asal halka ve 

F : R 

 

C bir genelle tirilmi türev olsun. O zaman F = 0 d r. 
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Y. Özellik 2.3.2 (Hvala (1998), Theorem 2) R de i meli olmayan, CharR 

 
2 bir 

asal halka ve f, g : R 

 
R, her x 

 
R için [f(x), g(x)] = 0 olacak ekilde s f rdan 

farkl iki genelle tirilmi türev olsun. Bu durumda, her x 

 
R için f(x) = g(x) 

olacak ekilde bir 

  

C vard r.  

Y. Özellik 2.3.3 (Rehman (2002 ), Theorem 4.1) I, R asal halkas n n s f rdan 

farkl bir ideali ve F, R halkas n n her x, y 

 

I için F(xoy) = xoy olacak ekilde, d 

ile belirlenen bir genelle tirilmi türevi olsun. E er F = 0 veya d 

 

0 ise R 

de i melidir.  

Y. Özellik 2.3.4 (Rehman (2002), Theorem 4.2) I, R asal halkas n n s f rdan 

farkl bir ideali ve F, R nin, her x, y  I için F(xoy) + xoy = 0 olacak ekilde, d ile 

belirlenen bir genelle tirilmi türevi olsun. E er F = 0 veya d 

 

0 ise o zaman  R 

de i melidir.  

Y. Özellik 2.3.5 (Wei (2004), Theorem 5) I, R asal halkas n n s f rdan farkl iki 

yanl ideali ve d, I üzerinde bir genelle tirilmi türev olsun. n pozitif bir tamsay 

olmak üzere, her x  I için d(x)n = 0 ise o zaman d = 0 d r. 

Y. Özellik 2.3.6 (Lee (1999), Theorem 4) R bir yar -asal halka olsun. R nin bir 

yo un sa idealinden U Utumi kesirler halkas içine tan ml her genelle tirilmi 

türev g, U ya tek türlü geni letilebilir ve bu türev, 

 

U da bir türev ve a 

 

U 

olmak üzere g(x) = ax + (x) eklindedir. Üstelik a ve , g taraf ndan tek türlü 

belirlenir.  

Nakajima (1999), bir K de i meli halkas üzerindeki bir A cebirinden bir 

M A/K-bimodülüne olan yeni bir genelle tirilmi türev çe idi tan tm ve bu tür 

türevlerin kategorik özelliklerini incelemi tir. Ayr ca Nakajima, (2000b) 

çal mas nda yüksek mertebeden genelle tirilmi türev, genelle tirilmi Jordan 
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türev ve genelle tirilmi Lie türev tan mlar n verip, 1999 ve 2000a y llar nda 

yapm oldu u çal malar ndaki baz özellikleri yüksek mertebeden 

genelle tirilmi türevler için vermi tir.  

Nakajima n n (1999) çal mas ndaki baz tan m ve sonuçlar a a da 

özetlenmi tir.  

Bu bölümde, K de i meli halka, A bir K-cebir ve M bir A/K-bimodül 

al nacakt r.  

Tan m 2.3.3 f : A  M  K-modül homomorfizmas , her x  A için, 

f(x2) = f(x)x + xd(x) 

e itli ini sa l yorsa f dönü ümüne Bre ar anlam nda genelle tirilmi Jordan 

türev denir. Burada d Jordan türevdir. 

Tan m 2.3.4 f : A  M  K-modül homomorfizmas , her x, y  A için, 

f([x, y]) = [f(x), y] + [x, d(y)] 

e itli ini sa l yorsa  f dönü ümüne Bre ar anlam nda genelle tirilmi Lie türev 

denir. Burada d Lie türevdir. 

Tan m 2.3.5 (Nakajima, 1999) w  M olmak üzere her x, y  A için  

f(xy) = f(x)y + xf(y) + xwy    (2.3.1)  

ile tan ml bir K-modül f : A 

 

M dönü ümüne bir genelle tirilmi türev 

(Nakajima anlam nda) denir ve ( f, w) ile gösterilir.  

Tan m 2.3.1 de verilen genelle tirilmi türev kavram , d : A 

 

M türev 

olmak üzere her x, y  A için     

f(xy) = f(x)y + xd(y)     (2.3.2) 
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ko ulunu sa layan bir K-modül f : A 

 
M dönü ümü olarak modül yap s 

üzerine ta nabilir. Bu durumda (2.3.1) de yer alan tan m n (2.3.2) deki 

genelle tirilmi türev tan m n kapsad aç kt r. Ayr ca benzer ekilde Tan m 

2.3.2 de verilen (Bre ar, 1991) anlam ndaki genelle tirilmi iç türev dönü ümü de 

bu çal mada, m, n  M olmak üzere her x  M için 

fm,n (x) = mx +xn     (2.3.3) 

olarak tan mlanan K-modül  fm,n : A 

 

M dönü ümüdür. 

Tan m 2.3.6 (Nakajima, 1999) m, n  M olmak üzere her x, y  A için  

fm,n(xy) = fm,n(x)y + x fm,n(y) + x(m  n)y  (2.3.4)  

olacak ekilde bir K-modül fm,n : A 

 

M dönü ümüne genelle tirilmi iç türev 

denir.  

Bu bölümde genelle tirilmi iç türev tan m olarak (2.3.4) kullan lacakt r. 

Ayr ca Nakajima a a daki tan mlar vermi tir (Nakajima, 2000a). 

Tan m 2.3.7 (Nakajima, 2000a) f : A 

 

M bir K-modül dönü ümü olsun. w 

 

M 

olmak üzere her x  A için      

f(x2) = f(x)x + x f(x) + xwx     

ile tan ml (f, w) dönü ümüne bir genelle tirilmi Jordan türev denir. 

Tan m 2.3.8 (Nakajima, 2000a) w  M olmak üzere her x, y  A için 

f([x, y]) = [f(x), y] + [x,  f(y)] + xwy 

 

ywx 

olarak tan mlanan ( f ,w) dönü ümüne bir genelle tirilmi Lie türev denir.    

A a daki kümeler bir K-cebir A dan bir A/K- bimodül M ye olan baz 

dönü ümlerin kümelerini gösterecektir: 
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Derk(A,M) : Türevlerin kümesi, 

Innk(A,M): ç türevlerin kümesi, 

JDerk(A,M) : Jordan türevlerin kümesi, 

LieDerk(A,M) : Lie türevlerin kümesi, 

BDerk(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi türevlerin kümesi, 

BInnk(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi iç türevlerin kümesi, 

BJDerk(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi Jordan türevlerin kümesi, 

BLieDerk(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi Lie türevlerin kümesi, 

gDerk(A,M) : Genelle tirilmi türevlerin kümesi (Nakajima anlam nda), 

gInnk(A,M): Genelle tirilmi iç türevlerin kümesi, 

gJDerk(A,M) : Genelle tirilmi Jordan türevlerin kümesi, 

gLieDerk(A,M) : Genelle tirilmi Lie türevlerin kümesi,  

Yukar da tan mlanan kümelerin tümü, f, g 

 

Derk(A,M) (JDerk(A,M), 

LieDerk(A,M), Innk(A,M)), her a  K ve x  A için 

(f  + g)(x) = f(x) + g(x) ve (af)(x) = af(x) 

ve benzer ekilde (f, m), (g, n) 

 

gDerk(A,M) (gJDerk(A,M), gLieDerk(A,M), 

gLieDerk(A,M)) ve her a  K için 

(f, m) + (g, n) = (f + g, m + n) ve a(f, m) = (af, am) 

i lemlerine göre K-modül yap s ndad r.  

Bu tan mlardan hareketle gDerk(A,M) ve Derk(A,M) K-modülleri 

aras ndaki ba nt a a daki özellikler yard m yla verilebilir. 
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Bu bölümde, genelle tirilmi türev dendi inde, Nakajima anlam nda 

genelle tirilmi türev anla lacakt r. Ayr ca m ile soldan çarp m fonksiyonu için 

ml gösterimi kullan lacakt r. 

Y. Özellik 2.3.7 (Nakajima (1999), Lemma 2.1) (f, m) : A 

 

M bir 

genelle tirilmi türev olsun. O zaman her x, y  A için f(xy) = f(x)y + xd(y) olacak 

ekilde bir d: A 

 

M türevi vard r. E er { m 

 

M

 

Am = 0 } = 0 ise o zaman d,  

f  ile tek türlü belirlenir.  

Y. Özellik 2.3.8 (Nakajima (1999), Lemma 2.2) d : A 

 

M bir türev olsun. O 

zaman bir s f rdan farkl m 

 

M için f  

 

d olacak ekilde (f = d+ml, -m) 

dönü ümü bir genelle tirilmi türevdir.  

Y. Özellik 2.3.7 ve Y. Özellik 2.3.8 den yararlanarak gDerk(A,M) ve 

Derk(A,M) K-modülleri için a a daki özellik verilebilir. 

Y. Özellik 2.3.9 (Nakajima (1999), Theorem 2.4) M bir A\K-bimodül olsun. O 

zaman M(m) = (ml, -m) ve M( f, m) = f + ml olmak üzere 

0  M M  gDerk(A,M) M  Derk(A,M)  0 

dizisi K-modüllerin parçalanabilir tam dizisidir. Burada dönü ümler, her m 

 

M 

için M(m) = (ml, -m) ve her (f, m) 

 

gDerk(A,M) için M((f, m)) = f + ml  olarak 

tan mlanm t r.  

Nakajima (2000a) çal mas nda genelle tirilmi Jordan (Lie) türevler ve 

Jordan (Lie) türevler için a a daki gibi baz elemanter özelliklere yer verilmi tir. 

Y. Özellik 2.3.10 (Nakajima (2000a), Lemma 2.1, 2.5)  f : A  M bir K-do rusal 

dönü üm ve w 

 

M olsun. O zaman a a dakiler sa lan r: 
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(i) (f, w) bir genelle tirilmi Jordan (Lie) türevse o zaman f + wl ve f + wr  

dönü ümleri Jordan (Lie) türevlerdir. 

(ii) F bir Jordan (Lie) türev ise o zaman (f + wl, -w) ve (f + wr, -w) 

dönü ümleri genelle tirilmi Jordan (Lie) türevlerdir. 

Genelle tirilmi türevlere benzer olarak, genelle tirilmi Jordan ve Lie 

türevlerin kategorik uygulamalar a a daki özellik yard m yla verilebilir. Bu 

özellik, gJDerk(A,M) ve JDerk(A,M) s ras yla, gLieDerk(A,M) ve LieDerk(A,M) 

K-modülleri aras ndaki ili kiyi gösterir. 

Y. Özellik 2.3.11 (Nakajima (2000a), Theorem 2.3, 2.6) M(m) = (ml, -m) ve  

M(f, m) = f + ml olmak üzere  

0  M M  gJDerk(A,M) M  JDerk(A,M)  0 

ve  

0  M M  gLieDerk(A,M) M  LieDerk(A,M)  0 

dizileri K-modülleri olarak parçalanabilir tam dizilerdir. 

2.4 Genelle tirilmi ( , )-Türevli Halkalar 

Tan m 2.4.1 

 

ve , bir A halkas n n K-endomorfizmalar olmak üzere,               

d : A 

 

M dönü ümü, her x, y  A için 

d(xy) = d(x) (y) + (x)d(y) 

e itli ini sa l yorsa d dönü ümüne ( , )-türev denir. 

Tan m 2.4.2 d : A 

 

M dönü ümü, her x  A için 

d(x2) = d(x) (x) + (x)d(x) 
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e itli ini sa l yorsa d dönü ümüne Jordan ( , )-türev denir. 

Tan m 2.4.3 d : A 

 
M dönü ümü, her x, y  A için 

d([x, y]) = [d(x), y] ,  + [d(y), x] ,

 

e itli ini sa l yorsa d dönü ümüne Lie ( , )-türev denir. Burada her x, y 

 

A 

için [x, y] ,

 

= x (y) - (y)x dir. 

Tan m 2.4.4 f : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas , d bir ( , )-türev olmak 

üzere, her x, y  A için 

f(xy) = f(x) (y) + (x)d(y) 

e itli i sa lan yorsa f dönü ümüne Bre ar anlam nda genelle tirilmi

 

( , )-

türev denir ve ( f, d) ile gösterilir. 

Tan m 2.4.5  f : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas , d bir Jordan ( , )-türev 

olmak üzere, her x  A için 

f(x2) = f(x) (x) + (x)d(x) 

e itli i sa lan yorsa f dönü ümüne Bre ar anlam nda genelle tirilmi

 

Jordan 

( , )-türev denir. 

Tan m 2.4.6 (Argaç and Alba , 2002)  f : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas , 

m  M olmak üzere, her x, y  A için 

f(xy) = f(x) (y) + (x)f(y) + (x)m (y) 

e itli ini gerçekliyorsa f dönü ümüne genelle tirilmi

 

( , )-türev (Nakajima 

anlam nda) denir ve ( f, m) ile gösterilir. 

Tan m 2.4.7 (Argaç and Alba , 2002)  f : A 

 

M  K-modül homomorfizmas ,       

m  M olmak üzere, her x  A için 

f(x2) = f(x) (x) + (x) f(x) + (x)m (x) 
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e itli ini gerçekliyorsa  f dönü ümüne genelle tirilmi

 
Jordan ( , )-türev denir. 

Tan m 2.4.8 (Argaç and Alba , 2002) f : A 

 
M K-modül homomorfizmas ,      

m  M olmak üzere, her x, y  A için 

f([x, y]) = [f(x), y] ,

 

- [f(y), x] ,

 

+ (x)m (y) - (y)m (x) 

e itli ini gerçekliyorsa  f dönü ümüne genelle tirilmi

 

Lie ( , )-türev denir. 

Tan m 2.4.9 (Argaç and Alba , 2002) f : A 

 

M K-modül homomorfizmas ,      

m, n  M olmak üzere, her x, y  A için 

f(xy)m,n = fm,n(x) (y) + (x)fm,n(y) + (x)(-m - n) (y) 

e itli ini gerçekliyorsa  f dönü ümüne genelle tirilmi

 

iç ( , )-türev denir.   

A a daki kümeler bir K-cebir A dan bir A/K- bimodül M ye olan baz 

dönü ümlerin kümelerini gösterecektir: 

Derk
( , )(A,M) : ( , )-türevlerin kümesi, 

Innk
( , )(A,M): ( , )-iç türevlerin kümesi, 

JDerk
( , )(A,M) : Jordan ( , )-türevlerin kümesi, 

LieDerk
( , )(A,M) : Lie ( , )-türevlerin kümesi, 

BDerk
( , )(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi ( , )-türevlerin kümesi, 

BInnk
( , )(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi iç ( , )-türevlerin kümesi, 

BJDerk
( , )(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi Jordan ( , )-türevlerin 

kümesi, 

BLieDerk
( , )(A,M) : Bre ar anlam nda genelle tirilmi Lie ( , )-türevlerin 

kümesi, 
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gDerk

( , )(A,M) : Genelle tirilmi ( , )-türevlerin kümesi (Nakajima anlam nda), 

gInnk
( , )(A,M): Genelle tirilmi iç ( , )-türevlerin kümesi, 

gJDerk
( , )(A,M) : Genelle tirilmi Jordan ( , )-türevlerin kümesi, 

gLieDerk
( , )(A,M) : Genelle tirilmi Lie ( , )-türevlerin kümesi.  

A a da genelle tirilmi ( , )-türevlerle ilgili daha önce elde edilmi 

sonuçlar verilmi tir:  

Y. Özellik 2.4.1 (Argaç and Alba (2002), Lemma 3.1) ( f, m) bir ( , )-türev 

olsun. Her s, t 

 

A için, f(st) = f(s) (t) + (s)d(t) olacak ekilde bir d : A 

 

M 

( , )-türevi vard r. Üstelik, {m  M  Am = 0} = 0 ve  : A 

 

A dönü ümü örten 

ise o zaman  d,  f  ile tek türlü belirlenir. 

Y. Özellik 2.4.2 (Argaç and Alba (2002), Lemma 3.2)  d : A 

 

M bir         

( , )-türev olsun. O zaman s f rdan farkl bir m 

 

M için,  f 

 

d

 

olacak ekilde                        

(f = d + ml , -m) dönü ümü bir genelle tirilmi ( , )-türevdir. 

Y. Özellik 2.4.3 (Argaç and Alba (2002), Theorem 3.1) {m 

 

M 

 

Am = 0} ve    

 

: A 

 

A dönü ümü örten olsun. Bu durumda a a daki dizi, parçalanabilir tam 

dizidir: 

0  M M  gDer( , )(A,M) M  Der( , )(A,M)  0 

Burada dönü ümler: Her m 

 

M ve her ( f, m) gDer( , )(A,M) için, M(m) =   

(ml , -m) ve  M( f, m) = f + ml

 

olarak tan mlanm t r. 



 
35

 
Y. Özellik 2.4.4 (Argaç and Alba (2002), Theorem 4.1) {m 

 
M 

 
Am = 0} ve    

 
: A 

 
A dönü ümü örten olsun. Buna göre a a daki dizi, parçalanabilir tam 

dizidir: 

0  M M  gJDer( , )(A,M) M  JDer( , )(A,M)  0 

Burada dönü ümler: Her m 

 

M ve her (f, m) gDer( , )(A,M) için, M(m) =    

(ml , -m) ve  M(f, m) = f + ml

 

eklinde tan ml d r. 

Y. Özellik 2.4.5 (Argaç and Alba (2002), Theorem 4.2){m 

 

M 

 

Am = 0} ve    

 

: A 

 

A dönü ümü örten olsun. Buna göre a a daki dizi, parçalanabilir tam 

dizidir: 

0  M M  gLieDer( , )(A,M) M  LieDer( , )(A,M)  0 

Burada dönü ümler: Her m 

 

M ve her ( f, m) 

 

gDer( , )(A,M) için, M(m) =   

(ml , -m) ve  M( f,m) = f + ml

 

eklinde tan ml d r.  
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3. DEAL ÜZER NDEK AD TÜREVLER 

3.1 Asal Halkalarda Türev  

Bu bölüm, Y. Özellik 2.2.7 nin bir genelle tirilmesidir. Ayr ca bu 

bölümde, Utumi kesirler halkas ve Martindale kesirler halkas için, tezin ilk 

bölümünde verildi i gibi, s ras yla U ve Q gösterimleri kullan lacakt r.  

Teorem 3.1.1 I, R asal halkas n n s f rdan farkl iki yanl ideali ve n, pozitif sabit 

bir tamsay olsun. d, R halkas n n her x, y  I için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n  

= xy + yx olacak ekilde bir türevi ise o zaman R de i melidir. 

spat: d = 0 ise o zaman her x, y 

 

I için xy + yx = 0 d r. Bu e itlikte y yerine yz 

al n r, xy = - yx oldu unu kullan l rsa, her x, y, z 

 

I için y[x, z] = 0 elde edilir. 

Buradan her x, z 

 

I için IR[x, z] = 0 bulunur. I 

 

0 ve R asal halka oldu u için, 

her x, z  I için [x, z] = 0 d r. O halde R de i melidir. 

imdi d 

 

0 ve her x, y 

 

I için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n = xy + yx 

oldu unu kabul edelim. O halde I bu diferansiyel özde li i sa lar. Y. Özellik 

2.2.15 kullan larak d, Q Martindale kesirler halkas n n bir A eleman ile 

belirlenmi bir iç türevidir, yani  d = ad(A) d r, veya I, her x, y 

 

I ve her                   

z, w  R için 

(zy + xw + wx + yz)n  = xy + yx 

polinom özde li ini sa lar. Bu durumda  

z = w = 0 al n rsa her x, y 

 

I için xy + yx = 0 elde edilir. O halde biraz 

önce gördü ümüz gibi R de i melidir.  

imdi d = ad(A) oldu unu kabul edelim. O zaman her x, y  I için 
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([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n = xy + yx 

olur. Y. Özellik 2.1.30 dan I ve Q ayn genelle tirilmi polinom özde li ini 

sa lad ndan her x, y 

 
Q için 

([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n = xy + yx 

bulunur. Üstelik R asal oldu unda Q da asal oldu u için R yerine Q alabiliriz.    

A 

 

R ve R halkas n n merkezi C olur. Q merkezi kapal asal C-cebir 

oldu undan, R merkezi kapal asal C-cebirdir yani RC = R dir. Y. Özellik 2.1.21 

den RC (ve dolay s yla R) primitif halkad r. Böylece Y. Özellik 2.1.16 dan R, bir 

D bölüm halkas üzerindeki bir V vektör uzay n n lineer dönü ümlerinin yo un 

halkas na izomorftur.  

Öncelikle dimDV 

 

3 oldu unu kabul edelim: 

1. Ad m: Amac m z herhangi bir v 

 

V için, v ve Av nin D-ba ml oldu unu 

göstermektir. E er Av = 0 ise o zaman {v, Av} D-ba ml d r. Bu nedenle Av 

 

0 

oldu unu kabul edebiliriz. Av ve v lineer ba ms z ise o zaman dimDV 

 

3 

oldu undan, {v, Av, w} lineer ba ms z olacak ekilde bir w 

 

V vard r. I 

idealinin yo unlu undan  

xv = 0,  xAv = w,  yv = 0,  yAv = 0  ve  yw = v 

olacak ekilde x, y 

 

I vard r. Buradan 

(-1)nv = ([A, x]y + x[A, y] +[A, y]x +y[A, x])nv = (xy + yx)v = 0 

eklinde bir çeli kiye ula r z. Bu nedenle her v 

 

V için v ve Av lineer 

ba ml d r.  
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2. Ad m: Her v 

 
V için Av = v olacak ekilde bir 

  
D var oldu unu 

göstermek istiyoruz. v, w lineer ba ms z olsun. dimDV 

 
3 oldu undan, {u, v, w} 

lineer ba ms z olacak ekilde bir u 

 
V vard r. 1. Ad mdan, 

Av = vv,     Aw = ww,      Au = uu 

olacak ekilde u, v, w 

 

D vard r. O halde  

A(u + v + w) = (u + v + w)

 

u + v + w 

e itli ini sa layan bir 

 

u + v + w 

 

D vard r. Buna göre,  

0 = (

 

u + v + w 

 

v)v + (

 

u + v + w - w)w + (

 

u + v + w - u)u 

d r. v, u, w 

 

V lineer ba ms z olduklar ndan, u = v = w = 

 

u + v + w, yani , v 

nin seçimine ba l de ildir. O halde her v 

 

V için Av = v olacak ekilde bir      

  

D vard r.  

imdi herhangi r  R ve v  V için  

Av = v ,      r(Av) = r(v )     (3.1.1) 

ve ayn zamanda  

A(rv) = (rv)

       

(3.1.2) 

elde edilir. (3.1.1) ve (3.1.2) den her v  V için 

0 = A(rv) 

 

r(Av) = [A, r]v 

bulunur. Böylece herhangi bir v  V için  

0 = [A, r]v 

dir. V, indirgenemez sol faithful R-modül oldu undan, her r  R için 

[A, r] = 0 
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olur. O halde A 

 
Z(R) dir ve dolay s yla d = 0 elde edilir. Bu ise bir çeli kidir. O 

halde dimDV 

 
2 olmal d r. Q birimli halka oldu undan ve R ile Q yu yer 

de i tirdi imiz için R de birimlidir. R birimli, basit ve bir genelle tirilmi 

polinom özde li ini sa l yor ise Y. Özellik 2.1.24 den R, merkezi üzerinde sonlu 

boyutlu merkezi, basit cebir olur. O halde Y. Özellik 2.1.25 den R 

 

Mk(F) 

olacak ekilde uygun bir F cismi vard r ve üstelik Mk(F) ile R ayn 

genelle tirilmi polinom özde li i sa lar.  

k  3 ise, 1. Ad mdan çeli ki elde ederiz. O halde k 

 

2 olmal d r.  

k = 1 ise, R halkas n n de i meli oldu u aç kt r. Böylece R  M2(F) kabul 

edebiliriz ve M2(F),  

([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n = xy + yx 

genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. [A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x] 

ifadesini K ile gösterelim. x = e12 ve y = e21 seçersek K = 0 olur. Buradan, 0 = Kn 

= xy + yx = e11 + e22 

 

0 bulunur. Bu ise bir çeli kidir. O halde k = 1, yani R 

de i melidir.  

Y. Özellik 3.1.1 R = Mk(F), charF 

 

2, bir F cismi üzerindeki k k tipindeki 

matrisler halkas ve n sabit bir tamsay olsun. A = (aij), R halkas n n, her x, y 

 

R 

için ([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n  (xy + yx) 

 

F olacak ekilde s f rdan 

farkl bir matrisi ise o zaman A merkezi bir matristir.  

spat: k 

 

3 oldu unu kabul edelim. i, j, r farkl indisler ve amn 

 

F olmak üzere     

q = 

 

amnemn olsun. A kö egen olmayan bir matris olsun. Sabit i 

 

j için aij 

 

0 

olsun. i, j, r farkl indisleri için x = ejr, y = eri seçersek, xy + yx = eji olur.            

[A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x] = [A, xy + yx] ifadesini K ile gösterelim. O 

zaman  
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K = Aeji - ejiA 

ve 

Kn = ( 1) ( ) ( )
l l t

ji ji
l t n

e A Ae

 

olur. Hipotezden,  

( 1) ( ) ( ) ( )
l l t

ji ji ji
l t n

e A Ae e F

   

(3.1.3)  

elde ederiz. Bu matrisin tüm bile enleri : 

 

j. Sat rdaki terimler (ejiA)n den, 

 

i. Sütunundaki terimler (Aeji)
n den gelir.  

Ayr ca (Aeji)
n den gelen bile enler, herhangi h 

 

j, i için tüm ahjaij
n-1ehi 

bile enlerini ele alal m. Birinci olarak bu bile enlerin (ejiA)n de yer almad n 

belirtelim. O halde h 

 

i ve (3.1.3) deki matris merkezi olmak zorunda 

oldu undan, herhangi h  i, j için ahjaij
n-1 = 0 oldu u aç kt r. 

aij 

 

0 oldu undan, her h 

 

i, j için ahj = 0 bulunur. imdi sabit k 

 

i, j için                 

xy + yx = ejk seçilirse,  

( 1) ( ) ( ) ( )
l l t

jk jk jk
l t n

e A Ae e F

   

(3.1.4)                               

elde edilir. Her k 

 

i, j için akj = 0 oldu unu biliyoruz, yani (3.1.4) deki matris   

ejk 

 

F ye indirgenir bu ise bir çeli kidir. O halde her i 

 

j için aij = 0 d r yani A 

matrisi kö egen matristir.  

imdi de k = 2 oldu unu kabul edelim. Buradan  
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[A, xy + yx]n  (xy + yx)  F  ve  R = M2(F) 

dir. n çift ise [A, xy + yx]n 

 
F dir. Buradan xy + yx 

 
F bulunur. x = e11, y = e12 

seçersek xy +yx = e12 

 
F olur bu ise bir çeli kidir. n = 2t + 1 tek ise her x, y  R 

için 

[A, xy + yx]2t [A, xy + yx] = (xy + yx) + 

 

olacak ekilde bir 

  

F vard r. Üstelik [A, xy + yx]2t = 

 

olacak ekilde bir 

 

 F 

vard r. Buradan  

[A, xy + yx] = (xy + yx) + 

 

elde edilir. Özel olarak x = e11 y = e12 al n rsa  

[A, e12] = e12 + 

 

olacak ekilde , 

  

F vard r. Burada iki durum söz konusudur: 

(i)  = 0 ise [A, e12]
2t = 0, buradan da  e12[A, e12]

2t = 0 d r. O halde A  

matrisinin (2,1) bile eni yani a21 = 0 d r. 

(ii) 

 

 0 ise  

B = [A,e12]  e12  F 

bulunur. B merkezi oldu undan B = 
,

ij ij
i j

b e

 

matrisinde b11 = b22  olmaktad r. 

Üstelik a21 = b11, a21 = b22 dir. O zaman 2 a21 = 0 olur. CharR 

 

2 ve 

  

0 

oldu undan a21 = 0 d r. Benzer ekilde a12 = 0 oldu u görülür. Bu nedenle A,       

k = 1 ve R de i meli olmas durumu d nda her iki durumda da kö egen 

matristir. 
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Di er taraftan i 

 
j için, (x) = (1 

 
eij)x(1 + eij) eklinde tan ml 

 
dönü ümü, Mk(F) üzerinde bir iç otomorfizmad r.  Bu nedenle (A) = tt tt

t

a e

 
+ 

(aii 

 
ajj)eij  kö egen matris olmak zorundad r, yani her i 

 
j için aii = ajj dir. O 

halde A merkezi matristir. 

Teorem 3.1.2 R, charR 

 

2 bir asal halka, I R halkas n n s f rdan farkl iki yanl 

ideali, d R halkas n n bir türevi ve n sabit bir tamsay olsun. Her x, y 

 

I için                     

(d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n  (xy + yx)  

 

Z(R) ise o zaman R de i melidir. 

spat: d = 0 ise her x, y  I için xy + yx 

 

Z(R) dir ve R ayn özde li i sa lar. Bu 

durumda bu özde lik polinom özde li idir ve bu nedenle R ile Mn(F) ayn 

özde li i sa layacak ekilde uygun bir F cismi vard r. x = e12 ve y = e22 al rsak,  

xy + yx 

 

Z(R) elde ederiz. Bu ise bir çeli kidir. O halde n = 1 yani R 

de i melidir. Bu nedenle d 

 

0 oldu unu kabul edebiliriz.  

Z(R) = 0 ise o zaman her x, y  I için 

(d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n = xy + yx  

dir ve Teorem 3.1.1 den R de i melidir.  

Z(R)  0 ise kabulümüzden I  Z(R)

 

0 d r. R halkas n n merkezi kesirler 

halkas RZ(R) olmak üzere, RZ(R) nin s f rdan farkl iki yanl bir ideali J olsun.        

J 

 

R, R nin bir ideali oldu undan J 

 

R 

 

Z(R) 

 

0 d r. Böylece J, RZ(R) deki 

tersinir bir eleman içerdi inden, RZ(R) birimli bir basit halkad r. Hipotezden, her 

x, y  I ve her r  R için I ideali, 

[(d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n  (xy + yx), r ] = 0 



 
43

 
diferansiyel özde li ini sa lar.  

d iç türev de ilse, Y. Özellik 2.2.15 den I,  

[(zy + xw + yz + wx)n  (xy + yx), r ] = 0 

polinom özde li ini sa lar. Burada z = w = 0 al n rsa  

[xy + yx, r] = 0 

özde li ini elde ederiz.Bu durumda Y. Özellik 2.1.25 den R ile Mm(F) ayn 

polinom özde li ini sa layacak ekilde uygun bir F cismi vard r. Bu nedenle      

xy + yx matrisi, Mm(F) de merkezidir.   

m 

 

2 olsun ve x = e12 ve y = e22 seçelim. O zaman xy + yx = e12

 

Z(R) 

bulunur. Bu ise hipotezimizle çeli ir. O halde m 

 

1, yani R de i melidir.   

imdi d, Q Martindale kesirler halkas n n bir A eleman yla belirlenen 

bir iç türev olsun. Burada d 

 

0 oldu undan A 

 

0 kabul edebiliriz. Y. Özellik 

2.1.33 den R ve RZ(R) ayn polinom özde li ini sa lad ndan her x, y  RZ(R) için 

([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n  (xy + yx)  Z(RZ(R)) 

bulunur. RZ(R) birimli ve basit oldu undan, R halkas n n birimli ve basit oldu unu 

kabul edebiliriz. Bu durumda her x, y  R için 

([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n  (xy + yx)  Z(R)  

dir. Bu nedenle R bir genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar ve R birimli, 

basit bir halkad r. Y. Özellik 2.1.17 den Q = RC = R dir ve R halkas n n bir 

minimal sa ideali vard r. O halde A 

 

R = Q ve Tan m 2.1.23 den R, basit 
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artinian halkad r yani Y. Özellik 2.1.24 den D, Z(R) üzerinde sonlu boyutlu bir 

bölüm halkas olmak üzere R = Mk(D) dir. Y. Özellik 2.1.25 den R 

 
Mk(F) 

olacak ekilde uygun bir F cismi vard r ve üstelik Mk(F), her r  R için  

[([A, x]y + x[A, y] + [A, y]x + y[A, x])n  (xy + yx), r] = 0 

polinom özde li ini sa lar. Y. Özellik 3.1.1 den A merkezi bir matristir. 

Dolay s yla d = 0 d r. spat n ilk ba lang c nda belirtildi i gibi R de i melidir. 

Sonuç 3.1.1 I, R asal halkas n n s f rdan farkl bir ideali ve d, R halkas n n bir 

türevi olsun. 

(i) Her x  I için d(x2) = x2 ise o zaman R de i melidir. 

(ii) CharR 

 

2 ve her x 

 

I için d(x2) - x2 

 

Z(R) ise o zaman R 

de i melidir. 

spat: (i) Her x 

 

I için d(x)x + xd(x) = x2 ifadesi do rusalla t r l rsa her x, y 

 

I 

için 

d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) = xy + yx 

elde ederiz. n = 1 için Teorem 3.1.1 göz önünde bulundurulursa, R de i melidir. 

(ii) Her x  I için d(x)x + xd(x) - x2  Z(R) do rusalla t r l rsa her x, y  I için 

d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x)  (xy + yx)  Z(R) 

elde edilir. n = 1 için Teorem 3.1.2 göz önünde bulundurulursa R de i melidir.  

A a daki örnekler, Teorem 3.1.1 deki asall k ko ulunun 

kald r lamayaca n gösterir:    
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Örnek: S herhangi bir de i meli halka olsun. 

(i) R = 
a

  
: a, b  S

0 0

b

  
ve  I =  

0

  
: a  S

0 0

a

 
olsun. d : R 

 
R 

dönü ümü,  d
a

0 0

b

 

= 
0

0 0

a

  

eklinde tan mlans n. R kümesi, matrislerdeki 

toplama ve çarpma i lemleri alt nda bir halka te kil eder. Ayr ca I, R halkas n n 

bir idealidir ve d, R halkas n n s f rdan farkl bir türevidir. n sabit pozitif bir 

tamsay olmak üzere, her x, y 

 

I için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n = xy + yx  

dir fakat R de i meli de ildir.   

(ii) R = 
a

  

: a, b, c  S
0

b

c

 

ve  I =  
0

  

: a  S
0 0

a

 

olsun. d : R 

 

R 

dönü ümü, d
a

0

b

c

 

= 
0

0 0

a b c

 

eklinde tan mlans n. R, matrislerdeki 

toplama ve çarpma i lemleri alt nda bir halkad r. I, R halkas n n bir idealidir ve d, 

R halkas n n s f rdan farkl bir türevidir. n sabit pozitif bir tamsay olmak üzere, 

her x, y 

 

I için d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) = xy + yx  dir fakat R de i meli 

de ildir.        
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3.2 Yar -Asal Halkalarda Türev  

imdi Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 nin yar -asal halkalara 

genelle tirilebilece ini görelim: 

Teorem 3.2.1 R bir yar asal halka ve n sabit pozitif bir tamsay olsun. d R 

halkas n n türevi olmak üzere, her x, y 

 

R için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n = 

xy + yx ise o zaman R de i melidir. 

spat: R yar asal halka oldu undan, Y. Özellik 2.1.19 dan Z(U) = C dir. O halde 

Y. Özellik 2.2.13 den d, U Utumi kesirler halkas na tek türlü geni letilebilir.      

Y. Özellik 2.1.30 dan U ve R ayn polinom özde li ini sa lad ndan her            

x, y 

 

U için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n = xy + yx elde edilir. B, C deki tüm 

idempotentlerin tam Boole cebiri ve M, B nin maksimal ideali olsun. 

Y. Özellik 2.2.14 den U, ortogonal tam B-cebiridir. MU, U nun bir asal 

idealidir ve bu ideal d türevi alt nda sabit kal r. U 

 

MU = U olarak gösterelim ve 

U üzerinde tan ml olan d yard m yla bir d türevini tan mlayal m. Bu nedenle d , 

U üzerinde, d türevinin U üzerinde sa lad özellikleri sa lar. Ayr ca U , asal 

halkad r ve Teorem 3.1.1 den B Boole cebirinin her maksimal M ideali için   

[U,U] 

 

MU dur. Fakat Y. Özellik 2.2.14 den [U,U] 

 

M MU = 0 bulunur. O 

zaman U de i melidir. Özel olarak R de i melidir.  

Teorem 3.2.2 R bir 2-torsion free yar asal halka ve n bir sabit pozitif tamsay 

olsun.d, R halkas n n her x, y 

 

R için (d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))n 

 

(xy + yx) 

 

Z(R) olacak ekilde bir türevi ise o zaman R de i melidir. 

spat: Y. Özellik 2.1.19 dan Z(U) = C dir ve Y. Özellik 2.2.13 den d U üzerine 

tek türlü geni letilebilir. U ve R ayn polinom özde li ini sa lad ndan, her       

x, y 

 

U için  
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(d(x)y + xd(y) + d(y) + yd(x))n  (xy + yx)  Z(R) 

dir. B, C deki idempotentlerin tam Boole cebiri ve M, B nin herhengi bir 

maksimal ideali olsun. Teorem 3.2.1 nin ispat nda belirtildi i gibi U, ortogonal, 

tam B-cebirdir ve Y. Özellik 2.2.14 den MU, U nun bir asal idealidir ve bu ideal 

d türevi alt nda sabit kal r. d , d yard m yla tan mlanan, U üzerinde tan ml bir 

türevdir. Z(U ) = (C + MU)   MU = C  MU oldu undan her x, y 

 

U  için  

( d (x)y + x d (y) + d (y)x + y d (x))n  (xy + yx)  (C + MU)   MU 

olur. Üstelik, U bir asal halkad r ve Teorem 3.1.2 nin sonucu olarak, U 

de i melidir. Bu da B nin herhangi bir maksimal M ideali için [U,U] 

 

MU  

olmas n gerektirir. Y. Özellik 2.2.14 den [U,U] 

 

M MU = 0 d r. Özel olarak R 

de i melidir.  

Sonuç 3.2.1 R bir yar asal halka ve d, R halkas n n bir türevi olsun.  

(i) Her x  R için d(x2) = x2 ise o zaman R de i melidir. 

(ii) R 2-torsion free ve her x 

 

R için, d(x2) - x2 

 

Z(R) ise o zaman R 

de i melidir.  

spat: (i) Her x 

 

R için, d(x)x + xd(x) = x2 ifadesi do rusalla t r l rsa her           

x, y  R için 

(d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))2 - (xy + yx) = 0 

elde edilir. Teorem 3.2.1 den R de i melidir.  

(ii) Teorem 3.2.2 kullan larak, (i) deki yöntemle ispat yap l r.  
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4. JORDAN ÇARPIMLI GENELLE T R LM TÜREVLER  

Bu bölümde, genelle tirilmi türevin, Jordan çarp m ile ilgili özellikleri 

ara t r lacakt r. (d, ) ile, Tan m 2.3.1 de verilen Bre ar anlam nda 

genelle tirilmi türev kastedilecektir.  

Teorem 4.1 R bir asal halka ve (d, ), R halkas n n s f rdan farkl bir 

genelle tirilmi türevi olsun. Her x, y 

 

R için d(xoy) = 0 ise o zaman R 

de i melidir. 

spat: Her x, y 

 

R için d(xoy) = 0 ise d(x)y + x (y) + d(y)x + y (x) = 0 d r.       

Y. Özellik 2.2.9 (i) den 

d(x) = - xa + (x)    ve    (x) = ax - (x) 

d(x) = - xb + (x)    ve    (x) = bx - (x) 

olacak ekilde a, b 

 

Qs( R ) ve , 

 

: R 

 

C dönü ümleri vard r. O halde her     

x  R için 

d(x) + (x) = - xa + bx    ve    d(x) + (x) = - xb + ax 

 elde edilir. Böylece her x  R için  

(b - a)x + x(b - a) = 0 

bulunur. Y. Özellik 2.1.11 den b 

 

a 

 

C dir.  - xa + (x) = - xb + (x) ve       

(x), (x) 

 

C oldu undan, her x  R için, x(b  a) 

 

C oldu u aç kt r. b  a 

 

C 

oldu u kullan larak  

b  a = 0 veya R de i melidir 

sonucuna ula l r. b = a ise (x) = (x) olur. Bu nedenle, her x  R için  

d(x) = - xa + (x)   ve   (x) = ax - (x) 
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olacak ekilde a  Qs(R) ve  : R  C vard r. Buradan her x  R için 

(d + )(x) = [a, x]     (4.1) 

elde edilir. (4.1) de r 

 
R için x yerine xr al n p, (4.1) kullan l rsa, her r, x 

 
R 

için 2x (r) = x[a, r] bulunur. R halkas asal oldu undan      

 2 (r) = [a, r]     (4.2) 

elde edilir. 

 

= 0 ise [a, r] = 0, dolay s yla a 

 

Z(R) dir. (4.1) den d = 0 bulunur. 

Bu bir çeli kidir. Bu nedenle 

  

0 oldu unu kabul edebiliriz. charR = 2 ise (4.2) 

den, a 

 

Z(R), dolay s yla (4.1) den d = 

 

bulunur. Böylece ba lang ç 

hipotezinden, her x, y 

 

R için  (xoy) = 0 elde edilir. , R halkas n n s f rdan 

farkl bir türevi oldu undan, Y. Özellik 2.2.9 (iii) den R de i melidir.  

charR  2 ise, (4.1) ve (4.2) den 2d(x) = [a, x] = 2 (x) olur. Buradan d = 

 

elde edilir. Yukar daki benzer i lemlerle R halkas n n de i meli oldu u görülür.   

Sonuç 4.1 R bir asal halka ve (d, ), R halkas n n s f rdan farkl bir 

genelle tirilmi türevi olsun. A a daki ko ullardan birisi sa lan rsa o zaman R 

de i melidir. 

(i) Her x  R ve sabit bir 

 

 C için d(x2 - x) = 0 d r. 

(ii) Her x  R için d(x2) = 0 d r. 

spat: (i) d(x2 - x) = 0 e itli ini do rusalla t r rsak, her x, y 

 

R için d(xoy) = 0 

elde edilir. Teorem 4.1 den R de i melidir.  

(ii) Benzer ekilde ispatlan r. 

Sonuç 4.2 R, charR 

 

2, 3 bir asal halka olsun. (d, ), R halkas n n s f rdan farkl 

bir genelle tirilmi türevi olmak üzere, her x, y 

 

R için d(xoy) 

 

Z(R) ise R, s4 

standart polinomunu sa lar. 
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spat: Teorem 4.1 den ve Y. Özellik 2.2.9 (ii) den ispat aç kt r.  

Sonuç 4.3 R, charR 

 
2, 3 bir asal halka ve (d, ), R halkas n n s f rdan farkl bir 

genelle tirilmi türevi olsun. A a daki ko ullardan birisi sa lan rsa R, s4 standart 

polinomunu sa lar.  

(i) Her x  R ve sabit bir 

 

 C için, d(x2 - x)  Z(R) dir. 

(ii) Her x  R için d(x2)  Z(R) dir. 

spat: (i) Her x 

 

R için d(x2 - x) 

 

Z(R) oldu unu kabul edelim. O halde her        

x, y 

 

R için d((x + y)2 - (x + y)) 

 

Z(R) dir. Buradan her x, y 

 

R için              

d(xoy) 

 

Z(R) elde edilir. Sonuç 4.2 den ispat tamamlan r. 

(ii) Benzer ekilde ispatlan r. 

Teorem 4.2 R bir asal halka, (d, ) R halkas n n, 

  

0 olacak ekilde s f rdan 

farkl bir genelle tirilmi türevi olsun. E er d, a a daki ko ullardan birisini 

sa larsa o zaman R de i melidir. 

(i) Her x, y  R için d(xoy) = xoy d r. 

(ii) Her x, y  R için d(xoy) = - (xoy) d r. 

(iii) Her x, y  R için d(xoy) = xoy  veya  d(xoy) = - (xoy) d r. 

spat: (i),(ii): d, 

 

ile belirlenen bir genelle tirilmi türev oldu undan, IR, 

R üzerinde birim dönü üm olmak üzere, d 

 

IR de genelle tirilmi türevdir. 

Hipotezden, her x, y 

 

R için (d 

 

IR)(xoy) = 0 bulunur. 

  

0 oldu undan,                

d  IR 

 

0  d r. Teorem 4.1 den R de i melidir.  

(iii) Her x 

 

R için, Rx = { y 

 

R : d(xoy) = xoy } ve  Rx
* = { y 

 

R : 

d(xoy) = - xoy } kümelerini dü ünelim. Rx ve Rx* , R = Rx 

 

Rx* olacak ekilde  

(R, +) n n iki toplamsal alt gruplar d r. Fakat bir grup iki öz alt grubunun 
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birle imi eklinde yaz lamayaca ndan R = Rx veya R = Rx* olmal d r. Benzer 

yöntemle R = { r  R : R =  Rx }  ve R = { r  R : R = Rx* } elde edilir. (i) ve (ii) 

den R de i melidir.  

Sonuç 4.4 R bir asal halka ve (d, ) R halkas n n bir genelle tirilmi türevi olsun. 

d, a a daki ko ullardan birisini sa larsa o zaman R de i melidir. 

(i) Her x  R için d(x2) = x2 dir. 

(ii) Her x  R için d(x2) = - x2 dir. 

(iii) Her x  R için d(x2) = x2   veya  d(x2) = - x2 dir. 

Teorem 4.3 R, charR 

 

2, 3 bir asal halka ve (d, ) R halkas n n, 

  

0 olacak 

ekilde bir genelle tirilmi türevi olsun. E er d, a a daki ko ullardan birisini 

sa larsa o zaman R, s4 standart polinomunu sa lar. 

      (i) Her x, y  R için d(xoy) 

 

xoy  Z(R) dir. 

      (ii) Her x, y  R için d(xoy) + xoy  Z(R) dir. 

      (iii) Her x, y  R için d(xoy) 

 

xoy  Z(R)  veya  d(xoy) + xoy  Z(R) dir. 

spat: (i) Hipotezden her x, y 

 

R için, (x, y) = d(x)y + x( (y) 

 

y) + d(y)x + 

y( (x) 

 

x)  Z(R) elde edilir. Y. Özellik 2.2.9 (ii) den (x, y) = 0 bulunur. Bu ise 

her x, y  R için d(xoy) = xoy demektir. Teorem 4.2 (i) den ispat aç kt r. 

(ii) ve (iii): spat, benzer tekniklerle yap l r. 

Sonuç 4.5 R, charR 

 

2, 3 bir asal halka ve (d, ) R halkas n n, 

  

0 olacak 

ekilde bir genelle tirilmi türevi olsun. d, a a daki ko ullardan birisini sa larsa 

R, s4 standart polinomunu sa lar. 

(i) Her x  R için d(x2) - x2  Z(R) dir. 
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(ii) Her x  R için d(x2) + x2  Z(R) dir. 

(iii) Her x  R için d(x2) - x2  Z(R)  veya  d(x2) + x2  Z(R) dir. 

A a daki teorem, Y. Özellik 2.2.1 in bir genellemesi ve Y. Özellik 2.2.6 

n n da k smi bir geni lemesidir. 

Teorem 4.4 R bir asal halka ve (d, ), R halkas n n bir genelle tirilmi türevi 

olsun. Her x 

 

R için d(x)x = x (x) ise o zaman d = 

 

veya R de i melidir. 

Üstelik 

  

0 ise o zaman R de i melidir. 

spat: Her x  R için d(x)x = x (x) e itli ini do rusalla t r rsak her x, y R için 

(x, y) = d(x)y + d(y)x + x(- (y)) + y(- (x)) = 0 

bulunur. Y. Özellik 2.2.9 (i) den 

d(x) = - xa + (x)   ve   - (x) = ax  - (x) 

d(x) = - xb + (x)   ve   - (x) = bx - (x) 

olacak ekilde a, b  Qs(R) ve ,  : R 

 

C dönü ümleri vard r. Her x  R için  

(b - a)x + x(b - a) = 0 

bulunur. Teorem 4.1 in ispat ndaki benzer dü ünceyle,   

b = a   veya R de i melidir 

elde edilir. b = a ise  =  olur. Bu nedenle, her x  R için  

d(x) = - xa + (x) ve (x) = - ax + (x) 

elde edilir. Buradan her x  R için  

d(x) = [a, x] + (x)     (4.3) 



 
53

 
bulunur. Her (4.3) e itli inde x yerine xy al n r ve (4.3) kullan l rsa, her x, y 

 
R 

için x[a, y] = 0  olur. R halkas asal oldu undan her y 

 
R için [a, y] = 0 bulunur. 

O halde a 

 
Z(R) dir. (4.3) den d = , dolay s yla ba lang ç hipotezinden her       

x  R için [ (x), x] = 0 elde edilir. Üstelik 

 

 0 ise o zaman Y. Özellik 2.2.2 den 

R de i melidir.  

Sonuç 4.6 R, charR  2 bir asal halka ve d, her x  R için d(x2) = d(x)x = 0 olacak 

ekilde R halkas n n s f rdan farkl bir toplamsal dönü ümü ise o zaman R 

de i melidir. 

spat: Y. Özellik 2.1.14 den her x, y 

 

R için, d(xy) = d(x)y  bulunur. Yani d,      

 

= 0 ile belirlenen genelle tirilmi türevdir. Teorem 4.4 den ispat tamamlan r.  

Sonuç 4.7 R, charR 

 

2, de i meli olmayan bir asal halka ve (d, ), her x  R için 

d(x)x - x (x) 

 

Z(R) olacak ekilde R halkas n n bir genelle tirilmi türevi ise o 

zaman d = 

 

d r. 

spat: Her x 

 

R için, d(x)x - x (x) 

 

Z(R) olsun. Bu ifadeyi do rusalla t r l rsa      

her x, y  R için 

d(x)y + d(y)x - y (x) - x (y)  Z(R) 

 elde ederiz. 

Z(R) = 0 ise Teorem 4.4 den ispat tamamlan r. 

Z(R) 

 

0 olsun. O zaman Z(R) nin s f rdan farkl bir c eleman vard r. 

Özel olarak her y 

 

R için d(c)y + d(y)c - y (c) - c (y) 

 

Z(R), yani             

(d(c)y - (c))y + (d(y) - (y))c 

 

Z(R) dir. d - , her x, y 

 

R için (d - )(xy) =    

(d - )(x)y olacak ekilde R halkas n n toplamsal dönü ümü oldu undan, her         

x 

 

R için (d - )(x) = x olacak ekilde bir 

  

Qr(RC) vard r. Buradan her         

y 

 

R için 2 yc 

 

Z(R) bulunur. R halkas asal oldu undan her y 

 

R için         
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y 

 
Z(R) dir. 

  
0 oldu undan R, s f rdan farkl bir merkezi ideal içerir. 

Dolay s yla R de i melidir. Bu ise bir çeli kidir. O halde 

 
= 0 d r. Buradan d = 

 
elde edilir. 

Teorem 4.5 R, charR 2 bir asal halka ve (d, ), R halkas n n bir genelle tirilmi 

türevi olsun. E er d = 0 ise 

 

= 0 veya her x 

 

Qr(R) için (x) = [q, x] olacak 

ekilde bir q  Qs(R) vard r. 

spat: Her x  R için d(x) = 0 e itli inde x yerine xy al n rsa her x, y  R için 

d(x) (y) + (x) (y) + x 2(y) = 0   (4.4) 

elde edilir. (4.4) denklemi soldan z ile çarp l rsa her x, y, z  R için 

zd(x) (y) + z (x) (y) + zx 2(y) = 0   (4.5)  

bulunur. (4.4) denkleminde x yerine zx al n rsa her x, y, z  R için  

d(z)x (y) + z (x) (y) + (z)x (y) + z (x) (y) + zx 2(y) = 0 

olur.  

(4.4) ve (4.5) denklemleri birlikte kullan l rsa 

(d(z)x + (z)x + z (x) 

 

zd(x)) (y) = 0 

elde edilir. Son ba nt da y yerine yw konulursa her w, x, y, z  R için 

(d(z)x + (z)x + z (x) 

 

zd(x))y (w) = 0 

bulunur. R halkas asal oldu undan her x, z  R için 

d(z)x + (z)x + z (x) 

 

zd(x) = 0   veya    = 0 (4.6)      

olur. (4.6) daki ifadenin ilk durumunun geçerli oldu unu kabul edelim. O halde   

Y. Özellik 2.2.9 dan her x  R için 
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d(x) + (x) = - xa + (x),  (x) 

 
d(x) = ax - (x) 

olacak ekilde bir a 

 
Qs(R)  ve  , 

 
: R 

 
C dönü ümleri vard r. Buradan her   

x 

 
R için, 2 (x) 

 
[a, x] 

 
C bulunur. E er a 

 
C ise o zaman 2 (x) 

 
C olur. 

charR 

 

2 oldu undan, (x) 

 

C dir. Böylece Y. Özellik 2.3.1 den 

 

= 0 elde 

edilir. 

imdi a 

 

C oldu unu kabul edelim. Her x 

 

R için 2 (x) 

 

[a, x] 

 

C 

oldu undan, özel olarak her x  R için, [2 (x)  [a, x], [a, x]] = 2[ (x), [a, x]] = 0 

d r. charR 

 

2 oldu undan her x 

 

R için, [ (x), [a, x]] = 0, dolay s yla                   

Y. Özellik 2.1.30 dan her x 

 

Qr(R) için bu e itlik sa lan r. da(x) = [a, x] alal m.   

a 

 

C oldu undan, da , R halkas ndan Qr(R) içine, s f rdan farkl bir türevdir.     

Y. Özellik 2.1.11 den da ve , Qr(R) halkas na geni letilebilir. Burada 

  

0 

oldu unu kabul edebiliriz. Aksi halde, her x 

 

R için, da(x) = [a, x] 

 

C olur. 

Buradan a 

 

C elde ederiz. Bu ise bir çeli kidir. O halde Y. Özellik 2.1.15 den 

her x  Qr(R) için, (x) = da(x) = [a , x] olacak ekilde bir 

 

 Qr(R) vard r. 

Sonuç 4.8 R, charR 

 

2 bir de i meli olmayan bir asal halka ve (d, ), R 

halkas n n bir genelle tirilmi türevi olsun. Her x, y 

 

R için d(x) (y) + (y)d(x) 

= xy + yx ise o zaman her x 

 

Qr(R) için (x) = [ , x] olacak ekilde bir               

 

 Qs(R) vard r. 

spat: d = 0 ise o zaman xy + yx = 0 d r. Burada x yerine yz al n r ve bu e itlik 

kullan l rsa, her x, y, z 

 

R için y[x, z] = 0 bulunur. R asal oldu undan her           

x, z 

 

R için, [x, z] = 0, yani R de i melidir. Bu ise bir çeli kidir. O halde d 

 

0 

kabul edebiliriz. Ba lang ç hipotezinden her x, y  R için  

d(x) (y) + (y)d(x) = xy + yx   (4.7)  

bulunur. (4.7) de y yerine yz al n r, (4.7) e itli i kullan l rsa,  
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(y)[z, d(x)] +  [d(x), y] (z)  + 2yxz = 0  (4.8) 

elde edilir. (4.8) de z yerine zw al n r, (4.8)  kullan l rsa, her x, y, z, w  R için 

(y)z[w, d(x)] +  [d(x), y]z (w)  = 0   (4.9) 

olur. Son e itlikte w yerine d(x) al n rsa her x, y 

 

R için [d(x), y]R d(x) = 0 

bulunur. R halkas asal oldu undan, [d(x), y] = 0 veya d(x) = 0 d r.                                 

H = {x  R : d(x) = 0} ve K = {x  R : [d(x), y] = 0, her y  R için } kümelerini 

alal m. H ve K, (R, +) grubunun, R = H 

 

K olacak ekilde iki toplamsal alt 

grubu olur. Herhangi bir grup, iki alt grubunun birle imi eklinde 

yaz lamayaca ndan R = H veya R = K olmal d r.   

imdi R = H oldu unu kabul edelim. O halde 

 

= 0 veya her x 

 

Qr(R) 

için Teorem 4.5 den,  (x) = [ , x] olacak ekilde bir 

  

Qs(R) vard r. E er        

 

= 0 ise ba lang ç hipotezinden her x, y 

 

R için xy + yx = 0 olur. O halde R 

yukar daki gibi de i melidir, bu ise bir çeli kidir.  

Son olarak R = K oldu unu kabul edelim. Y. Özellik 2.3.1 den d = 0 d r, 

bu bir çeli kidir. Böylece ispat tamamlanm olur.   

A a daki teorem,  Y. Özellik 2.2.8 nin k smi bir geni lemesidir. 

Teorem 4.6 d, R asal halkas n n bir toplamsal dönü ümü, 

 

R halkas n n her      

x, y 

 

R için d(xy) = xd(y) + y (x) e itli ini sa layan s f rdan farkl bir türevi     

(d ye genelle tirilmi sol türev denir) ise R de i melidir ve d bir genelle tirilmi 

türevdir.  

Bu teoremin ispat için a a daki Y. Özelli e ihtiyaç vard r.  

Y. Özellik 4.1 R bir asal halka ve , R halkas n n s f rdan farkl bir türevi olsun. 

Her x  R için x (x) 

 

Z(R) ise o zaman R de i melidir. 



 
57

 
spat: Hipotez do rusalla t r l rsa her x, y  R için 

x (y) + y (x)  Z(R) 

bulunur.  

Z(R) = 0 ise her x 

 

R için x (x) = 0 olur. Bu ise Y.Özellik 2.2.9 dan R 

halkas n n de i meli olmas n gerektirir.   

Z(R) 

 

0 olsun. O zaman Z(R) nin s f rdan farkl bir a eleman vard r. 

Elde etti imiz son ifadede x yerine a al n rsa       

a (y) + y (a)  Z(R)    (4.10) 

elde edilir. Her y 

 

R için [a (y) + y (a), y] = 0 d r. O halde [y, (y)] (a) = 0 

d r. Burada R halkas n n asal oldu u ve (a) 

 

Z(R) oldu u kullan l rsa her         

y 

 

R için [ (y), y] = 0 veya (a) = 0 bulunur. lk durumdan, Y. Özellik 2.2.2 

kullan larak R de i melidir sonucuna ula l r. imdi (a) = 0 oldu unu kabul 

edelim. (4.10) dan her y 

 

R için a (y) 

 

Z(R) dir. a 

 

Z(R) ise a = 0 veya her   

y 

 

R için (y) 

 

Z(R) olur. a 

 

0 oldu undan her y 

 

R için (y) 

 

Z(R) dir.  

Böylece Y. Özellik 2.2.2 den R de i melidir.  

Teoremin  spat : Her x, y  R için d(x(yx)) ifadesini ele alal m. 

d(x(yx)) = xd(yx) + yx (x) 

= x(yd(x) + x (y) + yx (x) 

= xyd(x) + x2 (y) + yx (x) 

e itlikleri elde edilir. Di er taraftan, her x, y  R için 

d((xy)x) = xyd(x) + x (xy) 

= xyd(x) + x( (x)y + x (y)) 
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= xyd(x) + x (x)y + x2 (y) 

bulunur. O zaman her x, y  R için d(x(yx)) = d((xy)x) oldu undan, her x  R için 

x (x)  Z(R) 

olur. Y. Özellik 3.1 den R de i melidir. Böylece hipotezden her x, y  R için 

d(yx) = d(xy) = yd(x) + x (y) = d(x)y + x (y) 

elde edilir. Yani (d, ), R halkas n n bir genelle tirilmi türevidir.   

Örnekler 

1.

 

M, charM = 2 olan herhangi bir de i meli halka ve                                             

R = 
a

  

: a, b, c  M
0

b

c 
olsun.  d : R 

 

R  dönü ümü d
0

a b

c

 

=  

0 0

a c
 ile,  : R 

 

R dönü ümü 
0

a b

c
 =  

0

0 0

b

 

ile tan mlans n. O 

zaman (d, ), her x, y 

 

R için d(xoy) = 0 olacak ekilde bir genelle tirilmi 

türevdir. Fakat R de i meli de ildir. O halde Teorem 4.1 in hipotezinde yer alan 

asall k kald r lamaz.   

2. M bir Boole halkas

 

olmak üzere R ve d, örnek1 deki gibi tan mlans n. Her      

x 

 

R için d(x2 

 

x) = 0 d r fakat R de i meli de ildir. O halde Sonuç 4.1 in 

hipotezinde yer alan asall k kald r lamaz.   
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3. M ve R, örnek1 deki gibi tan mlans n ve d : R 

 
R dönü ümü                                  

d
0

a b

c

 
=  

0

0

b c

c

 
ile ,  

 
: R 

 
R dönü ümü de          

0

0 0

b

 

=  
0

0 0

b

 

ile tan mlans n. O zaman (d, ), her x, y 

 

R için               

d(xoy) = 

 

(xoy) olan bir genelle tirilmi türevdir. Fakat R de i meli de ildir. O 

halde Teorem 4.2 nin hipotezinde yer alan asall k kald r lamaz.   

4. (i) Her a 

 

M için a2 = 0 olacak ekilde de i meli olmayan bir halka M ve       

R = 
a

  

: a, b  M
0

b

a 
olsun. d : R 

 

R   d 
0

a b

a

 

=  
0

a a b

a

 

dönü ümü, 

 

= 0 ile tan ml bir genelle tirilmi türevdir.                                        

d(x)x =  
2

20

a ab ba

a
= 0 oldu undan, her x  R için d(x)x = x (x) dir. Fakat ne 

d = 0 d r ne de R de i melidir.  

(ii) Her a 

 

M için a2

 

= 0 olacak ekilde bir halka M ve charM = 2 olsun.                                 

R = 
a

  

: a, b  M
0 0

b 
olmak üzere, d : R 

 

R dönü ümü,                            

d
0 0

a b

 

=  
0

0 0

a 
ile, 

 

: R 

 

R  dönü ümü de 
0 0

a b

 

=  

0

0 0

b

 

ile tan mlans n. O zaman (d, )  R nin, her x 

 

R için d(x)x = x (x) 

olacak ekilde bir genelle tirilmi türevidir. 

  

0 fakat R de i meli de ildir. 
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O halde Teorem 4.4 ün hipotezinde yer alan asall k kald r lamaz.   

5. R1 de i meli ve R2 de i meli olmayan asal halkalar olmak üzere R = R1 

 
R2 

olsun. , R1 üzerinde herhangi bir türev, d

 

R2 üzerinde, sol R2 homomorfizmas 

olan fakat sa R2 homomorfizmas olmayan bir toplamsal dönü üm olsun. Her  

(x, y) 

 

R için d(x, y) = ( (x), d (y)) ve (x, y) = ( (x),0) olarak tan mlans n. Bu 

durumda her x, y 

 

R için, d(xy) = xd(y) + y (x) dir fakat (d, ) bir 

genelle tirilmi türev de ildir. R1 ve R2 asal oldu undan, R bir yar -asal halkad r. 

 

 0 fakat R de i meli de ildir. 

O halde teorem 4.6 yar -asal halkalara geni letilemez.   
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5. TEK YANLI DEALLER ÜZER NDEK GENELLE T R LM TÜREVL 

ÇOKLU DO RUSAL POL NOMLAR     

Bu bölüm, Y . Özellik 2.2.4, 2.2.5, 2.2.19 ve 2.2.20 de verilen 

teoremlerin bir genelle tirilmesidir. 

Teorem 5.1 K birimli de i meli bir halka, R asal K-cebir ve g R halkas n n 

s f rdan farkl bir genelle tirilmi türevi olsun. 1 2( , ,..., )nf x x x

 

K üzerinde bir 

çoklu do rusal polinom, I R halkas n n s f rdan farkl bir sa ideali ve m, n 

 

1 

olacak ekilde sabit tamsay lar olsun. E er her x1, x2, ..., xn 

 

I için 

(g( 1 2( , ,..., )nf x x x )m = 0 ise a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] xn+2  I ideali için bir özde liktir. 

(ii) a  U için aI = 0 d r ve her x  R için g(x) = ax dir. 

(iii) a, q  U için aI = 0 ve [q, I]I = 0 d r ve her x  R için              

g(x) = ax  [q, x] dir.  

Bu teoremin ispat için a a daki Y. Özelliklere ihtiyaç vard r. 

Y. Özellik 5.1 R bir asal halka, a, b 

 

R ve m, n 

 

1 olacak ekilde sabit 

tamsay lar olsun. 1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., xn 

 

R için                             

(a 1 2( , ,..., )nf x x x + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m = 0 e itli ini sa layan C üzerinde merkezi 

olmayan bir çoklu do rusal polinom ise o zaman a = - b  Z(R) dir. 

spat: a 

 

Z(R) veya b 

 

Z(R) olsun. O halde (a 1 2( , ,..., )nf x x x

 

+ 

1 2( , ,..., )nf x x x b)m , R için a ikar olmayan bir polinom özde li idir. Y. Özellik 

2.1.30 den (a 1 2( , ,..., )nf x x x

 

+ 1 2( , ,..., )nf x x x b)m, RC için de bir polinom 

özde li idir. Y. Özellik 2.1.21 den RC, Socle(RC) 

 

0 olan bir primitif halkad r. 
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O halde Y. Özellik 2.1.16 dan bir D bölüm halkas üzerinde bir V vektör uzay 

vard r ve RC, D üzerinde D-lineer dönü ümlerin bir yo un halkas d r.  

dimDV = 

 
olsun. Y. Özellik 2.1.27 den RC, (ax + xb)m özde li ini 

sa lar. h(x) = ax + xb diyelim. O zaman h, her x 

 

R için, h(x)m = 0 olacak 

ekilde RC üzerinde bir genelle tirilmi türevdir. Y. Özellik 2.3.5 den h(x) = 0 

yani her x 

 

RC için ax + xb = 0 d r. Y. Özellik 2.1.11 den a, b 

 

C dir. Bu bir 

çeli kidir. O halde a  Z(R) ve b  Z(R) bulunur.   

dimDV = k (sonlu tamsay ) olsun. O halde RC, bir basit halkad r ve 

a ikar olmayan genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. Y. Özellik 2.1.25 den 

RC 

 

Mt(F) olacak ekilde uygun bir F cismi vard r ve Mt(F), RC ile ayn 

genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. Bu nedenle her x1, x2, ., xn 

 

Mt(F) 

için  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m = 0 

d r. Üstelik 1 2( , ,..., )nf x x x , Mt(F) için merkezi olmayan bir polinomdur.   

t = 1 ise ispat aç kt r.   

t 

 

1 olsun. 1 2( , ,..., )nf x x x

 

Mt(F) de merkezi olmad ndan, Y. Özellik 

2.1.22 ve Y. Özellik 2.1.23 den baz k, l (k 

 

l) için 1 2( , ,..., )nf u u u

 

= ekl olacak 

ekilde u1, u2, ., un 

 

Mt(F) ve bir 

  

F vard r. Üstelik                          

{ 1 2( , ,..., )nf u u u : u1, u2, ., un 

 

Mt(F)} kümesi, Mt(F) nin tüm                                 

F-otomorfizmalar alt nda sabit kal r. O zaman herhangi i 

 

j için,                        

1 2( , ,..., )nf r r r = eij olacak ekilde r1, r2, ., rn 

 

Mt(F) vard r. O halde her i 

 

j 

için  
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0 = (a eij + eijb)m = m(aeij + eijb)m   (5.1) 

bulunur. Bu e itli i sa dan eij ile çarparsak,  

0 = m(aeij + eijb)meij = (eijb)m+1 

elde edilir, yani b nin (j,i) bile eni s f rd r (i  j için). O halde b kö egen matristir. 

Benzer ekilde a da kö egendir.  

(x) = (1 + e1j)x(1 + e1j)
-1olsun. , Mt(F) nin bir F-otomorfizmas d r. 

0 = ( (a) ( 1 2( , ,..., )nf x x x ) + ( 1 2( , ,..., )nf x x x ) (b))m 

bulunur. Bu nedenle (a) ve (b) de kö egen matrisler olmal d r.   

a = ii

t

i
ie

1

,  i 

 

F alal m. Her j  1 için j - 1 , (a) =(1 + e1j)a(1 + e1j)
-1  

nin (1, j). bile enidir ve s f rd r. O halde j = 1 dir. Birden büyük her j için bunu 

söyleyebildi imizden, a 

 

F dir. Benzer ekilde b 

 

F de bulunur. Bu bir 

çeli kidir. O halde a, b 

 

Z(R) olmal d r. O zaman 

0 = ((a + b) 1 2( , ,..., )nf x x x )m = (a + b)m( 1 2( , ,..., )nf x x x )m 

bulunur. R asal oldu undan, a = - b veya her x1, x2, , xn 

 

R için,                   

1 2( , ,..., )nf x x x m = 0 elde edilir. 1 2( , ,..., )nf x x x m = 0 ise Y. Özellik 2.1.26 dan 

1 2( , ,..., )nf x x x

 

= 0 d r. Bu bir çeli kidir. O halde a = - b olmal d r. 

Sonuç 5.1 R bir asal halka, a 

 

R ve m, n 

 

1 olacak ekilde sabit tamsay lar 

olsun. Her x1, x2, ..., xn 

 

R için (a 1 2( , ,..., )nf x x x )m = 0 olacak ekilde C 

üzerinde, merkezi olmayan bir çoklu do rusal polinom 1 2( , ,..., )nf x x x

 

ise o 

zaman  a = 0 d r. 
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Y. Özellik 5.2 R bir asal K-cebir, I R halkas n n s f rdan farkl bir sa ideali,       

a  R, m, n 

 
1 olacak ekilde sabit tamsay lar ve 1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., xn 

 
I için (a 1 2( , ,..., )nf x x x )m = 0 olacak ekilde bir çoklu do rusal polinom olsun. 

E er 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1, I idealinde bir özde lik de ilse o zaman a a dakilerden 

birisi sa lan r: 

(i) [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] xn+2   I idealinde bir özde liktir. 

(ii) aI = 0 d r. 

spat: (i) ve (ii) sa lanmad n kabul edelim ve bu durumda bir çeli kiye 

vard m z görelim. Bu durumda, 

[ 1 2( , ,..., )nf b b b , bn+1] bn+2  0  ve  aw  0 

olacak ekilde b1, b2, , bn, bn+1, bn+2 , w 

 

I vard r.   

aI 

 

0 oldu undan u  I için (a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux )m, R için a ikar olmayan 

bir genelle tirilmi polinom özde liktir. O halde R bir GPI halkad r. Y. Özellik 

2.1.22 den RC nin s f rdan farkl bir Soc(RC) = H   vard r ve J = IH 

 

0, H n sa 

idealdir. Y. Özellik 2.1.5 (ii) den H basittir. J = JH ve Y. Özellik 2.1.30 dan J, I 

n n sa lad basit ko ullar sa lar. O nedenle R yerine H; I yerine J alabiliriz. 

Dolay s yla R basit ve R = Soc(R) olur. Ayr ca IR = I d r.   

1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 ifadesi I için bir özde lik olmad ndan  

1 2( , ,..., )nf s s s sn+1  0      (5.2) 

olacak ekilde s1, s2, ..., sn, sn+1 

 

I vard r. Tan m 2.1.33 den  

1 2( , ,..., )nf x x x = 
i

ti (x1, , xi-1, xi+1, , xn)xi 
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e itli ini elde ederiz. (5.2) den ti(w1, w2, , wn-1)wn 

 
0 olacak ekilde                   

i 

 
{1,2, , n} ve w1, w2, , wn 

 
I vard r. Genelli i bozmaks z n i = n ve     

ti(w1, w2, , wn-1)wn 

 
0 kabul edebiliriz. Üstelik Y. Özellik 2.1.6 dan R = H 

regülerdir. Tümevar m ve Y. Özellik 2.1.4 den eR = wR + Rb
n

i
i

2 

+ 
n

j
j

w R

 

olacak ekilde bir e2 = e 

 

R vard r. O zaman e 

 

IR = I d r. Ayr ca  ew = w,      

ebi = bi, ewj = wj   i = 1, 2, , n+2 ve j = 1, 2, , n dir. Özel olarak 

(atn(er1, , ern-1)ern(1 - e))m = 0  

d r. Buradan  

(1 - e)atn(er1, , ern-1)ern)
m+1 = 0 

yani (1 - e)atn(er1, , ern-1)eR, s n rl indekli bir nil sa idealdir. Bu nedenle        

Y. Özellik 2.1.13 den her r1, r2, , rn  R için  

(1 - e)aetn(er1, , ern-1)ern = 0 

bulunur. Y. Özellik 2.1.28 den  

(1 - e)ae = 0  veya  tn(r1, , rn-1)rn , eR için bir özde liktir. 

(1 - e)ae = 0 oldu unu kabul edelim. O zaman (eae 1 2( , ,..., )nf ere er e er e )m, 

R için bir özde liktir. Sonuç 5.1 den  

eae = 0  veya  1 2( , ,..., )nf x x x , eRe için bir merkezi polinomdur. 

kinci durumdan, [ 1 2( , ,..., )nf er er er , ern+1] ern+2 = 0 bulunur. Özel olarak,  

[ 1 2( , ,..., )nf eb eb eb , ebn+1] ebn+2 = [ 1 2( , ,..., )nf b b b , bn+1] bn+2  0 

elde edilir. Bu ise bir çeli kidir.  

Birinci durumdan, 0 = ae= aew = aw bulunur. Bu bir çeli kidir.  
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Son olarak, her r1, r2, ., rn 

 
R için tn(er1, ., ern-1)ern = 0 olsun. O 

zaman 0 = tn(ew1, ., ewn-1)ewn = tn(w1, ., wn-1)wn olur. Bu ise bir çeli kidir. O 

halde kabulümüz yanl t r. Böylece ispat tamamlanm olur. 

Y. Özellik 5.3 R bir asal halka, a, b 

 

R ve m, n 

 

1 olacak ekilde sabit 

tamsay lar, I R nin s f rdan farkl bir sa ideali, 1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., xn 

 I için (a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b )m = 0 olacak ekilde C üzerinde, bir 

çoklu do rusal polinom olsun. E er [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] xn+2  I idealinde bir 

özde lik de ilse o zaman (a + b)I = 0 ve [b, I]I = 0 d r. 

spat: b 

 

C veya 1 2( , ,..., )nf x x x

 

merkezi polinom ise ispat Y. Özellik 5.2 den 

aç kt r. Bu nedenle b 

 

C ve 1 2( , ,..., )nf x x x

 

merkezi polinom olmad n kabul 

edelim. Amac m z, öncelikle R nin bir GPI halka oldu unu göstermek.   

Bir u  I için, {au, u} C-lineer ba ms z ve  

(a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux  + 1 2( , ,..., )nf ux ux ux b)m  (5.3) 

olsun. O zaman (a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux )m (5.3) de a ikar olmayacak ekilde yer 

ald ndan (5.3), R için bir a ikar olmayan genelle tirilmi polinom özde liktir. O 

halde R, GPI halkad r. imdi {au, u} nun  lineer C-ba ml oldu unu kabul 

edelim. Yani baz 

 

 C için  

au = u,    olsun. 

O halde R, 

( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux + 1 2( , ,..., )nf ux ux ux b)m = 0  (5.4) 

e itli ini sa lar. {bu, u} C-ba ms z ise ( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux b)m (5.4) de a ikar 

olmayacak ekilde yer ald ndan R, bir GPI halkad r. E er baz 

 

 C için 
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bu = u     

ise katsay lar sadece {b, u} d r. Baz 

  
C için u = b olsun. O zaman b 

 
C ise 

R, GPI halkad r. E er {u, b} do rusal C-ba ms z ise R yine GPI halkad r. Bu 

nedenle RC nin s f rdan farkl bir H = Soc(RC)  vard r ve 0 

 

J = IH d r.           

Y. Özellik 2.1.5 (ii) den H basit oldu undan J = JH d r ve ayr ca J, I ile ayn basit 

ko ullar sa lar. R yerine H, I yerine J al narak, R nin basit bir halka oldu u ve   

R = Soc(R) elde edilir ve IR = I d r.   

E er (a + b)I = 0 ise her x1, x2, , xn  I için 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m = 0 

oldu undan her x1, x2, , xn  I için  

[b, 1 2( , ,..., )nf x x x ] = 0  

d r. Y. Özellik 2.1.18 den [b, I]I = 0 d r.   

Teoremin sonucunun sa lanmad n kabul edelim. O zaman 

(a + b)w  0  ve  [ 1 2( , ,..., )nf r r r , rn+1] rn+2  0  

olacak ekilde w, r1, r2, , rn+2 

 

I vard r. 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 , I  ideali için bir 

özde lik olmad ndan, 1 2( , ,..., )nf s s s sn+1 

 

0 olacak ekilde s1, s2, , sn 

 

I 

vard r. Tan m 2.1.33 den  

1 2( , ,..., )nf x x x   = 

 

ti (x1, x2, ., xi-1, xi+1, , xn)xi 

dir. Y. Özellik 5.2 nin ispat ndaki benzer teknikle,  

tn(w1, w2, , wn-1)wn  0 

olacak ekilde w1, w2, , wn 

 

I vard r. R = H regüler oldu undan tümevar m ve 

Y. Özellik 2.1.4 den baz e  R için, 
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Rr

n

i
i

2

1

 + Rw
n

j
j

1

 + wR = eR  

dir. Üstelik, e 

 
IR, i =  1, 2, , n+2 ve j = 1, 2, , n için ewj = wj, eri = ri,        

ew = w   dir. Hipotezden, her x1, x2, , xn  I için 

(atn(ex1, ex2, , exn-1)exn(1 - e) + tn(ex1, , exn-1)exn(1 - e)b)m = 0      (5.5) 

bulunur. (5.5) e itli i soldan 1 - e ile çarp l rsa, 

0 = (1 - e)(atn(ex1, , exn-1)exn(1 - e))m 

elde edilir. Bu da,  

0 = (1 - e)(atn(ex1, , exn-1)exn)
m+1 = ((1 - e)(aetn(ex1, , exn-1)eR)m+1 

demektir. Y. Özellik 2.1.13 den  

((1 - e)aetn(ex1, , exn-1)e = 0 bulunur. 

Y. Özellik 2.1.28 den  

(1 - e)ae = 0  veya  tn(ex1, , exn-1)exn = 0 

olur. kinci durum gerçeklenirse özellikle 

0 = tn(ew1, , ewn-1)ewn = tn(w1, , wn-1)wn  0 

sonucuna ula l r. Bu ise bir çeli kidir. O halde birinci durum geçerlidir. Yani          

ae = eae elde edilir. (5.5) i sa dan e ile çarp l p, ayn metot kullan l rsa  

(1 - e)be = 0 

 olur. Böylece eRCe, bir sonlu boyutlu basit merkezi cebirdir ve  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m  

özde li ini sa lar. Y. Özellik 5.1 den  
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eae = - ebe  C  veya  1 2( , ,..., )nf ex e ex e ex e  merkezidir. 

kinci durumdan  

[ 1 2( , ,..., )nf er er er , ern+1] ern+2 = [ 1 2( , ,..., )nf r r r , rn+1] rn+2  0 

sonucuna ula l r ve bu bir çeli kidir. O halde  

ae = eae = - ebe = - be  

e itlikleri geçerlidir. Buna göre, 

0 = (a + b)e = (a + b)ew = (a + b)w  0  

elde edilir. Bu ise bir çeli kidir. O halde ispat tamamlanm olur.  

Teoremin 5.1 in spat : Y. Özellik 2.3.6 dan R halkas n n bir yo un sa ideali 

üzerindeki her genelle tirilmi g türevi, U Utumi kesirler halkas na türlü 

geni letilebilir ve bu türev, a 

 

U ve d, U üzerinde bir türev olmak üzere         

g(x) = ax + d(x) eklindedir. u  I için U, 

(a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux  + d( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux )m = 0 

differansiyel özde li ini sa lar. 

[ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] xn+2  nin I için bir özde lik olmad n kabul edelim.  

d = 0 ise; her x1, x2, , xn  I için 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x )m = 0  

d r. Ba lang ç hipotezinden ve Y. Özellik 5.2 den her x  I için 

g(x) = ax ve aI = 0 

bulunur. Bu ise (ii) de istenilen sonuçtur.  
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d  0 ise; Tan m 2.1.32 den 

0 = (a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )d
nf x x x  + 

i
1 2( , ,..., ( ),..., )i nf x x d x x )m 

elde edilir. Y. Özellik 2.2.15 den ispat n bundan sonraki k sm n iki parçaya 

ay r r z: 

I. Durum: E er d, U nun bir q eleman yla belirlenmi bir iç türevi  

ise yani her x 

 

U için d(x) = qx 

 

xq ise 

g(x) = ax + d(x) = (a + q)x 

 

xq 

d r ve U,  

((a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux

 

- d( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux ))m = ((a + q)( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux

 

- 

1 2( , ,..., )nf ux ux ux q)m 

özde li ini sa lar. [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1]xn+2 , I  için bir özde lik olmad ndan, 

Y. Özellik 5.2 den  

0 = (a + q 

 

q)I = aI ve [q, I]I = 0  

elde edilir. Bu ise (iii) de istenilen sonuçtur. 

II. Durum: d, U nun bir d türevi olsun. Y. Özellik 2.1.31 den I ve IU  

ayn diferansiyel özde li i sa layaca ndan,  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m 

IU için bir özde liktir, yani, herhangi u  I için  

(a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux  + d( 1 2( , ,..., )nf ux ux ux )m 

U için bir özde liktir. Bu nedenle U,  
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(a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux  + 1 2( , ,..., )d

nf ux ux ux  + 

i
1 2( , ,..., ( ) ( ),..., )i i nf ux ux d u x ud x ux )m 

özde li ini sa lar. d d türev oldu undan, Y. Özellik 2.2.15 den U,  

(a 1 2( , ,..., )nf ux ux ux  + 1 2( , ,..., )d
nf ux ux ux + 

i
1 2( , ,..., ( ) ,..., )i i nf ux ux d u x uy ux )m 

özde li ini sa lar. Burada özel olarak xi = 0 al n rsa U, 

1 2( , ,..., ,..., )m
i nf ux ux uy ux

 

polinomunu sa lar yani I, 1 2( , ,..., ,..., )i nf x x y x m polinomunu sa lar. Y. Özellik 

2.1.29 dan 1 2( , ,..., ,..., )i nf x x y x I = 0  elde edilir. Bu ise bir çeli kidir.  

Teorem 5.2 K birimli de i meli bir halka, R bir asal K-cebir ve g R halkas n n 

s f rdan farkl bir genelle tirilmi türevi olsun. 1 2( , ,..., )nf x x x

 

K üzerinde bir 

çoklu do rusal polinom, I R halkas n n s f rdan farkl bir sa ideali, m, n 

 

1 

olacak ekilde sabit tamsay lar ve x1, x2, ..., xn  I için g( 1 2( , ,..., )nf x x x )m  Z(R) 

olsun. E er g( 1 2( , ,..., )nf a a a )m 

 

0 olacak ekilde a1, a2, ..., an 

 

I varsa 

a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 , I  ideali için bir özde liktir. 

(ii) Her xi  R için 1 2( , ,..., )nf x x x R üzerinde merkezidir. 

(iii) a  Z(R) için g(x) = ax ve 1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde kuvvet  

merkezlidir. 

(iv) R, s4 standart polinomunu sa lar. 
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Teorem 5.2 nin ispat n vermeden önce a a daki Y. Özellikleri verelim.  

Y. Özellik 5.4 R bir asal halka, m, n 

 
1 olacak ekilde sabit tamsay lar, I R 

halkas n n s f rdan farkl bir sa ideali olsun. E er 1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., 

xn  I için 1 2( , ,..., )nf x x x m   Z(R) olacak ekilde C üzerinde, bir çoklu do rusal 

polinom ise her x1, x2, ..., xn, xn+1 

 

I için 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 = 0 veya 

1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde kuvvet merkezlidir. 

spat: Herhangi x1, x2, , xn  I için 

1 2( , ,..., )nf x x x m   Z(R) 

oldu unu kabul edelim. 1 2( , ,..., )nf x x x

 

nin R için bir özde lik olmad aç kt r. I, 

a ikar olmayan 1 2( , ,..., )nf x x x

 

polinomunu sa lad ndan,  Y. Özellik 2.1.29 dan 

IC = eRC olacak ekilde bir e2 = e 

 

socle(RC) vard r.  

Y. Özellik 2.1.30 dan her x1, x2, , xn 

 

IC ve r 

 

R için                    

[ 1 2( , ,..., )nf x x x m, r] = 0 oldu undan her r1, r2, , rn+1  R için 

0 = [ 1 2( , ,..., )nf er er er m,  rn+1(1 - e)] = 1 2( , ,..., )nf er er er mrn+1(1 - e) 

d r. R asal oldu undan  

(1 - e) = 0  veya  1 2( , ,..., )nf er er er m = 0 

bulunur. Birinci durumda, e = 1 dir ve bu nedenle IC = RC elde edilir. Buradan, 

1 2( , ,..., )nf x x x , RC üzerinde kuvvet merkezlidir. Dolay s yla R üzerinde kuvvet 

merkezlidir. kinci durumda 1 2( , ,..., )nf er er er m = 0 ise Y. Özellik 2.1.26 dan  
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1 2( , ,..., )nf er er er e = 0 d r. Bu da, her x1, x2, , xn 

 
IC için 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 = 

0 olmas demektir. O halde her x1, x2, , xn  I için 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 = 0 d r. 

Y. Özellik 5.5 R = Mt(F), F cismi üzerindeki tüm t t tipindeki matrislerin halkas 

ve t 

 

3 olsun. a, b 

 

R ve m, n 

 

1 olacak ekilde sabit tamsay lar ve her                 

x1, x2, ..., xn 

 

R için (a 1 2( , ,..., )nf x x x

 

+ 1 2( , ,..., )nf x x x b)m 

 

Z(R) olsun. Bu 

durumda a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i)   1 2( , ,..., )nf x x x  merkezidir. 

(ii)  a = - b  Z(R) dir. 

(iii) a, b  Z(R) ve 1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde kuvvet merkezlidir. 

spat: 1 2( , ,..., )nf x x x

 

nin, R üzerinde kuvvet merkezli olmad n kabul edelim. 

O zaman Y. Özellik 2.1.22 ve Y. Özellik 2.1.23 den 1 2( , ,..., )nf u u u

 

= ekl , k 

 

l 

olacak ekilde u1, u2, , un  Mt(F) ve 0 

  

 F dir. { 1 2( , ,..., )nf u u u : u1, u2, , 

un 

 

Mt(F)} kümesi, Mt(F) nin tüm F-otomorfizmalar n n hareketi alt nda sabit 

kald ndan, herhangi i 

 

j için 1 2( , ,..., )nf r r r

 

= eij olacak ekilde r1, r2,  ,rn 

 

Mt(F) vard r. Bu nedenle hipotezden, her i 

 

j için (a eij + eijb)m 

 

Z(R) dir. 

Üstelik, (a eij + eijb)m  matrisinin rank  

 

2 oldu undan, R de (a eij + eijb)m = 

0 olmal d r. Bunu sa dan eij ile çarparsak, ( eijb)meij = 0 bulunur. O halde b 

matrisinin, her i 

 

j için (j,i) bile eni s f rd r. Bu ise b matrisinin kö egen olmas 

demektir. Benzer ekilde a matrisinin de kö egen oldu u görülür.  

, Mt(F) nin bir otomorfizmas ise, o zaman 

( (a) ( 1 2( , ,..., )nf x x x  + ( 1 2( , ,..., )nf x x x (b))m  Z(R) 
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dir. Bu nedenle, (a) ve (b) matrisleri kö egen olmal d r. O halde i 

 
F olmak 

üzere, a = ii

t

i
ie

1

alal m. (x) = (1 + eij)x(1 + eij)
-1 Mt(F) nin bir iç F-

otomorfizmas olsun. O zaman her j  1 için 

(a) = (1 + eij)a(1 + eij)
-1 

matrisinin (1,j) bile eninin j - 1 oldu u görülür. (a) kö egen oldu undan, j 

 

1 

için j - 1 = 0 d r. O halde a 

 

F dir. Benzer ekilde b 

 

F elde edilir. Böylece 

hipotezden 

(a + b)m
1 2( , ,..., )nf x x x m  Z(R) 

bulunur. Y. Özellik 5.1 den a = - b 

 

Z(R) veya her x1, x2, , xn 

 

R için                      

1 2( , ,..., )nf x x x m 

 

Z(R) sonucuna ula l r.  

Y. Özellik 5.6 R bir asal halka, m, n 

 

1 olacak ekilde tamsay lar, a, b 

 

R ve 

her x1, x2, ..., xn 

 

R için 1 2( , ,..., )nf x x x , (af(x1, x2, ..., xn) + 1 2( , ,..., )nf x x x b )m    

 

Z(R) olacak ekilde R üzerinde vanishing olmayan bir çoklu do rusal polinom 

ise a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) 1 2( , ,..., )nf x x x

 

merkezidir. 

(ii) a = - b  Z(R) dir. 

(iii) R, s4 standart polinomunu sa lar. 

(iv) a, b  Z(R) ve 1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde kuvvet merkezlidir.         

spat: I, R nin s f rdan farkl bir ideali olsun. Her x1, x2, , xn  I için  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b )m = 0 
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oldu unu kabul edelim. Y. Özellik 2.1.30 dan I ve R ayn genelle tirilmi 

polinom özde li ini sa lad ndan her x1, x2, , xn  R için  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x + 1 2( , ,..., )nf x x x b )m = 0 

d r. Y. Özellik 5.1 den 

1 2( , ,..., )nf x x x  merkezidir veya a = - b  Z(R) dir.   

Ve ispat biter. (a 1 2( , ,..., )nf x x x

 

+ 1 2( , ,..., )nf x x x b)m 

 

0 ise 

kabulümüzden, I  Z(R) 

 

0 d r. K, RZ(R)  nin s f rdan farkl iki yanl ideali olsun. 

K 

 

R, R halkas n n bir ideali oldu undan K 

 

R 

 

Z(R) 

 

0 d r. Yani K, RZ(R) 

de bir tersinir eleman içerir ve böylece RZ(R) birimli ve basittir. Y. Özellik 2.1.32 

den R ve RZ(R) ayn polinom özde li ini sa lad ndan her x, y  RZ(R) için  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m  Z(RZ) 

oldu u aç kt r. R halkas n n [ 1 2( , ,..., )nf x x x , xn+1] yi sa lad n göstermek için 

R halkas n n basit ve birimli oldu unu kabul edebiliriz. Bu durumda her             

x1, x2, , xn  R için 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m  Z(R) 

dir. O halde R bir genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar ve üstelik birimli ve 

basit halkad r. Bu durumda Q = RC = R dir ve R halkas n n bir minimal sa 

ideali vard r. Bu nedenle Tan m 2.1.23 den R basit artinian halkad r yani D, Z(R) 

üzerinde sonlu boyutlu bir bölüm halkas olmak üzere R 

 

Mk(D)d r. Yani R, 

merkezi üzerinde sonlu boyutlu basit cebirdir. Y. Özellik 2.1.25 den R 

 

Mk(F) 

olacak ekilde F cismi üzerinde bir k k matrisler halkas vard r ve üstelik Mk(F),  

[(a 1 2( , ,..., )nf x x x + 1 2( , ,..., )nf x x x b)m, xn+1] 
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genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. Y. Özellik 5.5 den ispat tamamlanm 

olur.  

Sonuç 5.2 R bir asal halka, 0 

 
a  R, m, n 

 
1 olacak ekilde sabit tamsay lar ve             

1 2( , ,..., )nf x x x , her x1, x2, ..., xn 

 

R için (a 1 2( , ,..., )nf x x x )m 

 

Z(R) olacak 

ekilde R üzerinde bir merkezi olmayan çoklu do rusal polinom ise R, s4 standart 

polinomunu sa lar veya a 

 

Z(R) ve 1 2( , ,..., )nf x x x , R üzerinde kuvvet 

merkezlidir. 

Y. Özellik 5.7 K bir birimli de i meli halka, R asal K-cebir ve g R halkas n n 

s f rdan farkl bir genelle tirilmi türevi olsun. 1 2( , ,..., )nf x x x

 

K üzerinde bir 

çoklu do rusal polinom ve m, n 

 

1 sabit tamsay lar olsun. E er her x1, x2, ..., xn 

 R için (g( 1 2( , ,..., )nf x x x )m 

 

Z(R) ise a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) 1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde merkezlidir. 

(ii) a  Z(R) için g(x) = ax ve 1 2( , ,..., )nf x x x  R üzerinde kuvvet merkezlidir. 

 (iii)      R, s4 standart polinomunu sa lar. 

spat: T, R halkas n n s f rdan farkl iki yanl ideali olsun. Her r1, r2, , rn 

 

T 

için 

(g( 1 2( , ,..., )nf r r r )m = 0  

oldu unu kabul edelim. Bu durumda Teorem 5.1 in iki yanl ideal için ele 

al nmas yla, g = 0 veya 1 2( , ,..., )nf x x x

 

R de merkezi olmas elde edilir. Aksi 

taktirde, kabulümüzden T 

 

Z(R) 

 

0 d r. K, RZ(R) nin s f rdan farkl iki yanl 

ideali olsun. K 

 

R, R halkas n n bir idealidir ve K 

 

R 

 

Z(R) 

 

0 d r. Yani K 

n n RZ(R) de bir tersinir eleman vard r. Böylece RZ(R) basit ve birimlidir. 

Hipotezden her  r1,  r2, , rn, s  R için  
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 [(g( 1 2( , ,..., )nf r r r )m , s] = 0 

d r.  

Y. Özellik 2.3.6 dan uygun bir a 

 
Q için, d R halkas n n bir türevi olmak 

üzere, g(x) = ax + d(x) d r. Bu nedenle R  

[a 1 2( , ,..., )nf x x x  + d( 1 2( , ,..., )nf x x x ))m, xn+1] = [(a 1 2( , ,..., )nf x x x  +                     

1 2( , ,..., )d
nf x x x  + 

i
1 2( , ,..., ( ),..., )i nf x x d x x )m, xn+1] 

differansiyel özde li ini sa lar.   

d iç türev de ilse,Y. Özellik 2.2.15 den R,  

[(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )d
nf x x x + 

i
1 2( , ,..., ,..., )i nf x x y x )m, xn+1] 

polinom özde li ini sa lar. Özel olarak xi = 0 al n rsa R, her i  {1,2, .., n} için 

[a 1 2( , ,..., ,..., )i nf x x y x )m, xn+1] 

polinom özde li ini sa lar. O halde Y. Özellik 5.4 den ispat tamamlanm olur.   

imdi d, Q nun bir q eleman ile belirlenmi bir iç türev olsun. Y. 

Özellik 2.1.32 den R ve RZ(R) ayn polinom özde li ini sa lad ndan, her           

r1, r2, , rn  RZ(R) için  

(a 1 2( , ,..., )nf r r r  + [q, 1 2( , ,..., )nf r r r ])m  Z(RZ(R)) 

dir. R yerine RZ(R) al narak R halkas n birimli ve basit kabul edebiliriz. Bu 

durumda her r1, r2, , rn  R için   

(a 1 2( , ,..., )nf r r r  + [q, 1 2( , ,..., )nf r r r ])m  Z(R) 

dir. Bu nedenle R bir genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. Öyleyse 

Soc(RC) s f rdan farkl d r.Ayr ca R birimli ve basit oldu undan Y. Özellik 2.1.17 
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den Q = RC = R dir ve R halkas n n bir minimal sa ideali vard r. Bu nedenle     

a, q  R = Q dur ve Tan m 2.1.23 den R basit artinian halkad r. Y. Özellik 2.1.18 

den D, Z(R) üzerinde sonlu boyutlu bir bölüm halkas olmak üzere,                          

R 

 

Mk(D)d r. O halde R, merkezi üzerinde sonlu boyutlu bir basit cebirdir.       

Y. Özellik 2.1.25 den R  Mk(F) ve Mk(F), 

[(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + [q,  1 2( , ,..., )nf x x x ])m, xn+1] = [(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 

q 1 2( , ,..., )nf x x x

 

- 1 2( , ,..., )nf x x x q)m, xn+1] = 

[(a + q) 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )nf x x x ( - q))m, xn+1] 

genelle tirilmi polinom özde li ini sa lar. Y. Özellik 5.6 dan 1 2( , ,..., )nf x x x

 

merkezidir veya a a dakilerden birisi sa lan r: 

(i) a + q, q  Z(R) ve 1 2( , ,..., )nf x x x  R de kuvvet merkezlidir.  

(ii) a + q = - q  Z(R) dir. 

(iii) R, s4  standart polinomunu sa lar. 

(i) ve (ii) de d = 0 ve a 

 

Z(R) için g(x) = ax elde ederiz. g 

 

0 oldu undan a 

 

0 

kabul edebiliriz ve Sonuç 5.2 den 1 2( , ,..., )nf x x x kuvvet merkezlidir veya R, s4 

standart polinomunu sa lar. 

Teoremin 5.2 nin spat : Y. Özellik 2.3.6 dan Q Martindale kesirler halkas n n 

uygun bir a eleman için d, R halkas n n bir türevi olmak üzere, g(x) = ax + d(x) 

dir. Hipotezden 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m 
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I için bir merkezi diferansiyel özde lik oldu undan, Y. Özellik 2.2.19 dan R bir 

PI-halkad r ve dolay s yla RC, sonlu boyutlu, merkezi, basit C-cebirdir.              

Y. Özellik 2.1.18 den, baz

 
k 

 
1 için, D sonlu boyutlu, merkezi, basit C-cebir 

olmak üzere, RC  Mk(D) dir. Y. Özellik 2.2.20 den her x1,  x2, , xn  IC için 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m  C 

dir. Genelli i bozmaks z n R yerine RC alabiliriz ve R = Mk(D) oldu unu kabul 

edebiliriz. Herhangi x1, x2, , xn  I ve r  R için 

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + 1 2( , ,..., )d
nf x r x x  + 1 1 2( ( ) ( ), ,..., )nf d x r x d r x x +  

1 2 i n
i 2

( , , ..., ( ), ..., ) C
m

f x r x d x x

 

dir.  

d bir d türev ise, Y. Özellik 2.2.15 den  

(af 1 2( , ,..., )nf x r x x  + 1 2( , ,..., )d
nf x r x x + 1 1 2( ( ) , ,..., )nf d x r x y x x  + 

1 2 i n
i 2

( , , ..., ( ), ..., ) C
m

f x r x d x x

 

dir. Özel olarak r = 0 al n rsa her x1, x2, , xn  I  ve y  R için  

1 2( , ,..., )nf x y x x m  C 

elde ederiz. Y. Özellik 5.4 den her x1, x2, , xn, xn+1  I için  

1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 = 0 veya 1 2( , ,..., )nf x x x  R de kuvvet merkezlidir.  

kinci durumun geçerli oldu unu kabul edelim. Her x1, x2, , xn  I için 

1 2( , ,..., )nf x x x m  = 0 
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ise Y. Özellik 5.4 ün bir indirgenmi durumu olarak her x1, x2, , xn, xn+1 

 
I 

için, 1 2( , ,..., )nf x x x xn+1 = 0 oldu u aç kt r. E er 0 

 
1 2( , ,..., )nf b b b m 

 
C olacak 

ekilde b1, b2, ,bn 

 
I var ise o zaman C cisim oldu undan I, R nin tersinir bir 

eleman n içerir. Bu nedenle I = R dir. Y. Özellik 5.7 den ispat tamamlan r.  

d  iç türev olsun. O zaman q  Q için d(x) = [q, x] = qx 

 

xq olsun. F, D  

nin bir maksimal alt cismi olsun. Böylece t = k 

 

[F:C] olmak üzere, Y. Özellik 

2.2.18 den Mk(D) CF 

 

Mt(F) dir. Ayr ca d, Mk(D) CF e geni letilebilir (Lee 

and Wong, 1995) ve Y. Özellik 2.2.17 den her x1, x2, , xn  I F için  

(a 1 2( , ,..., )nf x x x  + d( 1 2( , ,..., )nf x x x )m  Z(Mt(F)) 

dir. Bu nedenle t   2 ve l    t olmak üzere 

R  Mt(F) ve I = eR = e11R + .+ellR 

dir.   

t 

 

3 olsun. Aksi halde ispat biter. qrs, ars 

 

F için, q = rs
sr

rseq
, 

,               

a = rs
sr

rsea
, 

yazal m. 1 2( , ,..., )nf x x x , I ideali için bir özde lik de ilse Y. Özellik 

2.1.31 den herhangi i 

 

l, j 

 

l için, eij eleman , 1 2( , ,..., )nf x x x

 

nin I idealindeki 

tüm de erleriyle üretilen RC nin toplamsal alt grubunun içine dü er.                       

(aeij + qeij 

 

eijq)m matrisinin rank 

 

2  oldu undan, bu matris merkezi de ildir. 

Bu nedenle,  

(aeij + qeij  eijq)m = 0 

olmal d r. Bunu sa dan eii ile çarparsak,  

(  eijq)meii = 0 
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bulunur. Bu da, herhangi i 

 
l ve j 

 
l için qji = 0 demektir. Yani qI 

 
I d r. 

Üstelik, 

ejj(aeij + qeij  eijq)m = 0 

oldu undan, ejj(aeij)
m = 0 d r. Yani aji = 0 d r ve aI 

 

I d r. Bunlar n sonucu 

olarak  

g(I)  I 

elde edilir. 0 

 

g( 1 2( , ,..., )nf y y y )m 

 

I 

 

F oldu undan, bu eleman tersinirdir ve       

dolay s yla I = R dir. O halde Y. Özellik 5.7 den ispat tamamlanm olur.   



 
82

 
6. GENELLE T R LM ( , )-TÜREVLER 

6.1. Genelle tirilmi ( , ) 

 
Türevlerin zomorflu u 

(Argaç and Alba , 2002), (Nakajima, 2000) de genelle tirilmi türevlerle 

ilgili elde edilen sonuçlar , ( , ), Jordan ( , ) ve Lie ( , )-türevlere 

geni letmi lerdir. Ayr ca (Hamaguchi, 2001), gDer(A,M) ile BDer(A,M) aras nda 

bir izomorfizma olmas için gerek ve yeter ko ulu vererek bunu Jordan ve Lie 

türevlere uygulam t r.  

Bu bölümde amac m z, gDer( , )(A,M) ile BDer( , )(A,M) aras nda benzer 

bir izomorfizma kurmak, bunun sonuçlar n ara t rmak ve bize bu konuda gerekli 

olan yeni tan mlar vermektir.  

Tan m 6.1.1 f : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas ve 

 

A n n bir 

otomorfizmas olsun. Her x, y 

 

A için, f(xy) = f(x) (y) e itli i sa lan yorsa f  

dönü ümüne -sol çarpan dönü ümü denir. A dan M ye tan ml tüm -sol 

çarpan dönü ümlerinin kümesini Mul( )(A,M) ile gösterelim. Her f, g 

 

Mul( )(A,M) ve her 

  

K için, f + g ve f  dönü ümleri,  -sol çarpan 

dönü ümleridir. Dolay s yla Mul( )(A,M) kümesi, K-modül yap s ndad r. 

imdi Jordan -sol çarpan, Lie ( , )-sol çarpan ve Bre ar genelle tirilmi 

Lie ( , )-türev dönü ümlerini tan mlayal m: 

Tan m 6.1.2 g : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas olsun. Her x 

 

A için,       

g(x2) = g(x) (x) e itli i sa lan yorsa, g ye Jordan -sol çarpan dönü ümü denir. 

A dan M ye tan ml tüm Jordan -sol çarpan dönü ümlerinin kümesini 
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JMul( )(A,M) ile gösterelim. JMul( )(A,M) kümesinin K-modül yap s nda 

oldu unu görmek kolayd r. 

Tan m 6.1.3 g : A 

 
M bir K-modül homomorfizmas olsun. Her x, y 

 
A için,       

g([x, y]) = [- g(y), x] ,

 

e itli i sa lan yorsa, g ye Lie ( , )-sol çarpan dönü ümü 

denir. A dan M ye tan ml tüm Lie ( , )-sol çarpan dönü ümlerinin kümesini 

LieMul( , )(A,M) ile gösterelim. Benzer ekilde LieMul( , )(A,M) kümesi K-

modül yap s ndad r. 

Tan m 6.1.4 f : A 

 

M bir K-modül homomorfizmas olsun. Her x, y 

 

A için    

f([x, y]) = [L(x), y] ,

 

- [f(y), x] ,

 

olacak ekilde bir L Lie ( , )-türevi varsa, f 

dönü ümüne Bre ar genelle tirilmi Lie ( , )- türev denir. 

Teorem 6.1.1 

 

: gDer( , )(A,M) 

 

BDer( , )(A,M) ve 

 

: M 

 

Mul( )(A,M) 

dönü ümleri, her x, y 

 

A için ((f, m)) = (f, f + ml

 

) ve (m) = ml

 

olarak 

tan mlans n.  

 

dönü ümünün bir K- modül izomorfizmas olmas için gerek ve yeter 

ko ul  nin bir K-modül izomorfizmas olmas d r. 

spat:  1 : Mul( )(A,M) 

 

BDer( , )(A,M) ve 2 : BDer( , )(A,M) 

 

Der( , )(A,M) dönü ümleri, her g 

 

Mul( )(A,M) ve her (f, d) 

 

BDer( , )(A,M) 

için 1(g) = (g, 0) ve 2((f, d)) = d olacak ekilde K- modül homomorfizmalar 

olmak üzere, 

0  Mul( )(A,M) 1  BDer( , )(A,M) 2   Der( , )(A,M)  0 

dizisi parçalanabilir tam dizidir. 
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Ayr ca 2 : Der( , )(A,M) 

 
BDer( , )(A,M) dönü ümü, 2(d) = (d, d) 

eklinde tan mlans n. Y. Özellik 2.4.3 kullan larak, K-modüllerin a a daki 

parçalanabilir tam dizisini elde ederiz: 

0  M 1  gDer( , )(A,M) 2   Der( , )(A,M)  0. 

Burada 1(m) = (ml , -m) ve 2((f, m)) = f + ml

 

olarak tan mlanm t r. O 

halde a a daki diyagram de i melidir:  

1 2

1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )

0 ( , ) ( , ) 0

0 ( , ) ( , ) ( , ) 0

M gDer A M Der A M

id

Mul A M BDer A M Der A M

  

Y. Özellik 2.1.8 den, ispat tamamlan r. 

Sonuç 6.1.1 

 

: gJDer( , )(A,M) 

 

BJDer( , )(A,M) dönü ümünün bir K-modül 

izomorfizmas olmas için gerek ve yeter ko ul, 

 

: M 

 

JMul( )(A,M) 

dönü ümünün bir K-modül izomorfizmas olmas d r. 

Teorem 6.1.2 

 

: gLieDer( , )(A,M) 

 

BLieDer( , )(A,M) ve 

 

: M 

 

LieMul( , )(A,M) dönü ümleri, her x, y 

 

A için ((f, m)) = (f, f + ml

 

) ve (m) = 

ml  olsun. M( , )(A) = { m  M  [m, x] ,  = 0,  her x  A} olarak tan mlans n.  

M( , )(A) = M ise o zaman 

 

dönü ümünün bir K- modül izomorfizmas 

olmas için gerek ve yeter ko ul  nin bir K-modül izomorfizmas olmas d r.  
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spat: 1 : LieMul( , )(A,M)  BLieDer( , )(A,M) ve 2 : BLieDer( , )(A,M)  

LieDer( , )(A,M) dönü ümleri, her g 

 
LieMul( , )(A,M) ve her (f, L) 

 
BLieDer( , )(A,M) için, 1(g) = (g, 0) ve 2((f, L)) = L olacak ekilde iki K-

modül homomorfizmas olsun. Ayr ca, 2 : LieDer( , )(A,M)  BLieDer( , )(A,M) 

K-homomorfizmas , 2(L) = (L, L) olarak tan mlans n. O halde 2 2 = id 

LieDer
( , )

(A,M) bulunur. Böylece a a daki parçalanabilir tam dizi elde edilir:   

0  LieMul( , )(A,M) 1  BLieDer( , )(A,M) 2  LieDer( , )(A,M)  0

  

Ayr ca Y. Özellik 2.4.5 den a a daki parçalanabilir tam dizi vard r:  

0  M 1  gLieDer( , )(A,M) 2  LieDer( , )(A,M)  0

 

Burada 1(m) = (ml , -m) ve 2((f, m)) = (f + ml ) ile tan ml d r. M( , )(A) 

= M oldu undan, (m) = ml

  

LieMul( , )(A,M) bulunur. Dolay s yla a a daki 

de i meli diyagram elde ederiz:  

1 2

1 2

( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , )

0 ( , ) ( , ) 0

0 ( , ) ( , ) ( , ) 0

M gLieDer A M LieDer A M

id

LieMul A M BLieDer A M LieDer A M

 

   

Y. Özellik 2.1.8 kullan larak, ispat tamamlan r. 
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6.2 Bre ar Genelle tirilmi ( , )-Türevlerin Geni lemesi 

Teorem 6.2.1 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodül ve A

 
Y. Özellik 2.2.23 de 

tan mland ekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bre ar 

genelle tirilmi ( , )-türev ise o zaman a a dakiler denktir: 

(i) A dan M ye bir (f, d) Bre ar genelle tirilmi ( , )-türevi, A  dan M  

ye Bre ar genelle tirilmi ( , )-türev olarak geni letilebilir. 

(ii) A dan M ye bir f - d Bre ar genelle tirilmi -sol çarpan dönü ümü, 

A

 

dan M ye Bre ar genelle tirilmi -sol çarpan dönü ümü olarak 

geni letilebilir. 

(iii) f - d = ml

 

olacak ekilde bir m 

 

M vard r. 

spat: (i) 

 

(ii): 

 

: A

  

A

 

bir otomorfizma ve A = 

 

olsun. Her (n, a) 

 

A

 

için, ((n, a)) = (n, (a)) olarak tan mlans n. Ayr ca (f, d) 

 

BDer( , )(A,M) ve 

(F,D) dönü ümü, (f, d) dönü ümünün A

 

dan M ye bir geni lemesi olsun.            

(f - d)  Mul( )(A,M) oldu unu görelim. Her (n1, a1), (n2, t2) 

 

A  için    

(F-D)((n1, a1)o(n2, a2)) = (F-D)((n1, a1)). ((n2, a2)) 

 dir. O halde (F-D)  Mul( )( A ,M) olur. Ayr ca (F-D) A =   f-d elde edilir. 

(ii) 

 

(iii): (f - d) 

 

Mul(A,M) için, bu dönü ümün bir G 

 

Mul( )( A ,M) 

geni lemesi vard r. Buradan, her a  A için  

(f - d)(a) = G((0, a))   

   = G((1,0)o(0, a)) 
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   = G((1,0)). ((0, a)) 

= G((1,0)).(0, (a))  

 = G((1,0)) (a) 

elde edilir. G((1,0)) = m 

 

M al n rsa istenilen sonuca ula l r. 

(iii)

 

(i): D 

 

Der( A ,M) dönü ümü, d 

 

Der(A,M) nin tek geni lemesi olsun.  

F : A

 

 M bir K-modül homomorfizmas olsun ve her (n, a) 

 

A  için 

F((n, a)) = nm + f(a) 

olarak tan mlanan bir K-modül homomorfizmas olsun. 

 

ve 

 

dönü ümleri A

 

n n iki otomorfizmas olmak üzere, A = 

 

ve A = 

 

olsun. Ayr ca bu 

otomorfizmalar, her (n, a) 

 

A

 

için ((n, a)) = (n, (a)) ve ((n, a)) = (n, (a)) 

olarak tan mlans n. Buradan, her (n1, a1), (n2, a2) A  için,  

F((n1, a1)o(n2, a2)) = F((n1n2, n1a2 + n2a1 + a1a2))  

elde edilir. F dönü ümünün tan m kullan larak,  

n1n2 m + n1f(a2) + n2 f(a1) + f(a1) (a2) + (a1)d(a2) 

bulunur. Di er bir deyi le,  

n1n2 m + n1f(a2) + n2 f(a1) + f(a1) (a2) + (a1)d(a2) + n1d(a2) n1d(a2) 

olur. Yani  

n2(n1m + f(a1)) + n1(f 

 

d)(a2) + f(a1) (a2) + (a1)d(a2) + n1d(a2) 

dir. Hipotezden, yukar daki e itlik  

n2(n1m + f(a1)) + n1m (a2) + f(a1) (a2) + (a1)d(a2) + n1d(a2)  

olur. D dönü ümünün tan m ve M ile A

 

aras ndaki i lem tan m kullan larak, 
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(n1m + f(a1)).(n2, (a2)) + n1D((n2, a2)) + (a1)D((n2, a2)) 

bulunur. Buradan, 

(n1m + f(a1)).(n2, (a2)) + (n1, (a1)).D((n2, a2)). 

elde edilir. F nin ve   nün tan m bize, 

F((n1, a1)).  ((n2, a2)) +  ((n1, a1)).D((n2, a2)) 

ifadesini verir. Buna göre (F,D)  BDer( , )( A ,M) dir ve (F,D) A = (f, d) oldu u 

aç kt r.  

Sonuç 6.2.1 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodül ve A

 

Y. Özellik 2.2.23 de 

tan mland ekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bre ar 

genelle tirilmi Jordan  ( , )-türev ise, a a dakiler denktir: 

(i) A dan M ye bir (f, d) Bre ar genelle tirilmi Jordan ( , )-türevi, A  dan 

M ye bir Bre ar genelle tirilmi Jordan ( , )-türev olarak geni letilebilir. 

(ii) A dan M ye bir f - d Bre ar genelle tirilmi Jordan -sol çarpan 

dönü ümü, A

 

dan M ye Bre ar genelle tirilmi Jordan -sol çarpan dönü ümü 

olarak geni letilebilir. 

(iii)      f - d = ml

 

olacak ekilde bir m 

 

M vard r. 

Teorem 6.2.2 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodül ve A

 

Y. Özellik 2.2.23 de 

tan mland ekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bre ar 

genelle tirilmi Lie ( , )-türev ve (F,D), (f, d) dönü ümünün A

 

dan M ye bir 

geni lemesi olsun. f 

 

d, A dan M ye Lie ( , )-sol çarpan dönü ümü, A  dan M ye 

Lie ( , ) -sol çarpan dönü ümü olarak geni letilebilir. 
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spat: (f, d) bir Bre ar genelle tirilmi Lie ( , )-türev ve (f, d) dönü ümünün A

 
dan M ye bir geni lemesi (F,D) olsun. f 

 
d nin A dan M ye Lie ( , )-sol çarpan 

dönü ümü oldu unu kabul edelim. O zaman her (n1, a1), (n2, a2) A  için 

(F  D)[(n1, a1), (n2, a2)] = [- (F  D)( (n2, a2)), (n1, a1)] 

dir. Dolay s yla (F  D)  LieMul( , )( A ,M) olur. Ayr ca, (F  D) A = f 

 

d oldu u 

aç kt r.  
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7. SONUÇ  

Üçüncü bölümde, asal halkalarda polinom özde likleri üzerinde türev 

çal larak, halkan n yap s ile ilgili baz sonuçlara ula lm t r. Daha sonra bu 

sonuçlar, yar -asal halkalara geni letilmeye çal lm t r.  

Dördüncü bölümde, asal halkalarda Jordan çarp ml genelle tirilmi 

türevler ele al nm , böylece asal halkalarda çok iyi bilinen baz özelliklerin 

genelle tirilmi türevlere k smen geni letilebilece i gösterilmi tir. 

Genelle tirilmi türev kavram , hem sol çarpan, hem de türev dönü ümlerini 

kapsad ndan, elde edilen sonuçlar daha önce bu konuda yap lm olan 

çal malar n bir genellemesidir.  

Be inci bölümde, asal halkalar n s f rdan farkl tek yanl idealleri 

üzerindeki genelle tirilmi türevli polinomlar konusunda çal larak, baz 

sonuçlar elde edilmi tir.  

Son bölümün ilk kesiminde, A, K de i meli halkas üzerinde bir cebir, 

 

ve , A cebirinin iki endomorfizmas olmak üzere, -sol çarpan dönü ümü, Jordan 

-sol çarpan dönü ümü, Lie ( , )-sol çarpan dönü ümü ve Bre ar genelle tirilmi 

Lie ( , )-türev tan mlar ilk kez verilmi tir. Ayr ca Hamaguchi nin 2001 y l nda 

yapt çal madan esinlenilerek, Bre ar ve Nakajima anlam ndaki 

genelle tirilmi ( , )-türevlerin kümeleri aras nda bir izomorfizma olmas için bir 

gerek ve yeter ko ul verilmi tir. Daha sonra bu teoremin bir sonucu, 

genelle tirilmi Jordan ( , )-türevler için yap lm , genelle tirilmi Lie ( , )-

türevler için de benzer bir izomorfizma kurulmu tur. Son bölümün ikinci 

kesiminde, Bre ar genelle tirilmi ( , )-türevlerin bir geni lemesi verilmi tir.   
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