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OZET
TUREVLI VE GENELLESTIRILMIiS TUREVLI ASAL HALKALAR

INCEBOZ GUNAYDIN, Hiilya
Doktora Tezi, Matematik BolUm
Tez Yoneticis : Prof. Dr. Nurcan Argag, Prof. Dr. Hatice Kandamar
EylUl 2006, 98 sayfa
Bu tez alti bolimden olusmaktadir. Birinci bdlimde, tez konusu tanitilmig
ve bu konuileilgili calismalar hakkinda kisa bilgi verilmistir.

Ikinci bolimde, bu tezi anlamada kolaylik saglayacak genel bilgiler yer
amstir. Ayrica bu bodlimde, halkalarda tirev cesitleri, halka ve modul
yapilarindaki genellestirilmis tirev tamumlart verilmis, gunimize kadar bu
konudaki ¢alismalarin kisa bir 6zeti yapilmstir.

Uclincti bolimde, asal halkadaki polinom Ozdeslikleri Uzerinde tiirev
calisilarak, halkanin yapisi hakkinda bazi sonuclara ulasilmis ve bu sonuclar yari-
asal halkalara genigletilmistir.

Dordunct bolimde, asal halkalarda Jordan carpimin, genellestirilmis

turev icin bazi1 6zellikleri incelenmistir.

Besinci bolimde, tek yanli idealer Gzerindeki multilineer polinomlar,

genellestirilmis tdrev igin ele ainmstir.

Son bolimde, bir modul yapisi Uzerindeki t-sol ¢arpan donistmu, Jordan
t-s0l ¢carpan donisimu, Lie (o,t)-sol carpan donusimi ve Bresar genellestirilmis
Lie (o,t)-tirev tanumlar ilk kez verilmis; Bresar ve Nakagima anlamindaki
genellestirilmis (o,t)-tlrev kimelerinin arasinda bir izomorfizma olmasi icin bir

gerek ve yeter kosul verilmistir.

Anahtar sozcukler: Asal halka, yari-asa haka, tirev, genellestirilmis

turev, (o,7)-tlrev, genellestirilmis (o,t)-tlrev, tam dizi.
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ABSTRACT

PRIME RINGSWITH DERIVATIONS AND GENERALIZED
DERIVATIONS

INCEBOZ GUNAYDIN, Hilya
Ph. D in Mathematics Department
Supervisors : Prof. Dr. Nurcan Argag, Prof. Dr. Hatice Kandamar
September 2006, 98 pages
This thesis consists of six chapters. In the first chapter, the subject of
thesis is introduced and the information about works which are related with this

subject is shortly given.

In the second chapter, general informations are founded to make easy
understanding of the thesis. Furthermore in this chapter the types of derivationsin
rings, generalized derivations in rings and in module structures are given and a

short summary of works about this subject so far is done.

In the third chapter, having worked derivation on polynomia identities in
prime rings, some corollories about structure of the rings are reached and these

corollories are extended to semi-prime rings.

In the fourth chapter, some properties of Jordan product in prime rings are

investigated for generalized derivations.

In the fifth chapter, multilinear polynomials on one sided ideds are
considered for generalized derivations.

In the last chapter, the definitions of t-left multilier transformation, Jordan
t-left multiplier trans., Lie (o,7)-left multiplier trans. and Bresar generalized Lie
(o,7)-derivation on module structure are initially given; a necessary and sufficient
condition is given for the sets of generalized (o,t)-derivations being isomorphic

in the sense of Bresar and Nakgjima.

Key Words: Prime ring, semi-prime ring, derivation, generalized

derivation, (o,t)-derivation, generalized (c,t)-derivation, exact sequence.
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1. GIRIS
Asal halkalarda tirev tammmini ilk kez 1957 yilinda Posner ortaya koymustur.

Posner (1957) bu calismasinda, tirevli asal hakalarin  degismeliligini
incelemistir.

Gunumtze kadar tirev konusuylailgili pek cok calisma yapilmistir. Herstein
(1979); Giambruno ve Herstein (1981); Lee, P. H. ve Lee, T.K. (1981), bu
konudaki ilk calisanlar arasinda yer almaktadir.

Daha sonraki yillarda, Jordan turev, Lie turev, (o,t)-tlrev, Jordan (o,t)-tlrev
tammlarn verilmis ve asal hakaarda bu turevierin sagladigi 6zellikler
arastirllmistir. Ayrica asal halkalarda elde edilen sonuglar, yari-asal halkalara
genisletilmeye calisilmustir.

Giambruno ve Herstein (1981), bir asal halka tizerindeki bir tlrevin sabit bir
pozitif tamsayr kuvvetinin sifir olmasi durumunda, tlrevin sifir donistimu
oldugunu ispatlamiglardir. Herstein (1982), bu kuvvetin merkezde olma
durumunu incelemistir.  Chang (2003), multilineer polinomlarin tdrevini
calismistir. Ashraf ve Rehman (2002), bir halkamin sifirdan farkli bir ideali
Uzerindeki bir turevin sagladig: 0zellikleri arastirmiglardir.

1991 yilinda Bresar, genellestirilmis tlrevi tammlams ve iki tlrevin bileskes
ileilgili bazi 6zellikler, genellestirilmis tlrevlere tasimistir. Bu ¢alismay1 Hvala
(1998), Lee (1999) ve Lee ve Shiue (2001) gibi matematikgcilerin calismalar
izlemis bu calismalarda asal halka Uzerinde tanimli genellestirilmis tlrevlerin

bazi cebirsel 6zellikleri verilmistir.

Lee, T.K. (1999), her genellestirilmis tdrevin, yari-asal halkamn sag
Martindale kesirler halkasina tek turli genisletilebilecegini ispatlamstir.



Nakajima (1999), bir modul yamsi Gzerinde, farkli bir genellestirilmis tlrev
tammlay1p, bu tip tdrevlerin kiimesinin homolojik yapisimi incelemistir. Ayrica
Nakajima (2000a, 2000b), genellestirilmis Jordan tirev ve genellestirilmis Lie
trevi tammlamus, bu tdr trevlierin kiimesi ile genellestirilmis tirevlerin kimesi

arasindaki funktoral bagintiy: ele almistir.

Hamaguchi (2001), Bresar ve Nakgima anlamindaki genellestirilmis tlrev

kimeleri arasinda bir izomorfizma olmasi icin bir gerek ve yeter kosul vermistir.

Albas ve Argag (2002), Nakaima (2000a, 2000b)’ deki sonuglari,
genellestirilmis (o,7)-turev, genellestirilmis Jordan (o,t)-tlrev ve genellestirilmis
Lie (o,t)-tUreviere genisletmislerdir.

Wei (2004), Giambruno ve Herstein (1981)’in calismasini genellestirilmis
tlrevlere tasimaya calismustir.

Argac ve Albas (2004), asal halkalarin tarevi ileilgili bilinen bazi 6zellikleri,

genellestirilmis tlrevlere genisletmislerdir.

Bu tezin ilk amaci, asal halkalarda turev konusuyla ilgili agik noktalar:
kapatmaktir. Bu amagla oncelikle, bir asal halkanin sifirdan farkli bir ideali
Uzerinde turev calisiimis, daha sonra elde edilen sonuclar, yari-asal hakalara
genisletilmistir.

Benzer distinceyle, asal halkalarda genellestirilmis tlrev ele alinmis, Jordan
carpimli asal halkalar igin bazi 6zellikler elde edilmistir.

Uclincli olarak, bir asal halkanin sifirdan farkl: tek yanli ideali Uizerindeki

genellestirilmis tdrevli multilineer polinomlar ele alinmstir.

Son olarak, Hamaguchi (2001) ve Albas ve Argag (2002)’1n calismalarindan

esinlenerek; ilk olarak t-sol ¢arpan donistmt, Jordan t-sol carpan donutsUma,



Lie (o,1)-sol carpan donUsimi ve Bresar genellestirilmis Lie (o,t)-tlrev
tammlan ilk kez bu tezde tanmtilmis, daha sonra da, Bresar ve Nakagima

anlamindaki genellestirilmis (o,t)-tlrevler arasindaki iliski arastirilmustir.



2. ON BIiLGILER

Bu bdltimde tezin okunabilirligini kolaylastirmak icin bazi temel tanimlar
ile, yapilacak ispatlarda ¢ok sik kullanilacak olan asal ve yari-asal halkalarin bazi
Ozellikleri  kolaylik saglamak amaciyla aindiklari kaynaklarla birlikte
verilecektir. Bu calisma boyunca halka kavrami ile daima ‘birlesmeli halka’
anlasilacaktir.

2.1 Genel Bilgiler

Tamm 2.1.1 R bir halka olsun. a, be Rigin aRb = 0 oldugundaa=0veyab=0

oluyorsa R halkasina asal halka denir.

Tamm 2.1.2 R bir halka olsun. a € R igin aRa = 0 oldugunda a = 0 oluyorsa R

halkasinayari-asal halka denir.

Tanim 2.1.3 R bir halkaolsun. Z(R) ={ x e R:xr =rx, herr € R} kiimesineR

halkasinin mer kezi denir.
Z(R) R halkasinin bir alt halkasidir.

Y.Ozellik 2.1.1 R bir asal halka, a ve b R halkasimin herhangi iki eleman: olsun.
acZ(R)veab e Z(R)iseb € Z(R) veyaa =0 dur.

Tanim 2.1.4 R bir halka ve m bir tamsay1 olsun. X € R icin mx = 0 oldugunda

m = 0 veyax = 0 oluyorsa R halkasina m-tor sion free halka denir.

Tamim 2.1.5 R ve R herhangi iki halka vef: R — R bir toplamsal doniistim
olsun. Her x, y € R igin f(xy) = f(x) f(y) ise o zaman f dénistimine bir halka
homomorfizmasi, 6zel olarak R = R ise 0 zaman f déniisimiine R halkasinin
endomorfizmast denir. Her X, y € R icin f(xy) = f(y) f(x) ise o zaman f

doénistmine bir ter sshomomor fizma denir.



Not 2.1.1 Bu c¢alisma boyunca, R bir halka olmak Uzere her x, y € R igin
[X, y] = xy — yx ile kommutatér carpim; xoy = xy + yx ile de Jordan carpim
kastedilecektir.

Tamim 2.1.6 R ve R herhangi iki hakave f : R — R bir toplamsal doniistim
olsun. Her x € R icin f(*) = f(x) f(x) ise 0 zaman f donlstimiine bir Jordan
homomorfizmas,, her x, y € R icin f([x, y]) = [f(X), f(y)] ise 0 zaman f

donusimine bir Lie homomorfizmas denir.

Tamm 2.1.7 U, R halkasinin bos olmayan bir alt kiimesi olmak tizere
Ann(U) ={r e R: Ur =0} kimesine U kimesinin sag sifirlayan,
Anni(U) ={r € R: rU =0} kiimesine U kiimesinin sol sifirlayant,

denir.

Y. Ozdlik 2.1.2 (Lambek, 1966) R bir yari-asal halka ve U, R halkasinin bir
ideali ise 0 zaman Ann,(U) = Anni(U) olur. Bu durumda U idealinin sifirlayam
Ann(V) ile gosterilir.
Y. Ozdlik 2.1.3 (Lambek, 1966) Bir R yari-asal halkasinin bir U idedi icin
U N Ann(U) =0 dir.

Tamm 2.1.8 Bir R halkasinin U; ve U, idedlleri icin R =U; + U, ve UNU, =0
sartlar saglamyorsa o zaman R halkasi U; ve U, ideallerinin direkt toplamidir

denir ve R = U; ® U,ile gosterilir.

Tamm 2.1.9 R bir halkave J, R halkasimin bir sag ideali olsun. Her 0#r4,r, € R
icinrir £0veryr e Jolacak sekilde bir r € R varsa o zaman Jidealine yogundur

denir.

Tamm 2.1.10 R bir halka olsun. Her a € R igin axa = a olacak sekilde bir x € R

varsa o zaman R halkasinareguler halka denir.



Y. Ozellik 2.1.4 (Lecture notes on rings and modules (1972), Proposition 1.29) R
bir regiiler halka olsun. Her a, b € Riicin, aR + bR = gR ve g = g olacak sekilde
bir g € R vardir. Ustelik ga = a ve gb = b dir.

Tamm 2.1.11 (Beidar, Martindale 111 and Mikhaev, 1996) Bir R halkasinin tim
minimal sol idedllerinin toplamina R halkasinin sol socle 1 denir ve Socg(R) ile
gosterilir. Benzer sekilde sag socle Soc(R) de tammlanabilir. Soc(R) ile Soci(R)
her zaman esit degildir. R bir yari-asal haka ise Soc(R) = Soc(R) ve kisaca
Soc(R) ile gosterilir.

Y. Ozellik 2.1.5 (Beidar, Martindale I11 and Mikhalev, 1996) (i) R bir halka

olsun. Soc(R), R halkasinin tim minimal sol ideallerinin direkt toplamina esit
olan bir idealdir.

(i) R, Soc(R) ideali sifirdan farkl1 olan bir primitif halka ise o zaman Soc(R) bir
basit halkadir.

Y. Ozellik 2.1.6 (Lecture Notes on Rings and Modules (1972), Proposition 1.28)
R, bir minimal sag ideali olan bir basit halkaise o zaman Soc,(R) regulerdir.
Tamm 2.1.12 (Hungerford, 1974) K birimli, degismeli bir halka ve A herhangi

bir halkaolsun. (A, +) bir birimli K-modul vehera € K; s, t € Aigin

a(st) = (as)t = s(at)
esitlikleri saglamyorsa o zaman A yapisina bir K-cebir veya A, K degismeli
halkasi Uzerinde bir cebirdir denir.
Tamm 2.1.13 (Nakaima,1999) (i) A, K degismeli halkasi Gzerinde bir cebir, M
bir sol ve sag K-moduil ve M bir sol ve sag A-modul olsun. Hera € A, o € K ve
m e M icin, a(am) = (ea)m = a(am), (ma)a = (Ma)a = M(ac) ve am = ma ise M

yapisina A/K -bimodul denir.



(i) M ve N, A/K-bimodiller ve f : M — N bir dénisim olsun. Eger f hem K-
modul hem de A-bimodul homomorfizmas: ise f donidsumine A/K-bimodul

homomor fizmas: denir.

Tanim 2.1.14 (Hungerford, 1974) {M, : n e Z} modiller ales ve

{ f:Mp— Mp1} homomorfizmaailes igin

f f
...—)Mn+1 ml‘)Mn = )Mnfl_)...

dizisindeher n € igin Im( f,+1) = Ker( f,)) ise 0 zaman bu diziye bir tam dizi

denir.

Tamm 2.1.15 (Hungerford, 1974) A, B, C herhangi ti¢ modul olsun.

g h
0—-A->B—->C—>0

dizis tam ise 0 zaman g bir monomorfizma ve h bir epimorfizmadir. Ayrica
Im(g)=A ve Cz=B/Im(g) dir. Boylece izomorf modiller Ozdeslestirilerek
C = B/A yazilabilir.

Sonu¢ 2.1.1 (Hungerford, 1974) Tarum 2.1.15 deki dizinin tam olabilmes i¢in
gerek ve yeter kosul Ker(g) = 0, Im(h) = C ve Im(g) = Ker(h) olmasidir.

Tamm 2.1.16 (Hungerford, 1974) A, B, C herhangi i¢ modul olmak Uizere
0—-A—-B—-C—-0
seklinde bir tam diziye kisa tam dizi denir.

Y. Ozellik 2.1.7 (Hungerford, 1974) A, B, C Herhangi (ic modil olmak tizere

f
0>A>B>Co0
kisatam dizisi icin asagidaki kosullar denktir:

(1) hf = 1 olacak sekilde bir h: B — A homomorfizmasi vardir.



(i) Im( f) alt modult B modultntin bir direkt toplam terimidir.
@ity gk =1c olacak sekilde bir k : C — B homomorfizmasi vardir. Bu
durumdaB= A® C dir.

Tanim 2.1.17 (Hungerford, 1974) Y. Ozellik 2.1.7 denk kosullarindan biri
gerceklendiginde

0—-A—-B—->C—-0
kisatam dizisine par calanabilir kisatam dizi denir.

Y. Ozellik 2.1.8 (Hungerford (1974), Five Lemma)

A > A > A > A o> A
Vg Voo 4 oag b oa da

BB - B, - B - B, —» B

Y ukaridaki diyagram, R-moddllerinin ve R-modil homomorfizmalarimin

degismeli diyagrami olsun. Bu durumda asagidakiler saglanir:

(1) o bir epimorfizma ve ay ile a4 birer monomorfizma iseler, as bir

monomorfizmadir.

(i) as bir monomorfizma ve oy ile a4 birer epimorfizma iseler, as bir

epimorfizmadir.

Tamm 2.1.18 (Pasman, 1989) U, R asal hakasinin sifirdan farkl: bir ideali olsun.

U dan Ri¢ine olan tim sol R-modul homomorfizmalarimn kiimesine M diyelim.
M ={(,f)| f: U— R sol R-modiil homomorfizmasi }

Uzerinde agagidaki sekilde tammlanan ~ bagintist bir denklik bagintisidir.

" (U, f) ~ (V, 9) & R’ nin sifirdan farkli bir Wc U n Videali Gzerinde f=gdir.”



M kimesinin bir (U, f) elemaninin denklik sinifint (U, f) ile gosterelim.

M kimesinin denklik siiflarimn kimesine Q|(R) diyelim. Q(R) kimesi

asagidaki tanimlar altinda R halkasinm kapsayan bir asal halkadir ve R, Qi(R) icine
goémulebilir.

U,f) +(V.9)=UnV,f+9)

U, f)V,9) = (W, fg)

Q(R) hakasina "sol Martindale kesirler halkasi” denir. Benzer sekilde sag
Martindale kesirler halkasi Q/(R) de tammmlanabilir. Tez boyunca Q ile R’ nin iki
yanlt Martindale kesirler halkasi kastedilecektir.

Q(R) halkasimin merkezine R asal halkasinin genisletilmis merkezi
(extended centroid) denir ve C ile gosterilir. Z(R) < C oldugu agiktir. Ustelik bir

R asal halkasimin genisletilmis merkezi bir cismdir. Ayrica
Qi(R)={ge &(R):3J< R(J, Rninidedi)icin,qJulgc R}

kiimesi Q/(R)’ nin bir alt halkasidir. Bu at hakaya R halkasinin simetrik

kesirler halkas: denir.

Herhangi bir R asal halkasinin sag Martindale kesirler halkasi Q/(R)
olmak Uzere asagidaki 6zellikler saglanir:

() RcQ(R)dir.
(i) ge Q(R)icingU c R olacak sekilde R halkasinin sifirdan farkl:
bir U ideali vardir.

@iii) g e Q(R) veR hakasinin sifirdan farkli herhangi bir U ideali icin
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gu =0iseozamanq=0dir.
(iv) R hakasimn sifirdan farkli bir ideali U ve ¢ : U — R sag R-modiil
doénistimi ise 0 zaman her x € U igin o(X) = gx olacak sekilde g € Q/(R) vardir.

Tanim 2.1.19 R bir asal halka olsun. Rc = RC halkasina R halkasimn merkezi
kapansi (central clouser) denir. Rc bir asal halkadir.

Qr, Qi, Rc asal halkalarinin merkezleri esittir.

Tanim 2.1.20 Q/(R) halkasinin taniminda R halkasinin sifirdan farkl: iki yanl
ideali yerine yogun sag ideali alinirsa elde edilen kesirler halkasina R halkasinin
‘Utumi kesirler halkas” denir ve U(R) ile gosterilir. Tez boyunca yazimda

kolaylik saglamasi amaciyla U(R) yerine U gosterimi kullanilacaktir.
Tanim 2.1.21 gy, O, ..., O € Q(R) Ve A1, Az,...An € C 0lmak Uzere
}\,10]1 + }\,qu +...+ ann =0

oldugunda heri € {1, 2, ....,n} icin A; = 0 oluyorsa g; elemanlarina C-bagimsiz,
en az bir i € {1, 2....n} icin A # 0 olmak Uzere yukandaki esitlik
gercekleniyorsa, g elemanlarina C - bagimhdir denir.

Y. Ozellik 2.1.9 (Beidar, Martindale |11 and Mikhalev, (1996), Remark 2.3.1) R
bir asal haka ve g € Q/(Rc) olsun. q elemant R halkasinin her elemaniyla yer

degistiriyorsao zaman q € C dir.

Y. Ozdlik 2.1.10 (Bresar (1995), Lemma 1) R bir asa halka ve a;, bi € Q(R)
olsun. Her x € R igin £ axb; = 0 ise 0 zaman tim & elemanlar: veya tim by

elemanlar1 sifir olmadikca g ve by elemanlar: C - bagimlidhr.

Y. Ozdlik 2.1.11 (Martindale 111 (1969), Theorem 2(a)’ nin sonucu) R bir asal

halka olsun. &;, b, ¢j, d € RCvel<i<m,1<j<nolmak Uzere, her x € Rigin
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daxh + dc;xd; =0 olsun. Eger a;, a, ..., an C-bagimsiz ise, her bir
i=1 j=1

b ; di, dy, ..., dy Uzerinde C-bagimlidir. Benzer sekilde eger by, by, ..., bm
elemanlart C-bagimsizise, her bir & ; ¢, Cy, ..., Cy Uzerinde C-bagimlidir.

Y. Ozellik 2.1.12 (Bresar (1995), Proposion 8) R bir asal halkaolsun. 1<i < mve
I<j<nicing, ¢ € Rvefi: R—> Rveh : R— R herhangi donisimler olmak
Uzereher X,z € Rigin

Zn: fj(Z)X64+Zm: ¢z () =0

J:j_ i=1

olsun. {ay, ay,..., an} ve{cy, Cz,...., Cm} kimeleri C — bagimsiz ise 0 zaman

n

Gizg; ve hi(Z) = Z GijXey

m
i=1 =1

fi(2 =-

olacak sekilde g;j € Qi(Rc) dir.

Y. Ozellik 2.1.13 (Herstein (1969), Lemma 1.1) |, R halkasinin sifirdan farkl: bir
sag ideali ve n sabit bir tamsay: olsun. Her x e | icin X" = 0 ise 0 zaman R

halkasinin sifirdan farkl: bir nilpotent ideali vardir.

Y. Ozdlik 2.1.14 (Bresar (1993), Theorem 1) R bir asal halka, charlR # 2, R
halkasinin bir ideali U ve f: R — R bir toplamsal dontisim olsun. Her x € U igin
xf(x) + f(x)x = 0ise 0 zaman her X € Rigin f(x) = 0 dhr.

Y. Ozellik 2.1.15 (Zalar (1991), Proposition 1.4) R 2-torsion free yari-asal halka
veT:R—> R, herx e Rigin T(X®) = x? olacak sekilde bir toplamsal déniisiim ise
ozaman her X,y € Ricin T(xy) = T(X)y dir.

Tanmm 2.1.22 (Hungerford, 1974) V, bir D bolim halkas: tGizerinde bir sol vektor

uzay1 ve R, Homp(V,V) endomorfizmalar halkasimin bir at halkasi olsun. Her n
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pozitif tamsayist icgin, {ui, Uy, ..., Uy}, V vektdr uzayimn lineer bagimsiz
vektorlerinin kimesi ve {vi, Vo, ..., Vo} de V vektor uzayinin herhangi
vektorlerinin kiimesi olmak tzere 6(u) = v (i = 1, 2, ..., n) olacak sekilde R
halkasinin bir 6 elemami varsa o zaman R hakasina, V vektdr uzayinin

endomorfizmalarinin yogun halkas denir.

Y. Ozdlik 2.1.16 (Hungerford (1974), Jacobson Yogunluk Teoremi) R bir
primitif halka ve A bir faithful, basit (ssimple) R-modul olsun. A R-modiluni
D = Homg(A,A) bolim halkasi Gzerinde bir vektor uzay: olarak distnelim. Bu
durumda R, A vektor uzayinin endomorfizmalarinin yogun bir halkasina

izomorftur.

Y. Ozdlik 2.1.17 (Herstein, 1976) R bir halka ve S = RC, R halkasinin merkezi
kapanis1 olsun. R birimli ve basit bir halkaise 0 zaman Q = R = S dir.

Tamim 2.1.23 (Herstein, 1976) R birimli ve basit bir halka olsun. R’ nin bir

minimal sag ideali varsao zaman R bir artinian halkadir.

Y. Ozdlik 2.1.18 (Weddeburn-Artin Theorem) (i) R sonlu boyutlu, basit bir
halka olsun. Uygun bir n tamsayisi ve uygun bir F cismi icin R = My(F) dir
(Rowen, 1976).

(i) R sol artinian, basit bir halkaise, uygun bir n tamsayisi ve uygun bir D
bolim halkast i¢in R = M (D) dir (Hungerford, 1974).

Y. Ozellik 2.1.19 (Beidar, 1978) R bir yar-asal halka ise, sol Utumi kesirler
halkasi da yari-asaldir. Bir yari-asal halkanin genisletilmis merkezi ile sol Utumi

kesirler halkasinin merkezi cakisir.

Tamm 2.1.24 (Koshlukov, 1999) K bir cism, X ={xi, X, ...} elemanlar
degismeli olmayan bir kime olsun. K Gzerinde, X ile Uretilmis serbest cebir
KX), { x X X oo X yens) kimesini taban kabul eden bir K-uzaydir. K(X) serbest
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cebirinin elemanlarina polinom (polynomial) denir ve f(x,X,,...,X.) seklinde
gosterilir. Taban elemanlarina da monomial denir. A, herhangi bir K-cebir ve
f(X,%,....%,) € K(X) olmak Uzere, her ay, @y, ..., an € Aigin f(a,a,,...,a,) =
0 ise f polinomuna A kimesinin bir polinom 6zdesligi (polinomial identity)
denir ve A hakasina da polinom 6zdeslik halkas (polinomial identity ring)

denir ve kisaca Pl ile gosterilir.

Tamm 2.1.25 (Beidar, Martindale I11 and Mikhalev, 1996) T = Q-cC{ X} serbest
carpimint ele alaim. T kiumesinin elemanlarina genellestirilmis polinom
(generalized polinomial) denir ve kisaca GPI ile gosterilir. g € Q vey, € X
olmak Uzere, m = QoyiQuyo02...YnOn tipindeki elemanlara monomial, g
elemanlarina da m monamialinin katsayilari denir. T kiimesinin her f eleman,

monomiallerin sonlu toplam seklindedir ve bu gosterim tek tarltdur.

Tamim 2.1.26 (Leron, 1975) K birimli ve degismeli bir halka, R bir K-cehbir,
f (X, %,....X.), Katsayilart K da olan bir polinom ve n sabit bir tamsay: olsun.

Her ri € Ricin f(r,r,,...,r,) = 0ise o zaman f(x,X,,...,X,) polinomuna R
halkasinda vanishing denir.

Tamm 2.1.27 (Leron, 1975) K birimli ve degismeli bir halka, R bir K-cehbir,
f (X, %,....,X,) katsayilar1 K da olan bir polinom ve m, n sabit tamsayilar olsun.

Her ri € Ricin f(r,r,,...,r,)™ = 0 ise 0 zaman f(x,X,,...,%,) polinomuna R
halkasinda nil denir.

Tamm 2.1.28 (Leron, 1975) K birimli ve degismeli bir haka, R bir K-cebir,
f (X, %,...,X,) katsayilart K daolan bir polinom ve n sabit bir tamsay: olsun. Her

ri e Ricin f(r,r,,...r,) € Z(R) ise o zaman f(X,X,,...,X,) polinomuna R
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halkasinda merkezidir denir. Diger bir deyisle, f(x,X,,...,x,) R debir 6zdeslik
degil fakat [ f(x,%,,...,X,), X+1] R debir 6zdesliktir.

Tamm 2.1.29 (Leron, 1975) K birimli ve degismeli bir halka, R bir K-cehbir,
f (X, %,...,X,) Katsayilart K daolan bir polinom ve n sabit bir tamsay: olsun. Her
r e Rigin f(r,r,,....,r.)™ € Z(R) olacak sekilde bir m tamsayisi varsa 0 zaman

f (X, %,,...,X,) polinomunaR de kuvvet merkezli denir.
Tamm 2.1.30 S, simetrik grup olmak Uizere

S (%, %, X,) = Z (SIGNG) Xo(1)Xs(2)- - - Xo(n)
oe§,

polinomuna standart polinom denir.

Tanim 2.1.31 f(x,X,,...,X,) € K(X) polinomunda, bir x; elemammn, her bir

monomialdaki derecesi aym ise bu polinoma homojen polinom denir. Ornegin,
X12Xz + X1X2X1 homojen bir polinomdur. (deg x; = 2 ve deg x, = 1’ dir.) Eger bir
polinom homojen ve her bir x; elemaninin homojenlik dereces 1 ise bu polinoma
coklu dogrusal polinom denir. Ornegin, x;x2Xs — X1XsX2 homojendir ve her bir x;
elemaninin homojenlik derecesi 1 dir.

Y. Ozellik 2.1.20 (Rowen, 1976) Her polinom, coklu dogrusal hale getirilebilir.
Coklu dogrusallastirmada, f(x,X,,...,X,) polinomuigin

(%, Xr e X Xun) = FOGHX 00,00 %) = F O %000 %) = F (X005, X))

esitligi kullanilir.
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Tamm 2.1.32 (X, %, ..., X,) = 0XXo.. X0 + D OXomXe@--Xo) (0 # (1))
o€§,

esitligi, coklu dogrusal polinomun kullanislt ifadelerindendir. Buradac ve o, C

genisletilmis merkezinin elemanlaridir.
Ornek: f(xq, X2) = axiXe + Px2x1 iki degiskenli coklu dogrusal polinomdur.

Tamim 2.1.33 f (X, X,,...,X,) multilineer polinomu,
FOX0 %, %) = IZ 606 Xar e X1 Xg00 %)

seklinde ifade edilebilir. Burada tj, n-1 degiskenli multilineer polinom ve X, t;

polinomunun hi¢gbir monomialinda bulunmaz.

Y. Ozellik 2.1.21 (Martindale I11 (1969), Theorem 3) R bir asal GPI halkadir <
Rc = RC (merkezi kapans) sifirdan farkli bir H= Soc(RC) idealine sahip primitif
halkadir ve e, Rc nin minimal idempotent eleman: olmak Uzere, eHe, C Uizerinde
sonlu boyutlu bir bolum cebiridir.

Tamm 2.1.34 (Leron, 1975) R bir halka, R Uzerindeki nxn matrisler halkasi R,
ve u = (A1, Az,..., Ax), Ry in matrislerinin bir dizisi olsun. u dizisinin degeri
lul = A1Az...Ax carpimi ve herhangi bir 6 € Scigin u dizisinin bir permutasyonu
U’ = (Asq), As@),- Asr) Olmak Uzere, bir g ¢ R (i = 1, 2, ...., K) igin
u=(aue, ;. e, ;)iseudizisinebasit dizi denir. (Basit dizilerin degeri her
zaman aeg; formundadir (a € R)).

Tanmm 2.1.35 (Leron, 1975) R bir halka, R Gzerindeki nxn matrisler halkasi R,
ve u = ((A1, Az,..., Ax), Ry halkasimin matriglerinin bir basit dizisi olsun. b € R
olmak Uzere, |u°| = be;j = 0 ise u dizisine Gift dizi, |u°| = be; =0 (i #]) iseu

dizisinetek dizi denir.



16

Y. Ozellik 2.1.22 (Leron (1975), Lemma2) R bir halka, f(x,X,,...,X.) bir ¢oklu
dogrusal polinom ve u = ((A1, Az,..., Ax), Ry in matrislerinin bir basit dizis olsun.
u tek ise 0 zaman f(u) = ag; (i #j) olacak sekilde bir a € R vardr.

Y. Ozellik 2.1.23 (Lee (1993), Lemma) R bir haka, f(x,X,,....X) merkezi
olmayan bir ¢oklu dogrusal polinom ise o zaman f(r) = f(r,r,,...,r,) # 0 olacak
sekilde Ry inbirr = (ry, ro, ..., ) dizisi vardir.

Y. Ozellik 2.1.24 (Herstein (1976), Kaplansky’s Theorem) R bir basit, birimli ve

GPI hakaise o zaman R sonlu boyutlu, merkezi, basit cebirdir, yani, R = My(D)
olacak sekilde bir D bdlum halkasi vardir.

Y. Ozdlik 2.1.25 (Lanski (1993), Lemma 2) R degismeli olmayan, merkezi
Uzerinde sonlu boyutlu bir basit cebir olsun. g(X,X,,...,%) € RezrZ(R}{X}
(Z(R) Uzerindeki serbest carpim), Ricin g, { X1, X2, ..., X} lere gore derecesi d olan
homojen 6zdeslik ise dyle bir F cismi i¢in, n > 1 olmak Uzere, R — M(F) dir ve
ayrca g(X, %,,..., %), Mn(F) i¢in de bir 6zdesliktir.

Y. Ozellik 2.1.26 (Chuang and Lee (1996), Main Theorem') K birimli, degismeli
bir halka, R bir yari-asal K-cebir, | R halkasinin bir sag ideali, t bir sabit tamsay1

ve f(X,X%,,...,X,), K tzerinde bir ¢coklu dogrusal polinom olsun. a € R ve her
x e liginaf(x,x,,..,x ) =0iseherx e liginaf (x,X,,...x,) 1 =du.

Y. Ozdlik 2.1.27 (Wong (1996), Lemma 2) R, EndpV halkasimin bir yogun
halkasi, ¢(x) de katsayilari EndpV halkasinda olan bir genellestirilmis polinom
olmak Uzere f(x,X,,...,X,), her xq, X, ..., X € Rigin o( f(x,%,,...,x)) = 0

kosulunu saglayan coklu dogrusal polinom ise 0 zaman her X € EndpV i¢gin
d(x) =0 dur.
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Y. Ozellik 2.1.28 (Chuang and Lee (1996), Lemma 3) |, R asal K-cebirinin bir
sol ideali ve g(x,X%,,..,%x) K Uzerinde herhangi bir polinom olsun. Her

Xi € licinag(x,X,,...,x) = 0 olacak sekilde bir a € R varsao zaman a = 0 veya
her x; e l'iginl g(X,X,,...,%)=0dir.

Y. Ozellik 2.1.29 (Lee (1996), Proposition) |, R asal halkasinin sifirdan farkl: bir
ideali olsun. I, trivial olmayan bir polinom 6zdesligini saglarsa, 1C = eRC olacak
sekilde bir e € Soc(RC) idempotent elemam vardir ve f(x,X,,...,%), eRCe
Uzerinde merkezidir.

Y. Ozellik 2.1.30 (Chang (1988), Theorem 2) U, R halkasinin Utumi kesirler

halkasi olsun. U nun her rasyonel (yogun) alt modult | ile U aym GPI saglar.
(Dolayisiylal, U, 1Q aynm GPI saglar).

Y. Ozdlik 2.1.31 (Chang (2003), Lemma 3) R = My(F), | = eR =
(e +ex+...+ta)Rve f(x,X%,....x), F Uzerinde bir coklu dogrusal polinom ve
A={ f(X,%,..%): % €1} olsun. f(x,X,,....%), | sag idealinde bir 6zdeslik
degilseher oo € Figini < | vej > | olmak Uzere agj € A dir.

Y. Ozellik 2.1.32 (Jacobson (1975), p.57, Theorem 2) R bir asal cebir olsun. R,
trivial olmayan bir polinom 06zdesligini saglarsa o zaman R’ nin Z(R)’ deki

lokalizasyonu Rz, de aym polinom 6zdesligini saglar.

Asagida, diger bolumlerde ele alinan ve genellestiriimeleri verilen turev
gesitlerinin bazilar: hatirlatilacak ve bu konuda yapilmis olan ¢alismalarin kisa bir

Ozeti sunulacaktir.
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2.2 Adi Turevli Halkalar

Asal halkalarda turev Uzerine ilk calisma E. Posner tarafindan 1957
yilinda baslatilmistir. Posner bu ¢alismasinda asagidaki tirev tanimini vererek,
turevli asal halkalarin degismeliligini incelemistir. Son yirmi yil1 askin stiredir, bu
konu Uzerine pek cok calisma yaplmistir (Herstein, 1979; Giambruno and
Herstein, 1981; Bell and Kappe, 1989; Bresar, 1991; Bell and Daif, 1995; Daif
and Bell, 1992; Lee, P. H. And Lee, T. K., 1981; ... daha bircok calisma
bulunabilir).

Tamm 2.2.1 (Posner, 1957) R herhangi bir halka ve R halkasinin bir toplamsal
donusimi d olsun. Her x, y € R i¢in d(xy) = d(X)y + xd(y) ise 0 zaman d

donusimine R halkasinin adi (ordinary) tirevi veyakisacatlrevi denir.

Tamim 2.2.2 R herhangi bir halka ve a € R sabit bir eleman olmak Uzere
da: R—> R donusimi her x € R igin dy(X) = [a, X] olarak tammlanan d,

doénusimine R halkasinin a eleman tarafindan belirlenmis i tlrevi denir.

Tamm 2.2.3 R herhangi bir halkave d R Gizerinde bir toplamsal dontstmi olsun.
Her x e Ricin d(?) = d(X)x + xd(x) ise 0 zaman d donustimiine R halkasinin

Jordan tlrevi denir.

Yukaridaki tammdan da anlasildigi gibi her tirevin bir Jordan tlrev
oldugu aciktir. Fakat ters genelde dogru degildir. Herstein (1969) bir asal
halkada ve daha sonra Cusack (1975) herhangi bir R halkasinda bazi kosullar

altindatersinin dogru oldugunu ispatlanuslardir.

Tamim 2.2.4 R herhangi bir halka ve R nin bir toplamsal dontstma d olsun. Her
X, Y € Ricin d[x, y] = [d(X), y] + [X, d(y)] kosulu saglamyorsa 0 zaman d

doéndsumine R halkasimin Lie tUrevi denir.
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Y. Ozellik 2.2.1 (Posner (1957), Lemma 3) R bir asal hakaved: R — R bir
turev olsun. d(R) < Z(R) ise 0 zaman R degismelidir veyad = 0 dir.

Y. Ozelik 2.2.2 (Posner (1957), Theorem 2) R bir asal halkaved : R > R
sifirdan farkl: bir trev olsun. Her x € R icin [d(X), X] € Z(R) ise 0 zaman R
degismelidir.

Y. Ozellik 2.2.3 (Lee, P. H. And Lee, T. K. (1981), Theorem 3) R bir asal halka,

charR # 2 ve d R halkasinin bir tiirevi olsun. d%(R) < Z(R) ise 0 zaman d = 0

veyaR degismelidir.

Y. Ozellik 2.2.4 (Giambruno and Herstein (1981), Theorem 1) R bir asal halkave
d: R — R bir threv olsun. n > 1 sabit bir tamsay1 olmak Uzere, her x € R igin
d(xX)"=0iseozamand=0dur.

Y. Ozellik 2.2.5 (Herstein, 1982) R desismeli olmayan bir asal haka, d R nin
sifirdan farkli bir tlrevi ve n bir pozitif tamsay1 olsun. Her x € R igin

d(X)" € Z(R) ise 0 zaman R, s standart polinomunu saglar.

Y. Ozellik 2.2.6 (Bresar (1993), Theorem 4.1) |, R asal halkasinin sifirdan farkl
bir idedli, d ve g, R hakasinin her u € | icin d(u)u — ug(u) € Z(R) ozelligini
saglayan iki tirevi olsun. Eger d = 0 ise 0 zaman R degismelidir.

Y. Ozellik 2.2.7 (Ashraf and Rehman, 2002) |, R asal halkasinin sifirdan farkl:
bir ideali olsun. d, R halkasinin her x, y € | icin d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) =
Xy + yx olacak sekilde bir tirevi ise 0 zaman R degismelidir.

Tamm 2.2.5 (Bresar and Vukman, 1990) R bir halka, X bir sol R-modul ve
D : R — X bir toplamsal donUstim olsun. Her x, y € Ri¢in D(xy) = xD(y) + yD(X)

ise 0 zaman D donustimine sol tlrev denir.
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Y. Ozdllik 2.2.8 (Bresar and Vukman (1990), Proposition 1.6) R bir asal halka, X

bir sol R-modul ve D : R — X bir sol turev olsun.

() ae Rvexe XiginaRx=0isea=0veyax=0dir. Eger D= 0iseR
degismelidir.

(i) X =R bir yari-asal halka olsun. Bu durumda D, R halkasindan Z(R)
icine taniml1 bir tdrev dontsUmadur.

Y. Ozellik 2.2.9 (Bresar (1995), Corollary 4.3, Theorem 4.18) |, R asal halkasinin
bir ideali olsun. f;, f,, f3, fs: 1 — R toplamsal donistimler olmak Uzere, her

X,y e ligin
(X, y) = fi(x)y + xfz(y) + fa(y)x + yfa(x)
doéndstmi tammlansin.
(1) Herx,y e licinn(x,y) =0iseozaman her x € l igin
fi(X) =-xa+ u(x), fo(x) =ax- A(x)
fa(X) =-xb+ A(X),  fa(x) =bx- pu(x)
olacak sekildea, b € Q4(R) ve A, u: | — Ctoplamsal donustmleri vardir.
(i) Herxyelicinn(xy) € Z(R) vechaR = 2, 3ise R, s, standart
polinomunu saglar veyaher X,y € l igin (X, y) = O dir.
(i)  Herx,yelicinn(x,y)=0vebazii € {1, 2, 3, 4} icinf; dontsumleri

sifirdan farkli tirev iseler o zaman R degismelidir.
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Y. Ozellik 2.2.10 (Hvaa (1998), Lemma 2) R bir asal halkave f: R — Rc her
X, ¥ € R igin f(xy) = f(X)y kosulunu saglayan bir toplamsal donusim olsun. O
zaman her x € Rigin f(x) = gx olacak sekilde bir q € Q((Rc) vardir.

Y. Ozellik 2.2.11 (Chang and Lee (1998), Theorem 1) R bir asal halka, a € R, |
R halkasimin [1, 1]l # O olacak sekilde bir sag ideali, d R halkasinin bir turevi ve
dimcRC > 4 olsun. Her x, y € | icin ad([x, y])" € Z(R) ise 0 zaman ad(l) = 0 veya
d, Q Martindale kesirler halkasinin, pl = 0 olacak sekilde bir p eleman: ile
belirlenmis bir ic threvdir. (Eger d([x, y])"a € Z(R) ise 0 zaman a= 0 veyad, Q
nun pl = 0 olacak sekilde bir p elemant ile belirlenmis bir i¢ tlrevdir).

Y. Ozellik 2.2.12 (Lee (1999), Teorem 2) R halkasinin bir yogun sag idealinden
U Utumi kesirler halkasi icine tamml1 her turev, U yatek tirlt genisletilebilir.

Y. Ozellik 2.2.13 (Beidar, Martindale 111 and Mikhalev (1996), Proposition 2.5.1)
Bir yari-asal R halkasinin her tirevi, sol Utumi kesirler halkasina tek trlt

genisletilebilir ve R halkasinin her tlrevi, tim U Uzerinde tammlanabilir.

Y. Ozellik 2.2.14 (Beidar (1978), Lemma 1, Theorem 1) R bir yari-asa halka, U
R halkasimin Utumi kesirler halkasi ve B, C genisletilmis merkezindeki tim
idempotentlerin kimesi olsun. O zaman U, ortogonal tam B-cebirdir. B nin
herhangi bir maksimal P ideali icin PU, U nun bir asal idealidir ve bu ideal, U
nun tim tirevleri altinda sabit kalir. Ustelik ~{PU : P, B’ nin herhangi bir asal
idedi}=0dur.

Tanim 2.2.6 (Beidar, Martindale 111 and Mikhalev, 1996) d, R asal halkasinin
sifirdan farkl: bir tirevi ve I, R halkasimin sifirdan farkli bir ideali olsun. Her
ri € Ligin, f(r,r,..,r,d(r),..,d(r)) = 0ise f(x,X%,...X,d(X),...d(x,))
ifadesine | idealinde bir differansiyel 6zdeslik (differential identity) denir.
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Y. Ozdlik 2.2.15 (Kharchenko, 1978) d, R asal hakasinin sifirdan farkli bir
tirevi ve |, R hdkasnin sfirdan farklir  bir ideali olsun.

f (X, %0 X, d(X),...,d(X,)), | idealinde bir differansiyel Gzdeslik, yani, her
rg, r2,...., fne ligin
f(r,r,...r,d(r),..d(,)) =0
olsun. Bu durumda asagidakilerden birisi saglanir:
() d, Q Martindale kesirler halkasinda bir i¢ tlrevdir yani her x € R igin
d(x) =[q, X] olacak sekilde bir g € Q vardir vel,
f(r.r,.r.farn]..[ar]) =0
polinom Ozdesligini saglar.
(i) | ideali,
OG0 X000 X0 Y1 Yoo Vi)
genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar.
Y. Ozelik 2216 Her xi € R igin d(f(X,%,...X)) = f9(X,%,...%x) +

f (X, %, d(X),..., X ) oldugu agiktir. Burada f“(x,X%,,...,X,) polinomu,
f (X, %,,..., X,) polinomunda her bir o katsayisinin yerine d(o.;) alinmasiyla elde
edilir.

Y. Ozelik 2.2.17 (Rowen (1980), Exercise 2.3.4) ¢ bir sonsuz cism, R ¢

Uzerinde bir cebir ve H ¢ Uzerinde bir degismeli cebir olsun. R halkasinin her

0zdesligi, R®,H icin de bir 6zdesliktir.

Y. Ozellik 2.2.18 (Beidar, Martindale and Mikhalev, (1996), Corollary 4.2.2 or
Vonessen (1994), Theorem 3.3) D, merkezi C tizerinde sonlu boyutlu bir boltm
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cebiri ve F, D nin bir maksimal alt cismi olsun. Bu durumda F C yi kapsar ve
ayrica D®cF = My(F) ve dimg(D) = n?, dimc(F) = n olacak sekilde bir n dogal

sayisi vardir.

Y. Ozellik 2.2.19 (Wong (1996), Theorem 2) d, R asal halkasinn bir tirevi, | R
halkasimn sifirdan farkli bir ideali, f(x,Xx,,...,X,) coklu dogrusal polinom ve

m, n > 1 sabit tamsayilar olsun. Her X4, Xa,..., Xo € 1 igin d( f (X, %,,...,x.))" €
Z(R) ise 0 zaman f(x,X,,...,X,) ¢oklu dogrusa polinomu merkezi polinomdur

veyaR, s, standart polinomunu saglar.

Y. Ozellik 2.2.20 (Chang, 2003) d, R asal halkasiin bir tiirevi, |, R halkasinin
sifirdan farkl: bir ideali, f(x,X,,...,x,) bir goklu dogrusal polinomvem, n>1

sabit tamsayilar olsun. a € R ve X3, Xz..., X» € | olmak Uzere
a(d( f (%, %,,-.-,%,) )™ = 0 oldugunda asagidakilerden biris saglanr:

@) al =0dur.

@iy d)I=0dr.

(i) [ F(X %, X,) s Xne1] Xne2, | idealinde bir polimom 6zdesligidir.

Y. Ozellik 2.2.21 (Chang (1998), Theorem 1) I, R asal halkasimn sifirdan farkl:

bir sag ideali olsun. |, merkezi bir diferansiyel 6zdeslige sahipse o zaman R bir
Pl-halkadir.

Y. Ozellik 2.2.22 (Lee (1992), Theorem 3) R bir yari-asal halka ve U, R
halkasinin Utumi kesirler halkasi olsun. U nun her rasyonel R alt modula | ile U

aym diferansiyel 0zdesligi saglar.

Y. Ozdlik 2.2.23 (Hamaguchi, 2001) A birimli olmayan bir K-cebir ve A

kimesi,
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A={(n,a)|neK, acA}
seklinde tamuml1 bir kime olsun. A kiimesi Uizerinde ‘0’ islemi, her ng, n, € K ve
a, a € Aigin
(N1, a1)o(ngy, &) = (N1nz, may + Nay + ayay)
olarak tanumlansin. Buna gore asagidakiler saglanir:
(i) A, birimli bir K-cebirdir.
(ii) M bir A/K-bimodul ise, M A /K -bimoduil dir (Burada moddl islemleri,

i =1, 20lmak Uzere, her m € M, & € A ven, € Kigin, (ng, a).my = mmy + a;my

ve mp. (Ny, @) = Nop + Mpay dir).
(iii) d:A — M bir tirev olsun. Bu durumda, 3 d’: A — M vardir ve

d'((n, @)) = d(a) seklinde tanimlicir. Ayricad’|s = d dir.

2. 3 Genellestirilmis Turevli Halkalar

Gendllestirilmis tlrev kavram ilk olarak 1991 yilinda Bresar tarafindan

verilmistir.
Tamm 2.3.1 (Bresar, 1991) R herhangi bir halka ve d : R — R bir toplamsal
donisum olsun. Her x, y € Rigin

d(xy) = d(x)y + xa(y)

olacak sekilde R halkasinin bir o tlrevi varsa o zaman d donUsimiine R

halkasinin bir genellestirilmis tirevi denir ve genellikle (d, o) ile gosterilir.
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Genéllestirilmis tirev kavraminin tirev ve sol carpan (yani f(xy) = f(X)y
kosulunu saglayan R halkasinin toplamsal donustmleri) kavramlarint icerdigi

aciktir.

Tamm 2.3.2 (Bresar, 1991) R bir halkaolsun. ave b € R olmak tGzere her x € R
icin d(x) = ax + xb ile tamml1 d : R > R donusimine R halkasimin a ve b
elemanlart ile belirlenmis i¢ turev (BreSar anlaminda) veya kisaca

genellestirilmis ic tlrev denir.

Tirev (adi tirev) ve genellestirilmis i¢ tirev genellestirilmis tlreve 6rnek
teskil ederler. Ayrica Rx = 0 oldugunda x = O Ozelligine sahip bir R halkasinda,
h: R — R bir fonksiyon olmak Uzere her x, y € R i¢in d(xy) = d(x)y + xh(y)
olacak sekilde bir d : R — R toplamsal dénisimi varsa o zaman d dénistima h
ile tek tarlh belirlenir ve Ustelik burada h bir tirevdir (Bresar (1991), Remark 1).
Genellestirilmis tirev tammi Ribenboim (1980) tarafindan da verilmistir ve bu tir
yuksek tirevlierin modul yapilar: incelenmistir. Genellestirilmis turevlerin diger
Ozellikleri Hvala (1998) ve Lee (1999) tarafindan ele alinmistir. Hvala 1998
yilinda yayinlacigi calismasinda genellestirilmis tlrevlieri cebirsel agidan
incelemistir. Lee 1999 yilinda yaptig1 calismasinda her genellestirilmis tlrevin
Q(R) sag Martindale kesirler halkasinin bir genellestirilmis tirevine tek tarll
genisletilebilecegini ispatlamistir. Lee ve Shiue 2001 yilinda genellestirilmis
turevli polinom 6zdesligi saglayan bazi sonuclar vermisglerdir.

Simdi genellestirilmis turevlerde yapilan calismalarin kisa bir 0Ozetini

sunalim:

Y. Ozdllik 2.3.1 (Hvala, (1998), Lemma 3) R degismeli olmayan bir asal halkave

F: R — Cbir genellestirilmis ttrev olsun. O zaman F = 0 dir.
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Y. Ozellik 2.3.2 (Hvala (1998), Theorem 2) R degismeli olmayan, CharR = 2 bir
asal hakavef, g: R — R, her x € Rigin [f(X), g(X)] = O olacak sekilde sifirdan
farkli iki genellestirilmis tlrev olsun. Bu durumda, her x € R igin f(x) = Ag(x)
olacak sekilde bir A € C vardr.

Y. Ozellik 2.3.3 (Rehman (2002 ), Theorem 4.1) I, R asal halkasinin sifirdan
farkli bir ideali ve F, R halkasinin her x, y € | igcin F(xoy) = xoy olacak sekilde, d
ile belirlenen bir genellestirilmis turevi olsun. Eger F = 0 veya d # 0 ise R
degismelidir.

Y. Ozdlik 2.3.4 (Rehman (2002), Theorem 4.2) |, R asal hakasinin sifirdan
farkli bir ideali ve F, R’ nin, her x, y € | icin F(xoy) + xoy = 0 olacak sekilde, dile
belirlenen bir genellestirilmis ttrevi olsun. Eger F = 0 veyad = 0ise 0 zaman R
degismelidir.

Y. Ozellik 2.3.5 (Wei (2004), Theorem 5) I, R asal hakasimn sifirdan farkl iki
yanli ideali ve d, | Gzerinde bir genellestirilmis tlrev olsun. n pozitif bir tamsayi

olmak Uzere, her x € l igind(X)" = 0ise 0 zamand = O dhr.

Y. Ozellik 2.3.6 (Lee (1999), Theorem 4) R bir yari-asal halka olsun. R’ nin bir
yogun sag idealinden U Utumi kesirler halkasi icine tamimli her genellestirilmis
turev g, U ya tek turlt genisletilebilir ve bu turev, & U da bir tirev ve a € U
olmak Uzere g(x) = ax + 8(x) seklindedir. Ustelik a ve §, g tarafindan tek tirlii

belirlenir.

Nakgjima (1999), bir K degismeli halkasi Gzerindeki bir A cebirinden bir
M A/K-bimoduline olan yeni bir genellestirilmis tlrev ¢esidi tamtnus ve bu tir
tirevlerin kategorik Ozelliklerini incelemistir. Ayrica Nakgima, (2000b)
calismasinda yuksek mertebeden genellestirilmis turev, genellestirilmis Jordan
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tirev ve genellestirilmis Lie tlrev tanumlarim verip, 1999 ve 2000a yillarinda
yapmis oldugu caismalarindaki bazi  Ozellikleri  yiksek mertebeden
genellestirilmis tlrevler icin vermistir.

Nakgima® nmin (1999) calismasindaki bazi tamm ve sonuglar asagida

Ozetlenmistir.

Bu bolimde, K degismeli halka, A bir K-cebir ve M bir A/K-bimodul
alinacaktir.

Tamm 2.3.3f: A > M K-modul homomorfizmasi, her x € A igin,
f(®) = f(X)x + xd(x)

esitligini sagliyorsa f dontsimune Bresar anlaminda genellestirilmis Jordan

turev denir. Burada d Jordan turevdir.
Tanim 2.3.4f: A > M K-modil homomorfizmasi, her X,y € A icin,

f(x, yI) = [f(3, 1 + [x, d(y)]

esitligini saghiyorsa f donusimine Bresar anlaminda genellestirilmis Lietlrev

denir. Buradad Lie turevdir.
Tamm 2.3.5 (Nakajima, 1999) w € M olmak Uzere her X,y € A igin
f(xy) = f(x)y + xf(y) + xwy (23.1)

ile tamml1 bir K-modul f : A — M donusimine bir genellestirilmis tirev

(Nakajima anlaminda) denir ve ( f, w) ile gosterilir.

Tanim 2.3.1° de verilen genellestirilmis tirev kavrami, d : A — M tirev

olmak Uzereher x,y € Aigin

f(xy) = f(x)y + xd(y) (23.2)
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kosulunu saglayan bir K-moddl f : A — M donldsimi olarak modil yapisi
Uzerine tasinabilir. Bu durumda (2.3.1) de yer adan tammin (2.3.2) deki
genellestirilmis tirev tammuini kapsadigi aciktir. Ayrica benzer sekilde Tamm
2.3.2 de verilen (Bresar, 1991) anlamindaki genellestirilmis i¢ tirev donlstimt de

bu calismada, m, n € M olmak Uzere her x € M i¢in

frn (X) = MX +xn (2.3.3)
olarak tanimlanan K-modul fmpy: A — M donUstmuddr.
Tamm 2.3.6 (Nakgima, 1999) m, n € M olmak Uzere her X,y € A icin

frn(y) = fnn(X)y + X fn(y) + X(M—n)y (2.3.49)

olacak sekilde bir K-modul fy,, : A — M donlstmune genellestirilmis ic tirev

denir.

Bu bolimde genellestirilmis i¢ tirev tanim olarak (2.3.4) kullamlacaktir.
Ayrica Nakgjima asagidaki tamimlar: vermistir (Nakajima, 2000a).

Tanim 2.3.7 (Nakgiima, 2000a) f : A — M bir K-modul dontisimi olsun. w € M

olmak Uzereher x € Aigin
f(O) = f(})x + x f(X) + xwx
ile tamml: (f, w) dénisimine bir genellestirilmis Jordan tlrev denir.
Tamm 2.3.8 (Nakajima, 2000a) w € M olmak lzere her X,y € Aicin
f([x, yI) = [FO9), yI + [x, f(y)] + xwy — ywx

olarak tanimlanan ( f ,w) donUstmuine bir genellestirilmis Liettrev denir.

Asagidaki kimeler bir K-cebir A dan bir A/K- bimodil M ye olan bazi

donustmlerin kimelerini gosterecektir:
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Dery(A,M) : Turevlerin kimesi,

Inng(A,M): ic tirevlerin kiimesi,

JDer¢(A,M) : Jordan tirevlerin kiimesi,

LieDerk(A,M) : Lieturevlerin kimes,

BDer«(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis tlrevlerin kimesi,
Blnng(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis i¢ tirevlerin kiimesi,
BJDer«(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis Jordan turevierin kimesi,
BLieDer(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis Lie tirevlerin kiimesi,
gDer(A,M) : Genellestirilmis tirevlerin kiimesi (Nakajima anlaminda),
glnng(A,M): Genellestirilmis i¢ tirevlerin kimes,

gJDer(A,M) : Gendllestirilmis Jordan tlrevlerin kimesi,

gLieDery(A,M) : Gendllestirilmis Lie turevlerin kimesi,

Y ukarida tammlanan kimelerin timu, f, g € Der(A,M) (IDery(A,M),
LieDery(A,M), Inn(A,M)), hera e Kvex e Aigin

(f +9)(x) =f(x) + g(x) ve (af)(x) = af(x)
ve benzer sekilde (f, m), (g, n) € gDer(A,M) (gJDer(A,M), gLieDer(A,M),
gLieDery(A,M)) veher a € K igin

(f, m) + (g, n) = (f + g, m+ n) ve a(f, m) = (af, am)
islemlerine gére K-modul yapisindadhr.

Bu tammlardan hareketle gDery(A,M) ve Derg(A,M) K-modlleri
arasindaki bagint1 asagidaki 6zellikler yardimiyla verilebilir.
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Bu bdlimde, gendlestirilmis tirev dendiginde, Nakgima anlaminda
genellestirilmis tlrev anlasilacaktir. Ayrica mile soldan ¢arpim fonksiyonu igin

m gosterimi kullamlacaktir.

Y. Ozelik 23.7 (Nakagima (1999), Lemma 2.1) (f, m) : A — M bir
genellestirilmis ttrev olsun. O zaman her x, y € A icin f(xy) = f(X)y + xd(y) olacak
sekilde bir d: A — M tirevi vardir. Eger { me M | Am= 0} =0ise0zaman d,

f iletek turlt belirlenir.

Y. Ozellik 2.3.8 (Nakajima (1999), Lemma 2.2) d : A — M bir tirev olsun. O
zaman bir sifirdan farkli m € M icin f = d olacak sekilde (f = d+m, -m)
dontsUma bir genellestirilmis tirevdir.

Y. Ozellik 2.3.7 ve Y. Ozellik 2.3.8 den yararlanarak gDery(A,M) ve
Dery(A,M) K-moddlleri icin asagidaki 6zellik verilebilir.

Y. Ozdlik 2.3.9 (Nakagjima (1999), Theorem 2.4) M bir A\K-bimodil olsun. O

zaman yu(m) = (M, -m) ve em( f, m) = f + m olmak tizere

0->M —Yu sy gDer(AM) —24 5 Der(A,M)— 0

dizis K-modullerin parcalanabilir tam dizisidir. Burada donisumler, her m € M
icin ym(m) = (m, -m) ve her (f, m) € gDer(A,M) icin em((f, m)) =f + m olarak

tammlanmustir.

Nakgjima (2000a) calismasinda genellestirilmis Jordan (Lie) tlrevlier ve

Jordan (Lie) turevler icin asagidaki gibi bazi1 elemanter 6zelliklere yer verilmistir.

Y. Ozellik 2.3.10 (Nakajima (2000a), Lemma 2.1, 2.5) f: A — M bir K-dogrusal

donusim ve w € M olsun. O zaman asagidakiler saglanr:
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(i) (f, w) bir genellestirilmis Jordan (Lie) tlrevse o zaman f + w; vef + w;
dondsumleri Jordan (Lie) threvlerdir.

(i) F bir Jordan (Lie) turev ise 0 zaman (f + w, -w) ve (f + w;, -w)
donustumleri genellestirilmis Jordan (Lie) tirevlerdir.

Genellestirilmis tUreviere benzer olarak, genellestirilmis Jordan ve Lie
turevlerin kategorik uygulamalar1 asagidaki 6zellik yardimmyla verilebilir. Bu

ozellik, gJDer(A,M) ve JDer(A,M) sirastyla, gLieDery(A,M) ve LieDer(A,M)

K-modoilleri arasindaki iliskiyi gosterir.
Y. Ozdlik 2.3.11 (Nakajima (2000a), Theorem 2.3, 2.6) ym(m) = (m, -m) ve
om(f, m) =f + m olmak tzere

0—>M ——u— glDer(A,M) —~2— JDer(AM) >0

ve

0>M —Zu s glieDen(AM) —Z 5 LieDer(A,M) — 0

dizileri K-modulleri olarak pargalanabilir tam dizilerdir.

2.4 Genéllestirilmis (o,7)-Turevli Halkalar

Tanim 241 o ve t, bir A hadkasimin K-endomorfizmaari olmak Uzere,

d: A — M donusimi, her X,y € Aigin

d(xy) = d(x)t(y) + o(x)d(y)
esitligini sagliyorsad dontsimine (o,t)-tlrev denir.

Tanim 2.4.2d: A — M dontsumd, her x € Aigin

dO) = d(X)t(x) + o(X)d(X)
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esitligini sagliyorsad dontsimine Jordan (o,t)-tlrev denir.
Tanim 2.4.3d: A — M donisumd, her x,y € A igin
d(fx, y1) = [d(¥), Yo.x + [d(Y), Xos
esitligini sagliyorsa d donisimtne Lie (o,t)-tlrev denir. Burada her x, y € A
ICin[X, Yo = Xt(y) - o(y)x dir.
Tanim 244 f : A — M bir K-modul homomorfizmasi, d bir (c,t)-tirev olmak

Uzere, her X,y € Aigin

f(xy) = f(X)z(y) + o(x)d(y)
esitligi saglamyorsa f donUsUimiine Bresar anlaminda genellestirilmis (o,1)-

tUrev denir ve (f, d) ile gosterilir.

Tamim 2.45 f: A — M bir K-modul homomorfizmasi, d bir Jordan (o,t)-tlrev
olmak Uzere, her x € Aigin

f6) = f(x)1(x) + 5(x)d(¥)
esitligi saglamyorsa f donusimine Bresar anlaminda genellestirilmis Jordan

(o,7)-tlrev denir.

Tamm 2.4.6 (Argag and Albas, 2002) f: A — M bir K-modul homomorfizmasi,

m e M olmak Uzere, her X,y € Aigin

f(xy) = f()z(y) + o()f(y) + o(x)me(y)
esitligini gercekliyorsa f donistimine genellestirilmis (o,t)-tirev (Nakajima
anlaminda) denir ve ( f, m) ile gosterilir.
Tamm 2.4.7 (Argag and Albas, 2002) f: A - M K-modul homomorfizmasi,

m e M olmak Uzere, her x € Aigin

fOX) = ()T + o(x) f(x) + s(X)me(x)
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esitligini gercekliyorsa f donustmiine genellestirilmis Jordan (o,t)-tlrev denir.

Tamm 2.4.8 (Argag and Albas, 2002) f : A - M K-modul homomorfizmasi,

m e M olmak Uizere, her X,y € Aigin

f([x, y1) = [f(X), Ylo. - [f(¥), Yo + s(X)m(y) - o(y)mre(x)
esitligini gergekliyorsa f donusumine genellestirilmis Lie (o,t)-tlrev denir.

Tamm 2.4.9 (Argag and Albas, 2002) f : A > M K-modul homomorfizmasi,

m, n € M olmak Uzere, her X,y € Aicin

fy)mn = fmn(X)(y) + 5(X)fmnly) + o(X)(-m- N)z(y)
esitligini gergekliyorsa f donusimine genellestirilmis i¢ (o,t)-tlrev denir.

Asagidaki kimeler bir K-cebir A dan bir A/K- bimodul M ye olan bazi

donustmlerin kimelerini gosterecektir:

Der °*(AM) : (o,7)-tlrevlerin kiimesi,

Innk®D(AM): (o,7)-i¢ tirevlerin kimesi,

JDer *P(A,M) : Jordan (o,7)-tirevlerin kimesi,

LieDer ®?(A,M) : Lie (c,7)-tlrevlerin kiimes,

BDer °?(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis (o,t)-tirevlerin kiimesi,
BInn°?(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis i¢ (c,7)-tirevlerin kiimes,
BJDer ®J(AM) : Bresar anlaminda genellestirilmis Jordan (o,t)-tirevlerin
kimesi,

BLieDer,®?(A,M) : Bresar anlaminda genellestirilmis Lie (o,t)-tirevlerin

kimes,



gDer (A, M) : Genellestirilmis (c,7)-tiirevlerin kiimesi (Nakajima anlaminda),
glnni®?(A,M): Genellestirilmis i (o,7)-tirevlerin kiimesi,
gJDer(®Y(A M) : Genellestirilmis Jordan (c,7)-tiirevlerin kiimes,

gLieDer®?(A,M) : Genellestirilmis Lie (c,7)-tlrevlerin kiimes.

Asagida gendllestirilmis (o,t)-tlrevierle ilgili daha Once elde edilmis

sonuclar verilmistir:

Y. Ozdlik 2.4.1 (Argag and Albas (2002), Lemma 3.1) ( f, m) bir (c,7)-tirev
olsun. Her s, t € A igin, f(st) = f(s)t(t) + o(s)d(t) olacak sekilde bird : A - M
(o,7)-tirevi vardir. Ustelik, {me M |Am=0} =0veos : A — A donisimii Orten

iseozaman d, f iletek turld belirlenir.

Y. Ozellik 2.4.2 (Argag and Albas (2002), Lemma 3.2) d: A — M hir
(o,7)-tirev olsun. O zaman sifirdan farkli bir m € M i¢in, f = d olacak sekilde

(f =d+ mt, -m) donusumu bir genellestirilmis (o,t)-tlrevdir.

Y. Ozellik 2.4.3 (Argag and Albas (2002), Theorem 3.1) {m € M | Am = 0} ve

o . A — A donlsumi orten olsun. Bu durumda asagidaki dizi, parcalanabilir tam
dizidir:
0>M Yy gDer®d(AM) —2u s Der®IAM) -0

Burada doniisiimler: Her m € M ve her ( f, m) gDer®?(A,M) icin, ym(m) =

(mr, -m) ve om( f, m) =f+ mrt olarak tanumlanmustir.



35

Y. Ozellik 2.4.4 (Argag and Albas (2002), Theorem 4.1) {m e M | Am = O} ve
c : A — A donusimi Orten olsun. Buna gore asagidaki dizi, parcalanabilir tam
dizidir:

0->M —Zu s gIDer®9(AM) —2o 5 Der®IA M) - 0

Burada donustmler: Her m € M ve her (f, m) gDer®?(A,M) igin, yu(m) =
(mr, -m) ve om(f, m) = f + mt seklinde tanimlidir.

Y. Ozdllik 2.4.5 (Argag and Albas (2002), Theorem 4.2){m € M | Am = 0} ve
c : A — A donusimi Orten olsun. Buna gore asagidaki dizi, pargcalanabilir tam
dizidir:

0->M ey glieDer®)(AM) —Los LieDer®(AM) — 0

Burada donustimler: Her m € M ve her (f, m) e gDer®?(A,M) igin, yw(m) =
(mr, -m) ve om( f,m) =f+ mrt seklinde tammlidhr.
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3. iDEAL UZERINDEKIi ADi TUREVLER
3.1 Asal Halkalarda Tlrev

Bu bolim, Y. Ozellik 2.2.7 nin bir gendlestiriimesidir. Ayrica bu
bolimde, Utumi kesirler halkasi ve Martindale kesirler halkasi igin, tezin ilk

boliminde verildigi gibi, sirasiyla U ve Q gosterimleri kullanilacaktir.

Teorem 3.1.1 1, R asal halkasinin sifirdan farkli iki yanli ideali ve n, pozitif sabit
bir tamsay: olsun. d, R halkasinin her x, y € | icin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))"
= Xy + yx olacak sekilde bir tlrevi ise 0 zaman R degismelidir.

Ispat: d =0ise 0zaman her x, y € | igin xy + yx = O dir. Bu esitlikte y yerine yz
alinir, xy = - yx oldugunu kullanmlirsa, her x, y, z € | igin y[x, Z] = 0 elde edilir.
Buradan her x, z € 1 icin IR[X, Z] = 0 bulunur. | # 0 ve R asal halka oldugu icin,
her x, z € l icin[x, Z] =0 dir. O halde R degismelidir.

Simdi d =0 ve her x, y € | icin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" = xy + yx
oldugunu kabul edelim. O halde | bu diferansiyel 6zdesligi saglar. Y. Ozellik
2.2.15 kullanilarak d, Q Martindale kesirler halkasinin bir A eeman ile
belirlenmis bir ic trevidir, yani d = ad(A) dir, veya |, her X, y € | ve her

zZ, W e Rigin

(2y +xw+wx +y2)" =xy+yx
polinom 6zdesligini saglar. Bu durumda

z=w=0amirsaher x,y € | icin xy + yx = 0 elde edilir. O halde biraz
Once gordugumuiz gibi R degismelidir.

Simdi d = ad(A) oldugunu kabul edelim. O zaman her X,y € l i¢gin
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(A, Xy + X[A, ] +[A, yIx + YA, X])" = xy + yX
olur. Y. Ozellik 2.1.30 dan | ve Q aym genellestirilmis polinom 6zdesligini
sagladigindan her X,y € Qicin

(A, Ky + XA, y] +[A, yIx+ YA, X])" = Xy + yX
bulunur. Ustelik R asal oldugunda Q da asal oldugu icin R yerine Q aabiliriz.
A € R ve R hakasinin merkezi C olur. Q merkezi kapali asal C-cebir
oldugundan, R merkezi kapal1 asal C-cebirdir yani RC = R dir. Y. Ozellik 2.1.21
den RC (ve dolayisiyla R) primitif halkadir. Boylece Y. Ozellik 2.1.16 dan R, bir
D bdlum halkast Uzerindeki bir V vektdr uzayimn lineer dontstmlerinin yogun

halkasina izomorftur.
Oncelikle dimpV > 3 oldugunu kabul edelim:

1. Adim: Amacimiz herhangi bir v € V igin, v ve Av’ nin D-bagimli oldugunu
gostermektir. Eger Av = 0 ise 0 zaman {v, Av} D-bagimlidir. Bu nedenle Av = 0
oldugunu kabul edebiliriz. Av ve v lineer bagimsiz ise 0 zaman dimpV > 3
oldugundan, {v, Av, w} lineer bagimsiz olacak sekilde bir w € V vardir. |
idealinin yogunlugundan

xv=0, xXAv=w, yv=0, YAv=0 ve yw=V
olacak sekilde x, y € | vardir. Buradan

(D= (A Xy + XA, y] HA, yIX +Y[A, X))V = (xy + yx)v =0

seklinde bir celiskiye ulasiriz. Bu nedenle her v € V igin v ve Av lineer
bagimlidir.
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2. Adim: Her v € V icgin Av = Av olacak sekilde bir A € D var oldugunu
gostermek istiyoruz. v, w lineer bagimsiz olsun. dimpV > 3 oldugundan, {u, v, w}

lineer bagimsiz olacak sekilde bir u € V vardir. 1. Adimdan,
Av=Ayv, Aw=Ainw, Au=Aw

olacak sekilde Ay, Ay, A € D vardir. O halde
AU+v+W) = (U+V+FWA g+ v+w

esitligini saglayan bir A y+v+w € D vardir. Bunagore,
0= u+rviw—AYWV+ A usvew- AW+ (A y+vew-Agu

dir. v, u, w € V lineer bagimsiz olduklarindan, Ay = Ay =Aw = A u+ v+ w YaNi A, V
nin segcimine bagli degildir. O halde her v € V icin Av = Av olacak sekilde bir
A € D vardrr.

Simdi herhangi r € Rvev € Vicin

Av=VA, r(AvV) =r(VA) (3.1.1)
ve ayn zamanda

A(rv) = (rv)a (31.2
eldeedilir. (3.1.1) ve (3.1.2) denher v € V icin

0=A(rv)—r(Av) =[A, r]v
bulunur. Boylece herhangi bir v e V igin

0=[A,r]v
dir. V, indirgenemez sol faithful R-modul oldugundan, her r € Rigin

[A, 1] =0
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olur. O halde A € Z(R) dir ve dolayisiylad = 0 elde edilir. Buise bir ¢eliskidir. O
halde dimpV < 2 olmalidir. Q birimli halka oldugundan ve R ile Q yu yer
degistirdigimiz icin R de birimlidir. R birimli, basit ve bir genellestirilmis
polinom 6zdesligini sagliyor ise Y. Ozellik 2.1.24 den R, merkezi (izerinde sonlu
boyutlu merkezi, basit cebir olur. O halde Y. Ozellik 2.1.25 den R < M(F)
olacak sekilde uygun bir F cismi vardir ve Ustelik My(F) ile R aym
genellestirilmis polinom Ozdesligi saglar.

k> 3ise, 1. Adimdan celiski elde ederiz. O halde k < 2 olmalidhr.

k = 1ise, R halkasinin degismeli oldugu agiktir. Boylece R < My(F) kabul
edebiliriz ve My(F),

(A, Xy + XA, y] +[A, yIx+ YA, X])" = Xy + yX

genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. [A, Xy + X[A, Y] + [A, y]x + Y[A, X]
ifadesini K ile gosterelim. x = e, ve'y = &1 segersek K = 0 olur. Buradan, 0 = K"
=Xy + YX = en + €x» # 0 bulunur. Bu ise bir ¢eligkidir. O halde k = 1, yani R
degismelidir.

Y. Ozellik 3.1.1 R = My(F), charF = 2, bir F cismi Uzerindeki kxk tipindeki
matrisler halkasi ve n sabit bir tamsay: olsun. A = (&;), R halkasinin, her x, y € R
icin ([A, Xy + X[A, y] +[A, y]x + V[A, X])" — (xy + yX) € F olacak sekilde sifirdan

farklt bir matrisi ise 0 zaman A merkezi bir matristir.

Ispat: k > 3 oldugunu kabul edelim. i, j, r farkl indisler ve an, € F olmak iizere
g = 2 amemn olsun. A kdsegen olmayan bir matris olsun. Sabit i # j igin &; = 0
olsun. i, j, r farkli indisleri igin X = g, y = &; segersek, xy + yx = g; olur.
[A, Xly + X[A, y] + [A, y]x +V[A, X] =[A, xy + yX] ifadesini K ile gosterelim. O

Zaman
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K :AQi - in

ve

K'= > (-1) (g,A) (Ag,)

l+t=n

olur. Hipotezden,

> (<) (e,A) (Ae,) —(e,) e F (3.1.3)

I+t=n
elde ederiz. Bu matrisin tim bilesenleri :
e j. Satirdaki terimler (giA)" den,

e i. Situnundaki terimler (Ag;)" den gelir.

Ayrica (Ae)" den gelen bilesenler, herhangi h = j, i igin tim aya;™ e
bilesenlerini ele alalim. Birinci olarak bu bilesenlerin (giA)" de yer amadigim
belirtelim. O hade h = i ve (3.1.3) deki matris merkezi olmak zorunda
oldugundan, herhangi h =1, j igin a“-aj”'l = 0 oldugu agiktir.

a; # 0 oldugundan, her h =i, j icin ay = 0 bulunur. Simdi sabit k =1, j igin
Xy + yX = gy segilirse,

> (D) (e, A) (Agy) —(e,) € F (3.1.4)

l+t=n

elde edilir. Her k # i, j icin a; = 0 oldugunu biliyoruz, yani (3.1.4) deki matris
gk € Fyeindirgenir buise bir ¢eliskidir. O halde her i # j igin a; = 0 dir yani A
matrisi kdsegen matristir.

Simdi de k = 2 oldugunu kabul edelim. Buradan
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[A, xy +yx"— (xy +yx) € F ve R=My(F)
dir. ncift ise [A, xy + yx]" € F dir. Buradan xy + yx € F bulunur. X = ey, y = €1,
secersek xy +yx = e € Folur buise bir geliskidir. n =2t + 1tek iseherx,y e R
icin

[A, xy + Y™ [A, xy + Y = (y +y¥) +y
olacak sekilde bir y € Fvardir. Ustelik [A, xy + yx]* = p olacak sekilde bir p € F

vardir. Buradan
BIA, xy +yx] = (xy +yx) +y
elde edilir. Ozel olarak x = e11 y = epp dinirsa
BIA, er] =en+v
olacak sekilde 3, y € F vardir. Buradaiki durum sbz konusudur:
() B=0ise[A, er]* =0, buradan da ey[A, e]* = 0 chir. O halde A
matrisinin (2,1) bileseni yani ax; = 0 dir.
(i) p=0ise
B=PB[Ae] —eneF
bulunur. B merkezi oldugundan B = quqj matrisinde bi; = by, olmaktadir.
i
Ustelik Bagr = by1, Pagr = by dir. O zaman 2Bay; = 0 olur. CharR = 2 ve B # 0
oldugundan ay; = O dir. Benzer sekilde a;; = 0 oldugu gorilir. Bu nedenle A,

k = 1 ve R degismeli olmasi durumu disinda her iki durumda da kosegen
matristir.
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Diger taraftan i = | icin, ¢(x) = (1 — gj)X(1 + &;) seklinde tamml1 ¢
donusimu, My(F) Uzerinde bir i¢ otomorfizmadir. Bu nedenle ¢(A) = Zaﬁe(t +
t

(ai — a&j)e; kosegen matris olmak zorundadir, yani her i = j icin &; = a; dir. O
halde A merkezi matristir.

Teorem 3.1.2 R, charR # 2 bir asal haka, | R hakasimn sifirdan farkli iki yanl
ideali, d R halkasimin bir tlrevi ve n sabit bir tamsay: olsun. Her x, y € | igin
(d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" — (xy + yX) e Z(R) ise 0 zaman R degismelidir.

Ispat: d=0iseher x,y e l icin xy + yx € Z(R) dir ve R aym 6zdesligi saglar. Bu
durumda bu 6zdeslik polinom Ozdesligidir ve bu nedenle R ile My(F) aym
Ozdesligi saglayacak sekilde uygun bir F cismi vardir. X = e ve'y = ex alirsak,
xy + yx ¢ Z(R) elde ederiz. Bu ise bir geliskidir. O halde n = 1 yani R
degismelidir. Bu nedenle d = 0 oldugunu kabul edebiliriz.

Z(R)=0iseozamanher x,y € l icgin

(d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" = xy + yx
dir ve Teorem 3.1.1 den R degismelidir.

Z(R) # Oise kabulimuzden | N Z(R)= 0 dir. R halkasimn merkezi kesirler
halkast Rzry olmak Uzere, Rzry nin sifirdan farkl: iki yanli bir ideali J olsun.
JN R, R’ nin bir ideali oldugundan J " R n Z(R) # 0 dir. Boylece J, Rz(r) deki
tersinir bir eleman: igerdiginden, Rz birimli bir basit halkadir. Hipotezden, her

X,y € lveherr e Ricinl idedli,

[(d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" - (xy +yx),r ] =0
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diferansiyel 6zdesligini saglar.
dicturevdegilse, Y. Ozellik 2.2.15den I,
[(zy +xw +yz+wx)"— (xy +yx), 1] =0
polinom Ozdesligini saglar. Buradaz =w = 0 alimirsa
[xy+yx =0

0zdesligini elde ederiz.Bu durumda Y. Ozellik 2.1.25 den R ile My(F) aynm
polinom Ozdesligini saglayacak sekilde uygun bir F cismi vardir. Bu nedenle
Xy + yx matrisi, My(F) de merkezidir.

m > 2 olsun ve X = e; ve 'y = ex segelim. O zaman xy + yx = eppg Z(R)
bulunur. Bu ise hipotezimizle ¢elisir. O haldem < 1, yani R degismelidir.

Simdi d, Q Martindale kesirler halkasinin bir A elemaniyla belirlenen
bir i¢ tirev olsun. Burada d # 0 oldugundan A = 0 kabul edebiliriz. Y. Ozellik
2.1.33 den R ve Rzr) aynt polinom 6zdesligini sagladigindan her X, y € Rz i¢in

(A, Ky + XA, y] +[A, yIx+ YA, X])" = (xy + yx) € Z(Rz(w)

bulunur. Rz birimli ve basit oldugundan, R halkasinin birimli ve basit oldugunu
kabul edebiliriz. Budurumdaher x,y € Rigin

(A Ky + XA, y] +[A, yIx+ YA, X])" ~ (xy + yx) € Z(R)

dir. Bu nedenle R bir genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar ve R birimli,
basit bir halkadir. Y. Ozellik 2.1.17 den Q = RC = R dir ve R halkasimn bir
minimal sag ideali vardir. O halde A € R = Q ve Tanim 2.1.23 den R, basit
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bolum halkasi olmak lizere R = My(D) dir. Y. Ozellik 2.1.25 den R < M(F)
olacak sekilde uygun bir F cismi vardir ve Ustelik M(F), her r € Rigin

[[A, Xly + X[A, y] + [A, yIx+ Y[A, X])" - (xy + yx), 1] =0

polinom ozdesligini saglar. Y. Ozellik 3.1.1 den A merkezi bir matristir.
Dolayisiylad = 0 dur. ispatin ilk baslangicinda belirtildigi gibi R degismelidir.

Sonug 3.1.1 I, R asal hakasinin sifirdan farkli bir ideali ve d, R halkasinin bir
tirevi olsun.
(i)  Herxelicind(X® = x%ise 0 zaman R degismelidir.
(i) CharR # 2 ve her x e | icin d(®) - ¥ € Z(R) ise 0 zaman R
degismelidir.
ispat: (i) Her x e 1 icin d(X)x + xd(x) = x° ifadesi dogrusalastirilirsaher x, y |
icin
d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) = xy + yx
elde ederiz. n = 1 i¢in Teorem 3.1.1 g6z 6niinde bulundurulursa, R degismelidir.
(ii) Her x e I icin d(X)x + xd(x) - ¥* € Z(R) dogrusallastirilirsaher x, y € | icin
d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) — (xy + yx) € Z(R)
eldeedilir. n=1i¢in Teorem 3.1.2 g6z 6nuinde bulundurulursa R degismelidir.

Asagidaki  Ornekler, Teorem 3.1.1' deki asallik kosulunun
kaldirilamayacaginm gosterir:
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Ornek: Sherhangi bir degismeli halka olsun.

(i)R:{ (g g}a,bes} ve | = {(8 szae S} olsunn.d: R—> R

ab 0 a
doéndsumd, d[o O) = (0 O) seklinde tammlansin. R kiimesi, matrislerdeki

toplama ve carpma islemleri atinda bir halka teskil eder. Ayrical, R halkasinin
bir idedidir ve d, R halkasimn sifirdan farkli bir tdrevidir. n sabit pozitif bir
tamsay1 olmak Uzere, her x, y e | icin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(X))" = xy + yx
dir fakat R degismeli degildir.

(ii)R:{ (g Ejia,b,CES} ve | = { (8 gj:ae S} olsun.d: R—> R

(0 a-b-c

b
dontsuma, d 2 =
0 c 0 0

J seklinde tammlansin. R, matrislerdeki

toplama ve carpma islemleri altinda bir halkadir. I, R halkasinin bir idealidir ve d,
R halkasinmin sifirdan farkl: bir tlrevidir. n sabit pozitif bir tamsay1 olmak Uzere,
her X, y € | igin d(x)y + xd(y) + d(y)x + yd(x) = xy + yx dir fakat R degismeli
degildir.
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3.2 Yari-Asal Halkalarda Turev

Simdi Teorem 3.1.1 ve Teorem 3.1.2 nin yar-asal hakaara
genellestirilebilecegini gorelim:

Teorem 3.2.1 R bir yar asal halka ve n sabit pozitif bir tamsayr olsun. d R
halkasinin tirevi olmak Uizere, her x, y € Rigin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" =
Xy + yx ise 0 zaman R degismelidir.

Ispat: R yar asal halka oldugundan, Y. Ozellik 2.1.19 dan Z(U) = C dir. O halde
Y. Ozellik 2.2.13 den d, U Utumi kesirler halkasina tek tiirlii genisletilebilir.
Y. Ozelik 2.1.30 dan U ve R aym polinom O6zdesligini sagladigindan her
X,y € Uicin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" = xy + yx elde edilir. B, C deki tim
idempotentlerin tam Boole cebiri ve M, B nin maksimal ideali olsun.

Y. Ozellik 2.2.14 den U, ortogonal tam B-cebiridir. MU, U nun bir asal
idealidir ve bu ideal d turevi altinda sabit kalir. U/MU = U olarak gosterelim ve
U Uizerinde taniml1 olan d yardimiylabir d tiirevini tammlayalim. Bu nedenle d
U tizerinde, d tirevinin U Gizerinde sagladhigi Ozellikleri saglar. Ayrica U, asa
halkadir ve Teorem 3.1.1 den B Boole cebirinin her maksimal M ideali igin
[U,U] < MU dur. Fakat Y. Ozellik 2.2.14 den [U,U] < nv MU = 0 bulunur. O
zaman U degismelidir. Ozel olarak R degismelidir.

Teorem 3.2.2 R bir 2-torsion free yar1 asal halka ve n bir sabit pozitif tamsayi
olsun.d, R halkasinin her x, y € Ricin (d(X)y + xd(y) + d(y)x + yd(x))" — (xy + yX)
€ Z(R) olacak sekilde bir tirevi ise 0 zaman R degismelidir.

Ispat: Y. Ozellik 2.1.19 dan Z(U) = C dir ve Y. Ozellik 2.2.13 den d U (izerine
tek tUrlU genisletilebilir. U ve R aym polinom 6zdesligini sagladigindan, her
X,y e Uigin
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(d(x)y +xd(y) + d(y) + yd(x))" - (xy +yx) € Z(R)

dir. B, C deki idempotentlerin tam Boole cebiri ve M, B nin herhengi bir
maksimal ideali olsun. Teorem 3.2.1 nin ispatinda belirtildigi gibi U, ortogonal,
tam B-cebirdir ve Y. Ozellik 2.2.14 den MU, U nun bir asal idealidir ve bu ideal

d tirevi altinda sabit kalir. d, d yardimiyla tammlanan, U Uizerinde tarumi1 bir

turevdir. Z(U) =(C+MU)/ MU =C/MU oldugundan her x,y € U icin
(d (y +xd (y) + d (y)x + yd ()" = (xy + yx) € (C+MU)/ MU

olur. Ustelik, U bir asal halkadir ve Teorem 3.1.2 nin sonucu olarak, U
degismelidir. Bu da B nin herhangi bir maksimal M ideali i¢cin [U,U] < MU
olmasim gerektirir. Y. Ozellik 2.2.14 den [U,U] < ~y MU =0 dir. Ozel olarak R
degismelidir.
Sonu¢ 3.2.1 R bir yar1 asal halkave d, R halkasinin bir ttrevi olsun.

(i)  Herxe Ricind(X® = x%ise 0 zaman R degismelidir.

(i) R 2-torsion free ve her x € R icin, d0®) - X € Z(R) ise 0 zaman R

degismelidir.
ispat: (i) Her x € R icin, d(X)x + xd(x) = x* ifades dogrusallastirilirsa her
X,y € Rigin
(d(Jy + xd(y) + d(y)x + yd(x))* - (xy +yx) =0

elde edilir. Teorem 3.2.1 den R degismelidir.

(i) Teorem 3.2.2 kullanilarak, (i) deki yontemle ispat yapilir.



48

4. JORDAN CARPIMLI GENELLESTIRILMIS TUREVLER

Bu bolimde, genellestirilmis tlrevin, Jordan carpim ile ilgili 6zellikleri
arastirllacaktir.  (d,o) ile, Taaim 231 de verilen Bresar anlaminda

genellestirilmis tlrev kastedilecektir.

Teorem 4.1 R bir asal haka ve (d,a), R halkasinin sifirdan farkli bir
gendllestirilmis turevi olsun. Her x, y € R icin d(xoy) = 0 ise 0 zaman R
degismelidir.
Ispat: Her x, y € Ricin d(xoy) = 0 ise d(X)y + xa(y) + d(y)x + ya(X) = O dhr.
Y. Ozellik 2.2.9 (i) den

dx)=-xa+pux) ve o(x)=ax-Ar(x

dx)=-xb+A(X) ve a(X)=bx-p(x)
olacak sekildea, b € Qy R) ve A, u : R — C doénusumleri vardir. O halde her
X € Rigin

dx) +a(X) =-xa+bx ve d(X)+ a(x)=-xb+ax
elde edilir. Boylece her x € Rigin
(b-a)x+x(b-a)=0

bulunur. Y. Ozellik 21.11 den b — a € Cdir. - xa + u(X) = - xb + A(X) ve
A(X), u(x) € Coldugundan, her x € Ricin, x(b—a) € C oldugu aciktir. b—a e C

oldugu kullanilarak
b—-a=0veyaR degismelidir
sonucuna ulasilir. b = aise A(x) = w(x) olur. Bu nedenle, her x € Rigin

dix) =-xa+ u(x) ve a(x)=ax- u(x)
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olacak sekildea € Q4R) venu : R — C vardir. Buradan her x € Ricgin
(d+a)(X¥) =[a X (4.2)

elde edilir. (4.1) der € Rigin x yerine xr ap, (4.1) kullamlirsa, her r, x € R
icin 2xo(r) = x[a, r] bulunur. R halkasi asal oldugundan

20(r) =[a, r] (4.2

elde edilir. a =0 ise|[a, r] =0, dolayisiylaa € Z(R) dir. (4.1) den d = 0 bulunur.
Bu bir celiskidir. Bu nedenle a. = 0 oldugunu kabul edebiliriz. charR = 2 ise (4.2)
den, a € Z(R), dolayisiyla (4.1) den d = o bulunur. Boylece baslangi¢
hipotezinden, her x, y € R igin a(xoy) = 0 elde edilir. o, R halkasinn sifirdan
farkl: bir tirevi oldugundan, Y. Ozellik 2.2.9 (iii) den R degismelidir.

charR = 2ise, (4.1) ve (4.2) den 2d(x) = [a, X] = 2a.(x) olur. Buradand = a.
elde edilir. Y ukaridaki benzer islemlerle R halkasinin degismeli oldugu gorultr.

Sonu¢ 4.1 R hir asa haka ve (d,o), R hakasimn sifirdan farkli bir
genellestirilmis turevi olsun. Asagidaki kosullardan birisi saglanirsa o zaman R
degismelidir.

(i) Her x € R ve sabit bir A e Cicin d(x*- Ax) = 0 dir.

(ii) Her x € Ricin d(x®) = O dhr.
ispat: (i) dO- AX) = 0 esitligini dogrusallastirirsak, her x, y € R icin d(xoy) = 0
elde edilir. Teorem 4.1 den R degismelidir.

(ii) Benzer sekilde ispatlanir.
Sonug 4.2 R, charR # 2, 3 bir asal halka olsun. (d,a), R halkasinin sifirdan farkl

bir genellestirilmis tlrevi olmak Uzere, her X, y € Ricin d(xoy) € Z(R) ise R, s4

standart polinomunu saglar.
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Ispat: Teorem 4.1 denve Y. Ozellik 2.2.9 (ii) den ispat agiktir.

Sonu¢ 4.3 R, charR = 2, 3 bir asal halka ve (d,a), R halkasimin sifirdan farkli bir
genellestirilmis tlrevi olsun. Asagidaki kosullardan birisi saglanirsa R, s, standart

polinomunu saglar.
(i) Her x € R ve sabit bir A e Cigin, d¢- Ax) € Z(R) dir.
(i) Her x € Ricin d(X®) € Z(R) dir.
ispat: (i) Her x € Ricin d(¢- AX) € Z(R) oldugunu kabul edelim. O halde her

X, y € Ricin d((x + y)* - A(x + V)) € Z(R) dir. Buradan her x, y € R icin
d(xoy) € Z(R) elde edilir. Sonug 4.2 den ispat tamamlanir.

(ii) Benzer sekilde ispatlanr.

Teorem 4.2 R bir asal haka, (d,a) R halkasinin, o # 0 olacak sekilde sifirdan
farkli bir genellestirilmis tlrevi olsun. Eger d, asagidaki kosullardan birisini
saglarsa o zaman R degismelidir.

(i) Her x, y € Ricin d(xoy) = xoy dir.
(i1) Her x, y € Ricin d(xoy) = - (xoy) dhr.
(iii) Her x, y € Ricin d(xoy) = xoy veya d(xoy) = - (xoy) dir.

Ispat: (i),(ii): d, o ile belirlenen bir genellestirilmis tirev oldugundan, Ig,
R Uzerinde birim donisim olmak Uzere, d + Ir de genellestirilmis ttrevdir.
Hipotezden, her x, y € R icin (d £ Ir)(xoy) = O bulunur. o # 0 oldugundan,

d+Igr= 0 dir. Teorem 4.1 den R degismelidir.
(iii) Her x € Ricin, Re={ ye R:d(xoy) = xoy} ve R ={ye R:

d(xoy) = - xoy } kimelerini distnelim. Ry ve Ry* , R = Rx U Ry* olacak sekilde
(R, +) nin iki toplamsa at gruplandir. Fakat bir grup iki 6z at grubunun
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birlesimi seklinde yazilamayacagindan R = Ry veya R = R* olmalidir. Benzer
yontemleR={re R:R= Rs} veR={r e R: R=R* } edeedilir. (i) ve (ii)
den R degismelidir.

Sonu¢ 4.4 R bir asal halka ve (d,a) R halkasinin bir genellestirilmis tlrevi olsun.
d, asagidaki kosullardan birisini saglarsa o zaman R degismelidir.

(i) Her x e Ricin d(x?) = dir.
(ii) Her x € Ricin d(®) = - X dir.
(i) Her x € Ricin d(®) =x* veya d(x®) = - x dir.

Teorem 4.3 R, charR # 2, 3 bir asal halka ve (d,a) R halkasinin, o # 0 olacak
sekilde bir genellestirilmis tlrevi olsun. Eger d, asagidaki kosullardan birisini

saglarsa 0 zaman R, 4 standart polinomunu saglar.
(i) Her x, y € Ricin d(xoy) — xoy € Z(R) dir.
(ii) Her x, y € Ricin d(xoy) + xoy € Z(R) dir.
(iii) Her x, y € Ricin d(xoy) — xoy € Z(R) veya d(xoy) + xoy € Z(R) dir.

Ispat: (i) Hipotezden her x, y € R icin, TI(X, y) = d(X)y + x(a(y) — y) + d(y)x +
y(a(X) — X) € Z(R) elde edilir. Y. Ozellik 2.2.9 (ii) den I1(x, y) = 0 bulunur. Bu ise
her x, y € Ricin d(xoy) = xoy demektir. Teorem 4.2 (i) den ispat agiktir.

(i) ve (iii): Ispat, benzer tekniklerle yapilir.

Sonu¢ 4.5 R, charR # 2, 3 bir asal halka ve (d,a) R halkasinin, oo # 0 olacak
sekilde bir genellestirilmis tlrevi olsun. d, asagidaki kosullardan birisini saglarsa
R, s, standart polinomunu saglar.

(i) Her x € Ricin d(@) - X% € Z(R) dir.
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(i) Her x € Ricind(®) + X € Z(R) dir.
(iii) Her x e Ricin d(A) - %% € Z(R) veya d(x®) + x* € Z(R) dir.

Asagidaki teorem, Y. Ozellik 2.2.1 in bir genellemesi ve Y. Ozellik 2.2.6

nin da kismi bir genislemesidir.

Teorem 4.4 R bir asal haka ve (d,a), R hakasinin bir genellestirilmis tlrevi
olsun. Her x € R igin d(X)x = xa(X) ise 0 zaman d = a veya R degismelidir.

Ustelik o # 0 ise 0 zaman R degismelidir.
Ispat: Her x € Ricin d(x)x = xai(x) esitligini dogrusallastirirsak her x, y eRigin
TI(x, y) = d(x)y + d(y)x + X(- a(y)) + y(- a(x)) =0
bulunur. Y. Ozellik 2.2.9 (i) den
dix) =-xa+ u(x) ve -a(x)=ax - AX)
dx) =-xb+A(X) ve -a(x)=bx-p(x)
olacak sekildea, b € Q4(R) ve A, n: R — Cdonusumleri vardir. Her x € Rigin
(b-a)x+x(b-a)=0
bulunur. Teorem 4.1 in ispatindaki benzer dislinceyle,
b=a veyaR degismelidir
eldeedilir. b=aise A = p olur. Bu nedenle, her x € Rigin
d(x) = - xa+ A(X) ve o(X) = - ax + A(X)
elde edilir. Buradan her x € Rigin

d(x) =[a, X] + a(X) (4.3)
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bulunur. Her (4.3) ssitliginde x yerine xy alinir ve (4.3) kullanilirsa, her x, y € R
icinx[a, y] =0 olur. R halkas asal oldugundan hery € Rigin[a, y] = 0 bulunur.
O hade a € Z(R) dir. (4.3) den d = «, dolayisiyla baslangi¢ hipotezinden her
x € Ricin [o(X), X] = 0 elde edilir. Ustelik a. = 0 ise 0 zaman Y. Ozellik 2.2.2 den
R degismelidir.

Sonu¢ 4.6 R, charR = 2 bir asal halkaved, her x € Rigin d(xz) = d(X)x = 0 olacak
sekilde R hakasinin sifirdan farkli bir toplamsal donisimu ise o zaman R
degismelidir.

Ispat: Y. Ozellik 2.1.14 den her x, y € R icin, d(xy) = d(X)y bulunur. Yani d,

o = 0ilebelirlenen gendllestirilmis tirevdir. Teorem 4.4 den ispat tamamlanir.
Sonu¢ 4.7 R, charR # 2, degismeli olmayan bir asal halkave (d,a), her x € Ri¢gin
d(xX)x - xa(x) € Z(R) olacak sekilde R halkasimin bir genellestirilmis tlrevi ise 0
zamand = o dir.

Ispat: Her x € Ricin, d(X)x - xa(X) € Z(R) olsun. Bu ifadeyi dogrusallastirilirsa
her X,y € Ricin

d(x)y + d(y)x - yo(x) - xa(y) € Z(R)

elde ederiz.

Z(R) = 0ise Teorem 4.4 den ispat tamamlanr.

Z(R) # 0 olsun. O zaman Z(R) nin sifirdan farkli bir ¢ elemam vardir.
Ozel olarak her y € R icin d(c)y + d(y)c - ya(c) - ca(y) € Z(R), yani
(d(c)y -a(Q))y + (d(y) - ay))c € Z(R) dir. d - &, her X, y € Ricin (d - a)(xy) =
(d - a)(X)y olacak sekilde R halkasinin toplamsal donisimi oldugundan, her
x € Ricin (d - a)(X) = Ax olacak sekilde bir A € Q/(Rc) vardir. Buradan her
y € Ricin 2hyc € Z(R) bulunur. R halkasi asal oldugundan her y € R igin
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DolayisiylaR degismelidir. Buise bir ¢eliskidir. O halde A = O dir. Buradan d = o
elde edilir.

Teorem 4.5 R, charR #2 bir asal halka ve (d,a), R halkasinin bir genellestirilmis
tirevi olsun. Eger ad = 0 ise oo = 0 veya her x € Q((R) i¢in a(X) = [q, X] olacak
sekilde bir g € Qy(R) vardir.

Ispat: Her x € Ricin ad(x) = 0 esitliginde x yerine xy alinirsaher X, y € Rigin
d(x)oy) + a(x)oy) + xa*(y) = 0 (4.4)
elde edilir. (4.4) denklemi soldan zile carpilirsaher X, y, z € Rigin
zd(x)au(y) + za(X)aly) + 2x*(y) =0 (4.5)
bulunur. (4.4) denkleminde x yerine zx alinirsa her x, y, z € Rigin
d@xa(y) + za()aly) + a(Dxaly) + za(X)aly) + 2xa*(y) =0
olur.
(4.4) ve (4.5) denklemleri birlikte kullanmlirsa
(d(@x + a(2x + za(x) — zd(x))ou(y) = 0
elde edilir. Son bagintiday yerine yw konulursaher w, X, y, z€ Rigin
(d(@x + a(2x + zou(X) — zd(X))yo(w) =0
bulunur. R halkasi asal oldugundan her x, z € Rigin
d(2x + a(z)x + za(x) —zd(x) =0 veya o =0 (4.6)

olur. (4.6) daki ifadenin ilk durumunun gecerli oldugunu kabul edelim. O halde
Y. Ozellik 2.2.9 dan her x € Rigin
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d(X) + au(X) =-xa+ u(x), a(x)—d(x) =ax- A(X)

olacak sekilde bir a € Q(R) ve A, u: R — C donusimleri vardir. Buradan her
x € Rigin, 20(x) — [a, X] € C bulunur. Eger a € C ise 0 zaman 2a(x) € C olur.
charR # 2 oldugundan, a(x) e C dir. Boylece Y. Ozellik 2.3.1 den o. = 0 elde
edilir.

Simdi a ¢ C oldugunu kabul edelim. Her x € Ricin 2a(X) — [a, X] € C
oldugundan, 0zel olarak her x € Rigin, [2a(X) — [&, X], [a, X]] = 2[a(X), [a, X]] =0
dir. charR # 2 oldugundan her x € R ic¢in, [a(X), [a, X]] = O, dolayisiyla
Y. Ozellik 2.1.30 dan her x € Q(R) icin bu esitlik saglanir. da(X) = [a, X] alalim.
a ¢ C oldugundan, d, , R halkasindan Q((R) icine, sifirdan farkli bir tirevdir.
Y. Ozellik 2.1.11 den d, ve a, Q(R) halkasina genisletilebilir. Burada o, # 0
oldugunu kabul edebiliriz. Aks halde, her x € R igin, dy(X) = [a, X] € C olur.
Buradan a € C elde ederiz. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde Y. Ozellik 2.1.15 den
her x € Q/(R) icin, a(X) = Bda(X) = [aP, X] olacak sekilde bir f € Q(R) vardir.
Sonug 4.8 R, charR # 2 bir degismeli olmayan bir asa halka ve (da), R
halkasinin bir genellestirilmis tirevi olsun. Her x, y € R icin d(X)a.(y) + a(y)d(X)
= Xy + yx ise 0 zaman her x € Q(R) icin a(xX) = [A, X] olacak sekilde bir
A € Q4R) vardr.

Ispat: d = 0 ise 0 zaman xy + yx = 0 dir. Burada x yerine yz alinir ve bu esitlik
kullanlirsa, her x, y, z € R icin y[x, Z = 0 bulunur. R asa oldugundan her
X, Z € Rigin, [X, Z =0, yani R degismelidir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halded = 0
kabul edebiliriz. Baslangi¢ hipotezinden her x, y € Rigin

d(¥)a(y) + aly)d(x) = xy + yx (4.7)

bulunur. (4.7) dey yerine yz alinir, (4.7) esitligi kullamlirsa,
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a(y)[z dX¥] + [d(X), yla(2) +2yxz=0 (4.8)
elde edilir. (4.8) de zyerine zw alinir, (4.8) kullanilirsa, her x,y, z,w € Rigin
a(y)Zw, d(X)] + [d(x), y]za(w) =0 (4.9)

olur. Son esitlikte w yerine d(x) ainmirsa her x, y € R icin [d(X), y]Rad(x) = 0
bulunur. R halkasi asal oldugundan, [d(X), y] = O veya ad(x) = O dur.
H={xeR:adX)=0} veK={xe R:[d(X),y] =0, hery € Ricin} kiimelerini
aaim. H ve K, (R, +) grubunun, R = H U K olacak sekilde iki toplamsal alt
grubu olur. Herhangi bir grup, iki at grubunun birlesimi seklinde
yazilamayacagindan R = H veyaR = K olmalidir.

Simdi R = H oldugunu kabul edelim. O halde o = 0 veya her X € Q/(R)
icin Teorem 4.5 den, o(X) = [A, X] olacak sekilde bir A € Qs(R) vardir. Eger
o = 0 ise baslangi¢ hipotezinden her X, y € Ricin xy + yx = 0 olur. O halde R
yukaridaki gibi degismelidir, bu ise bir ¢eligkidir.

Son olarak R = K oldugunu kabul edelim. Y. Ozellik 2.3.1 den d = O dhr,
bu bir ¢celiskidir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Asagidaki teorem, Y. Ozellik 2.2.8 nin kismi bir genislemesidir.

Teorem 4.6 d, R asal halkasinin bir toplamsal dénusimi, o R halkasinin her
X, ¥ € Ricin d(xy) = xd(y) + ya(X) esitligini saglayan sifirdan farkl: bir tlrevi
(d ye genellestirilmis sol tlrev denir) ise R degismelidir ve d bir genellestirilmis
tirevdir.

Bu teoremin ispat: icin asagidaki Y. Ozellige ihtiyag vardhr.

Y. Ozedlik 4.1 R bir asal halka ve a, R halkasinin sifirdan farkli bir tiirevi olsun.
Her x € Ricin xa(X) € Z(R) ise 0 zaman R degismelidir.
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Ispat: Hipotez dogrusallastirilirsaher x, y € Rigin
xa(y) +ya(x) € Z(R)
bulunur.

Z(R) = 0ise her x € Ricin xa(X) = 0 olur. Bu ise Y.Ozellik 2.2.9 dan R
halkasinin degismeli olmasini gerektirir.

Z(R) # 0 olsun. O zaman Z(R) nin sifirdan farkli bir a elemam vardir.

Elde ettigimiz son ifadede x yerine a alinirsa
ao(y) +yo(a) € Z(R) (4.120)

elde edilir. Her y € Ricin [aa(y) + yo(a), y] = O dir. O halde [y, a(y)]a(a) =0
dir. Burada R halkasinin asal oldugu ve a(a) € Z(R) oldugu kullanilirsa her
y € Ricin [a(y), y] = 0 veya a(a) = 0 bulunur. ilk durumdan, Y. Ozellik 2.2.2
kullanilarak R degismelidir sonucuna ulasilir. Simdi a(a) = 0 oldugunu kabul
edelim. (4.10) dan her y € Riicin aa(y) € Z(R) dir. a € Z(R) ise a = 0 veya her
y € Ricin a(y) € Z(R) olur. a = 0 oldugundan her y € R icin a(y) € Z(R) dir.
Boylece Y. Ozellik 2.2.2 den R degismelidir.

Teoremin ispati: Her x, y € Ricin d(x(yx)) ifadesini ele alalim.
d(x(yx)) = xd(yx) + yxo.(x)
= x(yd(x) + Xa(y) + yxci(x)
= xyd(x) + Xa(y) + yxa(x)
esitlikleri elde edilir. Diger taraftan, her x, y  Rigin
d((xy)x) = xyd(X) + xa(xy)

= xyd(x) + X(auUX)y + Xaly))
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= xyd(x) + xa(X)y + Xa(y)

bulunur. O zaman her x, y € Rigin d(x(yx)) = d((xy)x) oldugundan, her x € Rigin
xo(x) € Z(R)

olur. Y. Ozellik 3.1 den R degismelidir. Boylece hipotezden her x, y € Ricin
d(yx) = d(xy) = yd(x) + xa(y) = d(x)y + xa(y)

elde edilir. Yani (d, o), R halkasinin bir genellestirilmis tirevidir.

Ornekler
1. M, chaM = 2 olan herhangi bir degismeli halka ve
b b
R= a rabceM?osun. d:R—>R dan§UmUd( 2 ):
0 c 0 c
a c). a b 0 b).
ile, o : R —> R donusimi oc( ) = ile tammlansin. O
00 0 c 00

zaman (d,a), her X, y € R i¢in d(xoy) = 0 olacak sekilde bir genéllestirilmis
turevdir. Fakat R degismeli degildir. O halde Teorem 4.1 in hipotezinde yer alan
asallik kaldirilamaz.

2. M bir Boole halkasi olmak Uzere R ve d, 6rnekl deki gibi tanimlansin. Her
X € Ricin d@ — X) = 0 dir fakat R degismeli degildir. O halde Sonug 4.1 in
hipotezinde yer alan asallik kaldirilamaz.
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3. M ve R, 6rnekl deki gibi tannmlansin ve d : R —» R donusimu

b 0 b
a |2 ) = “lile, a: R 5> R donisimi de
0 ¢ 0 c

0 b 0 b
oc( (0 0] ) = {O Oj ile tammlansin. O zaman (d,a), her X, y € R i¢in

d(xoy) = £ (xoy) olan bir genellestirilmis tirevdir. Fakat R degismeli degildir. O
halde Teorem 4.2 nin hipotezinde yer alan asallik kaldirilamaz.

4. (i) Her a € M icin a* = 0 olacak sekilde degismeli olmayan bir halka M ve
R:{ (g zj:a,b IS M} osun.d:R—> R d( [Z Zj )= [Z a;bj
donisimid, o = 0 ile taimh  bir genellestirilmis  tlrevdir.
do)x = [ag abatba]: 0 oldugundan, her x e Ricin d(X)x = xa(x) dir. Fakat ne

d=0dir nedeR degismelidir.

(i) Her a € M icin @® = 0 olacak sekilde bir halka M ve charM = 2 olsun.

b
R = {(g O}a,bem} olmak iizere, d : R — R dondsimi,

d( (Z gj ) = (Z g) ile, o : R — R doniisima de o (g g} ) =

0 b
(O OJ ile tanmmlansin. O zaman (d,a) R’ nin, her x € R icin d(X)x = xo(X)

olacak sekilde bir genellestirilmis tirevidir. o = O fakat R degismeli degildir.
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O halde Teorem 4.4 Un hipotezinde yer alan asallik kaldirilamaz.

5. R; degismeli ve R, degismeli olmayan asal halkalar olmak lizere R = R; @ R»
olsun. o, Ry Uizerinde herhangi bir tiirev, d' R, izerinde, sol R, homomorfizmasi
olan fakat sag R, homomorfizmas: olmayan bir toplamsal donisiim olsun. Her
(x,y) € Ricind(x, y) = (a(x), d(y)) ve a(x, y) = (o (x),0) olarak tammlansin. Bu
durumda her x, y € R icin, d(xy) = xd(y) + yo(X) dir fakat (d,o) bir
genellestirilmis tirev degildir. Ry ve R, asal oldugundan, R bir yari-asal halkadir.
a # 0 fakat R degismeli degildir.

O halde teorem 4.6 yari1-asal halkalara genisletilemez.
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5. TEK YANLI IDEALLER UZERINDEKI GENELLESTIRILMIS TUREVLI
COKLU DOGRUSAL POLINOMLAR

Bu bolim, Y . Ozdlik 224, 225 2219 ve 2.2.20 de verilen

teoremlerin bir genellestirilmesidir.

Teorem 5.1 K birimli degismeli bir halka, R asa K-cebir ve g R halkasinin
sifirdan farkli bir genellestirilmis turevi olsun. f(x,X,,....X,) K Uzerinde bir

coklu dogrusal polinom, | R halkasimin sifirdan farkli bir sag ideali vem, n> 1
olacak sekilde sabit tamsayilar olsun. Eger her xi, X, .., X € | i¢in
(9( f (%, %,,--., X.) )™ = 0 ise asagidakilerden birisi saglanir:

() [ F(X, %, X,), Xnr1] Xne2 | idedli iGin bir Ozdesliktir.

(i) aeUicinal =0dir veher x € Ricing(x) = axdir.

(i) a,qeUicinal =0velq,I]l =0dir veher x € Rigin

g(x) = ax—[q, X] dir.
Bu teoremin ispat icin asagidaki Y. Ozelliklere ihtiyag vardr.

Y. Ozdlik 5.1 R bir asal halka, a, b € R ve m, n > 1 olacak sekilde sabit
tamsayillar olsun.  f(x,X,...,X,), her x, X, .. X € R ign
@f (X, %, X )+ f(X,%,..x ) 0)™ = 0 esitligini saglayan C lizerinde merkezi
olmayan bir ¢oklu dogrusal polinomiseozamana=-b € Z(R) dir.

Ispat: a ¢ Z(R) veya b ¢ Z(R) olsun. O hade (af(x,X,,...X) +
f(X,%,,...x.)b)™, Ricin asikar olmayan bir polinom 6zdesligidir. Y. Ozellik
2.1.30 den (@f(X,%,.X,) + f(X,%,..x)0b)" RC icin de bir polinom
Ozdesligidir. Y. Ozellik 2.1.21 den RC, Socle(RC) # 0 olan bir primitif halkadhr.
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O halde Y. Ozellik 2.1.16 dan bir D bolim halkasi Uizerinde bir V vektor uzay:
vardir ve RC, D Uzerinde D-lineer dontsumlerin bir yogun halkasidir.

dimpV = o olsun. Y. Ozellik 2.1.27 den RC, (ax + xb)™ 6zdesligini
saglar. h(x) = ax + xb diyelim. O zaman h, her x € R icin, h(x)™ = 0 olacak
sekilde RC Uzerinde bir genellestirilmis turevdir. Y. Ozellik 2.3.5 den h(x) = 0
yani her x e RCicgin ax + xb = 0 dir. Y. Ozellik 2.1.11 den a, b  C dir. Bu bir
celiskidir. O haldea € Z(R) ve b € Z(R) bulunur.

dimpV = k (sonlu tamsay1) olsun. O halde RC, bir basit halkadir ve
asikar olmayan genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Y. Ozellik 2.1.25 den
RC < M(F) olacak sekilde uygun bir F cismi vardir ve M{(F), RC ile aym
genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Bu nedenle her xi, Xz, ...., Xn € My(F)
icin

@f (X, %, %) + f(X,%,...,x)0b)"=0

dir. Ustelik f (X, %,,...,X,) , M(F) icin merkezi olmayan bir polinomdur.

t =1 iseigpat agiktir.

t= 1olsun. f(x,X,..,x) M(F) de merkezi olmachgindan, Y. Ozellik

2.1.22 ve Y. Ozellik 2.1.23 den bazi k, | (k= 1) igin f(u,,u,,...,u.) = aeqolacak

sekilde u;, U, ..., Uy € M(F) ve bir o e F vardir. Ustelik
{ f(u,u,,..,u): u, U, ..., un € M(F)} kimes, M(F) nin tim
F-otomorfizmalar1 altinda sabit kalir. O zaman herhangi i # | igin,

f(r,r,,....r,) = agj olacak sekilderq, ra, ...., rn € My(F) vardir. O halde her i #j

icin
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0 = (acg; + agjb)™ = a"(ag; + g;b)™ (5.1)
bulunur. Bu esitligi sagdan g; ile carparsak,
0= a"(ag; + e;b)"e; = (gb)™*

elde edilir, yani b nin (j,i) bileseni sifirdir (i # j igin). O halde b késegen matristir.
Benzer sekilde a da kdsegendir.

o(X) = (1 +eyx(1+ elj)'lolsun. @, M(F)’ nin bir F-otomorfizmasidhr.
0= (@@ f (X, %, %)) + (T (%, %,.... %) Jo(b)™

bulunur. Bu nedenle ¢(a) ve ¢(b) de kdsegen matrisler olmalidir.

a=Y fe. pie Faaim. Herj)liginB - P, o(@) =(1+ ex)a(d + ey

nin (1, j). bilesenidir ve sifirdir. O halde 3; = B4 dir. Birden buydk her j i¢in bunu
soyleyebildigimizden, a € F dir. Benzer sekilde b € F de bulunur. Bu bir
celiskidir. O halde a, b € Z(R) olmalidir. O zaman

0=((@a+ b) f(x,%,....%))" =@+ b)"( (%, %, %))"
bulunur. R asal oldugundan, a = - b veya her x;, X, ..., X» € R icin,

f(X,%,....x )" =0 elde edilir. f(x,%,,..,x )" =0iseY. Ozelik 2.1.26 dan
f (X, %,....,%) =0dir. Bubir ¢eliskidir. O halde a = - b olmalidhr.

Sonug 5.1 R bir asal halka, a € R ve m, n > 1 olacak sekilde sabit tamsayilar
olsun. Her x4, Xz, ..., ¥n € R igin (@f(x,%,,...,x))" = 0 olacak sekilde C
Uzerinde, merkezi olmayan bir coklu dogrusal polinom f(x,X,,...,X,) ise 0

zaman a =0 dir.



Y. Ozellik 5.2 R bir asal K-cebir, | R halkasimin sifirdan farkli bir sag ideali,
a € R, m n2 1 olacak sekilde sabit tamsayilar ve f (X, X,,...,X,), her X4, Xo, ..., X

e ligin (af(x,%,...,x,))™ = 0 olacak sekilde bir ¢coklu dogrusal polinom olsun.
Eger f(X,X%,,...,X,) X1, | idealinde bir 6zdeslik degilse o zaman asagidakilerden
biris saglanr:

0] [ f(X, % X,) s Xne1] Xne2 | idealinde bir 6zdesliktir.

(i) al=0dur.

Ispat: (i) ve (ii) saglanmadigimi kabul edelim ve bu durumda bir celiskiye

vardigimizi gérelim. Bu durumda,

[ f(bl,b2 ..... bn)’ bn+1] bn+2¢ 0O veaw=0

olacak sekilde by, by, ..., by, Bre1, brio , W e | vardir.

al = 0 oldugundan u € I igin (a f (ux,, ux,,...,ux ) )™ Ricin asikar olmayan

bir genellestirilmis polinom 6zdesliktir. O halde R bir GPI halkadir. Y. Ozellik
2.1.22 den RC nin sifirdan farkl: bir Soc(RC) =H 1vardirveJ=1H =0, H in sag
idealdir. Y. Ozellik 2.1.5 (ii) den H basittir. J= JH ve Y. Ozellik 2.1.30 dan J, |
nin sagladigr basit kosullart saglar. O nedenle R yerine H; | yerine J alabiliriz.
DolayisiylaR basit ve R = Soc(R) olur. AyricalR = | dir.

f (X %5000 X ) Xnea Ifadesi | icin bir 6zdeslik olmadigindan
f(s,S,4S) S+ =0 (5.2)
olacak sekilde s;, s, ..., Sh, Sw+1 € | vardir. Tamim 2.1.33 den

F(X, X X,) = Zi)ti (X1, «oey Xi2y Xitdy +- vy Xn)Xi



65

esitligini elde ederiz. (5.2) den ti(wi, W, ..., Wha)W, # O olacak sekilde

i e {12, ..., n} vew, Wy, ..., W, € | vardir. Genelligi bozmaksizin i = n ve
ti(Wi, Wa, ..., Wn1)Wy # O kabul edebiliriz. Ustelik Y. Ozellik 216 dan R = H
n+2 n

regtilerdir. Timevarim ve Y. Ozellik 21.4 den eR = wR + > bR + > wR
i j
olacak sekilde bir € = e € R vardir. O zaman e € IR = | dir. Ayrica ew = w,
ebi=b,ew=w i=12..,n2vej=1,2,...,ndir. Ozel olarak
(atp(ery, ..., ern1)er(l1-¢)m=0
dir. Buradan
(1- e)atq(ery, ..., erp)ern)™ =0

yani (1 - e)at,(ers, ..., ern1)eR, simrli indekli bir nil sag idealdir. Bu nedenle
Y. Ozellik 2.1.13denherry, ra, ..., rp € Ricin

(1- e)aety(ery, ..., erp)ern=0
bulunur. Y. Ozellik 2.1.28 den
(1-e)ae=0 veya ty(ry, ..., rn-1)rn, R icin bir 6zdesliktir.

(1 - e)ae = 0 oldugunu kabul edelim. O zaman (eae f (er,g g, ...,er.e) )™,

Ricin bir 6zdegliktir. Sonug 5.1 den

eae=0 veya f(x,X%,....,X,), eReicin bir merkezi polinomdur.
Ikinci durumdan, [ f (er,,er,,...,er.), €n] €ne = 0 bulunur. Ozel olarak,
[ f(eb,eb,,...,eh,), ebni1] € =[ f(b,b,,....,0,), Bre1] Dreo =0

elde edilir. Buise bir celigkidir.

Birinci durumdan, O = ae= aew = aw bulunur. Bu bir ¢eliskidir.
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Son olarak, her ry, 1y, ..., 'h € Ricin ty(ery, ...., erpp)ern = 0 olsun. O
zaman 0 = ty(ews, ...., eWn.1)eWn = th(Wy, ..., Wh1)W, Olur. Buise bir ¢eliskidir. O

hal de kabulimlz yanlistir. Boylece ispat tamamlanmus olur.

Y. Ozdlik 5.3 R bir asal halka, a, b € R ve m, n > 1 olacak sekilde sabit
tamsayilar, | R’ nin sifirdan farkl: bir sag ideali, f(x,X,,...,X,), her Xy, Xz, ..., Xa
e licin(@f(x,%,...%x,) + f(X,%,..., X )b)™=0olacak sekilde C tizerinde, bir
coklu dogrusal polinom olsun. Eger [ f(X,X,,...,X,), Xn1] Xn+2 | idedlinde bir
Ozdeslik degilse 0 zaman (a+ b)l =0ve[b, I]I =0 dir.

Ispat: b € Cveya f(x,X,,...,x,) merkezi polinom ise ispat Y. Ozellik 5.2 den
aciktir. Bu nedenleb ¢ C ve f(x,X,,...,x,) merkezi polinom olmadigin kabul
edelim. Amacimiz, dncelikle R’ nin bir GPI halka oldugunu gostermek.

Biru e licgin, {au, u} C-lineer bagimsiz ve

(af (ux,ux,,...,ux ) + f(ux,ux,,..,ux )b (5.3)

olsun. O zaman (a f (ux,ux,,...,ux. ))™ (5.3) de asikar olmayacak sekilde yer
aldigindan (5.3), Ricin bir asikar olmayan genellestirilmis polinom 6zdesliktir. O
halde R, GPI halkadir. Simdi {au, u} nun lineer C-bagimli oldugunu kabul
edelim. Yani bazi a € Cigin

au=ou, olsun.
O haldeR,
(o f (ux,Ux,,...,ux ) + f (Ux,Ux,,...,ux ) b)"=0 (5.4)

esitligini saglar. {bu, u} C-bagimsiz ise ( f (ux,Uux,,...,ux,)b)™ (5.4) de asikar
olmayacak sekilde yer aldigindan R, bir GPI halkadir. Eger bazi § € Cigin
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bu = pu

ise katsayilar sadece {b, u} dir. Bazi p € Ciginu=pbolsun. O zamanb ¢ Cise
R, GPI halkadir. Eger {u, b} dogrusal C-bagimsiz ise R yine GPI halkadir. Bu
nedenle RC nin sifirdan farkli bir H = Soc(RC) 1 vardir ve 0 = J = IH dr.
Y. Ozellik 2.1.5 (ii) den H basit oldugundan J= JH dir ve ayrica J, | ile aym basit
kosullar: saglar. R yerine H, | yerine J alinarak, R nin basit bir halka oldugu ve
R = Soc(R) elde edilir ve IR =1 dhir.

Eger (a+b)l =0iseher xi, X2, ..., X € l igin
@f (% % %) + F(X, %0, %,) D)7 =0
oldugundan her X1, X, ..., Xy € ligin
[0, (%%, %)]=0
cir. Y. Ozellik 2.1.18 den [b, 1]1 = O dhr.
Teoremin sonucunun saglanmadiginm kabul edelim. O zaman
(@+bw=0 ve [ f(r,r,...r), Ml 2= 0
olacak sekilde w, rq, ra, ..., 'ne2 € | vardir. f(X,%,,...,X,) Xn+1 , | ideadli igin bir

Ozdeslik olmadigindan, f(s,s,,...,S,) Sw+1 # O olacak sekilde s1, S, ..., S € |

vardir. Tamim 2.1.33 den

O X0 X,) =26 (X1, X2 veeey Xicty Xit 1y vy Xn)Xi
dir. Y. Ozellik 5.2 nin ispatindaki benzer teknikle,

th(Wi, Wo, ..., Wn1)Wh = 0

olacak sekilde wi, Wo, ..., W, € | vardir. R = H regiler oldugundan tiimevarim ve
Y. Ozellik 2.1.4 den bazi e € Rigin,
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nz+iriR+ Zn:WjR +WR =€eR

i=1 j=1

dir. Ustelik, e e IR, i= 1,2, ..., m+2vej=1,2 ..., niginew; = w, er; = rj,

ew=w dir. Hipotezden, her xi, X, ..., Xn € | igin
(atp(exy, €Xy, ..., €Xn.1)X%(1 - €) + th(exy, ..., eXn1)eXn(1-e)b)"=0 (5.5)
bulunur. (5.5) esitligi soldan 1 - eile carpilirsa,
0=(1-e)(atn(exy, ..., EXn1)eXa(1 - €)™
elde edilir. Bu da,
0=(1-e)(aty(exy, ..., Xr)ex)™ = (1 - e)(aetn(exy,.. ., EXm1)eR)™?
demexktir. Y. Ozellik 2.1.13 den
((1 - e)aet(exy, ..., n-1)e =0 bulunur.
Y. Ozellik 2.1.28 den
(1-e)ae=0 veya ty(exy, ..., X)X, =0
olur. ikinci durum gergeklenirse 6zellikle
0 =tu(ewy, ..., eWn.1)eW, = th(Wi, ..., Wn)Wh # 0

sonucuna ulagsilir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde birinci durum gegerlidir. Yani
ae = eae elde edilir. (5.5) i sagdan e ile carpilip, aynt metot kullanmilirsa

(1-ebe=0
olur. Boylece eRCe, bir sonlu boyutlu basit merkezi cebirdir ve
(@f (X, %, X)) + F(X,%,..., X.) D)

Ozdesligini saglar. Y. Ozellik 5.1 den
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eae=-ebee C veya f(exeexe,...exe) merkezidir.
Ikinci durumdan

[ f(er,ex,,...er), ena] €ma=[ f(r,r,....1,)  Mn+1] M2 =0
sonucuna ulasilir ve bu bir ¢eliskidir. O halde

ae=eae=-ebe=-be
esitlikleri gegerlidir. Buna gore,

O=(a+be=(a+tbew=(a+bw=0

elde edilir. Buise bir ¢eliskidir. O halde ispat tamamlanmus olur.

Teoremin 5.1’ in ispatr: Y. Ozellik 2.3.6 dan R halkasinin bir yogun sag ideali
Uzerindeki her genellestirilmis g tdrevi, U Utumi Kkesirler halkasina torlt
genisletilebilir ve bu tirev, a € U ve d, U Uzerinde bir tirev olmak Uzere

g(x) = ax + d(x) seklindedir. u € 1 icin U,
(af (ux,ux,,...,ux ) +d( f(ux,ux,,..,ux))"=0
differansiyel 6zdesligini saglar.
[ (X, %,y X,), Xne1] Xn+2 NiNTigiN bir 6zdeslik olmadigini kabul edelim.
d=0ise her xi, X, ..., Xa € l i¢iNn
@f 04 %,.%))"=0
cir. Baslangic hipotezinden ve Y. Ozellik 5.2 den her X € | igin
g(x) =axveal =0

bulunur. Bu ise (ii) de istenilen sonuctur.
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d#0ise; Tamm 2.1.32 den

0= (@F (4% %) + F200 %000, +§ F 04 X0 0 (X ), X))
elde edilir. Y. Ozellik 2.2.15 den ispatin bundan sonraki kismint iki parcaya
ayinnz:

l. Durum: Eger d, U nun bir g elemaniyla belirlenmis bir i¢ tirevi
iseyani her x e Uigind(x) = gx—xqise
g(x) = ax+d(x) = (a+a)x—xq
dir ve U,
((af (U, U,y ) - A (W0, U, -0, Ux,) )™ = ((@+ A F (U, WX, 00 UX,) -
f(ux, ux,,...,ux,) @)™

Ozdesligini saglar. [ f(X,X,,...,X,), Xn+1]Xn+2 , | iGN bir 6zdeslik olmadigindan,
Y. Ozellik 5.2 den

O=(a+qg-qg)l=avelql]l=0
elde edilir. Buise (iii) de istenilen sonuctur.
. Durum: d, U nun bir dis tirevi olsun. Y. Ozellik 2.1.31 den | ve lU
aynm diferansiyel 0zdesligi saglayacagindan,
@ (%, %, %) +d(F (% X000 %,) )"
U icin bir 6zdesliktir, yani, herhangi u € | icin
(@ f (ux, Ux,,...,ux ) +d( f(ux,ux,,...,ux.))"

U icin bir 6zdesliktir. Bu nedenle U,
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(af(ux,ux,,...,ux.) + fd(uxl,uxz,...,uxn) +
; f (Ux,Ux,,...,d(U)x +ud(x),...,ux )"

Ozdesligini saglar. d dis tirev oldugundan, Y. Ozellik 2.2.15 den U,

(af (ux,ux,,..,ux ) + fo(ux,ux,,..,ux )+

Eil f (UX,,UX,,...,d(U)X +Uy,,...,ux ) )™

Ozdesligini saglar. Burada 6zel olarak x; = 0 alinirsa U,

f(ux,ux,,...,uy,...,ux,)™
polinomunu saglar yani I, f(X,%,,..., ¥;,...,x,)™ polinomunu saglar. Y. Ozellik

2.1.29dan (X, %, Y.,... x,)| =0 eldeedilir. Buise bir celiskidir.

Teorem 5.2 K birimli degismeli bir halka, R bir asal K-cebir ve g R halkasinin
sifirdan farkli bir genellestirilmis turevi olsun. f(x,X,,....X,) K Uzerinde bir

coklu dogrusal polinom, I R halkasimin sifirdan farkl: bir sag ideali, m, n > 1
olacak sekilde sabit tamsayilar ve Xy, X, ..., Xn € Ligin g( f (X, %,,....x.))" € Z(R)
olsun. Eger g( f(a,a,,..,a,))" = 0 olacak sekilde a;, a, .., an € | varsa
asagidakilerden birisi saglanir:

(i) f (X, %y, X,) Xne1 , | idedli igin bir 6zdesliktir.
(i) Her xi € Ricin f(x,X,,...,X,) R Gzerinde merkezidir.
(i) aeZ(R)icing(x) =axve f(x,X,,...,X,) R uzerinde kuvvet

merkezlidir.

(iv) R, ssstandart polinomunu saglar.



72

Teorem 5.2 nin ispatin vermeden 6nce asagidaki Y. Ozellikleri verelim.

Y. Ozellik 5.4 R bir asal haka, m, n > 1 olacak sekilde sabit tamsayilar, | R
halkasinin sifirdan farkl: bir sag ideali olsun. Eger f(x,X%,,...,X.), her x4, X, ...,

Xy € ligin f(x,%,...,x)" € Z(R) olacak sekilde C tizerinde, bir ¢oklu dogrusal
polinom ise her X;, X2, ..., Xn, X1 € | icin f(X,%,...,%X,) Xw1 = O veya
f (X, %,....X ) R Uzerinde kuvvet merkezlidir.

Ispat: Herhangi X1, X2, ..., Xa € 1 igin

f (%, %)" € Z(R)

oldugunu kabul edelim. f(x;,X,,...,x,) nin Ricin bir 6zdeslik olmadig: agiktir. I,
asikar olmayan f (x,X,,...,X.) polinomunu saglachgindan, Y. Ozellik 2.1.29 dan
|C = eRC olacak sekilde bir € = e e socle(RC) vardir.

Y. Ozellik 2.1.30 dan her xi, X2, ..., X» € IC ve r € R igin
[ f(X,%,.,X% )™ r] =0oldugundan her ry, ry, ..., rne1 € Rigin

O=[f(er,er,....er )™ rna(l-€)] = f(er,er,,....er) rni(l-e)
dir. R asal oldugundan
(1-e)=0 veya f(er,er,,...er)"=0

bulunur. Birinci durumda, e = 1 dir ve bu nedenle IC = RC elde edilir. Buradan,
f(X,%,...,X,), RC Uzerinde kuvvet merkezlidir. Dolayisiyla R Gzerinde kuvvet

merkezlidir. Ikinci durumda f (er,,er,,...,er)™ = 0 ise Y. Ozdllik 2.1.26 dan
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f(er,er,,...er,)e=0dir. Buda, her xi, Xo, ..., Xn € ICiGIN (X, %,,...., X,) Xn+1 =
0 olmast demektir. O halde her x1, X, ..., Xa € l'igin f (X, X%,,...,X,) Xn+1 = O dr.

Y. Ozellik 5.5 R = My(F), F cismi Uizerindeki tiim txt tipindeki matrislerin halkasi
vet>3olsun. a, b € Rvem n> 1 olacak sekilde sabit tamsayilar ve her
X1, X2, ..., Xn € RGN (@ T (X,%,....%X,) + f(xl,xz,...,xn)b)rn e Z(R) olsun. Bu
durumda asagidakilerden birisi saglanir:

(i)  f(X,%,....%,) merkezidir.
(i) a=-be Z(R)dir.
(i) a, b e Z(R) ve f(x,X%,,...,%,) R Uzerinde kuvvet merkezlidir.

Ispat: f(x,%,,...x) nin, R zerinde kuvvet merkezli olmacigini kabul edelim.
O zaman Y. Ozellik 2.1.22 ve Y. Ozellik 2.1.23 den f (u,,u,,...,u,) = aeq, k=1
olacak sekilde ug, Uy, ..., up € M(F) ve0 = o € Fdir. { f(u,u,,...,u.): Uy Uy, ...,
U, € M(F)} kimesi, M{(F) nin tim F-otomorfizmalarinin hareketi altinda sabit
kaldigindan, herhangi i #j igin f(r,r,,...,r,) = ag;j olacak sekilders, ra, ... ,rh €
M¢(F) vardir. Bu nedenle hipotezden, her i = j icin (ace; + aegjb)™ e Z(R) dir.
Ustelik, (aagj + agjb)™ matrisinin ranki < 2 oldugundan, R de (aagj + agjb)™ =
0 olmalidir. Bunu sagdan e; ile carparsak, (ag;b)™e; = 0 bulunur. O halde b
matrisinin, her i = j icin (j,i) bileseni sifirdir. Bu ise b matrisinin kdsegen olmasi

demektir. Benzer sekilde a matrisinin de kdsegen oldugu gordl Ur.

@, M{(F)’ nin bir otomorfizmasi ise, 0 zaman

(@@e( f (4, %0 %) +0(F (X, %, %) 0(B)" € Z(R)
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dir. Bu nedenle, o(a) ve ¢(b) matrisleri kdsegen olmalidir. O halde Bi € F olmak
t

Uzere, a = Z,Bie”alahm. o) = (1 + e)x(1 + e.,-)'1 My(F) nin bir i¢c F-
i=1

otomorfizmasi olsun. O zaman her j ) 1igin

e(a) = (1+e)a(l +e)™

matrisinin (1,j) bileseninin B; - B1 oldugu gorullr. ¢(a) kosegen oldugundan, j ) 1
icin Bj - B = 0dir. O halde a € F dir. Benzer sekilde b € F elde edilir. Bdylece
hipotezden

@+0)" (%, %, %) " € Z(R)

bulunur. Y. Ozellik 5.1 den a = - b € Z(R) veya her x4, X2, ..., X, € R igin
f(X,%,...,% )" e Z(R) sonucuna ulasilir.

Y. Ozellik 5.6 R bir asal halka, m, n > 1 olacak sekilde tamsayilar, a, b € R ve
her X4, Xz, ..., Xa € Rigin f(x,%,,...X,), (@f(x1, X2, ..., Xn) + F(X,%,..., X)) b )"

€ Z(R) olacak sekilde R tizerinde vanishing olmayan bir ¢oklu dogrusal polinom
ise asagidakilerden birisi saglanir:

(i) f(X,%,,...,X,) merkezidir.

(i) =-b e Z(R) dir.

(iii) R, s4 standart polinomunu saglar.

(iv) abeZR)ve f(x,%,...x,) Ruzerindekuvvet merkezlidir.
Ispat: I, R’ nin sifirdan farkl: bir ideali olsun. Her x4, %o, ..., %, € | igin

@f (% %, %) + T (%%, %) D) =0
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oldugunu kabul edelim. Y. Ozellik 2.1.30 dan | ve R aym genellestirilmis

polinom 6zdesligini sagladigindan her x;, Xo, ..., X, € Ricin

@F (%% %)+ T4, %, %) D)7 =0
dir. Y. Ozellik 5.1 den

f (X, %,,...,x,) merkezidir veyaa=-b e Z(R) dir.

Ve ispat biter. (@f(X,%,.X%) + f(X,%,...x)0)™" = 0 ise
kabulimlzden, | N Z(R) # 0 dir. K, Rzry nin sifirdan farkl: iki yanlt ideali olsun.
K N R, R halkasinin bir ideali oldugundan K n R n Z(R) # 0 dir. Yani K, Rz
de bir tersinir eleman igerir ve bdylece Rz, birimli ve basittir. Y. Ozellik 2.1.32

den R ve Rzry aym polinom 6zdesligini sagladigindan her X, y € Rzr) igin
@F (X %0 %) + (4% %) D)™ € Z(Ry)

oldugu aciktir. R halkasimn [ f (X, X%,,...,X,), Xn+1] Yi sagladigim gostermek icin
R hakasinin basit ve birimli oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda her

X1, X2, ..., Xn € RiCIN
@f (XX %) + T (X%, %) D)™ € Z(R)

dir. O halde R bir genellestirilmis polinom 0zdesligini saglar ve Ustelik birimli ve
basit halkadir. Bu durumda Q = RC = R dir ve R halkasinin bir minimal sag
ideali vardir. Bu nedenle Tanim 2.1.23 den R basit artinian halkadir yani D, Z(R)
Uzerinde sonlu boyutlu bir bolim halkas: olmak Uzere R = My(D)dir. Yani R,
merkezi Uzerinde sonlu boyutlu basit cebirdir. Y. Ozellik 2.1.25 den R < M(F)
olacak sekilde F cismi Uzerinde bir kxk matrisler halkasi vardir ve Ustelik Mg(F),

(@ (%, Xy X))+ F (X %y, %) D)™, Xned]
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genellestirilmis polinom 6zdesligini saglar. Y. Ozellik 5.5 den ispat tamamlanmus
olur.

Sonu¢ 5.2 R bir asal halka, 0 # a € R, m, n > 1 olacak sekilde sabit tamsayilar ve
f(X,%,. X ), her xi, X, ..., X» € Ricin (@f(x,%,...X))" € Z(R) olacak
sekilde R Uzerinde bir merkezi olmayan ¢oklu dogrusal polinomise R, 54 standart
polinomunu saglar veya a € Z(R) ve f(x,%,..,X), R Uzerinde kuvvet
merkezlidir.

Y. Ozellik 5.7 K bir birimli degismeli halka, R asal K-cebir ve g R halkasinin
sifirdan farkli bir genellestirilmis tdrevi olsun. f(x,X,,...,X,) K Uzerinde bir

coklu dogrusal polinom ve m, n > 1 sabit tamsayilar olsun. Eger her xi, Xz, ..., Xn
e Ricin (g( f (x,%,,...%,))" € Z(R) ise asagidakilerden birisi saglanr:
(1) f(X,%,....%,) R Uzerinde merkezlidir.
(i) ae Z(R)icing(x) =axve f(x,X,,...,X,) R Uzerinde kuvvet merkezlidir.
(i) R, s4 standart polinomunu saglar.
Ispat: T, R halkasimin sifirdan farkl iki yanli ideali olsun. Her rq, ra, ..., rne T
icin

(a( f(r,r,,..r))"=0
oldugunu kabul edelim. Bu durumda Teorem 5.1 in iki yanl: idea igin ele

alinmasiyla, g = 0 veya f(x,X,,...,X,) R de merkezi olmas: elde edilir. Aks

taktirde, kabulimuzden T n Z(R) # 0 dir. K, Rz nin sifirdan farkl: iki yanli
ideali olsun. K N R, R halkasinin bir idealidir ve K "R n Z(R) # 0 dir. Yani K
mn Rzry de bir tersinir elemant vardir. Boylece Rz basit ve birimlidir.

Hipotezden her ry, ry, ..., rn, S€ Rigin
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(@ (ry,p0eensty))™ 6 =0
chr.

Y. Ozellik 2.3.6 dan uygun bir a € Q icin, d R halkasinin bir tirevi olmak

Uzere, g(x) = ax + d(x) dir. Bu nedenle R
[a f (% X0 %) +A(T (% X000 %) )™ Xl = [(@F (X %0000 %,) +
P00 %) + 2 045,00 A 00000 %,))™, Xov1]
differansiyel 6zdesligini saglar.
dicturev degilseY. Ozellik 2.2.15 den R,

[@F (%0002 + £ %)+ 2 T (X000 Yo X)) Y]

polinom 6zdesligini saglar. Ozel olarak x, = 0 ahinirsaR, heri € {1,2, .., n} icin

[a f (XX Viyeres X)) Y]
polinom 6zdesligini saglar. O halde Y. Ozellik 5.4 den ispat tamamlanmus ol ur.

Simdi d, Q” nun bir g eleman ile belirlenmis bir i¢ tlrev olsun. Y.
Ozellik 2.1.32 den R ve Rzgr) aym polinom Gzdesligini saglacigindan, her

r11 r2$ ceey rn € RZ(R) |Q|n
@f(r,r,..r) g, f(r,,.r)D)" e Z(Rxr)

dir. R yerine Rzr) alinarak R halkasint birimli ve basit kabul edebiliriz. Bu

durumdaherry, ro, ..., rn € RigIin
@f(r,r,.r) +[a, f(r,r,..r))"e Z(R)

dir. Bu nedenle R bir genellestirilmis polinom Ozdesligini saglar. Oyleyse
Soc(RC) sifirdan farklidir. Ayrica R birimli ve basit oldugundan Y. Ozellik 2.1.17
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den Q = RC = R dir ve R halkasinin bir minimal sag ideali vardir. Bu nedenle
a,g € R=Q dur ve Taum 2.1.23 den R basit artinian halkadir. Y. Ozellik 2.1.18
den D, Z(R) Uzerinde sonlu boyutlu bir bdlim halkast olmak Uzere,
R = My(D)dir. O halde R, merkezi Uzerinde sonlu boyutlu bir basit cebirdir.
Y. Ozellik 2.1.25 den R = M(F) ve My(F),

[@F (% X0e X)) + [0 (% %0 X)) D™ Xaea] = [(@ F (0 %000 X)) +
O F (X Xgren X)) = F (X0 X000y %) Q)™ Xnea] =
[@+a) f(X, % X) + F (X% %) (- @)™, Xard]

gendllestirilmis polinom &zdesligini saglar. Y. Ozellik 5.6 dan f(x,X,,...,X,)
merkezidir veya asagidakilerden birisi saglanir:

() a+q,qeZ(R)ve f(x,X,...X,) Rdekuvvet merkezlidir.

(i) a+qgq=-geZ(R)dir.
(iii) R, s4 standart polinomunu saglar.

(i) ve(ii) ded =0vea e Z(R) igin g(x) = ax elde ederiz. g # 0 oldugundan a = 0O
kabul edebiliriz ve Sonug 5.2 den f(x,X,,...,X,) kuvvet merkezlidir veya R, s

standart polinomunu saglar.

Teoremin 5.2° nin Ispatr: Y. Ozellik 2.3.6 dan Q Martindale kesirler halkasinin
uygun bir a elemant icin d, R halkasimin bir tirevi olmak Uzere, g(x) = ax + d(x)

dir. Hipotezden

@ f (X, % %) + (X, %000 %))
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| icin bir merkezi diferansiyel 6zdeslik oldugundan, Y. Ozellik 2.2.19 dan R bir
Pl-halkadir ve dolayisiyla RC, sonlu boyutlu, merkezi, basit C-cebirdir.
Y. Ozellik 2.1.18 den, baz1 k > 1 icin, D sonlu boyutlu, merkezi, basit C-cebir
olmak tizere, RC = My(D) dir. Y. Ozellik 2.2.20 den her x4, X, ..., X, € ICigin

@f (X, %y %) +A(F(%,%,...%,))" € C

dir. Gendlligi bozmaksizin R yerine RC aabiliriz ve R = My(D) oldugunu kabul

edebiliriz. Herhangi xi, Xo, ..., Xn € I ver € Ricin
@ F (X, X X))+ TN, X0 X)) + F(A(X)F +X%d(F), %y, X ) +

DM %, o d(X), 0 X,) " €C

=2
dir.
d bir dis tirevise, Y. Ozellik 2.2.15 den
@ f(Xr %, X)) + FOXI, X0 X )+ F(A(X)r+ XY, X0y X ) +
> FO4 X, e d(X), X)) €C

i>2
dir. Ozel olarak r = 0 alinirsaher x4, %o, ..., X, € | vey e Rigin
f(xY,%,...x)"eC
elde ederiz. Y. Ozellik 5.4 den her Xq, X2, ..., Xn, Xnr1 € 1 iGN

F (X% X ) Xne1 = O veya f (X, X,,...,X,) Rdekuvvet merkezlidir.
ikinci durumun gegerli oldugunu kabul edelim. Her X3, Xz, ..., X, € | icin

f(X,%,.x)" =0



80

ise Y. Ozellik 5.4’ Un bir indirgenmis durumu olarak her i, X2, ..., Xn, Xn+1 € |

icin, f(X,X%,,...,X ) %1 = 0 oldugu agiktir. Eger 0= f(b,b,,....b )" € C olacak

sekilde by, by,...,by € | var ise 0 zaman C cisim oldugundan I, R’ nin tersinir bir

elemanint icerir. Bu nedenle | = Rdir. Y. Ozellik 5.7 den ispat tamamlanr.
d igturevolsun. O zamanq € Qicind(x) =[q, X] =gx—xqolsun. F, D

nin bir maksimal alt cismi olsun. Boylece t = k x [F:C] olmak uizere, Y. Ozellik
2.2.18 den My(D)®cF = M(F) dir. Ayrica d, My (D)®cF e genisletilebilir (Lee
and Wong, 1995) ve Y. Ozellik 2.2.17 den her x4, X, ..., X, € IQFigin

@f (X, %, X)) +d( f(X,%,....,%))" e Z(M(F))
dir. Bunedenlet >2vel < tolmak Uizere

R=M¢(F)vel =eR=eR+....4+R
dir.

t > 3 olsun. Aks halde ispat biter. g, as € F icin, q = qusers ,

2.1.31 den herhangi i <1, j > I icin, e; eleman, f(x,X,,...,x,) nin | idealindeki

tum degerleriyle Uretilen RC nin toplamsa at grubunun icine duser.
(aej + gej — €)™ matrisinin ranki < 2 oldugundan, bu matris merkezi degildir.

Bu nedenle,
(aej + gej—€;)" =0
olmalidir. Bunu sagdan g; ile garparsak,

(- ejo) e =0
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bulunur. Bu da, herhangi i < | vej > | igin g; = O demektir. Yani gl < | dir.
Ustelik,
ej(ae;j+ gej—€;0)" =0

oldugundan, gj(ag;)™ = 0 dir. Yani g; = O dir ve al < | dir. Bunlarin sonucu
olarak

g <l
elde edilir. 0= g( f(y;, V,s--- ¥,) )™ € | » F oldugundan, bu eleman tersinirdir ve

dolayisiylal = R dir. O halde Y. Ozellik 5.7 den ispat tamamlanmus olur.
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6. GENELLESTIRILMIS (6,1)-TUREVLER
6.1. Gendllestirilmis (o,t) — Tlrevlerin izomorflugu

(Argag and Albas , 2002), (Nakajima, 2000)’ de genellestirilmis tirevierle
ilgili elde edilen sonuclari, (o,r), Jordan (o,r) ve Lie (o,t)-tlreviere
genisletmislerdir. Ayrica (Hamaguchi, 2001), gDer(A,M) ile BDer(A,M) arasinda
bir izomorfizma olmasi icin gerek ve yeter kosulu vererek bunu Jordan ve Lie

tlrevlere uygulamstir.

Bu bolimde amacimiz, gDer®?(A,M) ile BDer®?(A,M) arasinda benzer
bir izomorfizma kurmak, bunun sonuclarim arastirmak ve bize bu konuda gerekli

olan yeni tanimlar: vermektir.

Tanim 6.1.1 f : A — M bir K-modil homomorfizmast ve © A nin bir
otomorfizmasi olsun. Her x, y € A i¢in, f(xy) = f(X)t(y) esitligi saglamyorsa f
donusimine t-sol ¢arpan donusumu denir. A dan M ye tanimli tim t-sol
carpan donustimlerinin kimesini Mul®(A,M) ile gosterelim. Her f, g e
Mul®®(A,M) ve her o e K icin, f + g ve af donlstimleri, t-sol carpan

dontstimleridir. Dolayisiyla Mul®(A,M) kiimesi, K-modiil yapisindadhr.

Simdi Jordan t-sol ¢arpan, Lie (c,t)-s0l carpan ve Bresar genellestirilmis

Lie (o,t)-tlrev dontsumlerini tanimlayalim:

Tanmim 6.1.2 g : A -> M bir K-modil homomorfizmasi olsun. Her x € A igin,
g0 = g(xX)t(X) esitligi saglanyorsa, g ye Jordan t-sol carpan doniisimii denir.

A dan M ye tanimli tim Jordan t-sol carpan dondstmlerinin  kimesini
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IMul®(A M) ile gosterdim. IMul®™(A,M) kimesinin K-modiil yapisinda
oldugunu gérmek kolaydir.

Tanim 6.1.3g: A — M bir K-modil homomorfizmasi olsun. Her x, y € A igin,
a([x, y]) =[- 9(y), X esitligi saglamyorsa, g ye Lie (o,t)-sol ¢carpan donisimu
denir. A dan M ye tamml1 tim Lie (o,t)-sol ¢carpan donusimlerinin kiimesini
LieMul®?(A,M) ile gosterelim. Benzer sekilde LieMul®?(A,M) kimesi K-
modul yapisindadir.

Tanim 6.1.4f: A — M bir K-modil homomorfizmas: olsun. Her x, y € A igin

f([x, Y1) = [L(X), Vlox - [f(Y), X Olacak sekilde bir L Lie (o,t)-tirevi varsa, f

donisimine Bresar genellestirilmis Lie (o,1)- tlrev denir.

Teorem 6.1.1 ¢ : gDer®?(A,M) — BDer®(AM) ve y : M — Mul®(A,M)
donusumleri, her x, y € A icin ¢((f, m)) = (f, f + mt ) ve y(m) = mt olarak

tammlansin.

¢ donlsuminidn bir K- modil izomorfizmas: olmasi igin gerek ve yeter

kosul y nin bir K-moddl izomorfizmas: olmasidir.

ispat: w1 @ MUu®AM) - BDer®?(AM) ve y, : BDer®IAM) —
Der®?(A,M) donistimleri, her g € Mul®(A,M) ve her (f, d) € BDer®(A M)
icin y1(g) = (g, 0) ve yo((f, d)) = d olacak sekilde K- modil homomorfizmalar:

olmak Uzere,

0 - Mul®A M) Y BDer YA M) —Z2 Der®)A M) -0

dizis parcalanabilir tam dizidir.



Ayrica 1, : Der®(AM) — BDer®I(A,M) donistimi, 1(d) = (d, d)
seklinde tammlansin. Y. Ozellik 2.4.3 kullamlarak, K-modullerin asagidaki
parcalanabilir tam dizisini elde ederiz:

0->M —s gper®(A M) —s Der®(AM) - 0.

Burada ¢1(m) = (mt, -m) ve o2((f, m)) = f + mt olarak tanumlanmustir. O
halde asagidaki diyagram degismelidir:

0 - M — %5 gper@I(AM) —%s Der@I(AM) - O
N4 ) did

0 > Mu‘(AM) %5 Bpe“?(AM) —Y:5 Der®?(AM) — 0

Y. Ozellik 2.1.8 den, ispat tamamlanr.

Sonug 6.1.1 ¢ : gIDer®?(A,M) — BIDer®?(A,M) déniisiminin bir K-modiil
izomorfizmas: olmasi icin gerek ve yeter kosul, v : M — IMul®(A,M)

doéntsUmUndn bir K-modul izomorfizmasi olmasidir.

Teorem 6.1.2 ¢ : gLieDer®’(AM) — BLieDer®?(AM) ve v : M —
LieMul®?(A,M) dontstimleri, her x, y € A icin ¢((f, m)) = (f, f + mt) ve y(m) =

mt olsun. MCP(A) ={ me M | [m, X]o- =0, her x € A} olarak tammlansin.

MECD(A) = M ise 0 zaman ¢ déniistiminiin bir K- modiil izomorfizmasi

olmast icin gerek ve yeter kosul y’ nin bir K-modul izomorfizmas: olmasidir.
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ispat: w1 : LieMul®?(A,M) — BLieDer®?(A,M) ve vy, : BLieDer®(A M) —
LieDer®?(A M) donistimleri, her g e LieMul®?(AM) ve her (f, L) e

BLieDer®Y(A,M) icin, yi(g) = (g, 0) ve wo((f, L)) = L olacak sekilde iki K-

modul homomorfizmast olsun. Ayrica, 1, : LieDer®?(A,M) — BLieDer®”(A,M)
K-homomorfizmasi, 1(L) = (L, L) olarak tammmlansin. O halde w1, = id

Lieper ™™ (am) bulunur. Boylece asagidaki parcalanabilir tam dizi elde edilir:

0— LieMul®?(A,M) —%+ BLieDer®(A,M) —¥Z= LieDer“(A,M) — 0

AyricaY. Ozellik 2.4.5 den asagidaki parcalanabilir tam dizi vardr:

0—>M —2 gLieDer®)(A M) —Z2 LieDer®I(A,M) — 0

Burada ¢1(m) = (M, -m) ve oo((f, M) = (f + mr) ile tammiicir. M©9(A)
= M oldugundan, y(m) = mt e LieMul®?(A,M) bulunur. Dolayisiyla asagidaki
degismeli diyagrami elde ederiz:

0 - M —? 5 glieDer@I(AM) —Zes LieDer@I(AM) — 0
Al ¢ did
0 - LieMu®?(AM) —% BLieDer®?(AM) —%25 LieDer®?(AM) — 0

Y. Ozellik 2.1.8 kullanilarak, ispat tamamlanir.



86

6.2 Bresar Genellestirilmis (o,t)-Tlrevlerin Genislemesi

Teorem 6.2.1 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodil ve A Y. Ozelik 2.2.23 de
tammlandigi sekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bresar

genellestirilmis (o,t)-tlrev ise o zaman asagidakiler denktir:

(i) A’ dan M’ ye bir (f, d) Bresar genellestirilmis (o,t)-tlrevi, A dan M
ye Bresar genellestirilmis (o,7)-tlrev olarak genisletilebilir.

(i) A danM yebirf- d Bresar gendlestirilmis t-sol garpan donustimd,

A dan M vye Bresar genellestirilmis t-sol carpan donisimii olarak
genisletilebilir.

(i)  f-d=mr olacak sekilde bir m € M vardir.
ispat: (i) = (ii): T : A > A bir otomorfizmavet | =t olsun. Her (n, a) € A
icin, T((n, @) = (n, t(a)) olarak tammlansin. Ayrica (f, d) € BDer®?(A,M) ve
(F,D) dénusumu, (f, d) déntstmintn A dan M ye bir genislemes olsun.

(f- d) € Mul®(A,M) oldugunu gorelim. Her (ny, &), (N2, t2) € A icin
(F-D)((M1, a1)o(nz, &) = (F-D)((n, a1)). T (M2, &)
dir. O halde (F-D) € Mul®( A M) olur. Ayrica(F-D) | o = f-d elde edilir.
(i) = (iii): (f - d) € Mul(A,M) icin, bu dontstimin bir G € Mul®®(A,M)
genislemesi vardir. Buradan, her a € A igin
(f-d)(@ =G((0, a)

=G((1,0)0(0, &)
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=G((1,0))-7((0, &)
= G((1,0))-(0, =(a))
= G((1,0))<(2)
elde edilir. G((1,0)) = m e M ainirsaistenilen sonuca ulasilir.
(ii)= (i): D € Der(A,M) donusima, d € Der(A,M) nin tek genislemes olsun.
F: A — M bir K-modil homomorfizmasi olsun ve her (n, a) € A icin
F((n, &) = nm+ f(a)

olarak tammlanan bir K-modiil homomorfizmasi olsun. ¢ ve © doniisimleri A

nin iki otomorfizmas: olmak tizere, T |a = © ve o'|a = & olsun. Ayrca bu
otomorfizmalar, her (n, a) € A icint((n, @) = (n, t(a)) ve 5 ((n, @) = (n, o(a))
olarak tanumlansin. Buradan, her (ny, a;), (N2, &) € A icin,
F((n1, a1)o(ng, a2)) = F((Ning, mag + npay + ayay))
elde edilir. F dondsimdnin tanimi kullanilarak,
nin; m+ mif(ay) + nx f(ay) + f(ay)t(ap) + o(a)d(ay)
bulunur. Diger bir deyisle,
nin; M+ mf(ay) + nxf(ay) + f(ay)t(ap) + o(ar)d(az) + nid(az) —nid(ay)
olur. Yani
ny(nim + f(ag)) + ny(f — d)(ap) + f(ay)t(az) + o(a)d(az) + n1d(ay)
dir. Hipotezden, yukaridaki esitlik

na(nim + f(ag)) + nine(ap) + f(ay)t(ag) + o(ar)d(az) + nid(ay)

olur. D donUsUmunin tanimi ve M ile A arasindaki islem tanimi kullanilarak,
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(mm + f(ay)). (N2, t(a2)) + MD((ny, a2)) + o(ar)D((n2, az))
bulunur. Buradan,
(mm =+ f(aa)).(n2, T(a2)) + (N1, o(a1)).D((n2, a2)).

elde edilir. F’ ninvet’ nin tanim bize,

F((ny, a1)). ' (N2, @2)) + o’ (N1, a1)).D((n2, &)
ifadesini verir. Bunagore (F,D) e BDer®?( A,M) dir ve (F,D) | a = (f, d) oldugu
aciktir.
Sonu¢ 6.2.1 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodil ve A Y. Ozellik 2.2.23 de
tannmlandigi sekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bresar
genellestirilmis Jordan (o,t)-tlrev ise, asagidakiler denktir:

(i) A danM ye bir (f, d) Bresar genellestirilmis Jordan (o,t)-tlrevi, A dan
M ye bir Bresar genellestirilmis Jordan (o,t)-tlrev olarak genisletilebilir.

(i) A danM yehir f - d Bresar gendllestirilmis Jordan t-sol ¢arpan
dontisimii, A dan M ye Bresar genellestirilmis Jordan t-sol carpan donistimu
olarak genisletilehilir.

@iti)  f-d=mr olacak sekilde bir m € M vardir.

Teorem 6.2.2 A bir K-cebir, M bir A/K-bimodiil ve A Y. Ozdlik 2.2.23 de
tammlandigi sekilde bir K-cebir olsun. (f, d) A dan M ye bir Bresar

genellestirilmis Lie (o,7)-tirev ve (F,D), (f, d) donisimunin A dan M ye bir
genislemesi olsun. f—d, A dan M yeLie (c,t)-sol ¢arpan dontsim, A dan M ye

Lie (o,t) -sol carpan donistmii olarak genisletilebilir.
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Ispat: (f, d) bir Bresar genellestirilmis Lie (o,1)-tirev ve (f, d) doniisiminiin A
dan M ye bir genislemesi (F,D) olsun. f —d nin A dan M ye Lie (c,t)-s0l ¢carpan
dontistimi ol dugunu kabul edelim. O zaman her (ny, a1), (N2, @) € A icin

(F—D)[(n, &), (N2, )] = [- (F—D)((nz, ), (M, &)

dir. Dolayisiyla (F— D) e LieMul®?( A,M) olur. Ayrica, (F— D)|a = f —d oldugu
aciktir.



90

7. SONUC

Uclincli bolimde, asal halkalarda polinom 6zdeslikleri lizerinde tirev
calisilarak, halkamn yapisi ile ilgili bazi sonuglara ulasilmistir. Daha sonra bu
sonuclar, yari-asal halkalara genisletilmeye calisilmistir.

Dordunct bolimde, asal halkalarda Jordan carpimli genellestiriimis
tirevler ele ainmis, bdylece asal halkaarda gok iyi bilinen bazi 6zelliklerin
genellestirilmis tirevlere  kismen genisletilebilecegi gosterilmistir.
Genellestirilmis tlrev kavrami, hem sol carpan, hem de tlrev dontstumlerini
kapsadigindan, elde edilen sonuglar daha ©6nce bu konuda yapilmis olan

calismalarin bir genellemesidir.

Besinci bolumde, asal hakalarin sifirdan farkli tek yanli idedleri
Uzerindeki genellestirilmis turevli polinomlar konusunda calisilarak, bazi

sonuclar elde edilmistir.

Son bdlumun ilk kesiminde, A, K degismeli halkasi Uzerinde bir cebir, o
vet, A cebirinin iki endomorfizmas: olmak Gzere, t-sol ¢arpan donlsimti, Jordan
1-s0l ¢arpan donisumu, Lie (o,t)-sol carpan donusimi ve Bresar genellestirilmis
Lie (o,7)-turev tammlari ilk kez verilmistir. Ayrica Hamaguchi’ nin 2001 yilinda
yaptigi caismadan esinlenilerek, Bresar ve Nakagima anlamindaki
genellestirilmis (o,t)-tlrevlerin kimeleri arasinda bir izomorfizma olmast icin bir
gerek ve yeter kosul verilmistir. Daha sonra bu teoremin bir sonucu,
genellestirilmis Jordan (o,t)-trevlier icin yapilmis, genellestirilmis Lie (o,1)-
tirevler icin de benzer bir izomorfizma kurulmustur. Son bolimin ikinci

kesiminde, Bresar genellestirilmis (o,t)-trevlerin bir genislemes verilmistir.
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