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OZET

GRAF VE FUZZY GRAFLARDA EN KISA YOL PROBLEMLERININ BAZI
ALGORITMALAR YARDIMI iLE iNCELENMESI

DURMUS, Mehmet
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damismani: Yrd. Dog. Dr. M. Serif ALDEMIR
Subat 2007, 57 Sayfa

Birinci bolimde konu ile ilgili yazilmis makaleler derlenip toparlanarak kaynak
bildirigi kism1 olugturuldu.

Ikinci boliimde graf ve fuzzy graflara ilgili temel tanimlara yer verildi.

Bu caligmanin {igiincii boliimiinde, Dijkstra Algoritmasi, Ford Algoritmasi, Bellmann-
Kalaba Algoritmas1 ve Latin Birlesimi Algoritmas1 6rneklerle gdsterildi ve bazi fuzzy en kisa
yollar i¢in bazi fuzzy algoritmalar incelendi.

Son bdliim, dordiincii béliimde, ise en kiya yol problemlerinin ¢éziimiinde kullanilan

algoritmalarm kullanim 6zellikleri verildi.

Anahtar kelimeler: Algoritmik yaklasim; En kisa yollar; Fuzzy graf; Fuzzy en kisa yollar;
Fuzzy yollar; Graf; Yollar.



ABSTRACT

AN ANALYSIS OF THE SHORTEST DESTINATION PROBLEMS IN GRAPH AND
FUZZY GRAPH BY THE AID OF SOME ALGORITHMS

DURMUS, Mehmet
Master Thesis, Mathematics Mainscience Branch
Supervisor: Assist. Prof. Dr. M. Serif ALDEMIR

February 2007, 57 pages

In the first section, the articles related with the subject have been compiled and
merged within the context of bibliography.

In the second section, fundamental definitions have been made related with the graphs
and fuzzy graphs. In the third section, Dijkstra Algorithm, Ford Algorithm, Bellmann-Kalaba
Algorithm ve Latin Combined Algorithm were shown with examples and some fuzzy
algorithms were investigated in order to be suited to the shortest destinations.

In the last (forth) section the utility proper of algorithms used in the solutions for the

shortest destinations were presented.

Key words: Algorithmic approach; Fuzzy graf, Fuzzy paths; Fuzzy shortest paths; Graph;
Paths; Shortest paths;.
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ONSOZ

Bu c¢alisma son zamanlarin ekonomide daha ekonomik olma miicadelesinde nem
kazanan en kisa yol problemleri olarak simgelesen ama yol boyutuna eklenen her bir deger
icin yeni bir kullanim alan1 doguran graf ve fuzzy graflarda en kisa yol problemleri
dikkatimizi ¢ekti. Bu beyanda en kisa yol problemlerindeki algoritmalar ekonomide
(tasimacilik, ulagim, kapasite vb.) uygulama alani bulan problemlerde kesin ¢oziimler

buldugundan bu konuyu sectik.

Graflarda en kisa yolu bulmak i¢in kullanilan Dijkstra Algoritmasi, Ford Algoritmasi,
Bellmann-Kalaba Algoritmas1 ve Latin Birlesimi Algoritmalar1 incelendi. Ayrica bazi fuzzy
en kisa yol algoritmalar1 da 6zetlendi. Uygulama ve kullanim kolayligi sunan algoritmalar
tespit edilerek sonu¢ bolimiinde tartisildi. Ek olarak Ford algoritmasina ait bir bilgisayar
programi yapildi.

Bu tez calismamda, her tiirlii ilgi ve yardimlarini esirgemeyen ve olabilecek en iyi
caligmay1 hi¢ aksatmadan, ihmal etmeden, giinliik hayatta bana ve tezime lazim olacak her
konuyu ve her bilgiyi eksiksiz ve itina ile ¢ok biiylik fedakarliklara katlanarak insancil
giizelligin zirvesinde, sikmadan, biktrmadan, korkutmadan onlarca kitabin ¢eviri ve
anlatimlarmi, glindiiz-gece, mesaiye bakmadan, bana tekrarlayarak anlatan danigmanim sayin
Yrd. Dog. Dr. M. Serif ADEMIR' e tesekkiirlerimi sunarim.

Ayrica bu caligmam siiresince bilgisayar ve ceviri konularimda ayni Ozverili

yardimlarini esirgemeyen Dog. Dr. Zeynel YALCIN 'a tesekkiirii borg bilirim.

Mehmet DURMUS
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Simgeler

t; : T‘nin elemanlar (i=1,2,....n) ve G’nin tepeleri.
ax : A ‘nin elemanlar1(k=1,2,....m) ve G’nin ayritlar1.
A, : Ford algoritmasinda en kisa uzunluklar.

J : Latin dizisi

[M] : Yollar matrisi

[D] : Degerler matrisi

(ti,t j)Zaij : t; tepesini t; tepesine baglayan ayrittir.

r : Tepeler kiimesi iizerinde taniml1 bir dontigiim.
M= [aij} : Tepe-tepe baglant1 matrisi.

B= [b ij} : Tepe-ayrit baglant1 matrisi

JIN : A fuzzy kiimesinin iiyelik fonksiyonu

G Fuzzy alt kiime grafi.

+ Cebirsel toplam.

E R bagintisinin timleyeni yani zi (x, y) =1-uy (x, y) .
@ Ayrik toplamu.

R R ’ye en yakin bagint1

G, : Fuzzy bagintisinin - Q diizey alt kiimesi

X
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1. GIRIS ve LITERATUR BILDIRISLERI

En kisa yol problemlerine iliskin temel tanim ve 6zellikler Seshu ve Reed (1961),
Harary (1969), Christofides (1975), Kaufmann (1975), Dubois ve Prade (1980) ve Bakoglu
(1982) tarafindan detayli olarak verilmistir.

Daha sonra Fuzzy kisa yol problemine iliskin bir algoritma Klein (1991) tarafindan
verildi. Bunu takiben ise fuzzy genel ve/veya graflar1 i¢in gecmise doniik fuzzy kesfe yarayan
FBHAO arastirma algoritmasit Shitong ve Jiantfu (1993) tarafindan verildi.

Fuzzy en kisa yol problemi ve buna iliskin en hayati ayritlara iligskin bir algoritma Lin
ve Chern (1993) tarafindan verildi.

Graflar1 ikiye bolmek i¢in bir fuzzy kiime algoritmast Yan ve Hsiao (1994) tarafindan
verildi.

Yapisal sikintilara iliskin Fuzzy kiime tizerindeki ¢alisma Chepoi ve Dumitrescu
(1999) tarafindan sonuglandirild.

Insan makine etkilesmelerini kullanarak kazanilmis yada edinilmis bireysel ve ok
bireyli fuzzy uzaysal bagintilar1 Robinson (2000) vermistir.

Ticarette akillica stoklama icin yapay smir sebekesi ve fuzzy sinir sebekesine dayali
genetik algoritmanin tamami ve kokenindeki fonksiyonu bulmayi destekleyen sisteme karar
kilma tizerinde Kuo ve ark. (2001) ¢alismistir.

Bu caligmalar1 algoritmalar yardimiyla daha detayli olarak Devillez(2002) ve
arkadaslar1 Chen ve Chiang (2004), Jamci ve ark. (2004), Colliot ve ark. (2004), Dick ve ark.
(2004) ve son olarak ta Ma ve ark. (baskida) sonuglandirmstir.

Bizim amacimiz en kisa yolu bulmak i¢in graf teorideki bazi algoritmalar1 kullanmak
ve miimkiin oldugu kadarmca bu algoritmalara ait bilgisayar programi hazirlamaktir. Bunun
icinde graf teorisindeki temel kavramlari bir arada vermek ve fuzzy graflara yonelik temel
kavramlara yer vererek; fuzzy kisa yol problemlerine zemin hazirlamaktir. leriki

caligmalarimizda ise Fuzzy graflara iligkin algoritmalar1 detayl inceleyebilmektir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde konuyla ilgili Seshu ve Reed (1961), Harary (1969), Christofides (1975),
Kaufmann (1975), Dubois ve Prade (1980) ve Bakoglu (1982) tarafindan verilen bazi temel

tanim ve kavramlar detaya girmeksizin bir arada verilecektir.

Tanmim 2.1. (Graf)
T ile A ayrik iki kiime (7 # &) olmak tizere G=(T,A) ikilisine graf denir.
Tanmim 2.2. (Ayrit ve Tepe)

T’nin t; ,(i=l,2, ..... n) elemanlarina G grafinin tepeleri denir.

A’nin ay ,(k=1,2, ..... m) elemanlarina G grafinin ayritlari denir.

t a] t a t3

Sekil 2.1. Ayrit ve tepe

Her ayrit en az bir tepesi vardir ama her tepenin bir ayritla bagli olmasi1 gerekmez.
Bu nedenle graf taniminda 7" # & sart1 konulmustur. Sekil 2.1.deki grafta t; ve t, tepelerine

a ayritinin ug tepeleri denir. Bir ayritin u¢ tepeleri konumundaki iki tepeye baglantili tepeler
denir. Birer tepesi ortak olan ayritlara baglantili ayritlar denir.

Tamm 2.3. (Bukle)

Yalniz bir tepe ile baglantili olan ayrita bukle denir. Yani; iki ug tepesi ¢akisik Sekil
2.2. deki gibi bir ayrita bukle denir.



Sekil 2.2. Bir Bukle

Yedi tepeli, on ayritli ve bir bukleli bir graf asagida verilmistir.

Sekil 2.3. Yedi tepeli, on ayrith ve bir bukleli bir graf

Tanmm 2.4. (Grafin Mertebesi ve Tepenin Derecesi)
T’nin eleman sayisina grafin mertebesi denir. Sekil 2.3.deki grafin mertebesi 7 dir. Bir
tepeye bagli olan ayritlarin sayisina o tepenin derecesi denir. Sekil 2.3.deki grafta t, tepesinin

derecesi 4’tir.

Tanim 2.5. (Ayrik Tepe)

Derecesi sifir olan tepelere ayrik (izole) tepe denir. Sekil 2.3.deki t, tepesi ayrik

tepedir.
Tanim 2.6. (Komsuluk)

Bir G grafinda bir ayrita bagli olan tepelere komsu tepeler denir. Bir G grafinda ayni

tepe ile baglantili olan ayritlara komsu ayritlar denir.



Tamm 2.7. (Yol)

G=(T,A) grafinin tepelerinin herhangi bir dizisi {t,.t,,.......t, ,t, } olsun. Eger her
i=1,2,3,....,n igin (t_.t;) € A ise bu diziye to ve t, tepelerini birlestiren bir yoldur denir. Bir

grafin ayritlar1 ard arda dizilerek elde edilen alt grafa swrali ayrit denir. Bir sirali ayritta bir
tepeden Once ayrit yoksa buna baslangi¢ tepesi, bir tepeden sonra ayrit yok ise buna da son

tepe denir. Sekil 2.4.’de t, ilk tepe; t, son tepedir.

t1 a t a t3... th1  An1  th

. ° ° ———o

Sekil 2.4. n tepeli sirali ayrit

Tanmim 2.8. (Ayrit Katari)

Bir sirali ayritta her ayritin tekrar1 bir ise bu siralt ayrita ayrit katari denir. Bir ayrit
katarmin her bir i¢ tepesinin derecesi 2 ve ug tepelerinin derecesi 1 ise bu ayrit katarina
yukarda tanimlandig1 gibi yol denir.

Tamim 2.9. (Cevre)

Bir ayrit katarindaki her tepenin derecesi 2 ise bu ayrit katarina ¢evre denir.

Tanmim 2.10. (Elementer Yol)

{tytysety oty | yolunda to ve t, tepelerinin dereceleri 1 ve diger tepelerin dereceleri 2

ise bu yola elementer yol denir. Eger to=t, ise bu elementer yola ¢evre (bukle) adi verilir.

Tamm 2.11. (Birlestirilmis Graf)

Bir grafin her farkli tepe ciftini birlestiren bir yol varsa bu grafa birlestirilmis graf

denir.



Tanmim 2.12. (Lineer Graf)

Bir grafta tepeler harig, ayritlar1 higbir yerde kesismeden diizleme ¢izilebilen graflara

lineer graf denir.

Tanmim 2.13. (Tam Graf)

Farkli her tepe ¢iftini yalniz bir ayrit ile birlestiren grafa tam graf denir. Farkli her tepe

cifti yalniz bir yonlii ayrit ile birlestirilmis grafa ise bir turnuva denir. Sekil 2.5.’te (a) iki

tepeli, (b) li¢ tepeli, (c) dort tepeli ve (d) bes tepeli tam graflar olusturulmustur.

(a)

() (d)
(b)

Sekil 2.5. Tam graf ¢esitleri

Tamm 2.14. (Agac)

Cevre icermeyen birlestirilmis alt grafa aga¢ denir.

Tanmim 2.15. (Yonli Ayrit)

Bir grafin bir ayritinin u¢ noktalarmin siralanmasiyla, ayritta bir yon saptanmis olur.

Boyle yonii saptanmis ayritlara yonlii ayritlar denir.

Tanmm 2.16. (Yonlendirilmis Graf)

Bir grafin her ayrit1, belli bir yone sahipse, boyle bir grafa yonlendirilmis graf denir.



6
Cift yonlii ayritta yon belirtilmeyebilir. Yani; u¢ noktalarinda t; ve t; olan bir ayrit {izerinde t,
veya t; ye dogru bir yon oku yoksa iki yonde yonlendirilmis kabul edilmektedir. Yonlii bir G

grafi, T tepeler kiimesi ve I' tepeler kiimesi lizerinde tanimli bir doniisim olmak {izere,

G=(T.I") ikilisi ile gosterilebilir. Sekil 2.6. da T 'nin kullammi 6rneklenmistir.

Sekil 2.6. Yonlendirilmis bir graf

I'(t,)={t,.t;} yani t, baslangi¢ tepeli ayritlarin son tepeleri t, ve t; dir.

Benzer sekilde;

—

(t;)={t,} yazilabilir.

Tamm 2.17. (Baglanti Matrisi)

Bir grafta hangi tepelerin hangi ayritlarla ya da hangi tepelerin hangi tepelerle
baglantili oldugunu gdstermek grafi tiimiiyle goriiniir kilar. Boyle bir gdsterim tablo veya

matrisle olur. Matrisin her satir1 bir tepeye ve her slitunu da bir ayrita (veya bir tepeye) karsi

getirilir. Bu kars1 getirme sonunda, grafin M = [aij} ile gosterilen matrisine baglant1 matrisi

denir.
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Tanim 2.18. (Tepe-Tepe Baglant1 Matrisi)

Verilin bir grafin tepe-tepe baglanti matrisi A= [aij} ise

A=[aij]=

Seklinde tanimlanir.

a;=1, eger (ti,tj) eGise

a;=0, eger (ti,tj) ¢ Gise

Bu tanimi Sekil 2.7. de verilen 6 tepeli 10 ayrith ve 1 bukleli graf ile agilayalim:

Sekil 2.7. 6 tepeli 10 ayrith ve 1 bukleli bir graf.

t,ot, t ottt
t[0 1 1 0 0 0]
t,/0 1 0 0 1 0
t,{/0 0 0 0 0 0
A=

t,/0 0 1 0 0 0
t{1 0 0 1 0 0
t,[1 0 0 0 1 1]

Tablo 2.1.Sekil 2.7. deki grafin tepe-tepe baglant1 matrisi.

n
o e e g . .. o . 2 . .
Baglant1 matrisinin ikinci kuvvetini ele aldigimizda, yani aik( ) = E a;a, ile verilen
J=l

A’ matrisi aik(z) eleman ile ifade edilir. aik(z) = Zaija i esitligindeki toplamada her bir
Jj=1

terimin degerinin 1 olmasi i¢in a; ve a; nin her ikisinin ayni anda 1 olmasiyla miimkiindiir.

Aksi takdirde “0” degerine sahiptir. Boylece a;=a; =1 olmas, k; tepesini igeren t; den t; ye
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(2)

2 adimli (ayrith) bir yolun varligmi garantiler ve a, '~ terimi, t, den t, ya 2 adiml yollarin

toplamudr.

(p) (p)

Benzer sekilde, eger a, "™, A’ nin bir eleman1 ise o zaman a, "', t dent, ya p

adimli (ayritl) yollarin sayisidir.
Tanim 2.19. (Tepe-Ayrit Baglanti Matrisi)

Verilen n-tepeli ve m-ayrith bir yonlii grafinin tepe-ayrit baglant1 matrisi

b;=1, eger t; tepesi a; ayritinin bir baglangi¢ tepesi ise
B= [bd= b;=-1, eger t; tepesi a; ayritinin bir son tepesi ise

b,;=0, eger t; tepesi a; aynti ile bagh degil ve diger durumlar

seklinde tanimlanir.

4, a, a; a, a; a5, a; a3 a5 3,

tf1 1 00 0 00 -1 -1 0]

t,]-1 0 01 0 00 0 0 O

t/0 -1 0 0 -1 00 0 0 0
B_[b“’]_t4 0 000 1 -10 0 0 0
(/0 0 0 -1 0 1 -1 1 0 0

tf0 0 00 0 01 0 1 0]

Tablo 2.2. Sekil 2.7.deki graftin tepe-ayrit baglant1 matrisi.
Eger yonlendirilmemis graf olsa baglant1 matrisinde -1 yerine +1 almnir.

Tanim 2.20. (Fuzzy Kiime)

X kiimesi ve [0,1] aralig: verilsin.
11, : X —>[0,1]ile tanimlanan fonksiyona Fuzzy kiime denir ve
A={(xln, (x));x e X}
ile gosterilir. Vx € X igin u, (x)€[0,1] olmak iizere
X —[0,1]

ile taniml1 olan fonksiyona X’in “A fuzzy kiimesi” denir.



Tamm 2.21. (Uyelik Fonksiyonu ve Uyelik Derecesi )

p,, fonksiyonuna “A fuzzy kiimesinin tiyelik fonksiyonu” denir.
#, (x) degerine x’in “liyelik derecesi (veya degeri)” denir ve u, (x)kiimesine de A

fuzzy kiimesine ait olan elemanlarin “iiyelik derecelerinin kiimesi” denir.
Tanim 2.22. (Fuzzy graf)

xe€E, ve yeE, olmak iizere E, ve E, kiimelerini gz 6niine alalim. (x,y) sirali
ciftlerinin kiimesi E xE, ¢arpim kiimesinde tanimlanmis olsun. M, E xE, nin {iyelik kiimesi
olmak tizere V(x,y)eExE, : i (x,y) €M olacak sekilde G fuzzy alt kiimesine bir graftir

denir.

Tanmm 2.23. (Fuzzy Yol )

Sonlu bir G < ExE grafinda tekrarli veya tekrarsiz r-siral C=(‘[il,‘[i2,...,ti ) olsun.

Burada t,.keE,kzl,Z,...,r ve V(tik’tik-l):ﬂg(t )ZO,k L,2,...,r—1 kosulu

i k >t k+1
saglanir.

Boyle r-siraliya G grafinda (veya S bagntist iizerinde) x; denx; ye bir “Fuzzy yoldur”
denir. Burada,

1) V(til,tiz,...,tir) yolu i¢in
l(‘[i b ety ) = Iy (‘[i ot ) A g (ti ot )/\ A g (ti ot ), (A=minimum) ile

taniml1 bir deger karsilik gelir.

2) t; ve t; E’nin keyfi iki elemani olsun. t; ve t; arasindaki tiim yollar1 ele alalim.

C (‘[i t j) bdyle yollarin kiimesi olsun. Yani

C(ti,tj):{c(ti,tj):c(ti,tj):(til tt e ti= ot tj)} =

ile tanimlanir.
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3) t, den t; ye kuvvetli yol C(t,.t,) ile gosterilir ve

C*(‘[i ,tj)z v l(‘[il =1, 0t st =tj), (V=maximum)

C(tl ,t_l)

ile tanimlanar.
Tanim 2.24.

R ‘de *ikili iglemi artandir denir <> eger x,>y, ve X,>y, iken X, *x,>y, *y, olmasidur.
Genigletme kurallar1 kullanarak, M ve N fuzzy sayilarini birlestirmek i¢in *islemi ® islemine

genisletilebilir. Ustelik g, ve 4, IR iizerinde siirekli iki fonksiyon oldugunu varsayalim. O

halde

e (2) = sup min (s (x) 1 ()

Z=x%Yy

olur.
Tamm 2.25. (Fuzzy Bagintisi)

E xE, i¢inde bir fuzzy bagmtis1 x € E,, y€E, i¢in xR y olarak yazilir.
#(x) =V p(xy)

y’e gére maksimumu temsil eder.
:u1 (X) = Ml;“X;u(xay)

ty (x)=Au(x,y)
Y y’e gére minimumu temsil eder.
) (X) = M}N‘Ll(x,y)

Tamim 2.26. (iki Bagimtinin Birlesimi)

R, ve R, bagmtilarinin bileskesi R, UR, veya R, +R, ile gosterilir ve
‘uBlUI.{z (x’y):‘ugl ()C,y)V‘LlBZ (X,y)

= MAX[ 1y, (%) bt (%,7)]

ile tanimlanir.

Eger R ,R,,...,R  bagmtilar ise, 0 zaman
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Hy,oryonior, (1) = Y'UIS, (x,7)
dur. Daha genel olarak
R=UR; veya D R,

drr.

R qay »n » 137 ey Y

x[0,3102(1 |0 %0310 (0,70
x[0,8|1 |0 |02 x,]01/08]|1 ’
x[0,5/0 [0,4]0 x| 0,60,9(0,31]0,2

Tablo 2.3. Verilen R, ve R, bagmtilarinin birlesim (R, U R,) bagmntisi.

Tamim 2.27. (iki Bagimtinin Kesisimi)

R, ve R, bagmtilarinim kesisimi R, "R, ile gosterilir ve

Hy o, (5.9) = g, (6, 0) Aty (x,9)
= MIN[‘”Bl (x’y)"uISZ (x’y):l

ile tanimlanir.

Eger R ,R,,...,R bagmntiiseler,
Hy,rroeor, (5,7) = A Hy, (x,7)

ile gosterilir. Sonug olarak

R=NR;

olarak yazilabilir.

BI/ RS S R Bz/ Voo VsV
X,

10,310,211 |0 %030 (0,70
x[0,8|1 |0 [0,2]  x/01/08]1 ’
x[0,5/0 [0,4]0 x| 0,6 10,9(0,31]0,2

Tablo 2.4. Verilen R, ve R, bagmtilarinin kesisim(l’j1 mBz) bagntisi.

BlUBz/ Yo Vo Vs W

x]030271 o
5081 1 |1
x| 0,61097]0,4[0,2

Blm&/ BT S Y R 1

x[03]0 Jo,7]0
5011080 |02
5| 05[0 [03]0
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Tamm 2.28. (iki Bagintinin Cebirsel Carpimi)

R, ve R, bagntilarinin cebirsel carpimlar1 R .R, ile gosterilir ve

Hg,.x, (x,y)= Hg, (x’y)'“Bz (x.7)

ile tanimlanir.

BI/ VRN I CH 2 Bz/ Wy, oy R -Bz/ DU SR I
x[10,3(10,2]1 0 x[0310 [0,7|0 x(10,0910 10,7 [0
x[08|1 |0 |02  x/01]08]|1 |1 |’ x,[ 0,080,880 0,2
x|0,5/0 0,40 x,1 0,6 10,910,3 0,2 x|03 [0 |0,12]0
Tablo 2.5. Verilen R, ve R, bagmtilarinin cebirsel g:arplm(B1 .Bz) bagntisi.
Tamm 2.29. (iki Bagintinin Cebirsel Toplam)
R, ve R, bagmtilarmin cebirsel toplam1 R, + R, ile gosterilir ve
H i, (% 0) = i, (6 9)+ pie, (25,9) =ty (%,) 41, (,9)
ile tanimlanir.
Bl/ DURED R R 2 132/4 LUREE PO SO ZE -Bz/ U CE I 2
x[10,3(10,2]1 0 x[03]0 [0,7|0 x(10,09/10 10,7 [0
(0,81 |0 |02  x[01[08|1 |1 ’ x,[ 0,080,880 0,2
x|0,5/0 0,40 x,10,610,910,3(0,2 x|03 [0 0,120
R +R,

/ N " Y3 V4

51051702071 o
0821 1 |1
x,| 0,80 [ 0,90 | 0,58 | 0,20

Tablo 2.6. Verilen R, ve R, bagmtilarinin cebirsel toplam([R1 + Bz) bagintisi

Tamm 2.30. (Bagintilarin Dagilma Ozellikleri)

Fuzzy bagmtilarm dagilma 6zellikleri
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R, N(R,UR,)=(R,NR,)U(R,NR;)
R, U(R,NR,)= (R, UR,)N (R, UR,)
R.(R,UR;) (B5R,)U(R,R;)
R..(R,NR;) (R5R,)N(R,R;)

R, +(R, UR;)= (R, +R,)U(R, #R,
R, +(R,"R;)= (R, #R, )N (R, +R;)
seklindedir

Tanim 2.31. (Bir Bagintinin Tiimleyeni)

R bagmntisinin tiimleyeni R ile gosterilir ve V(x,y)€ExE,igin

ug(x,y)=1—u3(x,y)

ile tanimlanir.

B/v AZEER U S B/ AZEER U S
x[0,3[0,4[02]0 x10,7/0,6[08 |1
50500 |1 (097 xl05]1 |0 o1
x| 0,40 |0,1]0,8 x| 0,61 109]0,2

Tablo 2.7. Verilen R, bagmtisinin tiimleyen (E) bagintisi

Tamm 2.32. (iki Bagintinin Ayrik Toplami)

R, ve R, bagmtilarinin ayrik toplam1 R, ® R, ile gosterilir ve
R, ®R, =(R,"R,)U(R,NR,)

ile tanimlanur.
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81/1 Vi Y N 132/ Vi YV W BY' DB 2T Ez/v Yo V2 W
x| 1 0,310 ,  x%[0,2]0,6]|1 » x| 0 0,71 » x/0,810,4|0
x,[ 0,11 0,8 x,1 0,810 0,2 x[0,90 0,2 x| 0,2 |1 0,8

Blmgz/v Yo Y2 W Elmgz/v BT S T Bl@gy’ BN C R €
X, 0,8 0,3 0 ’ X, 0 0,6 1 ’ X 078 076
x, 0,1 |1 0,8 x,[0,8|0 10,2 x,1 0,8 |1 0,8

Tablo 2.8. Verilen R, ve R, bagmtilarinin ayrik toplam(B1 @ 132) bagintis1 .

Tanim 2.33. (Bir Fuzzy Bagintisina En Yakin Baginti)

R fuzzy bagmntis1 verilsin. Bu bagintiya en yakin bagmti R ile gosterilir ve

0 Hg (x,y) <0,5
Hg (x,y)Z 1 Hy (x,y)>0,5
Oveyal p, (x,y)=0,5

ile tanimlanir .

ReVi 2 v v Vs s 1}/,% Y Vs Vi Vs Vs
x[0,7(03]02(1 [0 {08 x| 1]0 [0 |[1]0]1
%[0,510,4/0 [0,6[09/0,1]° |0 [0 [0 |1 |1 |0
%061 (080 |0 |07 x|l [1 |1 |0 |0

Tablo 2.9. Verilen R, bagintisina en yakin bagm‘u(};{) .

Tamim 2.34. (Max-min Bileske Islemi)

R, cXxY veR,cY x Zolsun. R, ve R, ’nin max-min bileskesi

R, o R, ilegosterilir. x € X, y € X, z e Z olmak iizere
ugz"gl (X,Y)ZV[IUBI (x’y)/\’ugz (y’Z)]

~MAX | MIN (g, (x,9), 1y, (3:2))]

ile tanimlanir.
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1/1 DTN T £ T N 10910 0,3 10,4
10,1 10,21 0 |1 0,7 »,1 0,21 0,8

x,[0,31]0,5 021 |7 0,8 0,71 |’
x| 0,80 0,4 10,3 v,10,4(0,2/0,3
v 0 0 [0,8
R,°R, _z Z, Z3 Zy
T

%10,4T0,770,3T0,7
5031 0508
x081030,7]1

Tablo 2.10. Verilen R, ve R, bagmtilarinin bileske(R2 0131) bagntisi.

):MIN(O ,0,8)=0
)=MIN(1 , 0,4)=0
)

)
My, (¥5:2,)) =MIN(0,7 , 0)=0
(

MéX[MIN(,UBI (xpyl) Hyg,

—

¥7)) |[FMAX(0,1,0,2,0,0,4,0)=0,4 olur.

Benzer sekilde (X,Z) = (xi,zj); 1=1,2,3; i=1,2,3,4 bulunarak R, oR, olusturulur.

Tamm 2.35. (Boole Carpimi)

Burada e Dboole c¢arpimi ve z Boole toplammi gostermek {izere
y

Meor, (%:2)=D thy (%, 3) .1y, (,2)

y

ile tanimlanir.
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zZ, zZ, zZy Z,

BZ 1
R s

i P2 s Ve Vs Ty 010 132013/1,21 Z, z; z

x| 0] 1[1]0]| 0 », 010 | 0] 0 X, | 1 0

x1lo0l0o]| 1] 0 y/1 |[0]O0]|O0] x| 1 1

xo0l1]0]1]1 y|0 |1 [ 1]0 |0 [1]1]1
ys 0 |1 0|1

Tablo 2.11.Verilen R, ve R, bagmntilarmmn Boole toplam (R, oR,) bagmtis.

Burada max-min bileske islemi bilesmeli olup,

(R, °R,)oR; =R, (R, °R;)

dir.

Diger tarafta eger R, EXE {izerinde tanimlanmis bir bagint1 ise o zaman daha genel olarak
RoR-R’

ve daha genel olarak

RoRo..oR=R"
%r—z

k tane

yazilabilir.

Max-min bileske isleminin birlesim iizerinde dagilma o6zelligini sagladigir halde
kesisim lizerinde dagilma 6zelligini saglamamaktadir. Yani asagidaki 6zellikler yazilabilir.
Re(R,UR;) (R=R,)V(R°R,)

Re(R;NR;)#(RR;)N(R°R,)
Ayrica,
Ro(R,NR,)=(RoR;)N(R°R,)

R, cR,=RoR, cRoR,

drr.

Tamm 2.37. (Max- * Bileskesi)

Tanim 2.34. teki A(min) yerine *alinarak

M, <, (X’Z):V[“Bl (2, 3)* e, (3, Z)]

y

seklinde tanimlanir.
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Tanim 2.38. (Fuzzy Bagintisinin - O Diizey Alt Kiimesi )

a < [07 1] olsun R XXY,Y Fuzzy bagmtisinin & diizey alt kiimesi

G, =\(x¥)| e (xy) 2 ]
ile tanimlanir.

Ry » » »n
x[03]08|1 |0
x[0,5(1 (0309
x|l 10,2/0,6/0,7

Tablo 2.12. Bir R bagmntisi.

O zaman

GOD3={(X,y):uB (X,y) > 0,3}
:{(XI’YI)’ (XI’YZ)’ (XI’Y3)’ (XZ’yl)’ (sz}’z)a (XzaY3)a (XZ’Y4)9
(XsaY1)’ (XsaY3)a (X3a3’4)}

Ve

G0,8={(X1a}'2)’ (XPYB)’ (XzaY2)a (XzaY4)a (X3aY1)}

seklinde yazilabilir. Burada
aza,=G, <G,

oldugu asikardir.

Teorem 2.1. (Ayrisim Teoremi)

(r.0) = L pp(xy)2a
Il’tRa 7y 0’ IL[B (x’y) <a

olmak {izere her hangi bir fuzzy R bagmtisi

R=VaR, 0<a<l
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bigiminde ayrisabilir. Burada a.R, ifadesini R nin biitiin elemanlar1 o ile carpilarak elde

edilmistir. Bunu Tablo 2.13. yardimu ile izah edelim.

0,310,8 |1 0 1{1|1]|0 1{1|1]|0 O(1{1(0
0,511 0,309 |=V(0,2|1 |1 ]|1|1},0,3{1 1|1 |1|05/1]|1 0]l
1 0,210,6 0,7 11|11 10|11 11011
O|1(1(o0 01110 0|1(1]0
0,6.,0(1|0|1,0,7/0]1]|0]|1,0,8{0|1]0]|1],
11011 0101 110(0]0
010 0 010110
0,9/0(1]|0f1|, 140f1]0|O0
1{0(0|O0 1{0{0|O

Tablo 2.13. a.R, ifadesini R nin biitiin elemanlar1 o ile carpilarak elde edilmesi

Dolayist ile
R = V((),2.I~{0,2 ,0,3.R5,0,5R5,0,6.R(,0,7.R,,0,8R .0, 9.130,9,1.131)

yazilabilecegi asikardir. Ayrica

R, R fuzzy bagintisinin en yaki bagimntis1 ise

R,R, =R = 5208128

kolaylikla goriiliir. Bu Tablo 2.14. ile gdsterilmistir.

AT GRS ORI £ TN R 10,910 0,310,4 A
x(011]0,21]0 1 0,7 »]0,2|1 0,810 x10,4({0,7(0,3]0,7

503]05[0 (021 |o »lo8]o [07]1 |=x,
x| 080 [1 [o04]03] »l04]02[03]0 | x[08[03]0,7]1
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Riyvi v ¥ v ¥ y|1]10[0]0 Rz z z; z

X, 01 |1 ¥,|0 1|1 0] x 1 1

X, 010 |1 oyl |01l |1 ]|=x, 1 1

X, 110]0 Y,0010]0 0] x 0 1 |1
ys{0[1]0 (1

Tablo2.14. R , o R, = R ve R, o R, = R bagntilar1.

Sonlu bir fuzzy grafta fuzzy yollarin bazi 6zellikleri sunlardir:

Teorem 2.2.

R c EXE ve / " k (X, y) » xX’ten y’e k uzunluklu (ayrith) kuvvetli yol olmak iizere,

V(x,y)€ExE g (x,»)=0,(x,»)

dir.
Tanim 2.39.

ExE de tammli g, (x,y) bagmtist verilsin.

1) V(x,y) € ExE i¢in 1, (x,y)=1 (yansmla)

2) V(x,y) € ExE i¢in p, (X,y) =U = U (y,x)=u (simetri)
3) V(x,y) € ExE olsun V(X,y),(y,z),(x,z) € ExE i¢in

1y (x.2) ZMéX[MIN(‘UB (%, 1), 1y (y,z))] (gegisme)

veya

g (x:2) 2V [t (v.3) 7 1 (2.)]

ile ifade edilir.
Tanim 2.40.

R, EXE de tanimli bir fuzzy bagnt1 olsun. x,y,z € E i¢in
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e (%) 2 MAX [ MIN (). 1 (2))]
ile verilen
R®=RoR

tanimlanir. Bu ifade

e (52) =V g (5.7) A b1y (7,7)

olarak yazilabilir.

Tanim 2.40. de verilen geciskenlik 6zelligi
RoR c R

biciminde ifade edilebilir. Dolayisi ile
R’c R

olur. Boylece k=1,2,3,... i¢cin

R“'c R"

elde edilir. Netice itibari ile k=1,2,3,... i¢in
R“c R

elde edilir. Boylece elde edilen.
R=RUR?>UR’uU ..

bagintisi, fuzzy bagmtilarmin “kapali geciskenligi” olarak adlandirilir.
Teorem 2.3.

Her hangi bir fuzzy bagintisinin kapali geciskenligi, gegisken bir bagntidir.
Ispat: Fuzzy bagintisin kapal1 geciskenligin de
lg 2 = lg o:lg R>UR’UR* U ... yazilir. Ve dolayisiyla 1§ ’ c 1§ yazilabilir.
Bu ise gegiskenligi gosterir. Yan1 R bagntisi gegiskendir.
Dolayisiyla su 6zellikleri siralayabiliriz.
1) (B D Bz) = (B = I:{) = (13 gegislidir)
2) (R=R’)=(R= Ig) < (R gegislidir)

3) Teorem 2.3.den yararlanarak her hangi bir bagintidan bir gecisken bagint1 olusturulur.
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Teorem 2.4.

R herhangi bir fuzzy bagint1 olsun. Eger bazi k’lar i¢in
BkJrl — Bk ISG
R=RUR?U...UR*

dir. Tersi dogru degildir.

Teorem 2.5.

R c ExE ve I:{, R ’nin kapali gecisken bagintisi olsun. O zaman

V(x,y)€ExE 9T (x,y)=0"(x,»)

olur.

Teorem 2.6.

n=card(E) olsun. Eger k>n=card(E) olmak iizere x; den x; ye bir yolun uzunlugu

k ise zincirin tiim elemanlar1 tek (bir tek) degildir. Yol i¢inde en az bir kapali yol vardir. Eger

bu kapali yolu (yollar1) hareket ettirirsek elde edilen yol n ye esit veya kiiciiktiir. Ve
[kk (x,y) = E*kﬁn (x,y)

dir. Burada ¢°_, (x, y) , x’den y’ye n’den kiiclik veya esit uzunluklu kuvvetli yollarin
degeridir.

R bagmtis1 Tablo 2.15. deki gibi verilsin. (B, C, A, D) bir yol olsun. Simdi /(B,C,A,D)

degerini hesaplayalim.

RA B C D
Alo [t To o3
Blo [0 [1 o4
clo,7lo [0 |o
DI1 [02]0 |1

Tablo 2.15. Bir R bagintist
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Sekil 2.8. Tepeleri (B, C, A, D) olan Tablo 2.15. in grafi.

R A B C D R A B C D A B C D
Al0 |1 0 (03| A/03]02]|1 0,4 Al03 |1 1 0,4
Bl 0 1 0,4 B|0,7[02[0 |0,4] B|0,7]02]|1 0,4
Cl 0,7 o |0 |” clo |o07|0 |03 Cl0,7]/0,7|0 0,3}
D| 1 0,210 |1 D| 1 1 0,2 |1 D| 1 1 0,21
R R’ RUR’
R A B C D A B C D R* A B C D
Al0,71031]02(0,4] Al07]|1 1 0,4 A|041]07]0,3|0,4
B|0,4/0,7/0,2(04| B|0,7]0,7]|1 0,4 B|0,4|0,4|0,7]0,4
Ccl03]0,2]0,7(0,4|” C|0,7]|0,7(0,7[0,4| C|0,7/031]0,2(0,4/
D| 1 1 1 1 D| 1 1 1 D| 1 1 1 1
A B C D
Al 0,7 |1 1 0,4
B|0,7]0,7 |1 0,4
Cl0,7]0,7]0,7]0,4
D| 1 1 1 1

RUR*UR'UR*=R
Tablo 2.16. R bagntis1 ve bu bagmtidan olusturulan R*>, RUR?, R*, RUR*UR”’, R* ve

1:{ bagintilar1
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E(B,C,A,D)Zu13 (B,C) AHg (C,A) AHg (A,D)
=1A0,7A0,3
=0,3 olur.

Uzunlugu 3’esit ve iigten kiigiik olan B’den D’ye tiim yollar incelenirse, bunlar
(B, D), (B, D, D), (B, D, D, D)

dir.

((B,D)=p, (B,D)=0,4

¢(B,D,D)=p, (B,D) A, (D,D)=0,4 A1=0,4

¢(B,D,D,D)=p, (B.D) A, (D.D)Ap, (D,.D)=0,4 A1A1=0,4
O halde

" (B,D)=((B,C,A,D)uU/(B,D)uU/(B,D,D)uU/(B,D,D,D)
=0,3 U 04 U04VO04
=0,4

Buradan da

iy (B.D)=0.4 olur.

Diger taraftan B ve D arasinda 3 uzunluklu iki yol vardir. Bunlar (B,C,A,D) ve (B,D,D,D)

dir ve
¢;"(B,D)=¢(B,C,A,D)uU/(B,D,D,D)
=0,3 U 04
=0,4

elde edilir. Dolayistyla
i, (B,.D)=0,4 dir. Simdi
(C,A,B,D,A,D) yolunu ele alalim. Bu yol (D,A,D) gevresini (kapali yolu) igerir.
0 (C,D)ZEM* (C.D)
— ¢ (C.D)ul, (CD)UL, (C.D)UL, (CD)
- 1 (D) Uty (CD) ity (D) ity (C.D)

=00v0,3u0,4004
=0,4

0,3 de bulabilirdik, C ve D arasinda 5 uzunluklu kuvvetli yol (C,A,B,D,A) degil fakat

(C.,A,B,D,D,D) dir. Ustelik eger kapali yollar ¢ikarilirsa bu ikisi (C,A,B,D)ye indirgenir.
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Tanim 2.41.

E(Xil e X ):Hg (xi1 X, ) A ARy (Xir.l JX; )
yardimiyla tanimlanan diger birlesme ve monoton 6zelligine sahip "A" bagka islemlere

genisletilebilir. Eger * bdyle operator ise

E(Xil 2Ky e X ):HB (Xi1 X, ) * Ly (Xi2 X, )* Uy (Xir_1 X )
ile tanimlanir. Eger * operatorii "e" carpma islemi olarak almirsa
E(Xi1 2Ky e X ):Hg (xil X, ) o, (xi2 X, )o...o My (xir_1 X )

oldugu gortiliir. Eger a,b € [0,1] ise asb<a ADb dir.

Uyan 2.2.

1) "A" operatoriiniin gecisme 6zelligi "e" nin gegisme Ozelligini verir. Yani
RoRcR=R-RcR

dir.

2) Bu gecismenin tersi dogru degildir.

Tanim 2.42.

Genellikle L veya R ile gosterilen bir fonksiyon fuzzy sayilarmin bir fonksiyonu
olmasi i¢in <

1) L(X) =L(-X)

2)L (O) =1

3)L, [O,+OO) lizerinde artan olmasidir.

Ornegin,

L)y o]

0, diger durumlar
L(x)=max(0,l-|x|p),p >0,

"

L(X):e ,p>0 ve
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1
Pﬂx

L(x)=

p,p>0

Fuzzy say1 fonksiyonlar1 verilebilir. M fuzzy sayisinin bir L-R tipi fuzzy sayis1 olabilmesi i¢in

L(Mj,x <mve a>0 igin

& iy (x) = R[xa

mj,x>mve S>>0 i¢in

olmasidir.

Burada L sol i¢in ve R sag i¢in kullanilir. m, M nin ortalama degeridir. a ve 8 sirasi

ile sol ve sag dagilimi gdsterir. Dagilim 0 oldugu zaman M geleneksel olarak fuzzy olmayan

bir say1 olarak kabul edilir. Dagilim arttikca M git gide fuzzylesir. Sembolik olarak
M :(M’a’ﬁ)LR

olarak yazilir.



3. ALGORITMALAR

Bu boliimde graflarda en kisa yolu bulmak i¢in kullanilan Dijkstra Algoritmasi, Ford
Algoritmasi, Bellmann-Kalaba Algoritmas1 ve Latin Birlesimi Algoritmast verilecektir.

Ayrica bazi fuzzy en kisa yol algoritmalar1 da dzetlenecektir.

Teorem 3.1. (Dijkstra Algoritmasi)

I(t,), t, tepesi iizerinde numaralanmus olsun.
Baslangic:
Adiml: / (s) =0 alinir ve daimi olarak isaretlenmis numara
vVt #s igin [/ (ti) = oo alinir ve bu numaralama gecici isaretlenir. p=s alinir

Numaralandirmay giincellestirmek (uygun hale getirmek)

Adimm2: Vt e F(p) i¢in gecici numaralanir

I(t,)=min[ I(t,),/(p)+{(p.t;)]

ye gore numaralanmalar giincellestirilir.

Bir numaray1 daimi bir sekilde sabitlestirmek.

Adim3: / (ti*) = min[ [ (‘[i )] olacak sekildeki, gecici numaralanmis olan tepelerinin her
birisinin t,’i bulunur.

Adim4: Daimi t.” numarasi isaretlenir ve p=t,” olur.

AdimS5:

(i) (Eger sadece s den t ye bir yol isaretleniyor ise)

Eger p=tise / (p) istenen en kisa yolun uzunlugudur.

Eger p#t ise adim 2 ye gidilir.

(ii) (Eger s den diger tiim tepelere olan yol talep edilirse)

Eger biitiin tepeler daimi numaralanmis ise numaralamalar, en kisa yolun uzunlugudur.
Sekil 3.1.de verilen grafta en kisa yolun uzunlugunu Dijkstra algoritmasi yardimiyla

bulalim. Bu grafin tepe-tepe baglant1 matrisi Tablo 3.1. de goriilmektedir.
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Tablo 3.1. Sekil 3.1.de verilen grafin tepe-tepe baglant1 matrisi

Birinci tekrarlama

Adim 1:

1(t,)=051(t) oo, Vt;#t,, p=t,

Adim 2:

I'(p) =I'(t,)={t,,t,,ty,t,} tiimii ile gegici numaralanir. {lkin t, ’yi gdz dniine alalim

I(t,)= rnin[oo,O+ +10]=10
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t1 tz t3 t4 tS t6 t7 t8 t@
10 316112
10) 118 2 13
18) 1257 120 7
25 516/ 4
5 10
20{ 110, |14}15,9
2 4 14 24
6 23115 5
12113 912415

benzer sekilde /(t,)=3, /(ty) =6, I(t,) =12.

Adim 3:
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min|:10,3,6,12, 00 :|=3, bu ise t, karsilik gelir.
7; :; ;; f (t3,t::5,t(,)
Adim 4: t,, simdi daimi numaraland. /(t,)=3", p=t,

Adim 5: Biitlin tepeler daimi numaralandiginda 2. adima gidilecek. Bir daha tekrarlamanin

baslanmasinda numaralama Sekil 3.2. de gosterilmistir

Sekil 3.2. Birinci tekrarlamanin sonucundaki numaralandirmalar.

ikinci tekrarlama:

Adim 2:

I'(p) =I'(t,)={t,,t,,t,,t,} gecici numaralarmn hepsini
I(t,)=min[ I(t,),/(p)+{(p.t;)]

esitliginden

I(t,)=min[10,3" +2]=5

ve benzer sekilde /(t,)=7,(t;) *7, [(t,) +2 bulunur..

Numaralandirmalar Sekil 3.3. te gibidir.
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o0

Sekil 3.3. ikinci tekrarlamanin sonundaki numaralandirma.

Adim 3:
min|:5,7,17,6,12, 10 :|=5, bu ise ¢, karsilik gelir.
Bnohon b (o)

Adim 4: 1, simdi daimi numaraland1. /(t,)=5", p=t,

Adim 5: Adim 2’ye gidilir.

Uciincii tekrarlama:

Adim 2: T(p) =I'(t,)={t,,t;,t,,t,} sadece {t,,t,} gegici numaralanr.

I(t,)=min[ [(t;)./(p)+{(p.t;)]

esitliginden

I(t;)=min| o,5" +18 =23

bulunur ve benzer sekilde /(t,)=12 bulunur.

Adim 3: min {23,7,17,6,12,00}=6 , buise f, e karsilik gelir.
PR

Adim 4: {,, simdi daimi numaraland1. /(t,)=6", p=t,

Adim 5: Adim 2’ye gidilir.

Bu sekilde devam edilerek Sekil 3.4.deki son numaralandirmayi elde ederiz.



30

t,=7"

t,=12"

Sekil 3.4. Son numaralandirmalar ve t,’ler

t |6 |6 ] ]l 61t [ 6 |t |4
5 |23 7 [ 1217 ] 3 [ 6 | 11

Tablo 3.2. Sekil 3.4. teki graftat, ’in t, ’lere,i=2,3,...,9, olan en kisa uzakliklari.

Uyan 3.1.

1) Dikkat edilirse yapilacak en kisa yol bulma isleminde grafin bukle icermemesi
durumunda Dijkstra Algoritmasi kullanilabilir.

2) Egert; tepesinin disinda herhangi bir tepenin diger tepelere olan en kisa yollarini bulmak
istersek, bu kez tablodaki t; tepesi yerine istenen tepe yazilarak ayni islemler
tekrarlanarak bulunur.

3) Sonug olarak diyebiliriz ki
1) Dijkstra Algoritmasi sadece bir tepeden diger tiim tepeler en kisa yollar1 buluyor.

2) Sadece bir tepeden diger tepelere en kisa yol birden fazla ise bunlardan sadece bir

tanesini buluyor.

Teorem 3.2. (Ford Algoritmasi)

Biz burada en kisa yol problemi ¢oziimiinde O6nemli olan Ford Algoritmasmi
inceleyecegiz. Bir grafin herhangi iki tepesi arasindaki Minimum uzunlukta yolun bulunmasi1
problemi Oncelikle bir optimizasyon (en elverisli yol) problemi oldugu agiktir. En kisa yol

problemlerine iliskin temel tanim ve 6zellikler incelenerek graflarda en kisa yol probleminin
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bir ¢6ziimii olarak Ford algoritmas1 incelenecektir.
n tepeli bir grafta t; tepesinden diger tiim t, tepelerine olan en kisa uzunluklu yollarin
bulunmasint deneme yanilma yerine, her bir t; tepesinin bu tepe ile baglantili tepelere olan

uzunluklar1 q;; degerleri almarak Tablo 3.3. elde edilir.

t;\ t; tr | ... t ta
WA M| YV o

t] 7\.] ql 1 | eeeee q1 o e q1 n
tl 7\41 ql 1 | eeees qu ..... ql n
tn }\,n qn J ..... qn J ..... qnn

Tablo 3.3. t; tepesinin bir t; tepesine uzaklik degerleri

Daha sonra bu tablodan kj:rnin(ki +qij) hesaplamasiyla elde edilen X, degerleri
bulunarak ikinci bir tablo olusturulur. ikinci bir tabloda en elverisli olma durumu olan
A-A; <q;; esitsizligini saglamayan A, degerleri igin yeni A, =X, +q; ; degerleri en kisa
yollar olacaktir. Bu sekilde tanimlanan Ford Algoritmasint Sekil 3.5.de verilen bir grafla izah

edelim.

Sekil 3.5. Ford Algoritmasi i¢in 6 tepeli bir graf
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Sekil 3.5.de verilen grafin t; tepesinden t,, ts, t4, ts, ts tepelerine olan en kisa yollarin

uzunlugunu Ford Algoritmasi yardimi ile bulalim.
Uyan 3.2.

Ornegimizdeki grafta ts ile t; ve ty4 ile t; arasindaki yollar tek ydnlii oldugundan

tablodaki yerleri bos birakilacak.

ti \ t t2 t3 t4 ts te
M\l | 0 8 6 1| 18 | 14
t 0 8 6
t 8 8 7 10
ts 6 6 7 5 8
u | 11 9 5 4
ts 18 10 2 3
tc | 14 8 4 3

Tablo 3.4. t; in ty ,t3t4 ,t5 e te tepelerine olan uzakliklar

Sekil 3.5.deki graftan (t;,tj) yolarinin uzunluklar: Tablo 3.4.de yerlerine yazilarak tablo

doldurulur. Sonra en kisa uzunluklar olan A, degerleri Tablo 3.5.deki gibi hesaplanarak Tablo

3.4.deki yerlerine yazilir.
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A, =min (%, +q;; )
A Zmin(ki +q;; ) At
xj :min(xi +qu) At s Ay,
Aj=min (xi ;5 ) Aty [ Mty ([Ag=min| Ayt+qy
A, =min (7% +q;; ) . (M+qpy ||, =min| A, +q,, h=min Atqs s Ayt
A, =0 dir A, =min (xz +q,, j hy s hs s hs s
A=min(M+q,,)| . (0+6 0+q,, 0+q, 06
A, =0+8=8 ,=min [g+7j Ay=min| 8+, | |, | 8+10 814,
A, =6 6+5 > 6+q;5 ||A,=min| 6+8
A, =11 11+q, ; 11+4
A =18 18+3
) =14

Tablo 3.5. A, degerlerinin hesaplanmasi

Son olarak ta en elverigli olma durumu olan A;-A; < g,; esitsizligine gore Tablo 3.7.

yeniden diizenlenecek.

>‘2'>‘1 < q;, >‘3'>‘1 < d;3 )\‘1_)\‘2 < d,; }‘3'}“2 < 953 )‘5'}‘2 < q5s }“1'}‘3 < qs; }”2'}“3 < ds }“4')“3 < d34
8-0<8 6-0<6 | 0-8<8 6-8<7 18-8<10 | 0-6<56 8-6<7 11-6 <5
X3 ')‘1 < Q36 >\‘1 'X4 < 4 ks ')“4 < Q43 }\’6 '}‘4 < Q46 }”2 '}“5 < qs 7‘4'}“5 < (54 Xé')‘s < (56 )‘3 _)\‘6 < Q63
14-6 <8 (0-11<9 6-11<5 |(14-11<4 8-18<10 |11-18<2 |14-18<3 6-14<8
A,-h < AA, <
47 = es esitsizlikleri en elverisli olma sartin1 saglarken (té,ts) dikdortgeni i¢in 5™ = s
11-14<4 18-14>3
saglanmamaktadir.

Tablo 3.6. En elverigli olma durumunun A;-A; < q;; esitsizligi ile test edilmesi

Bu nedenle A L= g

formiilii ile hesaplanan

Ny = At = A =1443 =4, =17

degeri tabloda A, =18 yerine yazilmalidir. Bu denetlemeden sonra tablonun en elverisli olma

kosulunu saglayan, bir diizeltilmis tabloya erisilir. Bu son durumu Tablo 3.7.te gormekteyiz.
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ti \ t t t2 t3 t4 ts te
A\ 0 8 6 11 17 14

t) 0 8 6
t) 8 8 7 10
t3 6 6 7 5 8
ts 11 9 5 4
ts 17 10 2 3
te 14 8 4 3

Tablo 3.7. t; tepesinden t», t3, ta, ts, ts tepelerine en kisa yollarin uzunluklari olan

Ay, Ay, Ay, Ay, A degerlerini

Uyan 3.3.

Eger t; tepesinin disinda herhangi bir tepenin diger tepelere olan en kisa yollar1
bulmak istersek, bu kez tablodaki t; tepesi yerine istenen tepe yazilarak ayni iglemler
tekrarlanarak bulunur.

Ford algoritmasina ait bir bilgisayar programi1 BASIC programlama dili kullanilarak

yazilmistir. Bu program ek boliimiinde verilmistir.

Teorem 3.3. (Bellmann-Kalaba Algoritmasi)

Buklesiz bir grafin en kisa yolunun bu algoritma ile bulunmasi, en elverisli bir yolun
sadece en elverigli alt yollardan olustugu fikrine dayanir. Yani sec¢ilen alt yol; baslangic
noktasindan son noktasina dek en elverislidir. Bu esastan hareket ederek, r tane ayritl en kisa

uzunluklu yol k < r kosuluna uyan en kisa alt yollardan olugsmustur denilebilir.
{to N PSR S ,tn} tepeleri ile verilen bir grafin her hangi iki t; ve t; tepeleri arasinda bir

ayrit varsa bu ayrita a; > 0 degeri, bir ayrit yoksa a; =0 ve (t,.t;) icin de a; =0 olmak
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iizere a; degerleri (1,/=0,1,2,.....n) almr,

+a.. +a. . +.......... +a.

iy igis iyn

Buna gore bir p(to,til,tiz, ....... t, ,tn) yoluna ait ag,

degerleri toplaminin minimum olmasi istenir.

Bu amagla i tepesinden n son tepesine giden en elverisli yolun d; degeri

di=minj¢i(di+aij) (i=0,1,2,.....n-1)

d =0

Denklem sisteminin ¢dziimiinden bulunur. Burada verilen n+1 tepeleri 0 dan n ye

kadar numaralanir. Boylece,

d”=a,,  (i=0,1,2,....n-1)
d,”=0

n

olsunlar. Buradan

di(l)Zminj¢i(di(0)+aij) (i=0,1,2,.....0-1),(j=0,1,2,....n)

d,=0

hesaplanir. Bu islemlere devamla, her (k=1,2,3, ..... ) degeri i¢in,
(K) — i (k-1) -: ) o
d, mlnjgéi(dj tag)  (i90,1,2,..m01),(j=0,1.2,...)

d,¥=0
bi¢iminde bir indirgeme formiilii bulunur ve

dM=d"™  (i=0,1,2,....n)

1 1

olunca ardigik igleme son verilir. Bu halde do(k) nin degeri, to ile t, tepeleri arasindaki en

elverisli yolun degerini ifade eder. Bu deger geriye dogru gidilerek hesaplanir.
n+1 tepeli bir grafta, en elverigli bir duruma ulagmak i¢in n-1 ardisik islemin yeterli oldugu

goriilmektedir. Bunu Sekil 3.6. da verilen graf icin uygulayalim.
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2

Sekil 3.6. Bellmann-Kalaba Algoritmasi igin bir graf

Sekil 3.6. de verilen grafin tepeleri 0,1,2,3,4,5 ile numaralandirarak bu grafa ait tepe-

tepe baglant1 matrisini yazalim.

Uyan 24.

Sekil 3.6. daki grafta ts ile t4 ve t4 ile t; arasindaki yollar tek yonlii oldugundan
tablodaki yerleri bos birakilir.

0 lag a, ap a5 a, ag
lla, a, a, a; a, a;
A= 2 lay ay a, a, Ay a
3ay ay; ay ay Ay, ag
4 la,, a, a, a,; a, a;
51ay a5 ay Ay Ay A |

Tablo 3.8. 6 tepeli bir matrisin simgeli tepe-tepe matrisi

0O 1 2 3 4 5
0[O0 8 6 o w o]
1{8 0 7 o o 10
216 7 0 5 8 o

A=
319 o 5 0 4 o
410 oo 8 4 0 3
5|0 10 o 2 3 0]

Tablo 3.9. 6 tepeli bir matrisin tepe-tepe matrisi
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Bundan sonra, i=0,1,2,3,4,5 ile ardisik islemlere baslanir.

1%
40 =g o
4% =q, =10
dz(o) =&, © di(k) =minj ) i(dj(k 2 +a,, ) (i=0,1,2,....n-1),(j=0,1,2,....n)
d,” =&, o dn(k) -0
d,) =a, =3
ds(o) =a, =0
2%
4" +a,= 10+8 4, +2, «+8
4,V +a, ©+6 4, +a, ©0+0
do(l) = min d3(0) +ai o+ =18 dl(l) =min d3(0) +ag oo+ =10
d4(0) +&, 3+ d4(0)+c@14 3+
4,9 47, 0+ ds(o) +az 0+10
4, +a, 0+6 4, +a, ©+9
4% +a,=10+7 49 +a, 10+
d," =min| 4, +a,, =0 +5 |=11 4" =min| d,"” +4a,, =0 +5 |=7
4, +az 3+8 4,9 +az 3+4
ds(o) +a,, 0+ ds(o) +a&; 0+
do(o) +&, ©+0© do(o) +&, 00+©
4" +=, 10+ 4, +a,=10+10
d4(1) = min dz(o) +a, =0+8 |=3 ds(l) =min dz(o) +agz oo+ =0
4, +a,, wo+4 4 4z, w0+2
4 +az 0+3 4,9 +az 3+3
3%
4" +a,=10+8 d,"+=, «0+8
d," +a,= 11+6 d," +a,= 1140
do(z) = min d3(1) +ag T+ |=17 dl(z) =min d3(1) +aF T+ |=10
d4(1) +#, 3+ d4(1)+€;14 3+00
ds(l) +&; 0+ ds(l) +az 0+10




d," +a,= 18+6
d" +a,= 10+7
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d," +a,= 18+38

dl(l) +&, 10+

d,” =min| d,") +a,, =7+5 |=11 d,”) =min| d," +a, =11+5 [=7
d" +az 3+8 d" vaz 3+4
ds(l) +&,, 0+ ds(l) +&; 0+
d," +a, 18+ d," +a, 18+
d" +&, 10+ 4" +a,=10+10
d,”) =min| d," +a,, =11+8 |=3 4P =min| d," +a5 11+ [=0
"V +as 7+4 dV+as 742
dV+az 0+3 4" +az 3+3
4%
d,? +a,= 10+8 4, +7, ©+8
d,” +a,= 11+6 d," +a, ©+0
dO(B) = min d3(2) +ag T+ =17 dl(B) =min d3(2) +ag ©+owo =10
d4(2) +&, 3+ d4(2)+c@14 3+
ds(z) +7,, 0+ ds(z) +az 0+10
d” +a,= 18+6 d? +a,= 1749
d? +a,=10+7 d? +=, 10+
d,” =min| d,*) +a,, =7+5 |=11 d,) =min| d,”) +a, =11+5 |=7
d? +az 3+8 d? +az 3+4
ds(z) +&,; 0+ ds(z) +a&; 0+
do(z) +a, 17+ do(z) +a, 17+
4% +a, 10+ 4% +a,=10+10
d,” =min| d,”) +4,, =11+8 [=3 4,9 =min| d,” +a5 11+ [=0
4P +az 7+4 4P +az 742
4P +az 0+3 d,? +az 3+3

Tablo 3.10. Bellmann-Kalaba Algoritmasi i¢in k=0,1,2,3 ve i=0,1,2,3,4,5 i¢in

d*, degerlerinin bulunusu



Bu degerlerle Tablo 3.11. olusturulabilir.

W NN = O

o0 10
18 10
17 10
17 10

o0
11 7
11 7
11 7

3
3
3
3

S O O O

Tablo 3.11. d*, degerlerinin toplandig: tablo

Bu tablodan d.”) =d ) |

1

(i= 0,1,2,3,4,5)01dugu kolayca goriiliir. Ve burada iglemlere

son verilir. Bu durumda 0 tepesinden 5 tepesine en kisa yol ve bu yolun degeri do(3) ifadesi

geriye dogru gidilerek saptanir. Yani d0(3) ’in minimum olmasina neden olan di(k) ‘lar

bulunarak adim adim geriye dogru, su islemlerle en kisa yol bulunur.

d0(3) =d2(2) +a,,
=d,"+a,,+a,,
= ds(O) ta,tay,ta,
=0+a,ta,,ta,,
=agtay,ta
=6+8+3
=17

Buna gore en kisa yolun
1(02,4,5) = n(te.ty.ty.ts)

q(n)=d,=17 oldugu goriiliir.

Uyan 3.5.

biciminde

bir yol ve bunun degerinin de

Bu yontemle verilen iki tepe arasindaki en kisa yolun uzunlugu bulunur.
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Teorem 3.4. (Latin Birlesimi Algoritmasi)

Herhangi bir G grafinin yollarmin hesabina girmeden 6nce, bir genel hesap yontemi

olan, Latin bilesimi algoritmasini agiklayalim:

Bir G grafinda belli J 6zelligini tasiyan bir yolu olusturan bir tepeler dizisine bu G
grafinmn bir [ -latin dizisi ad1 verilir. Buna gore ikisi de [ 6zelligini tagiyan ve biri p ayrith
digeri de q ayrith olan G grafinin iki yolunu gdz 6niine alalim. Bu yollardan her biri sirasiyla

su iki [ -latin dizisi ile gosterilebilir:

Bu iki dizinin Latin bilesimi denilen ve = ile gosterilen ikili islemi

G (6ot sty St 0t

1 2

sty ) eBer t,=t, ve bu dizi bir L -Latin dizisi ise
P

%) (bos dizi) , eger yukaridaki iki kosuldan biri ger¢ceklenmiyorsa

ile tamimlanir ve boylece p ve q uzunluklu iki f -latin dizisinden hareket ederek p+q

uzunlugunda yeni bir latin dizisi olugturulmus olur. O halde, bu islemin sistemli bir bicimde
kullanilmas ile, bir grafta. verilen uzunluktaki yollardan baslayarak daha uzun yollar bulmak

miimkiindiir.
Simdi, t tepesinde biten ve t; tepesinde baglayan p+1 tepeli £ -Latin dizilerinin alt
kiimesini C"

. », 1le gosterelim. Benzer bigcimde thk’tj ile de t, tepesinden baslayan ve t;

tepesinde biten [ -latin dizilerinin alt kiimesi gosterilir. Yani;
C" . = {50, 8yserrenennn 3 Sy geeeennennns ,S, )

q —
Co o =1 e, 3y 7
k7Y ﬁ

dir. Buradan bilesim kiimesi

Cpt,’tk*cqtk’g {(sl*rl):,(sl*rz), .......... ,(sl*rﬁ),,(sz*rl), ............ ,,( a*rﬁ)}

biciminde tanimlanmaktadir. Yazilis1 basitlestirmek i¢in yeni bir simge kullanilir ve bilesim
islemi (dizinin bos olmamas1 kaydiyla) ikinci dizinin baglangicini kaldirip bu iki diziyi

birlestirmektir. Yani,
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s,*s, s *s', = (s *s, dizisi bos degil) dir. Burada s', dizisi, baslangi¢ tepesi harig
tutulmus s, dizisini ifade etmektedir.

Bu gosterilis kullanilarak

p q _ (P 'P
C t; ot *C ty ot =C ti’tk'c tyot

yazilir, burada
C'qtk,t-l :{r'l,r'z, .......... ,r'v, ............ ,r'ﬁ.}
dir.
Bir G grafinda, asagidaki bilesimlerle verilen ve Latin bilesimi islemlerini ayrita

uygulayarak 3,4,5,...,n tepeli J-latin dizileri elde edilmektedir.

n
2 _ 1 i
C t ot _U(Cti’tk°c tk’tj)

=1

n

n _ n-1 '1
Cti’tj_U(C ti,tk.c tk’tj)

k=1

burada n, G grafinin tepeleri sayisidir. * islemi degismeli olup

n
qtr _ q 't
C tl’t_]_U(Ctl’tk'Ctk’tJ)

k=1
yazilabilmektedir. Bu formiil ise matris ¢arpimini hatirlatmaktadir. Eger [M]p , 1. Satir ve j.

sutundaki elemant

n
P _ p-1 1
Ctl’t_]_U(C t,’tk'Ctk’tJ)

k=1

olan bir matris ise bundan yararlanarak, daha basit olarak
[M]"™" =[M]"[M ]
bi¢iminde yazilir. Burada [MT elemanlar1 C'rtk,ti lerdir. Bunlar Latin bilesimi

algoritmasinin esasini olugturmaktadir. Burada [ 6zelligi, “dizimin bir yol olmas1”
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varsayildigma gore, bir grafin yollarmi belirtmek i¢in bu grafin [ -latin dizilerini belirtmek

yeterli olacaktir. Boylece, ardisik olarak
[M]"=[M] [MT],

[M] =[M] [,

elde edilir. [M]1 matrisi, tepeleri Latin harfleriyle gosterilmis bir grafin ayritlarmin bu

harflerle belirtildigi bir tepe-tepe matrisidir. Yani, grafin herhangi bir A tepesinde bir bukle
varsa bu grafin matrisinde A ile A nin kesistigi yere AA yazilarak, grafin A ile B tepeleri

arasinda bir ayit varsa, bu matriste A ile B nin kesistigi yere AB yazilarak, eger bir ayrit yoksa
matriste bu yer bos birakilarak, [M]1 matrisi elde edilmektedir. [Mj1 matrisi ise [M]1
matrisinin elemanlarinin sadece son tepeleri alinarak yazilmig seklidir.

Ayrica, [M]1 matrisinde grafin ayritlarina baglanan a; >0 degerleri bu matristeki

yerlerine yazilarak bir [D]1 matrisi ve daha sonra [M]n matrisinden de [D]n (n =l,2,3,...)
matrisleri olusturulur. Bu matrisin elemanlari, grafin tiim tepeleri arasindaki n ayrith yollarin
degerlerini gosterir.

Latin bilesimi algoritmasini Sekil 3.7.’de verilen grafa uygulayalim:

Sekil 3.7. Latin bilesimi algoritmas1 igin bir graf

Once grafa ait matrisler Tablo 3.12.”deki gibi yazilir.
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A B C D A B C D A B C D
A[AA AB - - A[A B - - Al6 3 - -
B — — BC BD . B|{- - C D Bl- — 3 5
[M] = M= . [D]'= ,
CcCl|Cc4A4 CB - CD Cl4d4 B - D cl4 1 - 2
D| - - - - D|- - - - D|- - - —

Tablo 3.12. [M]l, [MT ve [D]1 matrisleri

Bundan sonra bu grafin [-Latin dizilerini belirtmek i¢in matrisler ardisik olarak

olusturulur. Bu matrisler (n=4’e kadar) Tablo 3.13.’te verilmistir.

A B C D A B CD
A [AAA AAB ABC ABD Al12 9 6 8
, 1 . B|BCA BCB - BCD , B|7 4 - 5
[M]'=[M] [M | = , [D] = ,
C |CAA CAB CBC CBD Cli0 7 4 6
D| - _ _ _ D|- - - -
A B C D A B C D
A [TAAAA | AAAB AABD || AlT18715 14 1]
AABC 12
ABCA | ABCB ABCD 1017 8
[M]3_B BCAA | BCAB | BCBC | BCBD [D]3_B 1310 7
C|i{ CAAA | CAAB CBCD ||’ 16 {13 6 ||
CABC 10
CBCA | CBCB CABD clig !5 12
D _ _ _ _ Dl - -«
A B C D A BC D
[TAAAAA | AAAAB AAABD | | 124121 20 1]
AAABC A 18
A || ABCAA | ABCAB ABCBD 16 |13 12
ABCBC 10
AABCA | AABCB AABCD 16 |13 14
BCAAA | BCAAB BCBCD 19 116 9
) BCABC ., B 13
[M] =B || BCBCA | BCBCB BCABD ||, [D] = |/ 118 15 11,
CAAAA | CAAAB CAABD 22 19 18
CAABC C 16
C || CBCAA | CBCAB CBCBD 14 11 10
CBCBC 8
CABCA | CABCB CABCD o4 12
D - - - - - - - -

Tablo 3.13. [M]Z, [D]Z, [M]B, [D]3 , [M]4 ve [D]4 matrisleri
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Bu islemlere istenirse devam edilebilir. Biz burada islemleri kesip, elde edilebilecek

sonugclar iizerinde durmak istiyoruz.
J ozelligi, alinan dizilerin uzunlugunun en kisa olmasi ise, bu grafin her hangi iki

tepesi arasindaki, n ayrith en kisa yollar, [M]n ve [D]n (n:l,2,3,4,...) matrislerinden

kolayca bulunabilmektedir.
A dan D ye kosulsuz olarak giden
2 ayrith en kisa yol ABD  olup degeri 8 dir.
3 ayrith en kisa yol ABCD olup degeri 8 dir.
4 ayrith en kisa yol ABD  olup degeri 12 dir.

J ozelligi, alinan dizilerin bir ¢evre olusturmalar1 ise, bu halde dizinin baslangi¢ ve

sonu ayni olacagmdan grafin c¢evreleri, [M|" (n=1,2,3,4,...) matrisinin tepegen elemanlar1 n
y g g peg

ayrith ¢evreleri verir.
Ornegin C nin 2 ayrith ¢evresi CBC  olup degeri 4 dir.
C nin 3 ayrith ¢evresi CABC olup degeri 10 dir.
C nin 4 ayrith ¢evresi CAABC olup degeri 16 dir.
C nin 4 ayrith ¢evresi CBCBC olup degeri 8 dir.
Yukarida verilen Orneklerde, kosulsuz yollarin ve cevrelerin bulunmasmi gordiik.

Simdi yol ve ¢evreye bazi kosullarin baglanmasi halini inceleyelim:

Elementer yollar. [M]n matrisinin elemanlar1 (dizileri) i¢inden soyle saptanir. Bir

dizide harfler sadece bir kez bulunuyorsa boyle bir diziye ait yol elementer bir yoldur.
Ornegin, A dan D ye giden ii¢ ayrith ABCD yolu elementer bir yoldur.

Bir grafin ayn1 ayritini iki kez gegmeyen bir yoluna basit yol denir. Ornegin A dan, D
ye giden dort ayrithh ABCBD yolu basit bir yoldur, fakat bu yol B tepesini iki kez gectiginden
elementer yol degildir

Bir grafin, baslangi¢c ve son tepesi diginda kalan tiim tepeleri ayritli olan g¢evresine
elementer cevre denir. Ornegin dort ayrith CBCBC cevresi bir elementer cevre degil fakat iic
ayrith ABCA ¢evresi bir elementer ¢evredir.

Bu tanimlarla getirilen kisitlayici kosullarin biri ya da birkaci altinda, verilen bir

grafin yol ve c¢evrelerini yine Latin birlesimi algoritmas: yardimiyla bulmak

miimkiindiir. Bu algoritma hangi amagcla kullanilacaksa, [M]1 matrisinin bu amca

yonelik olarak olusturulmasi ve [M]n (n=1,2,3,4,...) matrisinde amaca uygun



45

olmayan dizilerin dikkate alinmamasi, yapilacak islemlerde kolaylik saglamaktadir.

Sekil 3.6.’da verilen grafi Sekil 3.8.’deki gibi diizenlenirse A dan E ye giden en kisa

elementer yollarin bulunmasini bir kez de Latin bilesimi algoritmast ile yapalim.

J Ozelligi Latin dizilerin minimum uzunlukta olmasidir. Boyle bir o6zellik,

[M]n (n=2,3,4,...) matrisleri olusturulurken, grafin herhangi iki tepesi arasinda bulunan diziler

icinden sadece en kisa uzunluktaki elementer yollar segilir ve diger yollari, matriste ayrica
gostermek gerekmez. Boylece verilen graf, tepelerine Latin harfleri koyarak yeniden ¢izilir ve

grafa ait matrisler yazilir.

A B C D E F A B C D E F
Al - AB AC - - -] Al[- B C - - -]
B|BA - BC - BE - B|/A - C - E -
, C|CA CB - CD - CF -+ C|A B - D - F
[M] - ’ [M:' = s
D|DA - DC - - DF DA - C - - F
E| - EB - ED - EF E|- B - D - F
F|- - FC FD FE - | F|- - CDE -

Al- 8 6 - - -
B8 - 7 - 10 -
[D]1=C67-5-8
D9 - 5 - - 47)
E|-10 - 2 - 3
F|- - 8 4 3 -]

Tablo 3.14. [M]l, [Mj1 ve [D]1 matrisleri



Bundan sonra Latin dizilerini iceren matrislerin olusturulmasina gegcilir ve

[M]

2

A
B

=C
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A B C D E F
_ A B C D E
- ACB ABC ACD ABE ACF _
Al- 13 15 11 18
BCD
BCA - BAC -  BEF B|13 - 14 12/12 -
BED
, Cl14 14 - 12 11
CDA CAB - CFD CFE CDF|, [D] =
D|11 12 12 - 7
DCA DCB DFC - DFE DCF . ;
EDA - EDC EFD - EDF } i
F |13 13 9 -
FDA FEB FDC FED - - -
A B C D E F
Al - - - ABCD ACFE ACDF
B | BCDA/BEDA - BEDC BEFD - BCDF/BEDF
C CFDA CFEB - CFED CDFE -
D DFCA DFEB - - DCFE -
E EDCA EDCB EFDC - - EDCF
F | FEDA FDCB FEDC - - - |
A B C D E F
Al - - - 16 17 15 ]
B |21/21 - 17 17 - 16/16
, Cl 21 21 - 13 12 -
[D] ,
D| 18 17 - - 16 -
E| 13 14 12 - - 15
F| 14 16 10 - - -
A B C D E F
Al - ACFEB - ACFED ACDFE ABCDF |
B | BEDCA - BEFDC - BCDFE BEDCF
C | CFEDA CDFEB - - - -
D | DFEBA DFCAB/DCFEB DFEBC - - -
E | EFDCA EFDCB - - - -
F | FEDCA FEDCB FEDAC - FDCBE -

14
13

13
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A B C D E F
Al- 27 - 19 18 20]
B|23 - 22 - 19 25
, Cl22 23 - - - -
[D] = )
D |25 2626 24 - - -
E|18 19 - - - -
Fll6 17 20 - 26 -
A B C D E
Al - ACDFEB - ABCDFE
B | BEFDCA - - -
[M]szc CDFEDA CFEDAB - -
D | DFEBCA - DFEBAC DFCABE
E | EFDCBA EFDCAB - -
F | FEDCBA FEDCAB - -
A B C D EF
Al- 28 - - 27 -]
B|28 - - - - -
[D]szc 31 30 - - - -
D|30 - 31 - 36 -
E |27 26 - - - -
Fl25 24 - - - -]

Tablo 3.15. [M]’, [D]’, [M], [D], [M]',[D]', [M] ve [D] matrisleri

Verilen grafin alt1 tepesi bulundugundan, ancak alt1 harfli elementer diziler (elementer

yollar) s6z konusu olabilir. Bu nedenle islemlere burada son verilir. Buradan, A tepesinden E
tepesine giden n-ayrith elementer yollar [M]n matrisinden ve bu yollarin degerleri de [D]n

matrisinden kolayca goriiliir. Ornegin,

A tepesinden E tepesine 2 ayrith elementer yol ABE olup uzunlugu 18 dir,

A tepesinden E tepesine 3 ayrith elementer yol ACFE olup uzunlugu 17 dir,

A tepesinden E tepesine 4 ayrith elementer yol ACDFE olup uzunlugu 18 dir,

A tepesinden E tepesine 5 ayrithi elementer yol ABCDFE olup uzunlugu 27 dir.

Bu yollar i¢ginden, degeri en kiigiik olan yol problemin cevabini olusturur. Yani, A dan E ye

giden 3 ayrithh ACFE en kisa yoldur.
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Teorem 3.5. (Fuzzy Agirhikh Graflar icin En Kisa Yol Floyd Algoritmasi)

GZ(V,E) fuzzy olmayan bir graf olsun. w, E'ye ait olan (Vi,Vi) ayritinm agirhigi
olsun. 7, (v,,v,) tepelerinin her birine atanmis degeri olsun.
Baslangigta, Vv, e Vigini# j ise

Wi (Vi,Vi)EEiQin
o , (v,v;)¢Eigin

(.=

y

ve i=j ise (; =0 olarak almz. Bundan sonraki igimiz /; degisikligini igerir, V
tizerinde v, diizenlenmesi i¢in min(£ jo L+ kj) ile Z; yer degistirilir, V-{v,} iizerinde v,
diizenlenir ve v;’yi sabitlestirmek i¢in v;, V tizerinde diizenlenir. Islemin sonunda, ¢ i» Vi
ve v, arasindaki en kisa yolun uzunlugu olmus olur. Agik¢a, bu yolda, W, pozitif sayilar

kabul ettigimizde de fuzzy agiwhkhi W,

j» Uygulanarak genigletilebilir. Baglamak igin
yukarida yaptigimiz gibi (Vi,Vi)EE icin Zﬁ =w,;, alimir. k,i,j yukarida belirttigimiz gibi

indisler olmak tizere mfn(z 0, ij) ile Zij yer degistirir.

ij»

P(i,j) , 1 ve j arasindaki biitiin yollarin kiimesi ve ¢, , k yolunun uzunlugu olmak
lizere, v; ve v;arasmdaki en kisa yolun uzunlugu &jzminkep(i,j)ﬁ ; olarak tanimlanabilir. /7,
w,, ‘nin artan bir fonksiyonudur. Floyd algoritmasmnin sonucu da w,, nin artan bir

fonksiyonudur. Her iki fonksiyon fuzzy olmayan w,, ye uygundur. Boylece w,, fuzzy

sayilarmna karsilik gelen bu fonksiyonlarm genislemesine de uygun diiser. Boylece fuzzy

Floyd algoritmas1 tepeler arasindaki fuzzy en kisa yol uzunlugunu da bulur.

v; ve v, arasindaki fuzzy en kisa uzunluklu Zij yine elde edilir olmasma ragmen,
uzunlugu Zij olan en kisa yol (yahut en kisa yollarin kiimesi) artik illaki mevcut olmayabilir.

£ij=mfnk€p(i’j)£ , esitligi saglanir. Fakat boyle fuzzy sayilarinin min séz konusu sayilardan

illaki birisini saglamasi1 gerekmediginden, hi¢bir yolun fuzzy uzunluklu Zij ye sahip olmamasi

mumkindir .
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k  yolunun  bir  kritk  degeri  hgt(7,n7,)  olabilir  Burada

hgt(ﬁk mﬁv) =sup min(uzk (x),uzﬁ (x))

xeX

drr.

Bu durum Klein (1991) ¢aligmasinda detaylandirilmistir. Bu ¢alismay1 6zetle verelim:

Bunun i¢in gerekli olacak bazi temel kavramlari verelim. G(V,E) grafi verilmis
olsun. Burada V kiimesi grafin tepelerine ve E ise grafin ayritlarina karsilik gelir. Bir ayrit
(i,j) tepelerinin bir ¢ifti ile gosterilir. Eger E, V nin fayrith elemanlarmin siral bir ¢iftinin bir
kiimesine doniistiiriilirse, G(V.E) ydnlendirilmis bir graf olur ve E, (ij) sirali ¢iftinin bir
kiimesidir. (i,j) sirali ¢ifti 1 tepesinden j tepesine giden bir ayrita karsilik gelir. (i,i) ayrit1 bir
bukleye karsilik gelir.

s tepesinden t tepesine bir yol (s,i, ),(i,.i, ),....(i,,t) seklindeki ayritlarin bir dizisidir.
Bagka bir deyisle s tepesinden t tepesine varilabilir. s den t ye bir yol (s,t) seklinde gosterilir.
Eger s#t ise (s,t) yolu agik, s=t ise (s,t) yolu kapali bir yoldur. Cevre s hari¢ hicbir tepesi
tekrarlanmayan ve en az bir ayrit1 olan kapali (s,s) yoludur. Hi¢bir ¢evre igermeyen bir grafa

cevresizdir denir. Bir grafta hem bir baslangi¢ tepesi hem de bir son tepesi atanabilir. Bunlar
baz1 aktivitelerin basladigi ve bittigi u¢ tepeler olarak yorumlanabilir. N tepeli cevre

icermeyen yonlii bir grafta, baglangic 1 tepesi alarak ve bitig N tepesi olarak numaralanir ve

diger tiim tepeler, i<j olmak iizere her hangi bir (i,j) ayrit1 i¢in numaralanabilir.

Cevre igermeyen yonlendirilmis grafin bir 6zel tipi, kath (layer) graftir. Eger |Vk| >1
ise bu bir ¢evre icermeyen yonlendirilmis bir grafin, tepeler kiimesi V; V,V,,..V,
seklindeki M altlanmaya ayristirilabilir. V, daki tepeler i,je v, i¢in bir (i,j) ayrit1 mevcut
olmamas: (yan1 V, daki iki tepeyi baglayan bir ayrit yoktur), sonucu olarak numaralanmistur.
Kath graflar i¢in genelde V, baslangic tepesidir ve V,, son tepedir.

Eger her bir (i,j) ayriti, bir ¢;agirhigi veya uzunlugu ile temsil edilir ise 0 zaman bir
(s,t) yolu, yoldaki ayritlarmn agirliginin toplamina es deger olan uzunlukla veya agirlikla

temsil edilir. Bu s ve t tepeleri arasinda min agirlikli yolu bulma problemi en kisa yol

problemine esdegerdir.
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Bir grafin en kisa yolunu bulmanm degisik sekilleri vardir. Dinamik programlama
(DP) ile sekillenen numaralama algoritmalarin1 kullanmak en genel metotlardan biridir. Bu
modelin ¢alisabilmesi i¢in grafin yonlendirilmis ve ¢evre igermeyen graflar olmalidir.

1 baslangic ve N son tepe olmak iizere 1’den N’ye kadar numaralanmis n tepeli bir

cevre icermeyen yonlendirilmis G(V,E) grafi icin bir DP en kisa yol problemi formiilii

F(N)=0
f()=min{c, + f(i)|(ii)e E},

i<j
olarak verilir. Burada c; ,(i,j) ayritinin uzunlugunu ve f (i)ise i tepesinden N tepesine olan

yollar veya en kisa yolun uzunlugudur. Tamamiyla algoritma i tepesi f (1) ile

numaralanmistir ve numaralar yolun belirlenmesine izin verir.
Bellman iyimserlik prensibinden dolayr bunun tekrari ¢ok esnek ve bir ¢ok

uygulamaya sahiptir. Goriilebilir esnekliklerden biri
JS(N)=0
f(i)=21jin {c] + £ (§)|G.d)e E}

deki toplama islemi yerine herhangi bir ikili islemin almabilmesidir. Bu en kisa yol

problemidir ve modellerin temelini olusturan
f(N)=0
f()=min{e, + 7 (j)|(i5) e £},

esitliginde verilen DP tekrarlamasi agsagida veriliyor.

Genel olarak fuzzylestirme; tepe smirlamalari, veya ayrit uzunluklari, —ayrit
kapasiteleri vasitasiyla sebekeye dahil olmustur. Literatiirde en az kullanilan modellerden biri
olmasina ragmen en basit fuzzy en kisa yol problemidir. Fuzzylestirme bir dizi degisik sekilde
sebekeye dahil edilebileceginden dolay1 biz kendimizi iki 6zel kategori ile sinirlayacagiz.

1. Her bir ayrit uzunlugunun bir fuzzy sayis1 oldugu klasik fuzzy en kisa yol problemi
2. Yolun uzunlugunun bir fuzzy sayist olmasi ve grafta da her bir ayrit bir iyelik
degerine sahip olmasi
Klasik fuzzy en kisa yol problemi Dubois ve Prade (1991) tarafindan ilk kez ortaya atilmis
gibi goziikiiyor.

Dubois ve Prade genigletilmis minimum ortalama ve maksimum ortalama @

genisletilmis toplama kullanilarak bu problemin ¢éziimiinii tartisiyorlar. Problemi ¢6zmek i¢in

Floyd’s ve Ford’un algoritmalarini kullaniyorlar. Var olan bir problemin durumu ¢éziimii
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bulabilecek bir fuzzy en kisa yol boyudur. Fakat bazi fuzzy sayilarmin genisletilmis
minimumlar1 bu sayilardan bazis1 olmayabileceginden s6z konusu en kisa yolun en kisa sekli
mevcut olmayabilir.
Bu fuzzy en kisa yol problemleri Wilen DP tekrarlamasinin terimlerine bagli olarak
incelenebilir. Bu tekrarlama Ford algoritmasina oldukca yakindir. Fuzzy sayilarma kolaylikla

genisletilebilir. Fuzzy DP programlamasi tekrar1 asagidaki gibi verilir.
f(N)=1{o/1},
J(i)=minies + 7 (§)|(ij)e Ef.

Burada ¢; fuzzy ayrit boyudur, x/y x elemanini ve onun iiyelik degeri olan y’yi temsil eder.

Ve f(i),i— Nolan fuzzy en kisa yolun uzunlugudur.

OB
Y.
N @A

Sekil 3.9. Floyd Algoritmasi i¢in bir fuzzy graf

Bu f (z' ) rutin numaralama olarak goriilebilir. Ve her i tepesi bir fuzzy numarali f (z' )

ile verilebilir. Yonlendirilmis ¢evre icermeyen bir sebekede, f (1) 1 numarali baglangic
tepesinden N numarali son tepeye baglanan en kisa fuzzy mesafesini verir. Dubois ve
Prade(1991)’nin  belirttigi gibi f (1) fuzzy sayisina karsilik gelen bir yol olmayabilir. Bu
durum Sekil 3.9.°da gosterilmistir. Burada A dan H’a kadar olan harfler C~'i/ ayritlarinin

uzunluklarini temsil ediyor ve asagidaki gibi verilir.

C,,=A={1/0.3,2/0.2,3/0.5},
C,,=B={2/0.4,3/0.6},

1/0.5,2/0.8,3/0.2},

C,s=C
C 3/0.2,4/0.3},

24D

{
{
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E=
F

{5/0.8,6/0.4},
(4/0.6,5/0.2,6/0.8},

35

634
C=G=1{3/0.2,4/0.6},
C,,=H={2/0.8,3/0.9}

Bu durumda
J(N)={o/1},
f(i)zg}fn{gg/ +1(j) (i,j)eE},

tekrarlamas1 kullanilarak asagidakiler elde edilir.

7(6)={or}.
f(5)=1{2/0.8,3/0.9},

f(4)={3/0.2,4/0.3},

f(3)=m'n{C+f(4),D+f(5)},

=min {{4/0.2,5/0.5,6/0.6,7/0.2},{5/0.2,6/0.3,7/0.3}}
={4/0.2,5/0.5,6/0.3,7/0.2}

Bununla birlikte —J.—(3) degeri ayritlarin bir dizisine karsilik gelmez. Mesela 3. tepeden

6. tepeye yol olmayabilir.

Klasik fuzzy en kisa yol mesafesinin bulunmasi zor degildir. Fakat eger gercek bir
yola karsilik gelmiyorsa karar vermek i¢in kullanacagimiz sey nedir. Bu probleme ¢6ziim
getirmek amaciyla fuzzy yol probleminin 2. bir kategorisi dikkate alinmalidir. Her bir ayrit1
bir fuzzy sayis1 olarak gérmek yerine her bir miimkiin ayrit uzunlugunun ve yol uzunlugunu
fuzzy kiimesi olarak ele alalim bu durumda her bir ayrit icerisinde bir uzunluga fuzzy
kiimesinin karsilik getirildigi bir iyelik derecesi vardwr. Daha sonra en kisa yol boyunu
bulmak i¢in DP tekrarlamas1 vasitasiyla bu miimkiin olur. Gergek bir yola karsilik gelmeyip
pozitif liyelik dereceli fuzzy kiimesindeki her bir degerin sebekede bir yola karsilik gelecek
bir fuzzy sayist olacaktir. Temsili basitlestirmek i¢in ilgilendiginiz sebekenin katli oldugunu
varsayalim Oyle ki M tane kat olsun . Negatif c¢evreli olmayan herhangi bir sebekenin
Bellmann-Ford metodu yardimi ile katl bir sebekeye doniisiilebilecegini de vurgulayalim.

Her bir ayritin 1 ve R arasindaki uzunluk i¢in bir tam say1 degerini alabilecegini de

belirtelim. 1’den R’ye kadar tam degerler fuzzy kiimeler olsun ve her bir her bir fuzzy

kiimesindeki I ,her bir a; ayritlarinin tiyelik derecesinin bilytkligi (z', i ) ile gosterilmis
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olsun. Burada 1</ <R dir. Her bir ayrit, liyelik degerinin swrali bir R-swralis1 ile

baglantilidir. Bu problemi ¢6zmek i¢in degistirilmis DP yaklasimi kullanilir .
Teorem 3.6. (Fuzzy Agirhikh Graflar icin En Kisa Yol Ford Algoritmasi)

Diger bir 6rnek tepelerin agirlandirildigi biikle olmaksizin birlestirilmis yonlendirilmis

grafa uygulanan Ford algoritmasidir. P;, V;nin pozitif agirhg1 olsun tepeler yapilacak islerin
bir kiimesini teskil eder. E ise tepeler arasindaki iliskileri belirler. V;in bir fuzzy agirliga
sahip oldugu varsayilirsa yani V;isinin P;nin i bilinmeyen islem zamanidir. p (i) ve s (i),
sirastyla  V;den hemen once ve hemen sonra gelen tepelerin kiimesi olsun. V;isinin en erken

baslama zaman1 T, ve en son bitirme zaman1 d, yi veren klasik formiil asagidaki gibi olur;

a )

= max (£ ®p;) . 4, = min (d,0p,)

VjeP(i) VjES(i)

burada T ve d; sirasiyla V,isinin fuzzy en erken baglama zamam ve fuzzy en son bitirme

zamanidir. Islemi baslatmak icin kullanilan 6ncelik olmak sizin islerin fuzzy en erken baslama
zamani da fuzzy olabilir. Ford algoritmasiin yukarda bahsedilen fuzzylastirilmast Dubois ve
Prade (1980)’in (IIL.3. B.d.) maddesi altinda verdikleri anlamiyla gegerlidir. L — R fuzzy
sayilarmin kullanilmasi nedeniyle Floyd ve Ford algoritmalarmin fuzzy versiyonunun g¢ok

fazla hesap gerektirmedigini vurgulayalim.



4. SONUC

Ford algoritmasinin en kullanigh taraflarindan biri her hangi bir tepenin diger tim
tepelere olan en kisa yol uzakligin1 bir tablo vasitasiyla bir arada vermesidir. Fakat Ford
algoritmas1 bulunan en kisa yollarin hangi tepelerden gectigini ve kag ayritla en kisa yollarin
bulundugunu acik bir sekilde vermemektedir. Yine bu algoritma bukleli yollarda islem
gormediginden Latin birlesimi algoritmasina ihtiya¢ vardir. Bellmann kalaba algoritmasi ise
bir noktanimn sadece bir noktaya olan en kisa yol uzakligin1 vermektedir. Yani bu algoritma ile
verilen iki tepe arasindaki en kisa yolun uzunlugu bulunur.Bu durum Bellmann kalabaya gore
Ford algoritmasinin daha kullanigh oldugunu bize gosterir.

Dijkstra Algoritmas1 ise Ford algoritmasi gibi sadece bir tepeden diger tiim tepeler
olan en kisa yollar1 buluyor. Ayrica bir tepeden diger tepelere en kisa yol birden fazla ise

bunlardan sadece bir tanesini buluyor

Latin bilesimi yontemi, elemanlar1 arasinda ikili bir bagint1 bulunan kiimelerde ortaya
cikan problemlerin hepsine uygulanabilen genel bir yontemdir. Ayrica bu yontemin, makine
dilinde kolayca programlanabilmesi, elle yapilmasi glic olan hesap islemlerini ortadan
kaldirmaktadwr. Bu yOniiyle de bu algoritmanin 6nemi artmaktadir.Bu algoritma Ford
algoritmasinda oldugu gibi bir noktanin diger tiim noktalara olan en kisa yol uzunluklarini
vermekle birlikte; tiim noktalarin diger tiim noktalara olan en kisa yol uzunluklarini hem kag
ayritla bulundugunu hem de hangi tepelerden gegcildigini belli ettiginden ¢ok daha
kullanighdir.



EK 1.

Teorem 3.2. Ford Algoritmasinin bilgisayarin BASIC dilinde Progranu

DECLARE SUB MIN (P! (), EK!)
OPTION BASE 1
INPUT "matris boyutunu giriniz:"; N
DIM Q(N, N), LAMBDA (N), P(N)
FORI =1TON
FORJ=1TON
INPUT Q(L, J)
NEXT J, 1
LAMBDA(]) =0
FORJ=2TON
JI=J:SAY% =0
FORI =1TOJ-1
IF Q(I, J) <> 0! THEN
SAY% =SAY% + 1
P(SAY %) =LAMBDA(I) + Q(L, J)
END IF
NEXT I
CALL MIN(P( ), EK)
LAMBDA(J) =EK
NEXTJ
FORI =1 TON
FORJ=1TON
IF Q{,J) <> 0! THEN
IF LAMBDA(J) - LAMBDA( I )>0Q(I, J) THEN
LAMBDA(J) =LAMBDA(I) + O(1, J)
END IF
END IF
NEXT J, 1
CLS
PRINT "LAMBDA DEGERLERI"
FORI =1TON
PRINT LAMBDA(]) ;
NEXT 1
END
SUB MIN (P( ), EK)
EK =P (1)
FORI =2TOJJ-1
IF EK > P(I) THEN EK=P(1)
NEXT I
END SUB
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