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OZET

Bu tez dort bolimden olugsmaktadir. Birinci bolimde simplisel gruplar
ve hiper caprazlanmig kompleks ciftleri ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Ikinci boliimde gruplar tizerinde 3-tipten cebirsel modeller icin 3-caprazlanmig
modiiller tanimlanmigtir. Ugiincii boliim de simplisel gruplarla 3-¢aprazlanmig
modiiller kategorilerinin ve 3. boyuttan kisitlanmig simplisel gruplar ile ¢apraz
lanmig 3-kiip kategorilerinin denkligi verilmigtir. Son boliimde ise adim adim

ingaalar yardimiyla (tamamen) serbest 3-gaprazlanmig modiiller tanimlanmistar.



vi

SUMMARY

This thesis consist of four chapters. In the first chapter some basic prop-
erties of simplicial groups and hyper crossed complex pairings are given. In
the second chapter, we define 3-crossed modules of groups which is an alge-
braic model in 3-type. In the third chapter, an equivalance between simpli-
cial groups and 3-crossed modules and an equivalance between 3-dimensional
truncated simlicial groups and 3-crossed cubes categories have been given. In
the last chapter, (totally) free 3-crossed modules are defined by using step by

step construction.
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Bolum 0

Giris

Simplisel gruplar ilk defa D.M.Kan tarafindan 1950 lerde [28] de ¢aligilmigtar.
Daha sonra Moore, Milnor ve Dold,
(1) bu objelerin, iyi yapilandirilmig bir homotopi teoriye sahip oldugunu,
(ii) baglantilh uzaylarin tiim homotopi tipleri igin bir cebirsel model
oldugunu,
(iii) degismeli simplisel gruplarin, zincir komplekslerine denk bir arag
oldugunu ve boylece homolojik cebire uygulanabilir oldugunu
(iv) digiik boyutlarda hesaplamalarin miimkiin oldugunu, 6rnegin
bir simplisel grubun secilen bir CW-tabani ile birlikte serbest oldugunu goster
mislerdir.
Ayrica boyutu n den biiyiik olan elemanlar: birim elemandan olusan sim-
plisel gruplarin Moore kompleksi, simplisel gruplarin n tipleri i¢in modeldir.
J.H.C.Whitehead [48] de 2— tiplerin bir cebirsel modeli olan ¢aprazlanmig
modiilleri tanimlamig ve bu tammlama 1s18inda Conduché [18] de, 2—kisitlan
mig simplisel grubun Moore kompleksinin bazi ozelliklerini ve Peiffer 6zdeglik
lerini kullanarak, 3—tiplerin bir cebirsel modeli olan 2—¢aprazlanmig modiilleri

tanimlamigtir.



Benzer galigmalara 6rnek olarak Loday [30] verilebilir. Loday burada
2—tipler i¢cin Maclane ve Whitehead tarafindan [49] de verilen yapmin bir
genellemesi olan cat™—gruplar1 tanimlamigtir. cat”—gruplar G.J. Ellis ve R.
Steiner tarafindan [23] de tanimlanan gaprazlanmig n—kiipler kategorisine
denk bir kategori olugturur. T.Porter [43] de simplisel gruplar ve ¢.aprazlanmig
n—kiiplerin (dolayisiyla cat™— gruplarin) n—tiplerini incelemis ve simplisel
gruplar kategorisi ile caprazlanmis n—kiipler kategorisinin denkligini goster
migtir.

Yine benzer ¢aligmalar dogrultusunda cebir durumu i¢in [5] de ve grup
durumu igin [39] de 2—gaprazlanmig modiiller kategorisi ile simplisel gruplar
kategorisi arasindaki denklik gosterilmigtir.

D.M.Kan [29] de serbest simplisel gruplari, tammladigi C'W —tabanlar
yardimiyla insa etmigtir. Serbest caprazlanmig modiiller ise ilk olarak White-
head tarafindan [48] de tanimlanmig ve bu baglamda Z. Arvasi ve T. Porter
tarafindan [3] de degismeli cebirler {izerinde ve A.Mutlu ve T. Porter [38] de
gruplar iizerinde (tamamen) serbest 2—¢aprazlanmig modiilleri tanimlamgtr.
Fakat serbest 2—caprazlanmig modiillerin ingaasi, serbest caprazlanmig modiil
lerin ingaasindan daha zordur. Cebir durumu igin Z. Arvasi ve T.Porter [3]
de ingaa igin Andre nin [1] de tammladigi adim-adim ingaalar1 ve grup du-
rumu i¢in A.Mutlu, T.Porter [38] de insaa i¢in D.M.Kan 1 [29] de tanmimladig:
CW —tabanlar1 kullanmigtir.

0.1 Tezin Yapisi

Boliim 1 de oncelikle simplisel gruplarin ve homotopi gruplarinin bazi genel
ozellikleri verilecektir. Daha sonra Carrasco'nun [16] de tanimladigi hiper
caprazlanmig kompleks ciftleri yardimiyla, ilk olarak degismeli cebirler igin

Z.Arvasi’'nin [4] de ve daha sonra bu ¢aligma yardimiyla gruplar igin A.Mutlu



nun [37] de inceledigi simplisel gruplarda ytiksek mertebeden Peiffer eleman-
larinin ozellikleri ile ilgili kisa bir 6zet verilmigtir. Bu 6zet verilirken tezin 2, 3
ve 4. boltimlerindeki tanimalamalar ve denklikler icin gerekli bilgiler dikkate
alinmigtir.

Ikinci boliimde, ilk olarak baglantii 3—tipler icin cebirsel model olan
3—caprazlanmig modiil kavrami tanimlanmigtir. Bu tanimlama Carrasco
[16] ve Conduché [18] de verilen baz1 sonuglar kullanilarak yapilmigtir. Bu
tanimlamanin ardindan tanim iginde gegen bazi Peiffer doniigiimlerinin belli
bir gart altinda ¢aprazlanmig kare yapisi olugturdugu gosterilmis ve Ellis [21]
de tanimlanan universal ¢aprazlanmig 3—kiip tanimi yardimiyla, verilen bir
3—caprazlanmig modiilden bir ¢apraz-lanmig 3—kiip elde edilmistir. Boylece
3—caprazlanmig modiiller kategorisi, X39M00, dan caprazlanmig n—kiipler
kategorisi, Crs™, ye bir funktor elde edilmistir. Son olarak ise T.Porter
tarafindan [43] de genel n durumu i¢in tanimlanan (90, (G)) yapisim 6zellesti
rerek n = 3 durumu igin (M3(G)) ayrintili olarak incelenmis ve boylece bir
3—kisitlanmig simplisel gruptan bir caprazlanmig 3—kiip elde edilmistir. Bu
islemler yapilirken 6zellikle A.Mutlu [37] den referans alinarak birinci boliimde
verilen n = 3 durumu igin F, g elemanlarimin d, altindaki goriintileri kul-
lanilmigtar.

3. boliimde, degismeli cebirler i¢in Z. Arvasi [4] de ve gruplar i¢gin A.Mutlu
nun [37] de tanimladigr 2—kisitlanmig simplisel gruplar kategorisi ile 2—gapraz-
lanmig modiiller kategorisi arasindaki dogal denklige benzer gekilde 3—kisitlan-
mig simplisel gruplar kategorisi ile 3—caprazlanmig modiiller kategorisinin
dogal denkligi verilmistir.

Son béliimde ise (tamamen) serbest 3—¢aprazlanmig modiil kavrami tanim-
lanmig ve serbest 2—gaprazlanmig modiiller i¢in A.Mutlu'nun [38] de in-

celendigi gibi D.M.Kan’in [29] de tamimladigi CTW —tabanlar kavrami kul-



lanilarak (tamamen) serbest 3—c¢aprazlanmig modiillerin ingaasi verilmis ve
son olarak k—iskeletin n—tiplerine nazar edilmistir. Burada, A.Mutlu'nun
[38] de F® 2—iskeleti icin yaptig1 caligmanin bir iist boyutunda benzer yol

kullanilarak F®) | 3—iskeletinin 0, 1, 2 ve 3. homotopi modiilleri incelenmistir.



Bolum 1

Temel Kavramalar

1.1 Giris

Bu boliimde ilk olarak tiim baglantili homotopi tipleri igin cebirsel model
tegkil eden simplisel gruplar kategorisi, SimpGrp, incelenecektir. Daha sonra
simplisel objelerin ve P.Carrasconun [16] de tammladigi yiiksek mertebe-
den Peiffer elemanlari ile hipercaprazlanmig kompleks ciftlerinin bazi temel
ozellikleri verilecektir. Ozellikle boliim sonunda verilen tablo yardimiyla ik-

inci bolimde 3—caprazlanmig modiil kavarami tanimlanacaktir.

1.2 Simplisel Gruplar

Bu kisimda simplisel gruplar ve homotopi modiilleri ile ilgili bilinen birkag
tanimla beraber bazi temel bilgiler verilecektir. Ayrmtili bilgi igin [39] dan
edinilebilir.

Tanim 1.2.1 (G,)nen gruplarin bir ailesi olsun.

ar . G, — G, 0<i1<n#0,

)

n
S;

Gn — Gn+1 0 S i S n,

7



grup homomorfizmleri olmak tzere

Loditdr = di-ldp 0<i<j<n ise

2. s?“sg = s?ﬂs? 0<i<j<n ise

3. ditsr = sildy 0<i<j<mn ise

4. ditsr = id i=jyadai=7+1 ise
5. dittst = sy, 0<j<i—1<n ise

ozdeslikleri saglanwyorsa ((Gyp)nen, d;, s;) tglisine bir simplisel grup denir
ve kisaca G ile gosterilir. d;, s; homomorfizmlerine sirasiyla ytizey ve de-

jenere operatorleri denar.

Uygulamadaki kolaylhigi acisindan yukaridaki aksiyomlardan elde edilen
agagidaki egitlikler daha sik kullanilir.

1. did; = djdipn 0<j7<i<n ise
2. 8585 = 8581 0<j<i1<n ise
3. sd; = djsip1 j <1t ise
4. sid; = djps; 1>] ise

Bu egitlikler standarttir ve detayl bilgi [19],][20],[33] de bulunabilir.

Tanim 1.2.2 G bir simplisel grup olsun. x € G, elemanlarina n-boyutlu
simpleks denir ve baz y ler i¢in x = s; (y) oluyorsa bu x simpleksine bir

dejenere simpleks denir.

Tanim 1.2.3 Bitin d} yizey operatorleri ve bitin s dejenere operatorler:

ile birlesmeli olan yani

difn = fnqdi, fnsi = Sifnfl-

sartim saglayan f, @ G, — F, grup homomorfizmlerinin bir f kimesine G

ve F simplisel gruplar: arasinda bir homomorfizm denir ve

f:G—F



seklinde gosterilir. Boylece Gimp®rp ile gosterecegimiz simplisel gruplar kat-

egorisi tanimlanmas olur.

Bu tanimin diigiik boyutlar icin bir geometrik yorumu su sekilde yapilabilir:
n = 0 i¢in bir 0-boyutlu simpleks acik sekilde bir z € Gy noktasidir.

x € Gy igin 1-boyutlu simpleks,

dlx ®

L] dox

2-boyutlu simpleks ticgendir: = € G5 ic¢in

[ ]
V \k\
T
[ J [ ]
dox

ve 3-boyutlu simpleks bir dortytizlidiir:

®
Tanim 1.2.4 fd} = fd} : Gy — G ve f =d): Gy — G orten grup ho-
momorfizmasy ise K(G,0) sabit simplisel grubu ile birlikte bu f fonksiyonuna
G simplisel grubunun artirilmast denir. Diger bir degisle G simplisel

grubunun artirilmag:

G — K(G,0)
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seklinde bir fonksiyondur. n > 0 i¢in H,(G) = 1 ve Hy(G) = G ise

artirilmis G simplisel grubuna devirli simplisel grup denir.

1.2.1 Bir Simplisel Grubun Moore Kompleksi ve Ho-

motopi Modulu

Tanim 1.2.5 G bir simplisel grup olsun.

n—1

(NG), = (] Cekd;
1=0

ve her n > 0 win 0, : NG, — NG,_1 donigimi, d} : G, — G,
dontgiminin NG, kimesine kisitlanigy olmak dzere (NG, 0) zincir kom-

pleksine G simplisel grubunun Moore komplekst denir.

G bir simplisel grup olsun. G nin Moore kompleksinin n. homolojisine G
nin n. homotopi modiilii denir ve 7, (G), ile gosterilir. Yani

. (G) = H, (NG,

n

> (\Qekd;/dti (Cekdy ).

i=0
dir.
NG ve 1, (G) nin geometrik yorumu su sekilde yapilabilir: n = 1, w €
NGy igin

Owe——"—>e(

Ea

ve w € NGo

seklinde resmedilebilir.
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Not 1.2.6 Eger w € NGs,

7

[ ] [ ]
0

seklinde ise w € Cekd i¢indedir. Eger w nin 3. yizeyi hari¢ diger biitin yizleri
de sifir olacak sekilde bir x 3-simpleksi varsa x, mo (G) nin agikar (trivial)

elemanini verir.

1.2.2 Kisitlanmig Simplisel Gruplar

Tanim 1.2.7 G simplisel grubunda mertebesinin boyutu > k olan G, el-
emanlariny yok sayarak elde edilen komplekse G simplisel grubunun bir k-
kisitlanmas simplisel grubu denir ve tri G ile gosterilir. k-kisitlanmas simplisel

gruplarin kategorisi TriSimpBrp ile gosterilir.

Simplisel gruplar kategorisinden k-kisitlanmig simplisel gruplar kategori-
sine
try : GimpBrp — TrSimpBrp
kisitlama funktoru vardir. Bu funktorun k-koiskelet funktor olarak adlandirilan
bir
cosky : TriGimpBrp— GimpSrp

sag ek (adjoint) funktoru ve k-iskelet funktor olarak adlandirilan bir
ski : TriGimpBrp—SimpGrp,

sol ek funktoru vardir. Iskelet funktor hakkindaki detayl bilgi [20] den

edinilebilir.
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Teorem 1.2.8 [18] G bir simplisel grup olsun. G nin koiskeleti, cosky(tri(G)),

nin Moore kompleksi k + 1 uzunlugundadir. Yani
i >k+ 1 igin N(cosky(trx(G))); =0
dir ve k+1 den kii¢tik boyutlarda G nin Moore kompleksi ile 6zdestir. Dahast
N(cosky(try(G)))k+1 = Cek(0x : NGy, — NGi_1)

ve

8k+1 . N(COSkk(tI‘k<G)))k+1 — N(COSkk(tI‘k(G)))k = NGk

morfizmi birebirdir.

1.3 Yiksek Mertebeden Peiffer Elemanlari

Bu kisim ozellikle [39] referans alinarak hazirlanmigtir.
G, bir simplisel grup ve NG, G nin Moore kompleksi olsun. n > 1 igin
D,,, n boyutlu dejenere elemanlar: tarafindan tiretilen normal alt grup olsun.

Bu kisimda temel hedef eger G,, # D,, ise her n > 1 i¢in
On(NG,,) = 0,(N,)

olacak sekilde G,, icinde, tanmimlayacagimiz elemanlarin kiimesi tarafindan
iiretilen bir N, normal alt grubunun varligin1 gostermektir.
Eger n = 2,34 ise bu duwrumda @ # [ , j C [n— 1] = {0,1,...,n—1}
ITuJ=[n—1]ve
K; =(\Cekd; ve K; = () Cekd,
iel jeJ
olmak iizere G simplisel grubunun Moore kompleksinin n. elemaninin 0,

altindaki gortintiisii

On(NG,) = [ [ [K1, K))

1,J
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formunda verilebilir.

Genel anlamda asil ulagilmak istenen hedef 4 > n > 1 igin

[[1%: K] € 0.(NG,)

1,J

ifadesinin ve tersinin dogru oldugunu gostermektir.

1.3.1 Tanim ve Notasyon

Ik olarak P. Carrasca ,A.M. Cegarra [17] den agagidaki notasyon ve termi-

nolojiyi hatirlayalim.
n] ={0<1<...<n} siral kiimesi i¢in o : [n+ 1] — [n]
J , ) <1 ise
Jg—1 ,73>1 1ise
seklinde tanimlanan artan, orten fonksiyon olsun.

S(n,n—r), [n] den [n — r] ye monoton artan orten biitiin fonksiyonlarin
kiimesi olsun. Bu kiime o lerin cesitli bilesimleriyle tiretilebilir. Bu tiretilen
fonksiyonlarin bilesimi asagidaki esitligi saglar.

00 = OG0 j <1
0<i <iy<...<i, <n—1olmak iizere bu esitlik, her a € S(n,n —r)

elemanimin

O = QG Oy, O+ 00y,

seklinde bir tek aciliminin olmasini gerektirir. Burada 7, indeksleri

{iv,...,i.}={i:a(i)=a(i+ 1)}
olacak gekilde [n] nin elemanlaridir. Boylece S(n,n —r),

{(27,711)0§21<’LQ<<ZTSTL—1}
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kiimesidir. Ozellikle [n] iizerinde birim fonksiyon ile tanimlanan S(n,n) nin
tek eleman, ¢, ile gosterilen bog 0 — tuple, () a kargihik gelir. Benzer olarak
S(n,0) m bir tek elemam vardir ve (n —1,n —2,...,0) dir. Her n > 0 i¢in
S(n) = U S(n,n —r)
0<r<n
olsun. Eger 11 = 71, ..., 1 = ji fakat ix11 > jroq1 ise yada 11 = j1,..., % = J»
ver < sise = (iy,...11) < 0= (Js,...J1) , S(n) nin i¢indedir denir. Bu

S(n) yi bir siral kitme yapar. Ornegin S(2), S(3) ve S(4) deki sira

1,0)}
2,1) < (0) < (2,0) < (1,0) < (2,1,0)}

3,2) < (1) < (3,1) <(2,1) < (3,2,1) < (0) < (3,0) < (2,0)

seklindedir. «, 8 € S(n) ise a N B, hem « hemde 3 ya ait olan indekslerin

kiimesini belirtir.

1.3.2 Bir Simplisel Grubun Semidirect Carpimlar Seklinde

Gosterimi

Buradaki temel fikir Conduche [18] de bulunabilir. Bir simplisel grup durumu
i¢in ayrintil inceleme Carasco ve Cegarra [17] de verilmigtir. Bu yapinin grup

durumu ise Carrasco'nun tezinde [16] mevcuttur.

Tanim 1.3.1 M bir grup ve n > 2 olmak tzere My, My, ..., M,, M nin
alt gruplar olsun. Asagidaki kosullarin saglanmast durumunda M grubuna
My, My, ... M, alt gruplarinin bir n—semadirect ¢carpima denir ve M = My X
My % ... x M, seklinde gosterilir.

(i) My-...-Ms 1<s<mnigin M nin bir altgrubudur.
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(i) My-...-M,=M,
(1)) (My-...- M)NM, =1 1<s<t<mn igin,
m; € M; olmak “izere herhangi bir eleman, tek tirli olarak mq-ms - ... -my,

seklinde ifade edilebilir. Ayrintily bilgi i¢in [17] ye bakinaz.

Asagida n — semidirect ¢carpim gruplarimin bir simplisel grup icinde nasil

ortaya ¢iktigini gosterecegiz.

Teorem 1.3.2 [16/G bir simplisel grup olsun. Bu durumda G,
Gy = Cek dy % S371(Gnot)

semidirect carpim biciminde ifade edilebilir.

Ispat: Izomorfizm asagidaki gekilde tanimlanabilir.

0 : G, — CekdxS""1(G,_1)

g — (950-1dng ", $p_1dng)

G, ile Cek d,, x S,,_1G,_1 arasinda izomorfizm var oldugundan bu metodu
herbir GG, igin, Moore kompleksteki dejenere terimlerin bir ¢ok katli semidirect

carpimi geklinde elde edilene kadar tekrarlayabiliriz. Gercekten, K,

— n+1 n __ gn+1 n _ n+l
Kn = Cekdyry, dif = d |Qekdzﬁ ve Sp =5 ’Qekdgﬂ :

seklinde tanimlanan simplisel grup olsun. Her i < n— 1 icin d"~1d} = d}' *d"

oldugundan Cek d}! bitin d}

[

i < n — 1 morfizmleri tarafindan Cek d’ 1
.. - . .. n-+1 _ on—1 o n+1
icine resmedilir. Dahas1 ¢ < n—2i¢in d;; ;s = s d;; oldugundan s}, Cek

dr yi Cek dZﬂ icine resmeder. Teorem 1.3.2.geregince
Gn = Qekdn A Sn—lGn—l

= Qekdn X Snfl(cekdnfl A Sananl)
- Kn—l X (Sn—lgekdn—l X Sn—lsn—QGn—Q)-
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elde edilir.
K bir simplisel grup oldugundan asagidaki egitlik saglanir.

Qekdn = Kn,1 = Qekdanl X Sn,QKn,Q
= (Cekd,—1 N Cekd,) X s,_2Cekd,,_,

ve buradan
Gn=((Cekd"_NCekd")x5,_2(Cekd 1)) % (5p_1(Cekd' 1) X5p_151-2(Gn_2)).
elde edilir. Buradan G,, agagidaki sekilde ifade edilebilir.

Teorem 1.3.3 [16/Eger G bir simplisel grup ise herhangi n >0 i¢in

Gn = ((NGn X Snleanl) X.o.. X Sn,Q...SoNGl)N
(. .. (Sn_QNGn_l X Sn—lsn—QNGn—l) X XSp-1Sp—2. .. SoNGo).

dir.

Bu cok kath semidirect ¢arpimdaki terimlerin siras1 ve parantezler

G, = NGy xsgNGy
Gy = (NGo % s1NGh) % (sgNG1 % s150NG))
Gs (NG5 % s5NGs) x (s1NGy X $351NG1))x
((soNGa X s350NG1) X (5150 NG X $28150NGY)).

I

ve

G4 = (((NG4 X 83NG3) X (82NG3 X 8382NG2)) X
((SlNGg X 8381NG2) X (SQSlNGQ X SgSgSlNGl))) X

So (G3 lin ayrigimi)

dizisi tarafindan tretilir.
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Dikkat edilirse o = (i, ...,71) € S(n) e benzer terim So(NG_40) =
Siv.iv(NGp_yo) dir. Burada fa =r dir.
Buradan herhangi bir x € G,, elemam y € NG,, ve z, € NG, _4,

olmak tzere

T = yH So(zo)

aeS(n)

formunda yazilabilir.

1.4 Hipercaprazlanmis Kompleks Ciftleri

Bu kisimda verilen bilgiler [37] den alinmgtar.

Agagida bir G simplisel grubunun G,, elemaninin N,, normal alt grubunu
tanimlayacagiz. Bu boliimde tanimlanan bilineer doniigtimler P.Carrasco [16]
dan alimmgtir. o N = () olmak iizere S(n) in (a, ) ikili elemanlaridan
olugan P(n) kiimesini tammlayalim. a = (i,,...,41),8 = (js, ..., j1) € S(n)

dir. Thtiyacimz olan ciftler,
{Fop: NGp_ta @ NG_pp — NG, : (o, ) € P(n), n >0}

kompozisyonu olarak

NGhsa X NGn_sg——2" . NG,
SaXsg p
Gn X Gn - Gn

diyagramu ile verilir. Burada

So = Si,-.-Siy - NGp_wp — Gy, Sg=54,...55, : NGp_pupg — Gy,

§=0,1,...n— 1igin p;(2) = (2)s;d;(2)""
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olmak iizere p : G, — NG,, donigimii izdiigim dontigimlerinin p =
Pn_1 - - - Po, Kompozisyonu olarak tanimlanir, i : G, X G,, — G, doniigimi
komutator dontigiimiidiir, ve #«, « kiimesinin eleman sayisini temsil etmek-
tedir. Boylece
Fos(@a,ys) = pu(sa X s5)(Ta; ys)
= p(sa(za)ss(ys))
dir.

Simdi, z, € NG,—45 ve yg € NG,_y3 olmak tizere

Fa,ﬂ(xou y,@)

formundaki elemanlar tarafindan tiretilen /V,, normal alt grubunu tanimlayalim.
Bu normal alt grubun yapisini gormek icin n = 2 ve n = 3 i¢in /N,, normal

altgrubunu tanimlayalim.

Ornek 1.4.1 n = 2 icin, , a = (1), B = (0) wve x,y € NG =Cekdy

oldugunu kabul edelim Buradan Ny nin trete¢ elemani

Fayo(z,y) = pipo[soz, s19]
= p1[s07, 1Y)
= [Soxysly] [513/,5196]
bulunur.

n = 3, i¢in olasy eleman ¢iftleri asagidaki sekildedir.

Faowe, Feoa, Foio),
Foyo,  Fow.  Fayo-
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Her x1,y1 € NGy, x2,y2 € NG, i¢in N3 un tretecleri:

Faoyo(r1,2) = [s15071, 529] [S2y, S25071]
Foow(ri,y2) = [s25071, 81Y] [S1Y, s251201] [8251201, 52y [524, 525071]
F( (2 1)($2, 1) = [80$2, 825191] [3281%, 81$2] [82$2, 8281y1] )
Floywy(w2,52) = [s0T2, s192] [s192, 5172 [S2T2, 5292] ,
Foyo)(@2,52) = [s0%2, s210]
Foywy(w2,y2) = [5172, 5292] [S202, S20¥2] -

formundadar.

Asagida N,, deki elemanlarin gesitli tipleri verilecek ve bu elemanlarin
komutatorlerinin bazi 6zel durumlarda 0, NG,, nin elemanlarmin alternatif

tanimi oldugu gosterilecektir.

Teorem 1.4.2 [37] G bir simplisel grup, n > 0 ve D,, , Gy, i¢indeki dejenere
elemanlar tarafindan tretilen altgrup olsun. G, = D,, oldugunu kabul edelim.

N, , vo € NGp_sp,ys € NGp_yp ve (o, 3) € P(n) olmak dzere

Fa,ﬁ(zaa yﬁ)

formundaki elemanlar tarafindan “retilen normal altgrup olsun. Bu durumda
On(NG,,) = 0,(Ny)

olur.

1.41 n=2,n=3ven=4 Durumlar:
n =2 Durumu

Teorem 1.4.3 /37/ 82<N2) = [Kerdo,Kerdl] = [K{O},K{l}} = [K[,K]] dir.
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n = 3 Durumu

Teorem 1.4.4 [37] Varsayalimki G3 = D3 olsun. IUJ =1[2], INJ =0 ve

[K{O,l}a K{0,2}} = [(Cekdo N Cekdl), (Cekdg N Cekdg)]
[K{()’z}, K{LQ}} = [(Cekdo N Cekdg), (Cekd1 N CdeQ)]
K01y, Kpioy] = [(Cekdy N Cekd,), (Cekd; N Cekdsy)] .

olmak tzere

03(NGs) = <H KI;KJ]> (K21, Kio1y] [Kq2y, Kooy [K121: K{o13]
1.7
dar.

n =4 Durumu

Teorem 1.4.5 [37] IUJ = [3], I = [3]—{a}, J = [3]—{0} ve (a, ) € P(4)
olmak tzere

O (NGy) = H K;K;

dir.

Bu son ispatta kullanilan agagidaki bilgiler 2., 3. ve 4. bolimde sikca
kullanilacaktir: xq,y1 € NGy, x2,y2 € NGy ve x3,y3 € NG5 olmak
tizere N4 normal alt grubunun iirete¢ elemanlarinin 9, altindaki goriintileri

agagidaki bicimdedir.
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d4(F(o)(3,2,1) (y:s, 331))

Sod3T3, S251Y1) [S251Y15 81d3$3]

Sodsx3, S251Y1) [S281Y1, T3]

I
I
$98071, S1d3ys] [s1d3ys] [s28171, S2d3ys3]
I
I

[
[
2) | da(Fz20)(71,93)) [
[s2d3ys, s25071] [S25071, Y3] [Y3, S25171]
3) | di(F31,02)(71,93)) (51501, S2d3ys] [s2d3ys3, S25071]
[s2501, y3] [y3, 515071]
4) | da(Fia,1,0)3) (71, 93)) [s25150d171, 3] [y3, S15071]
5) d4(F(370)(2,1)($2» Y2)) [s0T2, s251daysa] [5251d2y2, 5172)]
892, 5281d2Ya] [51Y2, S972)]
[s12, s132] 5192, S072]
6) | di(Fio,03,1)(w2,y2)) (825022, 51Y2| [S1Y2, S251d22]
[s251d29, S2ya] [S2Y2, S250d222]
02, S2ya] [S2y2, $172]
[s12, 5192] [5192, 5072]
7) d4(F(1,0)(3,2)(5U27 y2)) [3150d2$27 $2y2] [82y2, 3230d25172] [503527 52y2]
8) d4(F(1)(3 2) (553, yz)) [31d3$3, 32?;2] [523/27 52d3l’3] [91737 523/2]
9) | da(Floya,2)(x3,92)) [sodss, S21s]
10) | da(Fi31)2) (23, 2)) [sod3x3, S1Y2] [S1Y2, S1d373]
[sad33, Saya] [S2y2, T3]
11) | da(Floy2,1) (23, ¥2)) [sod33, Sa81daYya] [S251daYa, S1d373]
[sad33, Sa51daYy2] [S1Y2, T3]
12) | dy(F31)2) (T2, Y3)) 5122, s2d3Y3] [S2d3Ys3, S222]
522, y3] [y3, $172)]
13) | da(Fo1)3) (@2, y3)) [s251d2w2, 3] [y3, 5172
14) | da(Fi3,0)2) (72, Y3)) [s022, S2d3y3] [y3, Sox2]
15) | da(F3,0)1)(72,¥3)) [s0T2, 51d3y3] [s1d3ys, 5122
[ I

Soa, Sadsys] [ys, S22
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16) | da(Flo0)3)(22,¥3)) | =
17) | da(Fl2,0)1)(22,¥3)) | =

595022, ys] [y3> 80332]

89800272, s1d3ys] [S1d3Y3, 5251da2)

S951da12, $2d3y3] [32d3y3, 8280d2$2] [509327 ?Js]

[
[
[
[ys, 5122
18) | da(F1,0)3)(72,y3)) | = | [s150d222, y3]
19) d4(F(1 0)(2) (952, ys)) | = | [s150d2%2, Sad3ys] [sad3ys, s280d22] [SoT2, Ys]
20) | da(Fioy3)(w3,93)) | = | [s2dsxs, ys] [y3, 23]
21) | da(Fry)(x3,93)) | = | [s1d373, 3]
22) | da(Foys)(3,93)) | = | [s0d373, 3]
23) | da(Fay2)(2s,y3)) | = | [s1dsws, sodsys] [s2dsys, sadsas] [, ys)]
24) | da(Floye)(2s,93)) | = | [sodsx3, s2d3ys]
25) | da(Foyay(zs,93)) | = | [s0dsxs, s1dsys] [s1d3ys, s1dzxs]
[ ]

Sodsxs, Sadsys] [ys, 3]

Tablo 1.4.5

Teorem 1.4.6 [37] n = 2,3, veya 4, G bir simplisel grup ve NG, G nin
Moore kompleksi olsun. G, = D, ve IUJ = [n—1], I = [n— 1] — {a},
J=[n—1] {0}, (o, B) € P(n) olmak tizere herhangi I,J C [n—1] igin
On(NG,) = [ 1K1, K]
7

dir.
Teorem 1.4.7 [37] Eger G,, # D,,, ise n = 2,3,4 olmak iizere

On(NG, N D) =[] 1K1, K]
1,J

dar.



Bolum 2

3-Caprazlanmis Modiiller

2.1 Girisg

Caprazlanmig modiil kavrami ilk olarak J.H.C.Whitehead tarafindan ” Com-
binatorial Homotopy Theory” adli ¢galigmasinda tanimlanmigtir [48]. Daha
sonra, ¢aprazlanmig modiiller matematigin degigik branslarmda (Homotopi
teori, Gruplarin homoloji ve kohomolojisi, Cebirsel K- teori, Devirli homoloji,
Combinatorial grup teori ve differensiel geometri v.b.) &nemli bir rol oy-
namigtir. Bugiinde caprazlanmig modiiller temel cebirsel yapilardan biri olarak
kabul edilmektedir. Whitehead ¢aprazlanmig modiilleri kullanarak 3—tiplerin
bir tanimlamasini vermis ve bu tanimlama homotopi 2—tipler icin bir model
olmugtur. Bu boliimde olarak ilk olarak kisaca ¢aprazlanmig modiillere degini-
lecek ve daha sonra homotopi sinifi 3 olan cebirsel modeller i¢in 3—¢aprazlanmig
modiil kavrami tanmimlanacaktir. Bu yapi olugturulurken Conduche’nin [18],
2—caprazlanmig modiilii tanimlarken izledigi yol izlenmig, Carrasco'nun [16]
tanmimladigi hipercaprazlanmis kompleksler baz alinmig ve ozellikle Peiffer

iiretec elemanlar1 kullanilmigtir.

23



24

2.2 Caprazlanmig Modiiller

Tanim 2.2.1 F ve G ki grup olsun.
GxF — F
(9, f) — *f

dontistimi verilsin. Her g, g € G, f, f' € F i¢in verilen bu doniisim

() = CHEP)
w(f) = @)
o=

sartlariny saghyorsa bu dontsume bir sol etki ve F' ye bir G-grup denir.

Ornek 2.2.2 G bir grup ve N, G nin bir normal alt grubu olsun.
GxN — N

(9,n) — 9In=gng!

dontsumiu N uzerinde bir sol etki tamimlar ve bu etkiye eslenik etk: denir.
Gergekten g, € G,n,n’ € N olmak tzere
I(nn') = gnn'g!
= gng 'gn'g”!
= (gng")(gn'g™")

= (!n)(°n)

99(n) = (99)n(gg)"
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ve

In = 1n17t

dir.
Tanim 2.2.3 Ly bir grup ve Ly bir Li—grup olsun.
0:Ly — L
bir grup homomorfizmasy olmak dizere her l, ly € Lo, l; € Ly i¢in
CM1) 0("ly) = Loyl
ise (Lgy, Ly, 0) tglisiine bir 6ngaprazlanmag moddil denir.Buna ek olarak
CM2) (@) = I,l4l5"

ise (Lg, Ly,0) dncaprazlanmas modiline bir ¢aprazlanmas modil denir.

(CM2) sartina Peiffer ozdesligi denir.
Tanim 2.2.4 (Lo, Ly1,0) ve (L}, LY, d') birer ¢aprazlanmas modiil olsun.
O:Ly— Ly, V:L— L)
grup dontsumler:
D(ly) = YWd(ly) wve IP(ly) = VI(ly)

sartlarma saghyorsa (®, V) iklisine (Lo, L1,0) ve (LY, L}, ¢caprazlanmas
modiiller:t arasinda bir morfizm denir. Boylece caprazlanmis modiller

kategorisi tanimlanmas olur. Bu kategoriyi X9Mod ile gosterecegiz.
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Ornek 2.2.5 G bir grup ve N, G nin bir normal altgrubu olsun G nin N
tuzerine etkisi eslenik etki ve

i:N—G
igine dontigim olsun. bu durumda (N, G, 1) bir ¢aprazlanmas modildir. Gergekten,

n,n’ € N ve g € G olmak iizere

CM1) i("n) = i(gng ™)

-1

= gng
= gi(n)g™'
ve
CM1) ‘M) = i(n)n'(i(n))”"
= nn'n"!
dir.

Ornek 2.2.6 M bir Li—modil olsun (Buradan hareketle M bir Ly—grup

olarak distinilebilir. ). e, Ly in birim elemans olmak dizere

11M—>L1

m—e

seklinde agikar grup homomorfizmasin tanimlayalim. Bu durumda (M, Ly, 1)

bir caprazlanmais moduldiir.

Ornek 2.2.7 G bir grup olsun. G nin birim elemans 1 olsun.

81{1}‘—>G
1—1

ve
Id: G —d

g—49
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dondigimlerini elealalvm. G nin G ve {1}izerine eslenik etkisi ile birlikte G
ve {1} birer G—gruptur. Buradan hareketle ({1},G,01) ve (G, G, 1d) birer

caprazlanmas moduldir.

Yardimci teorem 2.2.8 [43]/ G bir simplisel grup ve N, G nin bir normal
altgrubu olsun.

1:N—=G
icine donustimi yardimayla elde edilen
0 : mo(N)— mo(G)

dondistimii ve G nin N tzerine eglenik etkisi yardimayla elde edilen 7o(G) nin

mo(IN) dzerine etkisi ile birlikte (mo(IN), wo(G),0) bir caprazlanmas modildiir.

Onerme 2.2.9 [43](Ls, Ly, 0) bir ¢aprazlanmas modil olsun. Bu durumda
(1) Cekd, Lo nin merkezidir.
(13) CekO ve Lo/[La, Lo] birer Ly/0Ls—modiildiir.

2.3 3-Caprazlanmis Modillerin Elde Edilisi

Conduche [18] de 2—c¢aparazlanmig modiilleri tanimlamigtir. Tanimlamay1
yaparken 3. mertebeden kisitlanmig bir simplisel grubun Moore kompleksini
kullanmigtir. Once sq, 1 ve s, vasitasiyla etkileri ve bir Peiffer doniisiimii
-ki bu déniigiim n = 2 durumu i¢in [16] de tanimlanan Fig)) doniisiimiine
kargilik gelmektedir- tanimlamig ve Moore kompleksin ve tanimladig etkilerin
baz ozellikleri yardimiyla Peiffer 6zdegliklerini hesaplamigtir. Son olarak bu
ozdesglikler yardimiyla 2—caprazlanmig modiil kavramini tanimlamistir.

G, n > 4 i¢gin G,, = {1} olacak sekilde bir simplisel grup ve NG, G

nin Moore kompleksi olsun. Dikkat edililecegi iizere Tablo1.4.5 de verilen
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elemanlarin herbirinin yiizey operatorleri altindaki goriintiisii 15, tiir. Daha
formal bir ifade ile TUJ = [3], I = [3] —{a}, J = [3] — {8} ve (o, ) € P(4)
olmak tizere dy(Fop) = {lg,} tiit. NGo =N, NGy =M, NGy =L, NG5 =
K olsun. N nin M, L, K tuzerine, M nin L ve K fizerine, L nin K flzerine

etkisini zg € N, z1 € M, x5 € L, y3, 3 € K olmak tizere

Oy, = soxomlsoxal
Orpy = slsoxoxgslsoxgl
Ops = 323130:B0933$23150:B51
Tlyy = slxlmgslel
Ty = 5251x1x35251x1_1
Ty T3 = Solol3SoTy (2.1)

seklinde tanimlayalim. Tablo 1.4.5 geregince

[5180$1828181131, I‘3] =1

dir.
N1 g — slsoxlxgslsoml_l
ve
5 52510 =1
S§1&9  S25102T2,T3| =
oldugundan

022 g0 — 31x2x331$2_1

elde edilir. Yine Tablo 1.4.5geregince
[yg, %:;18283%3} =1

oldugundan

—1
Os3x3 - Y3 = T3Y3lg
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olur. Simplisel 6zdeglikler yardimiyla

bulunur.

83<562 . 373)

-1
= O3(Sawax3S01y )
= (93521’2(93373831‘382372_1

= 1'2831'31‘2_1

Not: Burada 05(xs - 23) = 12051375 " ve O3 - y3 = 23325 oldugundan

03 : K — L bir ¢aprazlanmig modiildiir.

1, Y1,21 € M, x5, yo € L olmak tizere

i)

U Yoo !

U oo

{, }(0)(2) :
{ Yoo
{ Yeow
{, Yoo

M x M

{xluyl}
L x L

{IBQ,yz}(l)(O)
L x L

{72, y2}(2)(1)
L xL

{22,102} )
M x L

{I17y2}
M x L

(1,0)(2)

{1, yz}(z,om)
L x M

{v2, 951}(0)(2,1)

—

L

[s121, s191] [S1Y1, S071]

K

[52y2, 52352] [515U2, 8192] [51y2, 80$2]

K

(5222, S2y2] [S21/2, 5172]

K

[32y2, 80352]

K

[stoxl, 823/2] [5292; 5150961]

K

(525071, S2ya] [S2ya, S2s121] [S25121, S1Y2] [S1Y2, S25071

K

[8281$1, 82y2] [31927 82811‘1] [8281%, So?/2]

seklinde tanimli Peiffer dontigiimlerini ele alalm. Etki tamimlari ve Tablo
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1.4.5 kullanilarak agagidaki sonuclar elde edilir.

{5’317833/3}(2,0)(1) = [s25021, 5205y3] [5205y3, S25171]

[s25121, 5103y3] [5105Y3, S25021]
= [s25071, 5203Y3] [5203y3, 525171]

[s25121, 525102033] [52510203Y3, S25071]
= [s25071, S203y3] [$205Ys3, Sas121] [ses121, 1] [1, S95021]
= [s250%1, $203y3] [5205Y3, s25171]

= [s2801, $203Ys3] [ys, S25121]

olup
{I1733y3}(2,0)(1) = [3230371, 823393] [93,8281901] (2-2)

dir.
{21, 5393}(1,0)(2) = [s25021, 5205y3] [5205y3, s15071]

= {21, 03y} 0.0)0) [S25121, y3] [y3, s18071]  ((2.2) den)

= {21,093} (9.0)(1) 525121Y3525107 Y3 ' YsS150T1Y3 ' S18027

= {zy, 53?/3}(2,0)(1) S981T1Y3528177 ' S180T1Y5 ' 15027 "

= {x1,83y3}(270)(1) 1 (y3) "% (yz ) (etki tanwvmandan)
olup

{z1, 8393}(1,0)(2) = {5171763?/3}(2,0)(1) “ys) " (5 ) (2.3)
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dir.

{Osy3, 21} )01y = [s25121, 5205y3] [5103y3, s25121] [$251%1, 5003y3]
= [s25171, y3] [52510203y3, S28171] [s28171, S003Y3]
= [s2s121,y3] [1, s25121] [s25121, S0053]
= [s2s121,y5] [s25121, S005ys]
= 8251$1y35251$fly§1

= “(y3)y3"

olup

{Osys, 21} o) ="' (y3)ys" (2.4)

dir. (2.3) ve (2.4) den

{21, 0393} 1 0y2) = 121,03y} 0.0y1) 10393 1} gy0,0) U3 (w5 ) | (25)

bulunur.
{2, 52-%2}(0)(2,1) = [525102%2, 21| [51Y2, 525102%2] [5251022, So¥2]
= [s122, S21o] [51Y2, 5172] [$122, Soyo]
= [5122, s210] [S2y2, 5222] [522, S2ya] [s1Y2, S122] [s122, S02]
= ([s122, s292] [s292, $222]) ([$222, 5212 [5112, 5172] [$51%2, S032])
= ([s2m2, 5292] [$202, 5122)) ™ {Y2, T2} (1 (q)
= {m21}e)0) (2 2}y
olup

{y27 82132}(0)(271) - {x% ?JQ}(;(U {y27 xQ}(l)(o) (26)
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{0222, y2} 2.0)1)

olup
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[828082562, 32y2] [522/2; 5251321’2]

[3231321’2, 51?J2] [31?/2, 325032332]

[828380902, 8292] [52y2, S1Iz]

(5122, 5132] [S1Y/2, S2035072]

[ 802, S232] [S2y2, $122]

[81332, 813/2] [Slyz, 30352]

[ S0Z2, 32y2] [3292, 81$2] [82!762, 82y2] [82?/2, 82$2]
(5172, s192] [S132, S0T2]

{2, y2}(_(];(2) [82Y2, S172] [$229, S2y2] {72, 3/2}(1)(0)
{z, ?/2}(70;(2) 292, S22 [S22, S292]

[823/2, S1$2] [82$27 52y2] {$2, y2}(1)(0)

{2, yz}(_(s(g) [89Y2, S229] {22, y2}(2)(1) 822, Saya] {2, ?/2}(1)(0)
{$27y2}(_0;(2) S [y, 2] {$27y2}(2)(1) so [T2, Yo
{2, y2}(1)(o)

—1 x
{2, 92} (0)2 vz, 2] {22, y2}(2 (1) {22, y2}(1 (©
0)(2) ) )(0)

{62$2ay2}(270)(1) = {iz,yz}(o;(z) vz, 2] ({902792}(2)(1)) {$2,y2}(1)(o) (2.7)




dir.

olup

dir.

olup

dir.

olup

dir.
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{82562, yz}(l,o)(z) = [328032552, 82?/2] [$2y2, 818052332]
= [520350%2, s2y2] [S2y2, $1500272)]
= [ s0%2, 52Y2| [5202, 5251500102]
= [ sow2, s2yo] [s292, 1]
[ s0T2, 5292)]

_ ({xz, y2}(o)(2)>

{0y, yz}(Lo)(z) = <{$27?/2}(0)(2)> (2.8)

83({1‘2,342}(1)(0)) = [9€2>y2] [3381352,8351%] [83513%273380332]

= [22,12] 51 (022, Doy [5102Y2, 500272

= [9527 ?JQ] {823027 a2y2}

83({552792}(1)(0)) = [22, o] {Oa2, Doy} (2.9)
05 ({3?2,3/2}(2)(1)> = [22,52] [y2, 51022
= ToYaTs Y5 'Yas10aT0y5 510075 "
= woypry ! (Py)
%5 ({x2,y2}(2)(1)> = wayory ' (P72y0) ! (2.10)

O3 <{I2,y2}(0)(2)> =05 ({82$27 92}(170)(2)> (2‘11)
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O3 {372a 3/1}(0)(2,1) = 03 ([8281%, 82372] [519527 52813/1] [82513417 50952])
= [$1y1,$2] [8381$2, 81?/1] [51y1> 3380552]

= Vaouy! {Oexa, 1}

olup
O3 {2, 11 } gy 2y = V225 { Do, Y1 } (2.12)
dir.
O3 {ﬂfl, y2}(170)(2) = [50951,?/2] [y2, 833130w1]
O3 {21, Y2} (1,0)2) [O35180%1, 42] = [s071,Y2] (2.13)
Os{z1, 2} 00)1y = [5071,92] [y, s121] [s121, O3519] [O351 2, S04

= [50561,y2] [1/2, 81961] [Sl‘rla 81321/2] [3152?&7 50901]

= [50$1,y2] [y2, 81961] {ﬂvl, 82y2} (2-14)

olup (2.13) ve (2.14) den

95 {1, 3/2}(270)(1) = O3 {1, yz}(Lo)(g) (03515021, Yo] [y2, s121] {21, Doy}
= O3{x, yz}(Lo)(z) [s1500121, yo] [ya, s121] {w1, Doy}

o1

= 05 {fla 92}(170)(2) Y2 xl(yz_l) {ﬁla 8292}

05 {1, y2}(2,o)(1) = 05 {1, 3/2}(1,0)(2) Ny My ') {1, Doy} (2.15)

dir.

{83373, 92}(2)(1) = [3283%7 S2y2] [322y2, 51@3903]
= 5205T352Y2520575 Sy ' (S2y2 510535215 ' s10525")
= @3Soy2 T3 S2yy (Saye $2510205x350y; 52510205 x5 ")
= T3Soy2 T3 Sy (s2yalsays lay")

= x5 (y2-23")



olup

dir.

olup

dir.

olup

{2, 83y3}(2)(1) -
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{83]73: yQ}(Q)(l) = T3 (yg : iL’gl) (216)

(802, $203y3] [5203Y3, 5122)]

1 1 1. -1
59T95203Y352T5 52035~ 5203Y351T25205Y5 " 5175

-1 -1 —1 —1
S2&2 Y352To Y3 Y3512 Y3 S1Lg

—1 —1 —1
S22 Y352T9 S1T2 Y3 S1T9

Ty - yz (P73 t)

{9, Osys} )0y = 2 - s (205" (2.17)

{03, y2}(1)(o)

= [s2y2, 52 O315] [51053, 5192 [5192, S0033]
= [soy2, @3] [5251020373, 51Y2] [51Y2, S00323]
= [say2, w3] [ 1, s192] 8112, S0033]

= [s212, w3

= Sololzsayy a3

= (y-x3)23"

{053, yz}(l)(o) = (Y2 $3)I§1 (2.18)




dir.

olup

dir.

olup

dir.

olup

{2, 83y3}(1)(0)

36

= [82(93y37 52962] [81562, 31(93y3] [81(93y3, 501132]

= [ Ys, 32332] [511’27 52813233?/3] [52818283%, 50562]
= | ys, S212] [s122, 1] [1, so22]

1

-1 —
= Y3S2X2Y3 Saly

= ys3(22-y3")

{22, 033} (1y(0) = ¥3 (22~ Y3 ') (2.19)

{831’37 y2}(o)(2) = [523/27 5083373]

=1
{83-T3»f92}(0)(2) =1 (2'20)
{32$2,33y3}(170)(2) = [828082@ ,828393] [823393, 818032@]

= [8233(80$2) 752332/3] [5233y3,8281508132$2]
= [(soz2) , ys][s203y3,1]

-1
= {$27 8393}(0)(2)



dir.

{022, (93y3}(2,o)(1)

olup
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{0aa, 83y3}(1,o)(2) = {22, 83y3}(_o;(2) (2:21)

[s250 02, 52 O3ys] [s2 O3y, 5251 Oaa]

8251 Oag, $2510205Y3] [52510203Y3, S2500222]
[s250 Doa, S2 D3ys] [s2 D3ys, s251 Do

[s251 Oaxa, 1] [1, S2500915]

[s2 O350%2, Sa O3y3] [y3, S251 Do

[S0x2, 52 O3ys] [ Y3, s251 Das)]

{2, 33313}(0)(2) Y35951 OaTays ' S25100w5 "

{2, 9593} (g)2) ¥3(*™y5")

{022, 033} (,0)(1) = {2, Osys} 9)2) ya(P"y5 ) (2.22)

dir. Son olarak

{03y3, Oa2} ) (2.1 =022 gy gyt (2:23)

dir. Yine simplisel ozdeglikler yardimiyla

xo[

S2Y2, 82902]

-1
828180!E0[82y2, 32$2}S281309€0
-1 —-1
[528180%8292528150% y $2515052L2525150% }
-1 -1
[82(5130x0y25150x0 )a32(5130$0y28150$0 )]

[52("y2), 52("x2) (2.24)



o [315172, Slyz] =

o [8192, 805152] =

I
[s2801, SaYa] =

o [32y2, 8180951] = [52
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1 ~1
(8981 S0T0S1T25951S0%g , $25150L051Y2525150Lq " |
-1 —1
[515150T051725151T *, 515150T0512515150T( )
1 1
[s1(S180T0T25150% ), S1(S1S0T0Y251502 )]

[s1("22), s1("y2)] (2.25)

-1 -1
[828130%3192328130% , $28150XL0S0L2525150L

zo

[51 Yo 82505013050962525080%]

T

°s), S0(5180T0T251507g )]

(*y2),
[s1("y2), s05150T080225051502 ]
[s1("y2)

(*y2)

[s1("y2), s0("y2)] (2.26)

[$251S0T08250T1525150T s $25150T0S2Y2525150T |
[82(8180$080$18180x51)7 52("y2)]
[s2(s0S0T0S0T1S05025 1), S2(*°Y2)]
[82(80(801’0-731303361)), s52("y2)]

[s280("°w1), $2("y2)] (2.27)

-1
, S9581500S150L15251S0%q |
-1
, $18180L0S1S0L1515150% |

3 81(8180$030$18150x51)]

("y2)
("y2)
("y2)

= [52("y2), 51(s050T05021505025 )]
("y2), s1(s0(somoT15025 1))
("y2)

, $150("21))] (2.28)



*o [Sng, 8251561] =

I
°[s121, 81y2] =

“0[s1y1, So1]

o ([Sﬂz, SQ?JQ] [8292, 81902]) =

[81(x0x1)7 S1

39

[SZ(xOyQ)y 525130$08281l’1825150x61]
[SQ(xOyQ), 3231(801‘0.%180.%61)]

[52("ya), 5251 (" 21)] (2.29)

—1 —1
[$180T0512151502g s $150T0S1Y15150%g ]

[s1(s0z0m18070 "), $1(S0T0v1 5025 )]

("y2) (2.30)

Y1), S150L0S0T151S0Lg ]

),
Y1); 5050T050T15050T ]
Y1), S0(502071507 )]

)

Y1), s0("x1)] (2.31)

o [32!762, 32y2] o [Szyz, S1$2]
(5251015202, S2512152Y2] [S2517152Y2, 5251015172)]
[s2(817172), S2(s17192)] [s2(812132), S1(517122)]

("y2)] [s2("1y2), s1(" x2)] (2.32)

[82<x1$2)7 S92
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bulunur. (2.23)-(2.31) de elde edilen sonuglar geregince

o dr, = {0z, 0}

B e ) P R 21
Ay, 2ty = 722" vty

0 {xy, ?42}(0)(2) = {0, y2}<o><2)
R T T) P R ST 23

o {$1,y2}(270)(1) = {x0$1ax0 y2}(2,0)(1)

Ay, mitoen = P27 01} 0)en (2.33)

olur. Yani tamimlanan her bir Peiffer doniigiimii N-equivariant tir. Ayrica

(2.32) geregince

Hay, b = {Pa,? oy}

eyt = Fe2 el

“ {as, 3/2}(2)(1) = {"x,” y2}(2)(1)
1 {wo, ?/2}(0)@ = {fap” yQ}(oxz)
eyl e = U b

Henvdoon = P2 w2leoo
2wty = P witg)e (2.34)
oldugundan her bir Peiffer doniigiimii M-equivariant tir. Simdi (2.1)-(2.23),

(2.33) ve (2.34) sonuglar1 kullanihp Conduche nin [18]de izledigi yol takip

edilirse bir 3-caprazlanmig modilin tanimi agagidaki bicimde olur.
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Tanim 2.3.1 K 2 L% M & N bir grup kompleksi olsun. 03 : K — L bir

caprazlanmis modul olmak tzere herbirt N-equivariant ve M-equivariant olan

{’ }(1)(0),(2)(1)7(0)(2) L x L —- K
{ }(1=0)(2)7(2,0)(1) MxL— K
{7}1M><M—>L7{7}(0)(271)2L><]\/[_>K

donisimler:

3CM1) {m, 3393}(1,0)(2) = {1, 8393}(2,0)(1) {953, xl}(O)(m) ys N (93_1)
3CM2) {yso, 82@}(0)(271) = {za, y2}(g§(1) {v2, $2}(1)(0)

3CM3) {2, 2} ng)y = {72 y2}(_0§(2) vz, 2] ({2, Y2} oy1y) 122, 2} 1) 0)
3CM4) {2, 2} 0)p = ({2, y2}(0)(2))_1

3CM5) 05 {xs, yg}(l)(o) = |22, 2] { G2, Doy}

3CM6) 05 {wa, Y2} ()0 = xappry  (P™y0) 7!

3CM7) 05{xs, yz}(o)@) = 03({0a272, 3/2}(1,0)(2)>_1

3CM8) 05 {xo, yl}(o)(gvl) = Yaoxy ! {Oowa, 1}

3CM9)  Os{z, 12t = Gs{rnv2taoe Ay, #(yy ") {a1, Doy}
3CM10) {05z, yg}(z)(l) = 3 (yo-23")

3CM11) {22,033} ()1 =z ys(P2ys )

3CM12) {dszs, 0}y = (v2-@3)75!

3CM13) {22,033} (1) = y3 (32-y35")

3CM14) {0sz3, yg}(o)(z) = 1

3CM15) {zy, z}@)(l) = z-{y, Z}(g)u) {xvaw Z}(2)(1)

3CM16) {z.yz} ) = {29} *yiz e

3CM17) {0z, 83y3}(170)(2) = {9, 53343}(70%(2)

3CM18) {0om2,05ys} oyy)y = {72 03s} o)) U3(% 7205 ")

3CM19) {0hws, Osys}oyon) = 2"2ysy5"

3CM20) O {xy, 1} = aygpay Ayt

sartlarin saglyorsa (K, L, M, N, 03, 05, 01) yapisina bir 3-¢caprazlanmas modiil
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denair.

Not: 03 : K — L bir ¢aprazlanmig modiil ve { , }(2)(1) doniigiimi M-
equivariant oldugundan 3CM(6,10,11,15,16) geregince K %% Ny grup
kompleksi bir 2-caprazlanmig modiildiir.

Tanim 2.3.2 (K, L, M,N,05,0,,01) ve (K', L', M', N', 05,05, 0;) birer 3—cap

razlanmas modil olmak tizere bu ikt yapr arasindaks donisim asagidaks bicimde

resmedilebilir,
Ly— s Ly —2 - L — 2 I,
f3 P ‘/ f ‘ fo ‘
/ / / /
L 7 L 7 L 7 L

ve grup homomorfizmalary asagidaki sartlar, saglamalidur;

Herk € K,l € L,m € M,n € N icin,
fi(tm) = P fi(m), f(70) = PO f0), (k) = P fy(k)
ot e U dae n
{ Yaxfo=f{.}
1 deoe U teo n
{.Yhxf=Ff{}

AL Foen isin
{, texh=f{,}
ve {, } icin
{1, thAxhA=Ff{,}
olur. Boylece 3-¢caprazlanmas modiller kategorisini tanymlamas oluruz. Bu

kategoriyr X39Mod ile gosterecegiz.
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2.3.1 Caprazlanmis n-kiipler ve Simplisel Gruplar

Tamim 2.3.3 [43] A C (n) ={1,...,n} olmak tizere M4, gruplarin bir ailesi,

i € (n) olmak iizere
py o My — My_gy
dondisiimleri grup homomorfizmleri olsun. A C B i¢in *b = h(a,b)b, A, B C
(n) olmak iizere
h @ Myx Mg — Maup
fonksiyonlary her a,a’ € My , b,b' € Mg , ¢c € Mg ,i,j € (n) i¢in

1) ma=a, i¢Aise

[\

Jifly@ = fi5f1,0

pih(a, b) = h(p;a, ;)

h(a,b) = h(pa,b) = h(a, ub), i€ AN B ise
(a,a) = [a,d]

h(a,b) = h(b,a)™
(
(

S Ot o W
>

\]

h(ad’,b) =* h(a',b)h(a,b)

h(a,bb') = h(a,b) *h(a, V)

9) a-h(byc)=h(a-ba-c), AC BNC ise

10) 2h(h(a™t,b),c)h(h(c™t,a),b)h(h(b7t, ¢),a) =1
11) h(a,b) =1, a =1 veya b=1 ise

oo

)
)
)
)
)
)
)
)
)

sartlarine saghyorsa h—dontsiumleri ve p; grup homomorfizmalary ile birlikte
{M4: AC (n)} ailesine bir ¢caprazlanmag n-kip denir.
{fa : My — M/} grup homomorfizmalarinin ailesi u; ve h—déniisimleri
ile birlesmeli ise bu aileye My ve My caprazlanmig n—Fkipleri arasinda bir
donustim denir ve

{Ma} — {M}}
seklinde gosterilir. Boylece €ts™ ile gosterecegimiz ¢aprazlanmas n-kipler

kategorisi tanimlanmas olur.
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Onerme 2.3.4 [43] G bir grup ve Ny, ..., N, ,bu grubun normal altgruplar

olsun. A C (n) olmak iizere
My = N{N,:i€ A} ve Mg = G
olsun. Bu durumda i € (n) ise My , Ma_gy nin bir normal altgrubudur.
;o - My — MA—{i}

dongtimi i¢ine (inclusion) dontgimi olsun. A, B C (n) isea € Ma , b € Mp
1¢in h— donusumuni

h : MAXMB — MAug

(a,0) = a;b]

sekkinde tanimlayalim. Bu tanimlamalar dogrultusunda
{MA t A g <7’L> » My 7h}
yapist bir ¢aprazlanmas n-kiuptir.

Onerme 2.3.5 [483] G bir grup ve Ny, ..., N, ,bu grubun normal altgruplar:
ve A C (n) igin

My = Wo(ﬂNz‘)
€A

olsun.
p o My — My gy
homomorfizmleri ve h—donustimlerini yukaridaki onermede oldugu gibi tanim

layalim. Boylece

{MA tAC <n>7:ui7h}

bir caprazlanmas n-kiptir.

Ornek 2.3.6 [43] n =1 i¢in ¢aprazlanmis 1—kip ayne zamanda bir ¢apraz

lanmas modildir.
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Ornek 2.3.7 [43] n = 2 i¢in bir ¢caprazlanmas kare elde edilir:

o
My — = My,

H{1}‘/ ‘/lﬁ

Mgy — — M,
Her i i¢in p; bir caprazlanmas moduldir, dolayiswyla piqpy ¢aprazianmas modildiir.
Tim etkiler ve
h M{l} X M{Q} — M<2>
fonksiyonu h-dontsimi yardimayla elde edilir.  py veya p, dontsumi bir

caprazlanmas moduldir. Gercgekten bir caprazlanmas kare, ¢caprazlanmas modiller

kategorisinde bir caprazlanmas modul olarak dustintlebilir.

Ornek 2.3.8 [48] G bir simplisel grup olsun. Asagidaki diagram bir ¢aprazlanmasg
karedir.

NG5/93NGy —>—~ NG,

5/ 6/

NGl Gl

o

Burada NG =(Cekd} ve NG| =Cekd} dir.
G1 in , NGy/03sNG3 NG, ve NG, tzerine etkisi oldugundan NG, nin

NGy/0sNG3 ve NGy fizerine O yardimayla, ve NGy in NGa/0sNG3 ve NG,

tzerine &' yardimayla etkisi vardir. 0 ve 0 i¢ine dontsimler oldugundan tim

etkiler eslenik etki olarak verilebilir. h— donisumaiini
NG, x NG, — NG4/03NG3
(z,9) = h(z,Y) = siz(sy — soy) + 3N Gs
seklinde tanvmlayalim. Burada NGy ve NGy arasinda( [37] de verilen Onerme

2.8.2 geregince) bir bire-bir, drten fonksiyon oldugundan x,y € NG dir. 7,

y nin bu fonksiyon altindaki gorintisiuniu temsil etmektedir.
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Sonug 2.3.9 Bu son ornekten hareketle
M, : GimpBrp — Crs’
funktoru elde edilir.

Teorem 2.3.10 [/3] G bir simplisel grup olsun. Asaqidaki tanimlama ile
M(G,n) yapise bir caprazlanmas n— kiptir.
(i) A< (n),

N Cekd?
jeAce it

m(G7n)A = gt

w1 (Cekdg TT0{ 0 Cekd] 1Y)

(%)

kapsamast yardimayla
pi - M(G,n)a — M(G,n)aq

(iii) A, B C (n) i¢in, x € ﬂACekd}Ll ve M(G,n)a man elemanlart T olmak
VIS

tuzere h fonksiyonu

h : M(G,n)ax M(G,n)pg — M(G,n)aup

h(Z,7) = [z,y]

seklinde tanimlanar.
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Onerme 2.3.11 [43] G bir simplisel grup olsun. Bu durumda
(i) A C (n) ve A# (n) i¢in

M(G,n)y = iQACekd?__ll

ve ozel olarak M(G,n)y = G,_1; tim durumlarda izomorfizm dy dan in-
dirgenir.

(ii) A # (n) vei€ (n) i¢in
Mo M(G,n)A — M(G,n)A\{i}
dontsumu bir normal simplisel altgrubun kapsamasidar.
(1it) j € (n) igin
py o M(G,n)py — ZQj Cekd

dontsumi d, yardimayla elde edilir.
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Onerme 2.3.12 G bir simplisel grup ve

K = M(G,3)25 = NGs/0,(NGy)
L = M(G,3)u3 = Cekdy N Cekd;
M = M(G,3)s = Cekdi N Cekds
N = M(G,3)p2 = Cekdy N Cekd?
P = M(G,3)ny = Cekd;

Q = M(G,3)py & Cekd;

R = M(G,3)py = Cekd)

S = M(G,3)y2G

olsun. K dan L ye tanaml A, Ay ve Ay dontsimleri d3 dontisiminden elde
edilen donisim, vp, Vg, Vg, 01, 02 ve 03 dontsimleri i¢ine donisumler olmak
uzere
hy : QxL — K
(z,y) = [s1m25025 ", 5205 ‘5195 |04(NGa)
hy : PxM — K
(z,y) = [s122, S2y25195 S0y 0s(NGl)
hsy : NxR — K
(z,y)  — [s222, say051y5 '|04(NGy)
hy : PxR — L
(r,y) = [z
hs : QxR — M
(z,y) = [z,
he : Px@Q — N

(z,y) = [z,
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h: + LxM — K

(z,y)  +— ha(vpz,y) = ha(z,y)
hs : NxL — K

(z,y) = hs(x,vry) = hs(z,y)
hy : NxM — K

(2, y) = hs(x,v,y) = ha(z,y)

seklinde tanimly h—doniisumleri ile birlikte

Cekd? N Cekd? 2 Cekd?
AN
vQ
NGy/0:(NGy) M Cekd? O Cekdl 5
l/pl
AL Cek}d% il G2
/ " /
Cekd? N Cekds Vo Cekd?
, (M3(Q)), diagrama bir ¢aprazlanmag 3-kiptir.

Ispat: hs, h—doniisiimi ile birlikte =03, i = 02 0vq, 05 = Ay ve

03 = vp o A, olmak tizere

K R
% p
N ; G
o

diagraminin ¢aprazlanmig kare oldugunu gosterelim. G nin NG35/04(NGy)
lizerine etkisi oldugundan R nin N ve K iizerine p, N nin R ve K iizerine p'
vasitasiyla etkisi vardir.

(CK1) pu ve p' icine homomorfizmalar oldugundan ve 0y ve 03 ise d3 iin
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kisitlanigi oldugundan p, p', 03 ve Jy doniistimleri ¢aprazlanmig modiildir.
pds in ¢aprazlanmig modiil oldugunu gosterelim. Z, 5 € NG3/04(NG,) ve x,

y € Gy olsun.

pds("y) = pds(saaysyr )
= pu(zosyat) (etki tanimindan)
= papdsypr!
= 2udsyxr

M5y = souds(T)Ysap(05T) !

7y(7) "' mod (93 NG'3)

Boylece (105 bir ¢aprazlanmig modiildiir. Benzer sekilde p'05 de caprazlanmig
modiuldiir.

(CK2): z € N vey € R igin

Dsh(z,y) = Os[s2m, soys1y™"]
= [ﬂi,ysldﬂ/fl]
= [x’ y] (y €ER= QGk‘dQ)

-1 -1

= gz " =12

(CK3): x € N vey € R igin

8§h($ay> = a;}[SQx)SQySly_l]

= [z,ys1day "]
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(CK4): x € K vey € R igin

h(0y(z),y) = [se0sx, 52y51y’1]84NG4
= [Sedsx, s2yS2y[seds, Sly_l]SQy_l
= |z, s99] mod 9, NG,

= ¥zt

(CK5): z3 € K vey € N igin

h(y,0373) =[S0y, 520573510575 |04 NGy
= ([s2y, 52055 520523] 52y, 51052:3] 520575 ") D4 NGy
= [sox,x3] mod 4 NG,

= Ygpgxy!
(CK6): z,2' € N vey € R igin

haa'y) = [sa(aa'), soysiy” ' |O4NG,y

= syx[s27', s2ys1y” sz 80, S9ys1y ]

= “h(z',y)h(z,y)

(CKT7): z € N vey, y; € R i¢in

h(z,yy) = [s2m, s2(ywn)s1(yyr) ")
= [52% s2y31y_151y82y181(yyl)_1]34NG4
= [sox, (s2ys1y™ ") (51950015191 51y )]0aN Gl
= [s2x, soys1y]s2(y)s1y [sox, s1ysayisiyy 1y siysey 04N Gy
= [som, soys1y” Y s1y  sows1y, sayrsiy; 04N Gy
= [sox, soys1y ][50, soyrs1y 04N Gy

= h(&?, y)yh(x, yl)
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Simdi Ay, h—doniistimii ile birlikte p = 01, p' = d2 0 vg, 05 = Ay ve O3 =

vp 0 Ay olmak lizere

K P
04 I
M ; G
o

diagraminin ¢aprazlanmig kare oldugunu gosterelim. hs—doniigiimiiniin ¢caprazlanmig
kare oldugunu gostermisgtik. Bazi gartlar benzer olacagindan tiim sartlar in-

celenmeyecektir. x,x/ € P,y,y’ € M olmak iizere

(CK2)
Osh(z,y) = Os[saw, 82y51y’180y]
= |z, ysld2y_130d2y]
= [z,9] (y € R = Cekdy)
= Vo' = gMr!
(CK4)
h(@g(x),y) = [s20sz, Sstly‘lsOy]84NG4

= [s2ds, soy]say[sadsz, 51y~ soy]say

[z, s2y] mod 4 NG,

= g¥p!

(CK6) z, ' € N ve y € R igin

h(zx',y) = [sa(za'), says1y™ ' soy]Os NGy
= spx[s27', s2ys1y” |50 80, Soys1y ]

= “h(z',y)h(z,y)
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dir. Boylelikle hy, h—doniigimi bir caprazlanmig karedir. Benzer sekilde
hi, h—dontigimiiniin de bir caprazlanmig kare oldugu gosterilir. Sirasiyla

hy, hs, hg, h7, hg ve hg, h—doniigtimleri ile birlikte

L P M——Q N P
| |

R G2 R Gy @ G

K——~IL K——>N K——>N

| |

M R L P M——-Q

diagramlarinin birer ¢aprazlanmig kare oldugu ve diger 3—c¢aprazlanmig kiip
sartlart komiitator igleminin ozellikleri kullanilarak elde edilir. Tanimlanan

h—doniigiimleri ve etkilerle verilen kiip diagrami bir 3—caprazlanmig kiiptiir.

O

Tanim 2.3.13 [21] L, M, N,Q, P, R ve S birer grup olmak tizere herbir yizeyi

caprazlanms kare (¢caprazlanmag 2—kip) olan

N - Q
o
vp M 5
P .5
/ vn /
L — R

diagrama verilsin. Herbir grubun birbiri tzerine etkisi S wvasitasiyla olsun.
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Simdi
A, ¢ T — L , Ay T — M , Ay : T — N

dontstumleri ile birlikte yukarida verilen diagrami universal’lik ozelligine sahip
bir caprazlanmas 3—kiip yapacak sekilde bir T' grubu elde edelim (Yani, verilen
diagrama bir caprazlanmas 3—kip yapacak sekilde bir T grubuna ve Ap/, Ay,
At dondisiimlerine karsin bir tek T — T caprazlanmis 3—kiip donisimai
olacak sekilde bir T bulacagiz). (q,1) € QX L, (p,m) € Px M, (n,r) € NXR
olmak tuzere Tj,
gl , pRam , N3

elemanlary tarafindan turetilen ve asaqidaki sartlar saglayan bir grup olsun:
(Asagida verilen bagintilardaki etkilerin hepsinin S vasitasiyla oldugunu kabul
edelim ve {°z®,; *y} yerine *{xr ®; y} yazalum) Her l,I' € L, m,m’ € M,
n,n € N, p,p) € P,q,qd € Q, r,r' € R ic¢in

(7)

g1 = (¢® ) g 1)
q¢ @11 = U¢d @1 1)(g®11)
pp ®em = p(p ®om)(p ®2m)

pRemm’ = (p®ym) ™(p R m')

nn' @sr = "(n' @371)(n®s7)
n®zrr’ = (n®sr)"(n®sr’)
(i)
(p@2m)(g@ D(p@2m)™ = ""(g®1)
(n@sr)(genegr)™ = lge )
(@@ )p@em)(@gen )™ = l(po,m)
(n@3r)(p@em)(n®zr)™t = Pl(peym)
(@@ l(n@zr)igen )™ = Blneyr)
(p@2m)(n@sr)(p@2m)™t = ""(n®sr)
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(i)
voPmm ) @1 = (p®am) (p®ym)!
vo(n '@l = (n@37r) (n®37)7"
vp(UW) ®em = (¢ )™(g@1 1)
vp(n "n) @y m (n@37r)™(n@sr)~"
n@svr(Pmm=t) = "(p®m)(p®2m)”"
n@svr(UlT) = "g@1)(g® )7
P @2 h(vgn,r) = P(n®3r)(n®zr)"!
p ®2 h(q, vrl) = Plgil)(g)!
q®1 h(p,ogm) = (p@2m)(p®@;m)”"!
q ®1 h(vpn,r) = Yn®zr)(n®szr)!
h(vpl,q) ®3 1 = ((®q)(I®iq) !
h(p,vgm) @31 = (p®2m) (p@2m)~"
(iv)

((vpn)(vpl) @2 m)((vgm)(vgn) @1 1) = (n©s (val)(vrm))
(v)

1(h(p,g ) ®s1) = Plg®1h(p7', 7)) (p @2 h(g,r™)7)

(vi)
vgm @11 = (vpl ®ym)~!
vpn Qo m = n Q3 VpM
vgn @1l = n Qs vgl

Dikkat edilecegi tizere S nin Ty tizerine

gl = {*q@: °l}
{p®@ym} = {°p®y *m}
fn@sry = {"nes *r}
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seklinde tanimly etkisi vardur. Uretecler dizerinde

)\LZTO—>L,)\MITO—>M,)\NZTO—>N

dontsumlerini
AL(g @1 1) = a1
A(p@;m) = h(p,vpm)
A(n®sr) = h(vpn,T)
A (g ®11) = h(q,vgl)
Ar(p®@em) = Pmm™!
AAm(n®sr) = h(vgn,T)
A An(g®11) = h(vpl,q)™
An(p®2m) = h(p,vgm)
An(n ®37) = n'n~!

biciminde tamimlayalim. Son olarak

h : QxL — T
(¢.0) — q®il

h : PxM — T
(p,m) = p&@2m

h : NxR — Tj

(n,r) +— n®sr

dontustumlering tanimlayalim. Boylece verilen diagram; tanimlanan Ty grubu,
AL, Ay, An homomorfizmalar: ve h—donisimleriyle birlikte bir universal

caprazlanmas 3—kuptir.

Onerme 2.3.14 [21] Yukarda tanmemlanan Ty grubu, verilen diagraman bir

kubik tensor carpimdar.
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Onerme 2.3.15 K 2L 2 M % N bir 3-caprazlanmas modil olsun. M =

{1} ise

degismeli diagrami, L nin L uzerine etkisi eslenik etki olmak tzere

{,}(0)(2) . LxL—K
{Yow) @ LxL—K

~1
(z,y) {yvx}(l)(o)
donustimlerinin herbiri ile birlikte bir ¢aprazianmas kare yapist olusturur.

Ispat: (i) Ik olarak {, } )1y doniigiimi ile birlikte verilen diagrammn
bir caprazlanmug kare oldugunu gosterelim. Oncelikle M = {1} oldugundan

l € Licin 0y(1) = 1y dir. Dolaywsiyla I,I',1" € L, k, k' € K igin

{1, 03k} g0y = 1-K(*'ET) (3CM(11) den)
= 1-k('E7Y
= k()

{105k} 0y = 1 k(k™Y) ()

{0 o0y = A o) {17821 l”}(z)(l)(3CM(15) den)
1
= - {1 gy {1 l”}(2)(1)
= AU " oy 161" oy

W o) = A oy (6 o )




o8

{LU1"Y oy = {1 oy VL o (11D

Os {1, 1} gyy = WINPT (3CM(6) dan)
= )T
= Yy
= ("1™

bulunur. Simdi ¢aprazlanmig kare sartlarinin saglandigini gésterelim.

CK1l) K %% Mm% N bir 3-gaprazlanmig modiil oldugundan tanim

geregince K %L bir caprazlanmig modiildiir. Yine caprazlanmig modiil
tanimi geregince L nin L tlizerine konjuge etki oldugundan L M Lver d(03) =

03 oldugundan Id0s birer ¢aprazlanmig modildiir.

CK2) (IV) geregince

Os {1} g0y = ('
l(Ldl’l—l)

CK3) Yine (IV) geregince

Bl 0 = ("1
— llllfl(ll)fl
_ ll/(l/)—l
— Idlll(l/)—l

CK4) 3CM(10) geregince

CK5) (I) geregince
{15k} gy = 1 k()
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CK®6) (II) geregince

W o)) = U 1 ) 6 gy

CKY7) (III) geregince

{l, l/l”}(z)u) - {17 ll}(2)(1) I {l= l”}(2)(1)

CKB8) 3-caprazlanmig modiil tanmimi geregince

LAl l”}@)(n ={l-U,1- l”}(2)(1)
boylece verilen diagram {, }(2)(1) dontisiimii ile beraber bir ¢aprazlanmig karedir.

M = {1} oldugundan 3CM(2) geregince

{Ll ey = LT gw) By
L oey = {GTgw) Doy
1 = ({L1} o) U By
ve buradan

{7, ”(1)(0)) = {l, l/}(Z)(l)

olur. Simdi tammlanan {l’, [} ) ;) doniisiimii ile birlikte verilen diagramin bir
caprazlanmig kare oldugunu gosterelim.

CK1) K % r % M 2 N bir bir 3-caprazlanmig modiil oldugundan
tanim geregince K % I bir caprazlanmig modildiir. Yine caprazlanmig
modiil tanimi geregince L nin L tizerine konjuge etkisi ile birlikte L L
ve I1d(03) = 03 oldugundan Id0s birer ¢aprazlanmig modiildiir.

CK2) (3CM5) geregince

9Ly = (1.0{0al, 050

= [l7l/]
= WO
= ("1™

— l(Ldl’l—l)



CK3) Yine (3CM5) geregince

oAl gy = WO
— ll/(l/)_l
_ Idll/(l/)—l

CK4) 3CM(12) geregince

{03k, L} gy = (-0

CK5) 3CM(13) geregince

{l,0sk} g0y = (R(L-k7H)7

CK6) 3CM(16) geregince

{ll/al”}(o)u) = ({”/J”}(l)(()))_1
= {11} )"
= ({" o) ®0 AV )™
= 1" g (" Dy
= {1 o) 16 o)
= AL ) 16 o))

60
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CK7) 3CM(15) geregince

(LU gy = ({lvl/l”}(o)u))*l
= ({1 )"
= (" {I". By {l’,azl” l}(z)(l))_1
= {I.Bopn! " Do
= {L, l/}(_s(o) U l//}(_li(o)
= {l>l/}(o)(1) l/'{lvl//}(O)(l)

CKB8) 3-caprazlanmig modiil tanimi geregince

LA o) = {0150 1 )

dir. Boylece verilen diagram {, }(0) ) dontisiimii ile beraber bir ¢aprazlanmig

karedir. 3CM(4) geregince
{01, l/}(1,0)(1) = ({lal,}(o)@))_l
dir ve M = {1} oldugundan her [,I' € L
1= ({11} g)2) "

olur. Buradan hareketle verilen diagram {, } o) doniigiimii ile beraber bir

caprazlanmis karedir. [

Not 2.3.16 Tanim 2.3.12 de verilen universal kip taniminda
PRNM=L,S=Muovely=K®K®K almrsa; {,}(0)(1), {,}(2)(1),
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{,} 0)2) dotintusumlert yardimayla elde edilen ¢aprazlanmas kareler kullanilarak

/K /L
KKK l K
L———|——1L

seklinde bir universal ¢aprazlanmas 3-kip elde edilir.



Bolim 3

Simplisel Gruplar ve

3-Caprazlanmis Modiuller

3.1 Giris

Z. Arvasi [5] degismeli cebirler i¢cin Moore kompleksinin boyutu 1 olan sim-
plisel cebirler kategorisinin ¢aprazlanmig modiiller kategorisine denkligini gos
termig ve Peiffer elemanlar1 kullanilarak bu sonu¢ boyut 2 ye genisletilmistir.
Daha sonra A.Mutlu [37] bu sonuglari gruplar i¢in ispatlamigtir. Bu boliimde
ilk olarak Z.Arvasi nin [5] de kullandig1 metod yardimiyla bir simplisel grubun
Moore kompleksini ve ilk boltimde verilen Peiffer tireteclerini kullanarak Sim-
plisel gruplar kategorisinden 3-caprazlanmig modiiller kategorisine bir funktor
tanimlayacagiz. Daha sonra Conduche’nin [18] de kullandig1 metod yardimiyla
tanimlanan bu funktorun bir sol adjointini tanimlayarak 3-caprazlanmig modiil

ler kategorisi ile simplisel gruplar kategorisinin dogal denkligini gosterecegiz.
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3.2 GimpBrp ve X3Mod Kategorilerinin Denk

1

[ RYK)

181

Onerme 3.2.1 G bir simplisel grup ve Moore kompleksi NG olsun. Bu du-

rumda

NG3/0:(NGin D) 22 NGy 2 NGy 2 NG,

grup kompleksi asagidaki bicimde tanimlanan Peiffer dontsumler: ile birlikte

bir 3-caprazlanmas modil yapist olusturur.

(e

{ oo
{}o
{. oy
{Yaoe
{, Yoo

{7 }(0)(2,1)

NG1 X NG1

{l’b yl}

ZNGQ X NG2

{1‘2792}

ZNGQ XNGQ

{$27y2}

{xz,yz}

ZNGl XNG2

{$1,y2}

ING1 X NGQ

{9517342}

ZNGQ XNGl

{y27$1}

[5096’17 Slyl] [31?/1, 81351]

NG3/84(NG4 N D4)

([30952, 31y2] [S1y2, 811152] [82902, 32y2])

NG3/84(NG4 N D4)

([s172, s2y2] [s292, S272])

NG3/84(NG4 N D4)

([sox2, s2y2])

NG3/0,(NGy 1\ Dy)

([s15071, 5292] [5292, S25071])

NG3/84(NG4 N D4)

([8250551, 51?/2] [51y2> 32815161] [32519317 52y2] [32?/2, 8280351])

NG3/0,(NGy 1\ Dy)

([Soyz, 3251331] [5281%, 81y2]) [Szy% 8251951]

burada [, ] seklindeki elemanlar NG3/0,(NG4NDy) iginde bir kosettir ve NG3

icinde ki bir eleman ile temsil edilmektedur.
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ispat:
3CM1)
d4(F(3,2,0)(1)($1,y3)) = [8280$17S1d3y3] [81d3y3,8281$1] [S2S1I1,82d3y3]
[sadsys, | [s25021, y3] [y3, S25121]
ve
d4(F(3,1,0)(2) (3017y3)) = [8180%, 82d3y3] [82d3ys ,8280$1]
82501, Y3] [y3, S18071]
oldugundan
{$1,53y3}(2,0)(1) = ([stoIh82531/3][82539378281131]
[s2511, 5103y3][5103y3, s25021]) "
= ([s2s01,ys)[ys, s2s121]  mod 04(NG4 N Dy) (3.1)
{$1,53?J3}(1,0)(2) = ([3230901,8253y3][8253y3,8180$1])_1
= [82801’17 yg] [yg, 8150(L’1] mod 84(NG4 N D4) (32)
d4(F(2,1,0)(3)(951,?J3)) = [s2s150d171, Y3] [y3, S15071]
oldugundan

[SQSISOdlIl, yg] = [yg, 81801’1} mod 84(NG4 N D4> (33)

tiir ve (3.1) denklemi (3.2) de terine yazilip (3.3) kullanihirsa

{951, 53y3}(1,0)(2) = {9517 5z’>y:3}(2,0)(1) [5281561, ys] [y3, 8180331]
= {xh 5393}(2,0)(1) [3281%, y3]
(Y3, 5251500121]  mod O4(NG4 N Dy)

= {21,03y3}2.0)1)" y3(P " y3) ! (3.4)
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elde edilir.

{535537 yl}(O)(2,1) = ([s2511, 52531?3] [51533737 sa811][S25191, 50531’3]>71

[sas191, €3] mod Os(NG4 N Dy)

= ylxgxgl

yani

{053, 71} oy21) = “'yay; ' mod O4(NGyN Dy) (3.5)

tiir. (3.4) denklemi (3.5) te yerine yazilirsa

{$1753y3}(1,0)(2) = {1171,5393}(2,0)(1){53%7171}(0)(2,1)’5/3( alxly:a)*l
bulunur.
3CM2)

di(Fis0)21) = [50T2, 52510212 [52510212, 5172][5272, 525102%2]

8132, 5222 [51202, 51Y2] [S1Y2, S02]
oldugundan
{2, 52y2}(o)(2,1) = [50T2, 525102¥2][525102Y2, 51T2][S22, 52510ays]
= [s1Y2, S2xa|[s122, S1Y2][S1Y2, SoT2] mod 0,(NG4 N Dy)

= [S1Y2, S2%2][S22, Say2][S2Ya, S2T2][S12, S1Y2][S1Y2, S0T2]
= ([say2, S272) [$272, $1Y2])  {@2, Yo }(1)(0)

= ({y2> $2}(1)(2))_1{$27 yz}(l)(O)



bulunur.

3CM3)
di(Fo,03,1)(T2,92)) = [s250d2%2, 5192][51Y2, S251d272]
[s951d2T2, S2ya|[S2Y2, S250d2T2)]
(802, S2y2][S2y2, 5172)]
[51552, 51?/2] [31927 SofB2]

oldugundan

{(929627 yz}(2,o)(1) = [825082@, 5192] [511/2, 5251(92962]

[5231321’27 52y2] [52y2> 525082332]

[s02, S2y2][s2Y2, 512
(122, S1Y2][$1Y2, SoT2] mod 0,(NG4 N Dy)
= {xzyz}(}ﬁ(g) [s21/2, s122][$22, $21)2]
(522, S272][81T2, 51Y2][51Y2, S0T2]
= {x2y2}(_o§(2) [89y2, $172][$222, Saya]{ T2, 92}(1)(0)
= {$2y2}(_0§(2) (522, S22][S222, 52Y2]
[s2y2, s122][s222, S2y2]{@2, Y2 }(1)(0)
= {$2?J2}(_0§(2)[32y2,82$2]
{2, y2}(1)(o) (592, Saya|{ T2, yz}(l)(O)
= {22, 92} gy )52 ([y2, w2 {2, Y2 2y 1y 52 (2, @2 )
{2, 92} 1)(0)
= {22, 92} o) {2, v}y ) {22, 12} ) 00)

bulunur.

3CM4)

d4(F(1,0)(3,2) ($2, y2)) = [813052@, 32y2] [S2y2, 823052@] [S(ﬂz, S2y2]
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oldugundan
{024, y2}(1,0)(2) = [818052$2, sa¥a][S212, 325052@]
= [soxa, S2u2) mod 0,(NG4 N Dy)
= ([52?/2,80$2D_1
= {721}
bulunur.
3CMS5)

53({9627%}(1)(0)) = [22,90] @351@753511/2} @351?/275350%}
= |12, y2] 51 [0272, Daya] [5102y2, S0022]

= [ZUQ, yz] {52562, 32?/2}

3CM6)
s <{$27y2}(2)(1)> = [72,92] [y2, 51022]
= ToYaTy Ys 'Y25100w0yy ' $100w5
= woypry  (Py)
3CMP7)
53 <{$2>y2}(0)(2)> = 53 ({623327?42}(1,0)(2))
3CMB)
53 {2, 3/1}(0)(2,1) = 53 ([s2511, 822] [5172, S25191] [S25191, S02])

= [s1y1, 7] [5331552,31?41} [31y1,5380$2]

= Yaory! {Oexa, 1}
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3CM9)
s {561,3/2}(1,0)(2) = [soz1, o] [92,535180331]
03 {$1,yz}(170)(2) [533180$1,y2] = [so1, 2] (3.5)
53 {$1>y2}(2,o)(1) = [sow1, 2] [Y2, s121] [51201, O35112] [O351%2, S021]

= [sox1, y2] [y2, s121] [S121, 5102Y2] [5102Y2, So1]

= [s071, Y] [Y2, s121] {71, Doy } (3.6)

(3.5) ve (3.6) den

53{55171/2}(2,0)(1) = O3 {w1, 92} (1,0)( [—35150%73!2} [y, s171] {71, Oaya }

= 0Os {fl,yz} 1,0)( [313081551,3/2] (Yo, s171] {71, Daya }

= a3 {$1a 92}(170)(2) 819&192 xl(ygl) {m, (9292}

bulunur.

3CM10)

d4(F(1)(3,2) (563, yz))

oldugundan

{0573, y2}2)1)

= [31d3$3, 32?/2] [Szyz, 52d31’3] [7537 5292]

= [8153963, saya][s2y2, 525:@3]
= [5133, Sng] mod 84(NG4 N D4)

-1 -1
= T352Y2%3 S2lYs

= $3(y2l'3>_1



bulunur.

3CM11)

dy(F(3,1)2) (%2, y3)) =

oldugund

{

bulunur.

3CM12)

d4(F(o)(3,1)(96’37 y2)) = [Sodsﬂfg, 81?/2] [81y2, 81d39€3] [52613953, 523/2] [82?/27 9U3]

an

X2, 8393}(2)(1)

oldugundan

bulunur.

3CM13)

{535637 yz}(1)(0) =

[Slxz, 82d33/3] [52d3y3, 82I2] [521’2,%] [y37 511‘2]

[82@, 8253%] [8253%, 81962}

[52372; ys] [3/3, 81$2] mod (94(NG4 N D4)
SoToY3S2Ts Y3 Y3S1T2Y5 S1T5
1

T2 —1 —
Y3S51T2Yg ~S1T9

$2y3 (32:E2y3)—1

[50533337 S1y2] [S1y2, 5153553} [52533637 $2y2]
[Sng, .1’3] mod 84(NG4 N D4)
SolaT3SalYy Ty

(V2a3)xy !

ds(Fi3001)(22,93)) = [s072, 51d3Y3] [s1d3Y3, 5172]

[52$27 52d3y3] [937 52$2]
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oldugundan
{$2753y3}(1)(0) = [30$2,3153y3] [815393,311'2] [8233'2,32533/3]
= [yg, SQCL’Q] mod 84(NG4 N D4)
= Y3S9Tays 'SoTy
= y3("ys)
bulunur.
3CM14)
dy(Floys.2)(23,92)) = [s0d323, 5292
oldugundan
{53353,92}(0)(2) = [3053$3,32y2]
= 1 mod 84(NG4HD4)
bulunur.
3CM15)
{5U2y2,2’2}(2)(1) = [s1(22y2), s220] [s222, S2(2y2)]

= 51(T2y2) 502251 (Taya) " S2(T2yn) 025 Sa(way2) !

= so(Tay2)s22y  S2(Tay) " 51 (T2a)
$92951(Toy2) " mod O4(NG4N Dy)

= so(@a(y225 Y5 )y 1) s12251Y2522281 (Tays) !

= so(2a(yozy yy g )s1aasa(yazy 'yp )

§17951%5 52(Yazy Yo )S1Y2522051(Tays)

= {1’2’ y222y51}(2)(1) s122 {Yo, 22}(2)(1) s125 "

= {:pg,ygzw{l}@(l) oz {92,2’2}(2)(1)

71



72

3CM16)

{z2, 9222} 01y = [s1(22), 52(y222)] [52(y222), $2(2)]
= [so(ma), s2(y2z2)] [s2(Y222), s1(x2)] mod Os( NG4 N Dy)
= [sa(x2), 52(y2)] 52(y2) [52(2), 52(22)] [52(22), 51(72)] 52951 [s2(y2), s1(72)]
(2), sa( )

= [sa(w2), 52(y2)] 52(y2) {2, 22} 21y 5292 [52(y12), 51(w2)]

s2(w2) " {2, 22} 9)) s1(22)82(y2)s1(x2) "
-

g, 20} )1y (52(22) 52 (y2) s2(w2) 71
(s2(2)s2(y2)s2(w2) ") s1(22)52(y2) 51 (22) "
= sa(w)s2(ya)s2(22) ™ {22, 22} 5

(s2(22)s2(ya)s2(22) ) ™" {2, Y2} )1

= (waypry ") - {x, 22}(2)(1) {22, 312}(2)(1)

3CM17)

dy(F3,0)2) (72, y3)) = [s072, S2d3ys] [y3, S0T2]

ve

d4(F(1,0)(2) (1327213)) = [5150325627 52(933/3] [5233y3, 525082372] [501’27’y3]

oldugundan

{1'2, 5393}(0)(2) - |:$0fE27 5253y3:|
= [y3, So2] mod 0,(NG4 N Dy)

= [825082272, Sgggyg] [82533/3, 818062$2] mod 84(NG4 N D4)

-1

_ {52 (z2) , 03 (?/3)}(1,0)(2)
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bulunur.
3CM18)
ds(Flo,0)1)(®2,y3)) = [525002%2, 5103y3] [5105Y3, 52510222
(8251029, $203Y3] [5203Y3, S250022]
[S0%2, Y] [y3, s121]
oldugundan
{32552753%}(2’0)(1) = [828032%7 8153y3} [8153103, 828182$2]
[5281(929627 82532/3] [82533/37 825032562]
= [so72,y3] [y3, s171] mod 0;(NG4 N Dy)
= [som2, ys| y3(®"2ys) ™" mod 04(NG4 N Dy)
= [81808}@2, 8253y3} [8253y3, 828082132] mod 84<NG4 N D4)
= {821327 833/3}(170)(2)
bulunur.
3CM19)
d4(F(o)(2,1)(373, Y2)) = [sodszs, s2s1days] [s251daYys, S1d3xs)]
[s9d33, S251d2y2] [S1Y2, 23]
ve

d4(F(o)(2,1)(9€2>?/3)) = [8281d2$2,y3] [y?n 815132]
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oldugundan
{5337373292}(0)(271) = [5053353,823132%] [825132?/2,81533?3] [825396375281323/2]
= [s1y2, 73]
= [3, 5251022
= 35551050275 ' 5251050
= x4(%2g4)7?
bulunur.
3CM20)
Afzi, it = [z, ][y, D2soz4]
= [z1, ][y, s00i2]
= zupxy Yy yisodieay; Lsedimy
= zyzy (Orzyy,) "
boylece

NG3/0:(NGsN Dy) 22 NGy 2 NG, 2 NG,
yapist tanimlanan dontigtimlerle birlikte bir 3-caprazlanmig modildir. [

Teorem 3.2.2 3-caprazlanmas modiller kategorisi, Moore kompleksinin uzunlugu

3 olan simplisel gruplar kategorisine dogal denktir.

ispat: G, Moore kompleksinin uzunlugu 3 olan bir simplisel grup olsun.

Onerme 3.2.1 geregince
B3 By o
NG3 — NG2 — NG1 — NG()

yapisinin bir 3-¢aprazlanmig modiil oldugunu gostermistik. (Moore kom-
pleksin boyu 3 oldugu i¢in NGy N Dy = 1 buradanda 0,(NG4 N Dy) = 1
olur. Dolaysiyla NG3/0,(NG4 N Dy) yerine NG3 alinmigtir). Sonug olarak

%3 . 6imp®tpsg - xgmoa
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seklinde Moore kompleksinin boyu 3 olan simplisel gruplar kategorisinden

3-caprazlanmig modiiller kategorisine bir funktor elde edilir. Tersine bir
K& L2 MAN

3-caprazlanmig modiilii verilsin. Hy = N olsun. N nin M iizerine etkisi
yardimiyla H; = M x N semidirekt ¢arpimini elde edelim.(m,n) € M x N

olmak tizere dejenere ve ylizey operatorlerini

dy: MxN — N

(m,n) +— n
d: MxN — N

(m,n) — (@um)n
s0: N — M x N

n — (1,n)

seklinde tanimlayalim. M nin ve N nin L iizerine etkilerini kullanarak Hy =
(L x M) x (M x N) semidirekt garpimini ele alahm. [ € L,ym,m’ € M,n € N

olmak ftizere dejenere ve ylizey operatorlerini

do: (LxM)x(MxN) — N)

M %
;1)
M % N)

l,m,m’,n) —
LxM)x(MxN) —
mm’,n)

( (
( (m/
( (
( (
dy: (LXM)x(MxN) — (MxN)
( (
( (
(m/ (
( (
(m/ (

l,m,m’,n) —

l,m,m' n) = (02(l)m, 01(m/)n)
LxM)x(MxN)
1,1,m' ,n)

LxM)x(MxN)

So - MNN) —
D) —
s1: (M x N) —

,M) — (1,m/,1,n)
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seklinde tanimlayalim. (3CM10) geregince [ € L nin k € K iizerine

'k = {0k, 1} 1)

seklinde tanimh bir 'k etkisi vardir. Bu etki yardimiyla K x L semi direkt

carpimini elde ederiz. (I,m) € L x M nin (k,l) € K x L tzerine etkisi

Wk, ) = ("(R)," (1))

Wk, 1) = (k). (D)
— (lk',ll/>
= (%kA{l, 0k} g0, 1T7)

seklinde tanimlanir. . Burada ayri ayri (1,m) ve (I, 1) elemanlarinin etkilerini

vermemizdeki sebep

(1,m)(I,1) = (I'1,1m)

ve etki tanimindan

(@HEm) (1) = GO (@M (7))

olmasidir. Simdi bu tanimlamalar yardimiyla Hy = (KX L)(LxM)x (M xN)
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semidirekt carpimini tanimlayalim. Dejenere ve ylizey operatorlerini

do: (K xL)x(LxM)
(k,0,I';m,m' n)

di: (K xL)x(LxM)
(k,0,I',m,m',n)

do: (K xL)x(LxM)
(k,0,I',m,m' n)

ds: (K xL)x(LxM)
(k,0,I',m,m' ,n)

So: (LXM)x(MxN)
(I, m,m’,n)

s1: (LXM)x(MxN)
(l,m,m',n)

So: (LX M) x(MxN)
(I, m, m',n)

X (M x N)

X (M x N)

X (M x N)

X (M »x N)

LxM)x(MxN)
[,m,m’ n)
L x M) x (M x N)
w,m,m' n)

Lx M)x(MxN)
Oskl, Ool'm, m’,n)
L x M) % (M x N)
L, 0ol'm,m’, )
KXxL)x(LxM)x(MxN)
1,1,,m,m' n)
KXL)x(LxM)x(MxxN)
L1 l,m,m' n)

K xL)x(LxM)x

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
( (M x N)
(

L1, 1,m,m' n)

seklinde tammlayalim. Boylece H = {Hy, Hy, Hs, H3} seklinde bir 3-kisitlanmig

simplisel grup elde edilir. 3-kisitlanmig simplisel gruplar kategorisinden sim-

plisel gruplar kategorisine costz 3-koiskelet funktoru ve ayrica GimpSrp_,

kategorisinden Tr3GimpGrp kategorisine bir truncating funktoru vardir. Bu

iki funktorun bilegkesi yardimiyla X3900 kategorisinden Gimp®&tp; kate-

gorisine T3 funktoru vardir. Buradan asagidaki degismeli diagram elde edilir.

T, GimpSrp

costy

SimpBrp,

XMoo
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boylece X300 kategorisi ile Gimp&rp,; kategorisinin dogal denkligi elde

edilmig olur. [J



Bolum 4

Serbest 3-Caprazlanmig

Moduller

4.1 Giris

Serbest gaprazlanmig modiil kavrami ilk olarak J.H.C.Whitehead [48] de tanim
lanmig ve [18] deki 2—c¢aprazlanmig modiil tanimina bagh olarak serbest
2—caprazlanmig modiiller, [38] de tanimlanmigtir. Bu boliimde ilk olarak [38]
de verilen tanimlama yardimiyla 3—serbest ¢aprazlanmig modiiller tanimlana
caktir. Bu yapimin ingaasinda [29] da tanimlanan CW-tabanlar kullanilacaktir.
Son olarak k—iskeletin n—tipleri incelenecektir. Boliimde agirlikh olarak [37],

ve [38] referans alinmigtir.

Tanim 4.1.1 (Lo, Ly, 0) bir ¢aprazlanmis modil, S bir kiime ve v : S — Lo
bir fonksiyon olsun. Herhangi bir (LY, Ly, ") ¢aprazlanmas modili ve 0'v' =
Ov sartina saglayan herhangiv' : S — LY fonksiyonuna karsilik ®v = v" olacak
sekilde bir tek

P : (Lo, L1, 0) — (Ly, L1, ')

79
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morfizmi varsa (Lo, L1,0) ¢aprazlanmis modiline Ov : S — Ly fdzerinde bir

serbest caprazlanmas modul denir.

Ornek 4.1.2 Lo, bir S kiimes: tizerinde bir serbest L1—modil olsun. Bu du-
rumda (Lo, L1,1), v : S — Ly fonksiyonu tzerinde bir serbest ¢aprazlanmag
modildir. Gercekten, Ornek 2.2.6 geregince (La, Ly, 1) bir ¢aprazlanmas modiil
dir. Simdi v' : S — L, fonksiyonu ile beraber bir (LY, Li,) caprazlanmas

modiliu secelim. Boylece

v = 1o

oldugundan Imv" CCekd’ olur. Dolayisiyla ®v = v' olacak sekilde bir tek

O : Ly — Ly donisimi vardar.

4.2 Adim Adim ingaalar

Bu kisim simplisel ¢oziimlemelerin nasil inga edildiginin kisa bir o6zetidir.

Calismada agirlikhi olarak [36],[1] referans alinmigtir.

Tanim ve Notasyon

Ik olarak bir simplisel ¢oziimlemenin ingaasinda kullamlacak agagidaki no-
tasyon ve terminolojiyi hatirlayalim. [n] = {0 < 1 < ... < n} siralh kiimesi
verilsin. 0} (z) fonksiyonunu tanmimlayalm. 0 < ¢ < n # 0 igin bire bir

monoton J; : [n — 1] — [n] fonksiyonu

T , xr <1 ise

r+1 , x>1 ise
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bigiminde tanimlanir. 0 <7 < n igin 6rten monoton artan o : [n + 1] — [n]

fonksiyonu

x , * <1 ise
r—1 |, x> ise
bigiminde tanimlanir. Buradan itibaren {m,n}, artan érten [m] — [n] fonksiy-

onlarimin kiimesini temsil edecektir.

Homotopi Gruplarinda Yutan Elemanlar

Agagidaki boliimde A, Mutlu [36] de yer alan adim adim ingaa anlatilmaktadir.

G bir simlisel grup ve k£ > 1 sabit olsun.
Q={zy: A€ A}, z\ € m_1(GQ)
bi¢iminde bir 2 kiimesi tanimlayalim. Bu durumda her x, elemanina karsilik
= Ok (NGy)

olacak sekilde vy € NGj_; elemanlarinin kiimesini olugturalim. (Eger k = 1
ise bu durumda NGy = G oldugu igin vy € NGq kogulu asikardir. ) Simdi
Q) i¢indeki elemanlar1 yok ederek asagidaki bigimde bir F simplisel grubu
tanimlayalim.

1) F, bir serbest G,,-grup,

A€ Avete{n, k} olmak iizere F, = H Gn{yrt}
At

(burada G, {y}, G, ile y tarafindan iiretilen bir serbest grubun sertbest
carpimini temsil etmektedir.)

2) 0 <i<mn,icin s : F, — F,y1 grup homomorfizmi, s : G,, — Gp 41
homomorfizminden

u=to}, t:[n]— [k] olmak tizere s} (yrt) = Yru

(2



82

bagintilari ile elde edilir.
3)0<i<n#0,ignd!: F, — F,_; grup homomorfizmi d} : G,, — G,,_1

den
Yau eger fonksiyon wu =14 Orten

di (yni) = 4 t'(vy) eger u = ot
0  eger u= 5?25’ ile j#k
bagintilar ile elde edilir.
Simplisel ¢oziimlemelerin adim adim ingaasinda sonug olarak agagidaki

ozellikler vardar.

Not 4.2.1 i)n <ki¢nF, =G,

ii) n = k i¢in Fy, k e ylzeyi hari¢ tim yiizeyleri sifur olan dejenere
olmayan elemanlarin olusturdugu bir kime tzerinde serbest Gy-gruptur.

iii) F, , n > k i¢in dejenere elemanlar: tzerinde bir serbest G-
gruptur.

Ileride bu insa, bir ¢ozimlemenin k-iskeleti olarak adlandirlacaktur.
Buradan hareketle asagidaki sonucu verelim.

Onerme 4.2.2 F = G[Q] olmak dizere G — F simplisel gruplarin igine
donistimi

Tu(G) — T (F)
homomorfizmini tretir. n < k — 1 icin
Tn(G) = 7, (F)

ven = k — 1 i¢in bu homomorfizm, cekirdegi wy = w O, NG} formundak:

elemanlar tarafindan tretilen bir epimorfizmdir.
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4.2.1 Simplisel Coziimlemelerin Insaas:

Asgagidaki sonug ilk olarak cebir durumu icin [1] de tanimlanmig ve buna

bagl olarak [36] de grup durumuna genellestirilmistir.

Teorem 4.2.3 [39]G bir grup olsun. Bu durumda, G nin bir F serbest sim-

plisel coziimlemesi vardir.

4.2.2 Bir Serbest Simplisel Coziimlemenin C'W —Tabanlar
Yardimiyla “Adim-Adim” Coziumlemesi ve 3-iskeleti
Tanim 4.2.4 D. M. Kan [29] da tanimlandig izere; F serbest simplisel grup

olsun. S yapist asaqudaki sartlar, saghyorsa, S ya F nin bir CW —tabana

denir.
(i) Her n >0 i¢in S, = SN F,, F, yi serbestce diretir.

(ii) S dejenere operatorleri altinda kapalidir, yani her 0 <i < n igin z € I,

ise s;i(x) € Spqq dir.

(iii) x € Q41 dejenere olmayan bir eleman ise d;(x) = e,_1 dir. (Burada

en—1, Fn_1 in birim elemanidir.)

F bir serbest simplisel grup ve &, F' nin C'W —tabani olsun, bu durumda
S = X kiimesi Fj grubunu serbestge iiretir yani Fy = F(X) dir. Devam
edilecek olursa, ¥y, F; grubunu serbestge tiretir ve so(Xp) C &y dir ve y €

Y1 = S1\s0(Xo) ise 0 <@ <1 igin d;(y) = eg dir ve ayrica
Fl = F(S()(Xo) U }/1) = F(S()(Xo)) * F()/l)

dir. FQ igin, SO(%I) U 81(%1) C %2 dir. Yy < Yé = %2\ U SZ(%Z) ise dg(y) =

i=0,1
di(y) = e; ve y € NG5 dir.
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G nin serbest simplisel ¢oziimlemesinin 1—iskelet’i olan F(, yeni indeter-

minantlarin eklenmesiyle
FY = FO(Xy) = F(s0(Xo) UY1) = F(so(Xo)) * F(Y7)

seklinde elde edilir; ylizey ve dejenere dontigtimleri

do,d1 9

F(So(X()) U }/1) F(Xo) G1

S0

0
bigimindedir. Burada F(X)) % G bir genigleme doniigiimiidiir ve 0 € X,

igin do(b)) = b; seklinde tammhdir, ayrica sg, d, ve di doniigiimleri
d%(XZ) =b; € Qekdg , dé(Xl) =1, x9€ X5 1(;111 80(%0) = 80(370)

seklinde tanimhidir. F | 1—iskeleti

do,dy,d
_fo®%2 di,do

FW . F(s150(X0) Uso(Y1) Usi(Y1)) = F(s0(Xo) U (V1) F(X,)
S0
1,80
biciminde tanimlanir. Benzer islemler tekrar edilirse F(?), 2—iskeleti
do,d1,d2 dy.do
F® . F(s150(X0) Uso(Y1) Usi (Y1) U (Y2)) F(s0(Xo) U (Y1) F(Xo)

S0
50,51
bi¢iminde ve

F = (555150(X0)Usas0(Y1)Us251 (Y1) Usyso(Y1)Usa(Ya)Ust (Ya) Uso(Ya) UY3)

olmak itizere F® 3—iskeleti:

d3L;d0 da,d1,do
FO® . .Fgfg) — F(s180(Xo) U s0(Y1) U s1(Y1) U (Y2)) —= F(s0(Xo) U (Y1) —= F'(Xo)
- 31,50 "
— 51,50
§2,51,50

bi¢imindedir.
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Yardimci teorem 4.2.5 FO®) yukarda tansmlandige bicimde verilsin. Bu
durumda Zy = {s1(y2)s0(y2)"" 1 y2 € Yo}, Zo = {s2(y2)s1(y2) " 1 y2 € Yo},
Ty = {s250(y1)s251 (1) " = 1 € Y1} ve Ty = {sa250(y1)s150(y1) " : 41 € Y1} ol-

mak tzere

(i) Cek(dy”) = (s1(Ya) Usa(Y2) UYa)
(i) Cek(d®) = (Ty U Z, U s5(Y2) U Y3)
(iii) Cek(dS)) = (Ty U Zy U so(Ya) U Y3) olur.

Tanim 4.2.6 {K,L, M, N,03,05,01} bir 3-caprazlanmas modil, S bir kiime
vev: S — K bir fonksiyon olsun. Bir {K', L, M,N,d,0s,01} 3-¢aprazlanmag
modili ve O3v = dv' olacak sekilde bir v' 1 S — K' fonksiyonu i¢in 00 = 03
olacak sekilde bir tek

¢o: K— K

morfizmi varsa {K,L, M, N,0s,05,01} yapisina Osv : S — L fonksiyonu
tzerinde bir serbest 3-caprazlanmais modil denir.

Eger 0y : M — N bir serbest oncaprazlanmas modiil ise { K, L, M, N, 03,02, 01 }
serbest 3-caprazlanmas modiline tamamen serbest’tir denir. Bu durumu asagidak:

bicimde resmedebiliriz.

K % L—2 m—2 N
N
[
i : S Id Id Id
N
[
v
K’ L M N

9% 02 o1
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Simdi tamamen serbest bir 3-caprazlanmig modiiliin ingasini tanimlayalim.

Bunun i¢in, bir serbest simplisel grubun

dg,d1,ds,d.
0,d1,d2,ds3 do.dy s
e do,d1

F® . .Fés) E F(s150(Xo) U so(Y1) Usi1(Y1) U (Ya)) E F(s9(Xo) U (Y1) E (Xo)

S0
< 1,80
$0,51,52

bi¢imindeki 3-iskelet’ine ihtiya¢ duyacagiz. Bu 3-boyutlu inga datasi ¢ :
Y1 — F(Xy) bigiminde bir 1-boyutlu inga datasi igerir. Burada ¢ : Y} —
F(Xy) dontisiimii dy @ F(so(Xo) UY1) — F(X,) doniigiimiiniin Y; kiimesine
kisitlanigidir. (Y7) ve (Y3) sirasiyla V) ve Ys kiimelerinin F(sq(Xo) U Y7) ve
F(s150(X0) Usp(Y1) Usi(Y1) UYs) iginde normal kapaniglar: olmak iizere 3 :
Y3 — (Ys), ¢ : (Ya) — (Y7) dontiglimleri ile birlikte (Y3, Y, Y1, 5,4, ¢, F(X0))
seklinde bir 3-boyutlu insa datasi elde edilir. Burada [ ve 1 donitisiimleri

sirasiyla dgg) ve d§2) dontigiimlerinin Y5 ve Y; e kisitlanigidir.

Teorem 4.2.7 (Y3,Y,,Y, F(Xy),3,v, ), yukarida tanvmlanan bigimde bir
3-boyutlu insa data’sy olsun, bu durumda bu data tarafindan tanymlanan bir

{K,L, M, F(Xy),03,04,0,} tamamen serbest 3-caprazlanmas modiilii vardur.

Ispat: M = (Y1) olsun. F(X,) 'in so vasitasiyla M tizerine etkisi
ile birlikte ¢ doniigimi bir M = (M, F(X,),0:1) serbest éngaprazlanmis
modiliidir. L = (Y3) olsun.

Simdi Z1 = {s1(y2)s0(y2) "' 1y € Ya} |, Zo = {sa(y)s1(y2) ™' 112 € Yo} |
Ty = {s2s0(y1)ses1(y1) ™" 1y €Y1} ve Ty = {s2s0(y1)s150(y1) " 1 1 € Y1}

kiimeleri yardimiyla Fég) icinde bir
D = <$1(}/2) U 82(}/2) U YE;> N <T1 U Z1 U 82(}/2) U Yé> N <T2 U Zg U So(YVQ) U YE),>

kiimesinin olusturalim, boylece M nin s,s; vasitasiyla ve L nin sy vasitasiyla

D fizerine etkisi vardir. 3 fonksiyonu yardimiyla y € Y3 icin 0(y) = ((y)
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seklinde taniml bir

0:D — (Y3)

dontigimii elde edilir. Dikkat edilecegi tizere burada D = N F2(2) dir.
Birinci boltimde verilen D igindeki P5 Peiffer normal altgrubu hatirlayalim.

P3; normal altgrubu

-1 -1
[1’3 $2dzr3s1dsry Sodsws 3231y1]
[ —1 d —1 d
§281L1 S250%1 , Y35203Y3 S103Y3
-1 -1
[sasoxy ' s150m1 , Y5 ' Sadsys)
(15077 525150
5150%1 S251500121 , Y3
-1 -1 -1
[8192 s251daY2 , SoTy S1T282T5 }

—1 d —1 d —1
S0Xo  S1T285251U2T9 ~S25002T2 , S2Yy S1Y2
dox;y ! d
S§0L2828002%y  S150A2L2 , S2Y2

dyy ' s1d
T38203T5  S1A3T3 , S2Y2
[sodsgsida(as) " sadsrs ()"
0a3r351A3(T3) S203L3\T3 y S2Y2
-1 -1 -1
[963 Sad3x3s1d3y Sod3w3 , Says 31y2]
-1 -1 -1
[352 $2d3r281d3T5 Sod3Ta , S281d2Y351Y3 ]
-1 -1
[82% S1T2 5 Ys3 32d3y3]
5107 5o
§1%9 ~S251U2T2 , Y3
-1 -1
[80$281$2 S22, Y3 Szdsy:a]
1 d dsyz "
§2X281Xy  Sox2 , S143Y352G43Y3 Y3
d —1 —1 d —1
S$250U2Zy " SoT251T5 S25102X2 , Y3

—1 -1 -1 -1
[s125 ' Somasas0dany  sas1dazs , s1d3y;  sadsys(ys) "]
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[s150da25250d225 ' So2 , 3]
[80£28280d2$2_13130d2332 ) S2d3?J3<y3)_1]

[yg , l’?:lSngl‘g}
[s1dsxs9ds(3) s, ys]
[:c§182d3$381d3($3)7150d3$3 , 313]
[x332d3x§181d3173 5 32d3y3(y3)_1]

(25 sadzzssidy () sodsws . sadsys(ys) ]
[x:;l52d31’381d3(9€3)7150d3$3 , 51d29352d3(93)7ly3]

formundaki elemanlar tarafindan tiretilir. Pj tin tiretegleri Cekds i¢inde oldugundan

0(Ps) = {1} olur. K = D/ P; boliim grubunu aldigimizda, ¢ boliim déniigiim

A

diagrami degismeli olacak sekilde bir d5 : K — L dontisimii elde ederiz.

Simdi {K, L, M, F(Xy), 03, 02,01} yapisin, yani,

olmak tlizere

D/P % (Ya) B (Vi) & F(Xo)
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kompleksinin (Y3, Y3, Y1, F(Xo), 3,1, ¢) tlizerinde serbest olmasi istenen 3-

¢aprazlanmig modiil oldugunu gosterelim.

W (Vi) x (Y1) — (Ya)

{z1,m} = sz, s1y1] [s191, soxd]
Wy = (Ya) x(Y2)  — D/Ps

{2,902}, ([5202, 5202 [s172, 5190 [512, S022]) P
W : (Y2) x(Y2)  — D/Ps

{2, 92}(2)(1) = ([s222, 5292] 5292, S122]) P
Woye) : (Ya) x(Y2)  — D/Ps

{x2ay2}(0)(2) = ([s292, s072]) P
Waoe ) x(Y2) — D/Ps

{1, 92}(17())(2) ([s28071, S292] [s2Y2, s15021]) P
Weow M) x(Ya)  — D/P

{1, 92}(2,0)(1) = ([s25071, S292] [S2y2, S25171] [S25171, 5192 [S1Y2, S25071]) P

Woyey (Yo)x (Y1) — D/Ps

{yo, $1}(0)(2,1) = ([s28121, S292] [$1Y2, S25121] [S25121, S0y2]) Ps

doniigimlerini tanimlayalim. Teorem 4.2.1 geregince { K, L, M, F'(Xy), 03, 02, 01 }
kompleksi bir 3—c¢aprazlanmig modildir. {K’, L, M, F(Xy),03,02,01}, M
oncaprazlanmus modiilii iizerinde bir 3—caprazlanmig modiildiir. ¢ : Y3 —
K', 66’ = ¥ olacak sekilde bir fonksiyon olsun. Bu 6" : Y3 — K’ fonksiy-
onu, M-equivariant olan ve elde edilen eglenikleri (conjugation) sg,s; ve g
vasitasiyla ilgili etkilere gotiiren bir tek D — K’ doniisiimiine genisler. Bu
genigleme P; lin elemanlarini K’ grubunun birim elemanina gotiiriir. Boylece
{®, Id, Id, Id} , 3-caprazlanmig modiiller arasinda bir déniigiim olacak sekilde

¢ : K — K’ doniigiimii elde edilir ve bu doniisiim istenildigi iizere tektir. [
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4.2.3 k-iskeletin n-tipleri

A Mutlu ve T.Porter [38] de n—tiplerin grup modellerinin tanimlanmasinda
bir serbest simplisel grubun k£—iskeletinin nasil ortaya ¢iktigini gostermis ve 1,
2 ve 3—tipleri incelemistir. Yine [38] de genel olarak serbest simplisel grubun

k—iskeleti F(®) olmak iizere k > 1 icin

e (F®) = Cek(NEP [ (NESTY) — Fyy)
seklinde tanimlanmigtir. Bu bilgiler 1g1¢1inda biz 4—tipleri inceleyecegiz.
4—tipler

Bir serbest simplisel grubun

d:s,;;do do,d1,do
- St dy,do
FO) o B == F(sis0(Xo) U so(Y1) U s1(Y1) U (Y2)) == Fls0(Xo) U (Y1) = F(Xo)
< 51,50 %0
= 51,80
52,851,850

3—iskeleti verilsin. Bu yapr yardimiyla elde edilen 3—kisitlanmig simplisel

grup Ttrz(F®) 3) olsun. Bu durumda

I

mo(Ttes(FO), 3)) F(X,)/N

T (Ttey(FP)3)) = Cek((Y1)/P1 — F(Xo))

mo(Ttey(FP,3)) 2 Cek(((5:(Y1) UYa) N (ZUY2))/ Py — (V1))
dir. Teorem 4.1.10 geregince
D= <81(Yv2) U 82(1/2) U YEJ,> N <T1 U Z1 U SQ(YQ) U Y€3> N <T2 U ZQ U 50(}/2) U Y;3>

olmak tlizere

73(Ttes(FO | 3)) = Cek(D — (Y3))

olur. Son olarak ¢ > 3 i¢in

mi(Tteg(FO) 3)) =2 1
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dir.

Sonug 4.2.8 Serbest 3— caprazlanmas modiller serbest simplisel grubun 3—iskeletinin

4—tiplerinin grup modelleridir.
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