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SIMGELER DiZINI

Simgeler

< Altmodiil

< Oz altmodiil

o Izomorfizm

< Biiyiik altmodiil

< Kiiciik altmodiil

A Sonlu boyutlu k-cebir

C Herhangi bir kategori

D Dualite funktoru

F Herhangi bir funktor

k(] Bir k cismi iizerindeki polinomlar halkasi
M Sag A-modiil

M/N Boliim modiilii

Tr Transpoz funktoru

v Nakayama funktoru

T Auslander-Reiten doniistiirticlisii

Kerf Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

Coker f Bir f homomorfizmasinin eggekirdegi

Im f Bir f homomorfizmasinin gortintiisii

Mo M M ve M’ modiillerinin dik toplam

SocM Bir M modiiliintin sokulu

RadM Bir M modiiliniin radikali

ModA Sag A-modiillerin kategorisi

modA Sonlu iiretilmis sag A-modiillerin kategorisi
Hom4 (M, N) ModA’da M’den N’ye giden tiim morfizmalarin kiimesi
rada(M, N) ModA’da M’den N’ye giden radikal morfizmalarin kiimesi
E(M,N) M’nin N ile tiim geniglemelerinin grubu
End M M’nin tim endomorfizmalarinin kiimesi
Exth (M, N) M ve N’nin geniglemelerinin birinci grubu




1. GIRIS

Neredeyse projektif modiil kavrami, ilk olarak 1980 yilinda Maurice Auslander’in
doktora ogrencisi Roberto Martinez Villa tarafindan tamtilmigtir. Tez ¢aligmasinda,;
kalitsal ve artin cebirler iizerinde neredeyse projektif modiiller, Martinez Villa (1980-
a,b) makaleleri temel kaynak alinarak tamtilacak ve bazi karakterizasyonlar: verile-
cektir. Kalitsal olmayan cebirler tizerinde neredeyse projektif modiillerin yapis1 Kay-
narca vd. (2023) esas alinarak incelenecektir. Ayrica neredeyse projektif modiiller
yardimiyla temsil teoride onemli yer tutan bazi problemlerin ¢oziimiine dair elde

edilen sonuclar ifade edilecektir.

R degigmeli bir halka ve A bir R-cebir olmak tizere R halkasi artin ve A bir sonlu
tiretilmis R-modiil ise, A bir artin cebir olarak adlandirilir. Artin cebirlerinin
temsil teorisindeki genel problemlerden biri, sonlu sayida ayrigtirilamaz modiiliin
izomorfizma smiflarina sahip cebirlerin karakterizasyonlarini vermektir. Boyle ce-
birler sonlu temsil tipli (finite representation type) olarak adlandirihr. Diger yandan
projektif modiillerin her alt modiillerinin projektif oldugu cebirlere kalitsal (heredi-
tary) ad1 verilir. Kalitsal artin cebirler Auslander ve Platzeck (1978), Bernstein vd.
(1973), Dlab-Ringel (1975) ve Gabriel (1972) tarafindan galigilmig ve bilinen sonlu

temsil tipli kalitsal artin cebirlerin tam bir listesi yapilmigtir.

A bir artin cebir ve P;’ler ayrigtirilamaz projektif modiiller olmak tizere A = @), P;
iken, i # j i¢in P, 2 P; oluyorsa A’ya bir temel (basic) cebir denir. Her artin
cebir bir temel cebire Morita denk (yani bu cebirler iizerine kurulan modiillerin
kategorileri denk) oldugundan A’y1 bir ayrigtirilamaz temel kalitsal cebir olarak
kabul edebiliriz. Bdyle bir cebirin yapisini incelemek ve onu gorsellestirmek igin
ona karsilik gelen bir kuiver ¢izilir: 7; A'min radikali ve {ej,es,...,e,} A'min ilkel
ortogonal idempotentlerinin bir tam kiimesi olmak iizere sonlu bir kuiver su sekilde
olugturulur: her bir ey, es, ..., €, idempotentine karsilik kuiverde py, po, ..., p, koseleri
olugturulur.e;r /r?e; # 0 olmas1 durumunda da p;’den p;’ye bir ¢;; oku izilir. Kuiver-

deki oklarin yont ihmal edildiginde elde edilen ¢izgeye, kuiverin altinda yatan cizge



ad1 verilir.

Sonlu temsil tipli cebirleri, bunlara karsilik gelen kuiverlerin altinda yatan gizgelere
gore karakterize eden agagidaki teorem, Dlab ve Ringel (1975), Bernstein vd. (1973)
ve Gabriel (1972) tarafindan farkli bigimde kamtlanmgtir.

Teorem A: Bir ayristirilamaz temel kalitsal artin A cebirinin sonlu temsil tipli ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul bu cebire karsilik gelen kuiverin altinda yatan ¢izgenin

agagidaki Dynkin diyagramlarindan biri formunda olmasidir:

n>4, A,: e ° ° °
n>2 B,: e ° ° e
n>3 C,: e ° ° °
°
n>4 D,: o . . /
°
°
EGZ
° ° ° ° °
°
]E7Z
° ° ° ° ° °
°
EgZ
° ° ° ° ° ° °
Fo: @ ——— 0 —"—— @ °
Gy: e=——= e

Bir kalitsal artin cebirin sonlu temsil tipli olup olmadigini belirlemek i¢in, bulunan

kriterlerden biri de kuadratik formdur.



A, bir k cismi tizerinde sonlu boyutlu olan, bir ayrigtirilamaz temel kalitsal artin
cebir olsun. A’nin Grothendieck grubu; tabani, izomorfik olmayan S, Ss, ..., .S, basit
modillerinin [Sy], [Sa], ..., [Sy] izomorfizma simflar1 olan bir serbest abelyan gruptur
ve Gr(A) ile gosterilir. B(X,Y) = dimyHomy (X,Y) — dim,Exts (X, Y) ile tanimh
bir B : Gr(A) x Gr(A) — Z ikilineer formuna kargilik

B(X,Y) = - [B(X,Y) + B(Y, X)]

N | —

ile tammh bir B(X,Y) iligkili simetrik ikilineer formu vardir. Bu ikilineer formla

iligkili olan ve
Q(X) = B(X, X) — dlmkEndA(X) == Cllrllk]'EXtA()f7 X)

ile tanimh bir ¢ : Gr(A) — Z kuadratik formu yardimiyla sonlu temsil tipli cebir-
lerin bir karakterizasyonu Auslander ve Platzeck (1978), Dlab ve Ringel (1978) ve

Bernstein vd. (1973) tarafindan asagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem B: Ayristirilamaz kalitsal bir A artin cebiri i¢in agagidaki ifadeler denktir:
(i) A sonlu temsil tiplidir.
(ii) Her M € Gr(A) i¢in ¢([M]) > 0
(iii) Her sonlu iiretilmis M A-modiilii i¢in Ext(M, M) = 0 dur.

Martinez Villa (1980a) tarafindan, bir kaltsal artin cebir {izerine kurulan sonlu
iiretilmis modiillerin kategorisinin bir dolu altkategorisi olan neredeyse projektif
modiillerin kategorisi iizerinde Teorem B’ye benzer bir teorem kanitlanarak, sonlu
sayida izomorfik olmayan neredeyse projektif modiile sahip bir cebir tizerindeki gerek

ve yeter kosullar ifade ve ispat edilmistir.

Loupias (1975), sonlu temsil tipli A cebirlerinin bir ailesini bir kalitsal cebirin faktor-
leri olarak simiflandirmigtir. Bautista (1977) ise, sonlu temsil tipli artin cebirleri,
yerel olarak kalitsal (locally hereditary) ya da kisaca I-kalitsal (I-hereditary) ad1 veri-

len su ozellige gore simflandirmistir: ayristirilamaz projektif A-modiillerin herhangi



P, Q) cifti i¢in herhangi bir sifirdan farkli f : P — @ dontigtimii bir monomorfiz-
madir. Boylece [-kalitsal cebirlerin bir alt sinifi formunda olan ve Loupias (1975)
tarafindan incelenen cebirler [-projektif olarak adlandirilmig ve soyle karakterize
edilmigtir: herhangi bir A halkasi igin bir X A-modiiliiniin yerel olarak projek-
tif ya da kisaca [-projektif olmasi igin gerek ve yeter kosul herhangi ayristirilamaz
P projektif modiilii i¢in herhangi bir sifirdan farkhh f : P — X doniigiimiiniin
bir monomorfizma olmasidir. O halde, [-kalitsal bir halkanin; her ayrigtirilamaz
modiili [-projektif olan bir halka oldugu agiktir. Herhangi bir artin halkada -
projektif modiillerin sinifinin altmodiiller, genislemeler ve ¢arpimlar altinda kapali
oldugu Martinez Villa (1980a) tarafindan ifade edilmig ve yarimiikemmel bir halka
tizerinde [-projektif modiillerle ilgili elde edilen ozellikler yarimiikemmel [-kalitsal
bir halka tizerindeki [-projektif modiillere taginmigtir. Bundan bagka, bir kalitsal ce-
bir tizerindeki [-projektif modiillerin yapisi genel olarak bilinmemekle birlikte sonlu
sayida ayrigtirilamaz modiilii [-projektif olan sonsuz temsil tipli kalitsal cebirlerin

var oldugu Martinez Villa (1980a) tarafindan ifade edilmistir.

Neredeyse projektif modiiller, I-projektif modiillerin alt sinifi olarak, Martinez Villa

(1980a) tarafindan su sekilde tanmimlanmigtir:
(i) X projektif degildir,
(ii) X’in her 6z altmodiilii projektiftir,
(iii) X bir ayrigtirilamaz projektif modiiliin bir faktori degildir.

(i) ve (ii) kogullarini saglayan bir modiile neredeyse projektif modiil (almost projec-
tive module) denir ve tiim neredeyse projektif modiillerin smifi A ile gosterilir. Bir
mitkemmel A halkas: tizerindeki neredeyse projektif modiiller Martinez Villa (1980a)
tarafindan, bir projektif modiiliin bir faktorii olmasi ve olmamasina gore, 1977’de
Auslander ve Reiten tarafindan tanimlanan indirgenemez morfizmalar yardimiyla,

agagidaki bi¢imde karakterize edilmistir:

e Bir ayristirilamaz projektif modiiliin bir faktorii olmayan bir X A-modiiliintin

neredeyse projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P bir kalitsal projektif



modil olmak tizere X’in bir

0 y [ ——» P "5 X

o

temsilinde a’nin bir indirgenemez morfizma olmasidir.

e Bir ayrigtirilamaz projektif P modiilii ve onun asgikar olmayan bir K altmodiilii
icin X = P/K olacak sekildeki bir X A-modiiliiniin neredeyse projektif olmasi
igin gerek ve yeter kosul radP = @ @& K olacak sekilde P’nin bir kalitsal

projektif () altmodiiliiniin var olmasidir.

Boylece bir kalitsal cebir tizerinde neredeyse projektif modiilleri karakterize etmek
icin indirgenemez morfizmalar1 siniflandirmak gerektigini diisiinen Martinez Villa
(1980a), sonlu iiretilmis projektif A-modiiller arasindaki indirgenemez morfizmalarin
bir tam karakterizasyonu verilmistir. Boylece Teorem B’ye benzer olarak, sonlu
sayida neredeyse projektif A-modiile sahip kalitsal artin A cebirler tizerindeki gerek

ve yeter kosullar1 veren agagidaki teoremi kanitlamigtir.

Teorem C: A bir sonsuz k cismi tizerinde sonlu tiretilmis bir kalitsal cebir olsun.

Bu durumda agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) modA sadece sonlu sayida neredeyse projektif modiile sahiptir;
(ii) Her bir neredeyse projektif X modiilii igin

q(X) = dimgHomy (X, X) — dimgExt (X, X) > 0 dur;

(iii) Her bir neredeyse projektif X modiilii igin Exty (X, X) = 0 dir;

(iv) Ayrigtinlamaz projektif olan, Homy (L, rP/r?P) # 0, dimEndA(L)HomA(L7 P) =
1yada dimEndA( P)HomA(L, P) = 1 ozelliklerinden birini saglayan her bir L, P
¢ifti i¢in, her neredeyse projektif X modiiliintin;

L, Py, ...., P, izomorfik olmayan ayrigtirilamaz projektifler ve 1 < m; < 3 ol-

mak tizere 0 > L >» P o P,d--- &P > X > 0 biciminde
bir minimal projektif temsili ya da

Ly, ...., Ls, P izomorfik olmayan ayrigtirilamaz projektifler ve 1 < ny; < 3 olmak

>



tizere 0 —— L' ® Lo ® -+ @ Ly > P > X > 0 bigiminde bir

minimal projektif temsili vardir.

Neredeyse split diziler, Auslander ve Reiten (1977a,b,c) tarafindan bir dizi makalede
tanimlanan ve varliklar: ispatlanan, split olmayan kisa tam dizilerdir. Bu dizilerin
ilk ve son terimleri arasinda bir iligki var olup, ilk veya son terimlerine gore izomor-

fizma farkiyla tek tiirli tanimh olduklar1 agagidaki teoremde ifade edilmistir.

Teorem D:

(i) N ayrnigtirilamaz projektif olmayan bir A-modiil ise, bu durumda izomorfizma

farkiyla bir tek 0 v L LM 2N > 0 neredeyse split dizisi

vardir. Ayrica L = DTr(V) dir.

(ii) L aynstirilamaz injektif olmayan bir A-modiil ise, bu durumda izomorfizma

farkiyla bir tek 0 v L1 s M 2N > 0 neredeyse split dizisi

vardir. Ayrica N = TrD(L) dir.

Dolayisiyla bir neredeyse split dizinin bilinmeyeni olan ortadaki E terimini belir-
lemek, 6zel olarak E’nin ne zaman ayrigtirilamaz oldugunu belirlemek asil problem

konusu olmustur. Sonlu temsil tipli herhangi bir artin cebir tizerinde,

0 —— DTr(A) > B > A

o

neredeyse split dizisinin E' terimi ayrigtirilamaz olacak sekilde ayrigtirilamaz bir A
A-modiiliiniin var oldugu Auslander ve Reiten (1977) tarafindan kanitlanmigtir. Her-
hangi bir artin cebir tizerinde de bunun saglandigi, Martinez Villa (1980b) tarafindan
neredeyse projektif modiiller kullanilarak gosterilmistir. Ayrica neredeyse split diziler
yardimiyla neredeyse projektif modiillerin baz1 karakterizasyonlar1 Martinez Villa

(1980a) tarafindan verilmigtir. Bunlardan bazilar1 sunlardir:

e Kalitsal bir cebir tizerinde bir sonlu iiretilmis burulmali X modiiliiniin neredeyse
projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kogul DTr(X)’in neredeyse injektif (yani

kendisinin injektif degil fakat her faktoriiniin injektif) olmasidir



e Kendisi basit fakat injektif olmayan ve DTr(X) basit projektif olmayan bir X

modiilii neredeyse projektif ise, 0 —— DTr(X) > B X > 0

~

neredeyse split dizinin ortadaki terimi ayrigtirilamazdir.

e X bir kalitsal cebir tlizerinde neredeyse projektif bir modiil ise, bu durumda
X, TrD(.S) nin bir faktorii olacak sekilde injektif olmayan basit bir S modiilii
vardir. Bundan dolayi, ozel olarak neredeyse projektif modiillerin A sinifi

diizgiin olarak sinirli uzunluga sahiptir.

Martinez Villa (1980b) tarafindan neredeyse projektif modiillerle biten neredeyse
split dizilerin orta teriminin ayrigtirilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter kosullar veril-
migtir. Park (1988) tarafindan neredeyse projektif modiillerin ayrigtirilamaz oldugu,
ilk morfizmas1 indirgenemez ve ortadaki terimi neredeyse projektif olan bir kisa
dizinin son teriminin neredeyse projektif oldugu kanitlanmigtir. Kaynarca vd. (2023)
tarafindan kalitsal olmayan cebirlerde neredeyse projektif modiiller tizerine ¢aligilmig
olup, sonsuz ¢oklukta ya da ¢ok az sayida neredeyse projektif modiile sahip kalitsal
olmayan cebirlerin var oldugu ve sonlu temsil tipli bir cebir ile onun karsit ce-
birinin her zaman ayni sayida neredeyse projektif modiile sahip olmadigi, kuiverler

yardimiyla gosterilmigtir.

Tez caligmasinda, ilk olarak temel kavramlarin tanimlari ve ozellikleri verilecek-
tir. Uclincii boliimde; sirasiyla kalitsal, artin ve kalitsal olmayan cebirler tizerinde
neredeyse projektif modiiller yukarida sozii edilen makaleler esas alinarak ince-

lenecektir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tez caligmasi icin gerekli olan bazi temel kavramlar tanitilarak kul-
lanilacak olan bazi ozellikler ifade edilecektir. Bu boliimde kullanilan temel kay-
naklar Anderson and Fuller (1974), Pancar ve Alizade (2016), Assem and Coelho
(2020), Rotman (1979)’dur.

2.1. Halkalar

Tanim 2.1.1 M bir toplamsal abelyan grup olsun. M’den M’ye giden bir grup

homomorfizmasina, yani her a,b € M igin

fla+b) = f(a)+ f(b)

kosulunu saglayan bir f : M — M fonksiyonuna M ’nin bir endomorfizmasi (en-
domorphism of M) denir. M’nin tiim endomorfizmalarimin kiimesi F ile gosterilir.

Her a € M ve f,g € E i¢in

(f +9)(a) = f(a) + g(a)

ile tanmiml iglemle £ kiimesi; birim elemani her a € M igin 0(a) = 0 ile tamimh sifir
homomorfizmasi olan bir toplamsal abel gruptur. E kiimesi tizerinde ikinci bir iglem
olarak fonsiyon bilegkesi agagidaki bicimde iki farkhi sekilde tanimlanarak iki farklh

halka yapisi olusturulur.

e Her f,g € E ve her a € M i¢in (fg)(a) = f(g(a)) ile tammlanirsa M nin
endomorfizmalarinin kiimesi End!(M) ile gosterilir ve M’'nin sol endomorfiz-

malarimn halkasy (ring of left endomorphisms of M) olarak adlandirilir.

e Her f,g € E ve her a € M icin (a)(fg) = ((a)f)g ile tammlanirsa M nin
endomorfizmalarinin kiimesi End" (M) ile gosterilir ve M'nin sag endomorfiz-

malarmn halkas: (ring of right endomorphisms of M) olarak adlandirilir.

Tanmim 2.1.2 Herhangi bir (A, +,.) halkasinda ¢arpma iglemi farkli bir sekilde
tanimlanarak yeni bir halka yapisi olugturulabilir. Elemanlar1 A'nin elemanlariyla

ayni olan ve A’nin karsit halkasy (opposite ring) olarak adlandirilan halka; A’daki
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toplama ve her a,b € A igin a @ b = b.a ile tanimlanan yeni ¢arpma iglemiyle bir

halkadir ve (AP, 4, o) ile gosterilir.

Tez caligmasinda kullanilacak olan bazi 6zel halkalarin tanimlar: ilerleyen boltimlerde

verilecektir.

2.2. Modiller

Tez ¢aligmast boyunca birimli bir A halkas: tizerinde ¢aligilacaktir.

Tanim 2.2.1 A birimli bir halka ve 0 # M toplamsal bir abel grup olsun. A’dan
M’nin sag endomorfizmalariin End”(M) kiimesine bir A halka homomorfizmas:
varsa (M, \) ikilisine bir sag A-modiil (right A-module) denir ve M ile gosterilir.

Daha acik olarak; her a,b € A ve z,y € M igin
(1) (z+y)Aa) = (x)A(a) + (y)A(a),
(if) (2)A(a+b) = (x)A(a) + ()A(D);
(iii) (z)A(ab) = ((z)A(a))A(b);
(iv) (2)A(1) =z

ozelliklerini saglayan bir A : A — End"(M) fonksiyonu ile birlikte M’ye bir sag
A-modil denir. Fakat pratikte bu tanim; yukaridaki aksiyomlarda A\ ve parantezler
ihmal edilerek kullanilir. Benzer olarak sol A-modiil tanimlanir ve 4 M ile gosterilir.
M bir sol A-modiil ve bir sag B-modiil olmak tizere her a € A,m € M,b € B
icin a(mb) = (am)b ozelligi saglamrsa M’ye bir (A, B)-bimodiil denir ve 4Mp
ile gosterilir. Tim sag A-modiillerin ayni zamanda sol A°’-modiil oldugu aciktir.
Ayrica her A halkasi kendisi iizerinde hem sol 4 A hem de sag A, modiil yapilarina

sahip olup, bu modiillere regiler (regular) modiil adi verilir.

Ikinci boliimde verilen tanimlarin tiimii sag modiiller i¢in verilmigtir. Fakat ti¢lincii

boliimde hangi yanh (sag ya da sol) modiillerde galigildig ayrica belirtilecektir.



Tanmim 2.2.2 M bir A-modiil ve ) # N C M olsun. Eger N; M’nin A ile skaler
carpimlart altinda kapali olan bir altgrubu ise, N’ye M’nin bir A-altmodili (A-
submodule) denir ve N < M ile gosterilir. Bir M modiliiniin iki alt modiili her
zaman vardir. Bunlardan biri 0 = {0y} sifir altmodiilii, digeri ise M nin kendi-
sidir. Bunlara agikar (trivial) altmodiiller denir. M nin kendisinden farkl bir N

altmodiiliine 6z altmodil (proper submodule) ad1 verilir ve N < M ile gosterilir.

Tanim 2.2.3 M bir A-modiil ve X, M nin bir altkiimesi olsun. M’nin X’i kap-
sayan tim altmodiillerinin arakesitine X tarafindan tretilen (generated by X) alt-
modiil denir ve X A ile gosterilir. Bu kiime X'’in tiim A-lineer kombinasyonlarindan
olugur. XA = M olacak sekilde bir X altkiimesi varsa X, M ic¢in bir trete¢ kiimesi
(generator set) olarak adlandirihr. Bir sonlu kiime tarafindan tiretilen M modiiliine

sonlu tretilmis (finitely generated) modiil adi verilir.
Teorem 2.2.4 M bir A-modiil ve X C M iirete¢ kiimesi olsun. Bu durumda bir

AXD M —0

epimorfizmasi vardir. Ayrica A'min M’yi sonlu iiretmesi icin gerek ve yeter kosul

M’nin sonlu tiretilmis olmasidir.

Tanim 2.2.5 Bir M A-modiiliiniin tiim altmodiillerinin ailesi S(M) olmak iizere
S(M) azalan zincir kosulunu (descending chain condition) saglarsa, yani; S(M ) deki
her azalan

Li>Ly>...>L,>...

zinciri i¢in L,; = L, (i = 1,2,...) olacak sekilde bir n varsa M modili artin
(artinian) olarak adlandirilir.
Ozel olarak; 4A (Ay4) regiiler sol (sag) modiilleri artin ise A halkas: sol (sag) artin

olarak adlandirilir.

Teorem 2.2.6 Bir F' A-modiilii ve X = {x; | ¢ € I} C F altkiimesi i¢in agagidaki

kosullar birbirine denktir:

(i) Her a € F elemani, sadece sonlu sayida a; € A eleman: sifirdan farkl (veya
hepsi sifir) olmak iizere, a = Y. ; z;a; bigiminde sonlu toplam olarak tek tiirli

yazilir.
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(ii) Her i € I i¢in f;(a) = x;a ile tammh bir f; : A — x;A izomorfizmas: vardir

ve ' =@, ; x;A olur.

Tanim 2.2.7 Teorem 2.2.6'daki denk kosullardan birini saglayan Fye bir serbest
(free) modil, X = {x; | i € I} kiimesine de F'nin serbest tretegler (free generators)

kiimesi veya kisaca taban (basis) denir.

Tanim 2.2.8 M bir A-modiil ve N; M’ nin bir altmodiilii olsun. Her m, my, my € M
ve her a € A i¢in

(m1+N)+(m2+N):m1+m2+N7
(m+ N)a=ma+ N

ile tamimh iglemlerle bir A-modiil yapisina sahip olan M/N = {m + N|m € M}

kiimesine M nin N ile bolim modili ya da faktor modili (factor module) denir.
Uyar1 2.2.9 Her modiil, bir serbest modiiltin boéliim modiiliine izomorftur.

Tanim 2.2.10 M sifirdan farkli bir A-modiil olmak tizere, A'nin agikar altmodiillerin-

den bagka altmodiilii yoksa A’ya basit (simple) modiil denir.

Tanim 2.2.11 M sifirdan farklh bir A-modiil olsun. Her bir 7 icin, kompozisyon
faktori (composition factor) olarak adlandirilan M;;/M; béliim modiilii basit ola-

cak sekilde, M nin altmodiillerinin bir sonlu
M=My>M >My,>...>M, =0

dizisine M’ nin n uzunluklu kompozisyon serisi (composition series of length n) denir.
Jordan-Holder Teoremi geregince; bir M modiilii bir kompozisyon serisine sahipse
M’nin kompozisyon serilerinin her ¢ifti izomorf olup, bunun bir sonucu olarak, bir
kompozisyon serisine sahip olan herhangi bir modiiliin tiim kompozisyon serilerinin
uzunluklar1 aynidir. Bu sayiya M modiiliniin wzunlugu (length) denir ve I(M) ile
gosterilir. M’nin hig kompozisyon serisi yoksa, bu durum [(M) := oo ile ifade edilir.

Ayrica (M) = 0 olmasi igin gerek ve yeter kogul M = 0 olmasidir.
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Tanim 2.2.12 M bir A-modiil ve M; ve M, M’nin altmodiilleri olsun. Eger
M = M, + M5 ve M; N My = 0 oluyorsa, M’ye M ile My'nin i¢ direkt toplama
(internal direct sum) denir ve M = M; & My ile gosterilir ve bu yazilig M 'nin bir
dik ayrgima (direct decomposition) olarak adlandirihr. Bu durumda her m € M
elemani; my € M; ve my € M, olmak lizere m = my + my bigiminde tek tiirli
olarak yazilir. Burada M; ve My’ye M’nin dik toplananlary (direct summand) denir.
Eger My; M’nin bir dik toplanani ise M = M; & M, olacak sekilde M nin bir M,
altmodiilii vardir. Sifirdan farkli bir M modiilii sifirdan farkl altmodiillerinin bir dik

toplam olarak yazilamiyorsa ayristirilamaz (indecomposable) olarak adlandirilir.

Tanim 2.2.13 M bir A-modiil ve K < M olsun. K N L = 0 olacak sekildeki her
L < M igin L = 0 oluyorsa K’ya biiyiik (essential, large) altmodiil denir ve K <M

ile gosterilir.

Tanim 2.2.14 M bir A-modiil ve K < M olsun. K + L = M olacak sekildeki
her L < M igin L = M oluyorsa K'ya kii¢iik (superfluous, small) altmodiil denir ve
K < M ile gosterilir.

Tanim 2.2.15 M bir A-modil ve N; M’nin sifirdan farkl bir altmodiilii olmak
izere herhangi bir L < M icin L < N iken L = 0 veya L = N oluyorsa N’ye M nin
bir minimal altmodiilii denir. Basit ve minimal modiillerin cakigik oldugu aciktir.
M’nin tiim minimal (yani basit) altmodiillerinin toplamina M ’nin sokulu (socle)

denir ve SocM ile gosterilir. Yani
SocM =Y {K; | K;, M'nin basit (minimal) altmodiilii}

olup
SocM = (){E; | E;, M’nin bilyiik altmodiilii}

bigiminde de yazilir. M’nin hi¢ minimal altmodiilii yoksa SocM = 0 yazilir.

Tanim 2.2.16 M bir A-modiil ve N; M’ nin bir 6z altmodiilii olmak tizere herhangi
bir L < M igin N < L iken L = N veya L = M oluyorsa N’ye M nin bir maksimal
altmodiilii denir. M’nin tiim maksimal altmodiillerinin arakesitine M nin radikal

(radical) denir ve RadM ile gosterilir. Yani
RadM = ﬂ {N; | N;, M’nin maksimal altmodiilii}
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olup
RadM =Y " {S; | S;, Mnin kiigiik altmodiilii}

bi¢iminde de yazilir. M’nin hi¢ maksimal altmodiilii yoksa RadM = M yazilir.

2.3. Modil Homomorfizmalar:

Tanim 2.3.1 M ve N birer A-modiil olsun. Her x,y € M ve her a € A icin
flx+y)=f@)+ fy)
f(za) = f(z)a

ozelliklerini saglayan bir f : M — N fonksiyonuna A-homomorfizma (A-homomorp-
hism) denir. Bir f : M — N A-homomorfizmasi; (swrasiyla) birebir ise A-
monomorfizma, orten ise A-epimofizma, hem birebir hem de 6rten ise A-izomorfizma
olarak adlandirihir. Bir f : M — M A-homomorfizmasina A-endomorfizma adi

verilir.

M’den N'ye giden tiim A-homomorfizmalarinin kiimesi Hom 4 (M, N) ile gosterilir.
Ozel olarak N = M olmasi durumunda End M ile gosterilir ve bu kiime M’nin

endomorfizma halkasy (endomorphism ring) olarak adlandirilir.
Tanim 2.3.2 f: M — N bir A-homomorfizma olsun.

(1) f'nin ¢ekirdegi (kernel); Kerf ={m € M | f(m) = 0},

(i) f'nin gorintisi (image); Imf = {f(m) | m € M},

(iii) f'nin egcgekirdegi (cokernel); Cokerf = N/Imf = {n+Imf |n € N}
ile tanimlanir.
Lemma 2.3.3 f: M — Nve f': N — M

ff=1n

olacak sekilde A-homomorfizmalar olsun. Bu durumda f bir A-epimorfizma ve f’
bir A-monomorfizma olup

M =Kerf @ Imf’

bi¢iminde yazilir.
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Uyar12.3.4 Eger bir f : M — N A-homomorfizmas1 f = gh biciminde yaziliyorsa,
f’ve g ve h dizerinden faktéorlenir (factor through g and h) denir. Agagida verilen ve
Carpan Teoremi (Factor Theorem) olarak adlandirilan teorem bir A-homomorfizmasi-

nin faktorlenmesinin karakterizasyonlarini igerir.

Teorem 2.3.5 M, N, M’ ve N’ birer A-modiil ve f : M — N bir A-homomorfizmasi
olsun.

(i) Kerg C Kerf olacak sekilde bir g : M — M’ A-epimorfizmasi varsa,

M

diyagramim degismeli yapan, yani; f = hg olacak sekilde, bir tek h : M’ — N
A-homomorfizmasi vardir. Ayrica Kerh = g(Kerf) ve Imh = Im f olup h’nin birebir
olmasi i¢in gerek ve yeter kogsul Kerg = Kerf olmasi ve h’nin orten olmasi icin gerek
ve yeter kosul f'nin orten olmasidir.

(ii) Imf C Img olacak sekilde bir g : N’ — N A-monomorfizmasi varsa,

diyagramim degismeli yapan, yani; f = gh olacak sekilde, bir tek h : M — N’ A-
homomorfizmast vardir. Ayrica Kerh = Kerf ve Imh = g~!(Imf) olup h’nin birebir
olmasi igin gerek ve yeter kogul f’nin birebir olmasi ve A'nin orten olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul Img = Im f olmasidir.

Onerme 2.3.6 f: M — N bir A-homomorfizma olsun. Bu durumda
f(RadM) < RadN

dir. Ozel olarak f bir epimorfizma ise, f (RadM) = RadN oldugu agiktir.

Tanim 2.3.7 Bir f : L — M A-monomorfizmasi i¢in Im f <M oluyorsa, f’ye buiytik
monomorfizma (essential monomorphism) denir. Bagka bir deyisle; f : L — M
A-homomorfizmasinin bir biiyiik monomorfizma olmasi i¢in gerek ve yeter kogul hf

monomorfizma olacak sekilde bir A’'nin bir A-monomorfizma olmasidir.
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Tanim 2.3.8 Birg : M — N A-epimorfizmasi i¢cin Kerg << M oluyorsa, g’ye kiictik
epimorfizma (superflovos epimorphism) denir. Bagka bir deyisle; g : M — N
A-homomorfizmasimin bir kiiciik epimorfizma olmas: icin gerek ve yeter kosul gk

epimorfizma olacak sekilde bir k’nin bir A-epimorfizma olmasidir.

2.4. Tam Diziler

Tanim 2.4.1 A-homomorfizmalarin bir sonsuz - - - Ji s M, fi+1> M; 4 &

dizisine, i € Z igin Im f;=Ker f;;; olmasi durumunda tam (ezact) denir. Ozel olarak

0 s N L2y N

o

formundaki bir tam diziye kisa tam dizi (short exact sequence) denir. Burada f
birebir, Imf = Kerg ve g ortendir. Aymi zamanda bu kisa tam diziye M’nin N ile
geniglemesi (extension) adi verilir. M'nin N ile tiim geniglemelerinin kiimesi, Baer

toplami olarak adlandirilan bir toplama iglemine gore, birim elemani

f

0 s N s NoM 25 M

jen)

olan bir toplamsal abel grup yapisina sahiptir ve £(M, N) ile gosterilir.

Tanim 2.4.2 f : N — L bir A-homomorfizma olsun. hf = 1y olacak sekilde
bir h : L. — N varsa f’ye bir split monomorfizma (section) denir. f bir split
A-monomorfizma ise, f'nin birebir oldugu aciktir. Fakat bu ifadenin karsit1 dogru
degildir. (Ornegin; 7, — Qigerim dontigiimii monomorfizmadir fakat split monomor-

fizma degildir.)

Tanim 2.4.3 ¢ : L — M bir A-homomorfizma olsun. gk = 1, olacak sekilde
bir k : M — L varsa g’ye bir split epimorfizma (retraction) denir. g bir split
A-epimorfizma ise, ¢’nin orten oldugu aciktir. Fakat bu ifadenin karsit1 dogru
degildir. (Ornegin; Z — 7/27 dogal doniigtimii epimprfizmadir fakat split epi-

morfizma degildir.)

Teorem 2.4.4 0 > N s L —2 M » 0 kisa tam dizisi i¢in asagidaki

kosullar denktir:
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(i) f bir split A-monomorfizmadir;
(ii) g bir split A-epimorfizmadir;
(iii) Imf; L'nin bir dik toplanamdir.
Ayrica bu denk kogullardan biri saglanirsa L = N ¢ M’ dir.
Tanim 2.4.5 Teorem 2.4.4’teki denk kosullardan biri ger¢eklendiginde

f

0 s N s L —2 s M > 0

kisa tam dizisine split dizi denir.
Lemma 2.4.6 (Kisa 5-Lemma) Asagidaki diyagram tam satirlara sahip ve degismeli

olacak sekilde A-homomorfizmalardan olugsun.

0 >Nf

R

0 s N L s

g

~
o

\
7
\

Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir.

(i) o ve v A-monomorfizma ise, § A-monomorfizmadir.
(ii) « ve v A-epimorfizma ise, § A-epimorfizmadir.

(ili) « ve v A-izomorfizma ise, § A-izomorfizmadir.

2.5. Projektif Modiiller ve Karakterizasyonlari

Bu boliimde, tezin ti¢lincii boliimiinde tanitilacak olan neredeyse projektif modiiller
konusuna zemin hazirlamasi amaciyla , projektif modiiller tanitilarak bazi karakter-

izasyonlar: verilecektir.

Tanim 2.5.1 P bir A-modiil ve f : M — N bir epimorfizma olsun. Her g : P —

N A-homomorfizmasi icin

s
-
-,

Q

P
L
Mk/f>]£

diyagramini degismeli yapan, yani ¢ = fh olacak sekilde, bir h : P — M A-

> 0

homomorfizmasi varsa P’ye bir projektif (projective) modiil denir.
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Lemma 2.5.2 Her serbest modiil projektiftir.

Sonuc 2.5.3 Her modiil bir projektif modiiliin epimorfik goriintiisiidiir.

Asagidaki 6nermede, projektif modiillerin karakterizasyonlari, Boliim 2.6’da tanimlanacak

olan Hom funktorlar1 yardimiyla verilmistir.

Onerme 2.5.4 P bir A-modiil olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) P projektiftir;
(ii) Herbir f: M — N A-epimorfizmasi igin
Homy (P, f) : Homy (P, M) — Hom (P, N)

dontisimi bir A-epimorfizmadir;

1"

(iii) A-Mod’daki her M’ Lo M2 M

tam dizisi i¢in
Hom (P, M/) L Homyu (P, M) I Hom4 (P, M”)
dizisi tamdir.

Onerme 2.5.5 Bir P A-modiilii icin agagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) P projektiftir.

f

(ii) Her M > P > 0 epimorfizmas: splittir.

(iii) P, bir serbest sol A-modiiliin bir dik toplananina izomorftur.

Onerme 2.5.6 Projektif modiillerin dik toplamlar1 ve dik toplananlar1 projektiftir.

Uyar:1 2.5.7 P bir sol A-modiil olsun. P’nin sonlu iiretilmig ve projektif modiil

olmasi icin gerek ve yeter kosul uygun bir P" modiilii ve n > 0 tam sayisi icin

P @ P’ = A™ olacak sekilde bir A-izomorfizmasinin var olmasidir.
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Tanim 2.5.8 P projektif bir A-modiil ve f : P — M morfizmas: bir kiigiik epi-
mofizma (Kerf < P) ise, f ile birlikte P’ye M modiiliiniin projektif ortisi (pro-
jective cover) denir. Bir modiliin projektif értiisii her zaman var olmayabilir, fakat
varsa, izomorfizma farkiyla tektir.

Her A-modiiliin projektif ortiisiiniin var olmasi durumunda A halkasi mikemmel
(perfect), her sonlu iiretilmiy A-modiiliin projektif 6rtiisiintin var olmasi durumunda

ise A halkas1 yarimiikemmel (semiperfect) olarak adlandirilir.

Tanim 2.5.9 M bir A-modil olsun. Herhangi j > 0 icin P;’ler projektif olmak

uzere modA’da bir

e
-
~
Sy
o

<
°
~
Sy
>
o

tam dizisine M’ nin projektif ¢oziicist (projective resolution) denir. Herhangi bir M

modiiliiniin ModA’da bir projektif ¢oziisii her zaman vardir. Ayrica

0 s P, s Pt N LN - R (AN

o

olacak sekilde bir m dogal sayis1 varsa, buna M nin projektif boyutu (projective di-
mension) denir ve pdimM = m ile gosterilir. Tiim A-modiillerin projektif boyutlar
kiimesinin supremumuna A'min kiresel boyutu (global dimension) denir ve gldimA
ile gosterilir. Bdyle bir m dogal sayisi1 yoksa M’nin projektif boyutu sonsuzdur
denir. Eger F, Doy M ve her Jj > licin P; —— Imf; birer projektif ortii
ise yukaridaki tam dizi M’nin bir minimal projektif ¢ézicisi (minimal projective

resolution) olarak adlandirilir.

Tanim 2.5.10 Her sag (sol) ideali projektif olan bir halkaya sag (sol) kalitsal
(hereditary) halka denir. Buna denk olarak her projektif modiiliin her altmodiiliiniin
projektif olmasi durumunda halka kalitsal olarak adlandirilir. Ayrica bir halkanin
kalitsal olmasi i¢in gerek ve yeter kosul o halkanin kiiresel boyutunun en fazla 1

olmasidir.
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2.6. Kategoriler ve Funktorlar

Bu boliimde bazi kategorik kavramlarin tanimlarina ve 6zelliklerine yer verilecektir.

Tanim 2.6.1 Bir C = (ObC, MorC, o) kategorisi (category):
(i) ObC; nesnelerin (objects) bir smufi;

(ii) MorC; morfizmalarin (morphisms) bir kiimesi;
(6yle ki: her (A, B) # (C, D) nesne cifti i¢cin Morc(A, B) N More(C, D) = 0

ozelligine sahip)

(iii) o; bileske (composion) olarak adlandirilan bir fonksiyonunun olugturdugu bir
sistemdir. Oyle ki: Her bir f € More(A, B) ve g € More(B,C) morfizma

¢iftini bir g o f € More(A, C') morfizmasina kargilik getiren
o: Morc(B, O) X MOI‘c(A, B) — Morc(A, O)
bilegke fonksiyonu;

(a) Birlesme Ozelligi: Her A, B,C' € Ob(C) ve her f € More(A, B),g €
More (B, C) ve h € More(C, D) igin ho(go f) = (hog)o f.

(b) Birim Eleman Ozelligi: Her A € ObC ve her f € Mor¢(A, B) ve g €
More(B, A) i¢in foly = f ve 1409 = g olacak sekilde bir 14 €

Mor¢(A, A) birim morfizmas: vardir.
ozelliklerini saglar.
Uyar:t 2.6.2 A birimli bir halka olmak tizere;
e nesneleri; sag A-modiiller,
e morfizmalar1; A-homomorfizmalar,
e bilegke islemi; bilinen fonksiyon bilegkesi

ile tanimh kategoriye sag A-modiillerin kategorisi denir ve Mod A ile gosterilir. Goste-
rim kolaylhgi i¢in Moryeaa(M, N) = Homa(M, N) kullanihir. Ozel olarak sonlu

tiretilmis sag A-modiillerin kategorisi modA ile gosterilir.
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Uyar1 2.6.3 Hom kiimelerinin bir toplamsal abelyan grup ve bu kiimeler tizerinde
bilegke igleminin ikilineer oldugu bir kategoriye dntoplamsal (preadditive) adi veri-
lir. Sonlu dik toplamlara sahip éntoplamsal bir kategori ise toplamsal (additive)
olarak adlandirilir ve objelerinin arasindaki morfizmalar gosterilirken agagidaki mat-
ris notasyonu kullanilir. Daha agik olarak; ¢ = 1,2...n i¢in f; : X; — Y ve

gi - Y — Z; morfizmalar: verildiginde sirasiyla
L X] E— Xl@XQ@@Xn ve p; - Zl@ZQ@@Zn E— Zl

icerim ve izdiigim dontgiimleri olmak tizere dik toplam tanimi geregince

Xj Y s XD - X,
\ /////
y
,/// 9i
- 9 N
Zl@-..@Zn i )ZZ
f; = fuj olacak sekilde
f:<f1 fo ... fn>:X1@...@Xn_>Y

morfizmasi tek tirlii tanimhdir. ¢g; = p;g olacak sekilde ve

9
g2
qg= _ Y — 18P 2,

gn

morfizmas: tek tirli tanimhdir.
Ayrica X = X106 Xo®--- DX, ve Z = 21 ® Zy @ --- ® Z,, olmak lizere bir

h: X — Z morfizmasi

ve h;; = p;he; € Hom(Xj, Z;) olmak iizere

hll h12 tee hln

h21 h22 e h2n
h = (hiy) =

hml hm2 te hmn
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bi¢iminde ifade edilir.

Kategorik anlamda bir morfizmanin monomorfizma ve epimorfizma olmasi agagidaki

bi¢imde sirasiyla soldan sadelesme ve sagdan sadelesme Ozellikleriyle tanimlanir.

Tanim 2.6.4 Herhangi bir C kategorisindeki bir f : M — N morfizmasi i¢in

(i) g,h: L — M morfizmalar olmak tizere fg = fh iken g = h oluyorsa f’ye bir

monomorfizma,

(ii) g,h: N — K morfizmalar olmak iizere gf = hf iken g = h oluyorsa f’ye bir

epimorfizma
adi verilir.

Tanim 2.6.5 Herhangi bir C kategorisinde f : L — M ve g : L' — M mor-
fizmalar1 verilsin. f ve ¢’ nin geri ¢ekmesi (pullback, fibered product) goa = ff3
olacak gekildeki a : E — L' ve § : E — L morfizmalan ile birlikte (F,a, )
tclistidiir, oyle ki: go/ = ff’ olacak sekildeki her (X, o/, 8) tigliisii i¢in, agagidaki
ticgensel diyagramlar: degismeli yapan, yani o/ = a# ve ' = [0 olacak sekilde bir

tek 6§ : X — E morfizmas1 vardir.

L/

lg

Geri gekmeler var oldugu durumda izomorfizma farkiyla tek tiirli tammmhdirlar. Sag

A-modiillerin kategorisinde geri cekmeler vardir.

Tamim 2.6.6 Herhangi bir C kategorisinde f : M — N ve g : M — N’
morfizmalar1 verilsin. f ile g'nin ileri itmesi (pushout, fibered sum) fg = af olacak
sekildeki aw: N — F ve §: N’ — F morfizmalar ile birlikte (F, «, ) tigliistidiir,

oyle ki f’'g = o' f olacak sekildeki her (Y, o/, ) {igliisii igin, agagidaki liggensel
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diyagramlar1 degismeli yapan, yani 8/ = 65 ve o/ = f« olacak sekilde bir tek 6 :

F — Y morfizmas1 vardir.

M 25 N

:

Ileri itmeler var oldugu durumda izomorfizma farkiyla tek tiirlii tammhdirlar. Sag

A-modiillerin kategorisinde ileri itmeler vardir.

Tanim 2.6.7 C ve D iki kategori olsun. C’'nin her X nesnesine D’nin bir F'(X) nes-
nesini, her f € More(X,Y') morfizmasima bir F'(f) € Morp(F(X), F(Y)) (sirasiyla,
F(f) € Morp(F(Y), F(X))) morfizmasim karsiik getiren ve agagidaki ozellikleri
saglayan bir F' : C — D fonksiyonuna bir kovaryant funktor (covariant func-
tor) (swasiwyla, kontravaryant funktor (contravariant functor)) denir, 6yle ki: f €

More(X,Y), g € More(Y, Z) icin

(i) F(gf) = F(g)F(f) (swasiyla, F(gf) = F(f)F(g)) dir.

(ii) Her X € ObC i¢in F(1x) = 1p(x) dir.

Ornek 2.6.8 X keyfi bir sag A-modiil olmak {izere ModA kategorisinden abelyan
gruplarin A kategorisine giden sirasiyla kovaryant ve kontravaryant olan Hom 4 (X, —)
ve Homy(—, X) ile gosterilen iki énemli funktor vardir. Bu funktorlar asagidaki
bicimde tanimlanir:

Homa(X,—) funktoru;

(i) Bir Y A-modiiliinii, toplamsal bir grup yapisina sahip olan ve X’den Y’ye

giden tiim A-homomorfizmalarm kiimesi olan Hom 4 (X, Y")’ye gotiiriir.

(i) Bir f:Y — Z A-homomorfizmasim f.(g) = f o g ile tamimh

Homu (X, f) = fi : Homyu(X,Y) — Homu (X, Z)
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morfizmasina gotiirtir oyle ki:

X
g \\\\\fog
Y Sy
_
f

diyagram degigmeli olur. Burada f,; f'nin ileri itmesi (push forward) olarak

adlandirilir.
Homa(—,X) funktoru;

(i) Bir Y A-modiiliinii, toplamsal bir grup yapisina sahip olan ve Y’den X’e giden

tiim A-homomorfizmalari kiimesi olan Hom 4 (Y, X)’e gotiiriir.
(ii) Bir f:Y — Z A-homomorfizmasmi f*(g) = g o f ile tanimh
Homu (f, X) = f*: Homyu(Z, X) — Homy(Y, X)

morfizmasina gotiiriir oyle ki:

f
Y ——— 7
\\\ g
gof <_
\\"
X

diyagrami degismeli olur. Burada f*; f'nin geri ¢ekmesi (pull back) olarak

adlandirilir.

Tanim 2.6.9 A abelyan gruplarin kategorisi olmak iizere F' : ModA — A bir

kovaryant funktor olsun.

(i) Her --- v AL B2 > -+ tam dizisi i¢in
s P 2D ey Y poy s

dizisi tamsa, F” ye tam funktor (exact functor) denir.

(ii) Her 0 y A—L5 B2 C tam dizsi icin
0 —— FA) 2 pey 29 peoy

dizisi tamsa, F’ ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.
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(i) Her A —1» B —%5 ¢ —— 0 tam dizisi icin
Py 29 pgy 9 poy —— 0

dizisi tamsa, F’ ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.

T : ModA — A bir kontravaryant funktor olsun.

(i) Her --- v ATt sp 2, > -+ tam dizisi igin
1) 2 ) B )

dizisi tamsa, T ye tam funktor (exact functor) denir.

f

(ii) Her A sy B —2— C > 0 tam dizisi icin
0 —— 7(C) 292 7By T pea

dizisi tamsa, T’ye soldan tam funktor (left exact functor) denir.

(i) Her 0 —— A —2» B —2 C tam dizisi icin

T(g) T(f)

7(C) T(B) T(A) —— 0

dizisi tamsa, 17" ye sagdan tam funktor (right exact functor) denir.

Ornek 2.6.10 Her X nesnesi icin Hom, (X, —) ve Hom4(—, X) funktorlar soldan

tamdir.

Tanim 2.6.11 Bir M modiiliiniin bir P, T, Py M » 0 projektif

¢Ozlisiine, herhangi bir N modiilii i¢in, soldan tam Hom(—, N) funktoru uygulanmrsa
0 —— Hom(M, N) —~— Hom(Py, N) —— Hom(P;, N) —— Ext!(M, N) — 0

tam dizi elde edilir. Burada Ext'(M, N) = Cokerf* ile tamimh olup M ve N ’nin
genislemelerinin birinci grubu (first group of extensions of M and N) olarak ad-

landirilir.

Uyar1 2.6.12 M ve N modiilleri igin Ext!(M, N) ile £(M, N) arasinda bir grup
izomorfizmasi vardir. Boylece Ext!(M, N) # 0 olmas: igin gerek ve yeter kogul split

olmayan bir 0 >y N y I > M > 0 geniglemesinin var olmasidir.
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Onerme 2.6.13 Her M A-modiilii Hom4(A, M) modiiliine izomorftur.

Tanim 2.6.14 Asagidaki ozellikleri saglayan bir C kategorisine k-kategori (k-

category) denir.
(i) C’deki nesnelerin her XY ¢ifti i¢cin Home (X, Y') kiimesi bir abel gruptur;

(ii) Morfizmalarin bilegkesi k-bilineerdir. Yani; Ay, Ao, u1, p2 € k skalerleri ve her
fifisfo: X — Y veg, 91,90 : Y — Z morfizmalar i¢in agagidaki egitlikler

saglanir:

go (Afi+Xafa) = Ai(go f1) + Xa(go fa)

(1191 + paga) o f = pa(g1 0 f) + pa(ga o f).

Tanim 2.6.15 C ve D birer k-kategori olsun. C’deki her bir f,g : X — Y

morfizmasi ve her bir A, 4 € k skaleri i¢in

F\f + ug) = AF(f) + pF(g)

ozelligini saglayan (kovaryant veya kontravaryant) bir F' : C — D funktoru bir

k-funktor (k-functor) olarak adlandirilir.

Tanim 2.6.16 C bir k-kategori olsun. C’deki nesnelerin her sonlu ailesi bir dik
toplam ve dik garpima sahip ise, C’ye k-lineer (k-linear) denir. modA kategorisi

k-lineerdir.

Tanim 2.6.17 C toplamsal k-kategori olsun. Agagidaki o6zellikleri saglayan C’'nin

morfizmalarinin bir Z siifi, C’'de bir iki yanl (two sided) ideal olarak adlandirilir:
(i) Her bir X € ObC igin, 0, : X — X sifir morfizmas1 Z'ya aittir.
(i) f,g: X — Y, I'"da morfizmalar ve A\, u € k olmak tizere \f + pug € Z dir.
(iii) f € Z ve g; f ile soldan bilegkeye girebilen C’de bir morfizma ise go f € Z dur.
(iv) f € Z ve h; f ile sagdan bilegkeye girebilen C’de bir morfizma ise foh € Z dir.

Tanim 2.6.18 Bir C k-kategorisinde bir Z ideali verildiginde, C/Z bélim kategorisi

(quotient category);
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e nesneleri; C’deki nesnelerin simifi ile ayna,

Home(x,y

e morfizmalar; Home,z(X,Y) = 0T ) ile tanimli,

e bilegkesi; morfizmalarin bilinen bilegkesi

ile tanimhidir.

Tanim 2.6.19 C ve D birer kategori olmak tizere F,G : C — D kontravaryant

funktorlar olsun. C’deki her bir f : X — Y morfizmasi i¢in;

Fy) 29 pix)

by | Jox

) 2% ax)

diyagramini degismeli yapan, yani ®xF(f) = G(f)®Py olacak sekildeki ¢y funk-
torlarimin olugturdugu ® = (®x) : FF — G fonksiyonuna bir funktorsal morfizma
(functorial morphism) denir. ®x’lerin birebir olmasi durumunda ®’ye funktorsal
monomorfizma (functorial monomorphism), ®x’lerin érten olmasi durumda ®’ye
funktorsal epimorfizma (functorial epimorphism), ® x’lerin birebir ve érten olmasi
durumunda ®’ye funktorsal izomorfizma (functorial isomorphism) denir. Kovaryant

funktorlar i¢in de benzer tanimlar yapilir.

Tanim 2.6.20 C ve D herhangi kategoriler olmak tizere F' : C — D bir kovaryant
funktor olsun. GF = 1, ve F'G = 1p funktorsal izomorfizmalar1 var olacak sekilde
bir G : D — C funktoru varsa F’ye bir kategori denkligi (equivalence of category)

denir.

Tanim 2.6.21 Sonlu boyutlu cebirlerin en 6nemli 6zelliklerinden biri agagidaki

bigimde tanimlanan (standart) dualite funktorunun var olmasidir.

e Bir M A-modiiliinii; M nin dual uzay1 olarak adlandirilan vea € A, f € DM,
m € M igin (af)(m) = f(ma) islemi ile bir modiil yapisina sahip olan, DM =
Homy (M, k)’ya gotiiren,

e Bir f : M — N morfizmasini; v € DN i¢in Df(u) = uf ile tanumh bir
Df: DN — DM morfizmasina gotiren
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D = Homy(—, k) : modA — modA”

kontravaryant funktoruna dualite (duality) adi verilir. Benzer olarak modA°’tan

modA’ya bir dualite funktoru vardir.

Tanim 2.6.22 Bir M A-modilintin bir P, LR Py > M > 0 mini-
mal projektif ¢oziiciisiine, Homa(—, A) : modA — modA? funktoru uygulanirsa;

(Homyu(—, A) = ()* olmak iizere)

soldan tam dizisi elde edilir. Bu dizinin sag tarafina f*’in esgekirdegi eklenirse

0 —— M* —— P~ p* — Cokerf* —— 0

*

dizisi tam olur. Burada Homa(—, A)’ya transpoz (transpose) funktoru denir ve ()
vada () ile gosterilir. Ayrica Coker f*, M nin transpozu olarak adlandirihr ve Tr(M)

ile gosterilir.

Tanim 2.6.23 Her ikisi de soldan tam ve kontravaryant olan D= Homy(—,k)
dualite ve Tr=Hom4(—, A) transpoz funktorlarinimn bilegkesi olan DTr funktoruna
Nakayama funktoru denir ve v ile gosterilir. v : modA — modA Nakayama
funktoru, sagdan tam ve kovaryant olan bir funktordur fakat bir kategori denk-
ligi degildir. Diger yandan, projA ayrigtirilamaz projektif modiillerin kategorisi ve
injA ayrigtirilamaz injektif modiillerin kategorisi olmak iizere, v : projA — injA
kisitlanmig Nakayama funktoru, sozde tersi (quasi inverse) v~ = Homu(DA, —) :

injA — projA olan bir kategori denkligi olur.

Tanim 2.6.24 modA’da M ve N modiilleri verildiginde M’den N’ye giden ve bir
projektif modiil iizerinden faktorlenen morfizmalarin kiitmesi P(M, N) ile, bir injektif
modiil iizerinden faktorlenen morfizmalarin kiimesi Z(M, N) ile gosterilir. Nesneleri

modA'nin nesneleriyle ayni olan, morfizmalar1 (sirasiyla)

Hom(M, N)
P(M,N)

Hom (M, N)

HO_HIA(M,N) = I(M,N)

ve Homu(M,N) =

ile tamimli olan modA ve modA kategorilerine (swrasiyla) projektif olarak kararl

(projectively stable) ve injektif olarak kararl (injectively stable) ady verilir.
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Uyar: 2.6.25 Tanim 2.6.23 geregince mod A ve mod A kategorileri arasinda Auslander-

Reiten donistiricileri (Auslander-Reiten translations) olarak adlandirilan
7 =DTr : modA — modA

7' =TrD : modA — modA

denklikleri vardir.

2.7. Cebirler

Tanim 2.7.1 A birimli bir halka ve K degismeli bir halka olmak tizere bir ¢ :
K — CenA halka homomorfizmas:1 varsa (A, K, ¢) sistemine, ya da kisaca A’ya,

bir K -cebir (K -algebra) adi verilir.

Tanim 2.7.2 k bir cisim olsun. Asagidaki denk kosullardan biri saglanirsa k’ya

bir cebirsel kapali cisim (algebraically closed field) denir.
(i) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[x] polinomunun k’da bir kokii vardir.
(ii) k tizerindeki her indirgenmez polinomun derecesi 1 dir.
(iii) der(p) > 1 olacak sekildeki her p € k[z] polinomu ¢, ¢y, - - - , ¢, € k olmak tizere
p=clzr—c1)(x—co) - (x—cp)
bigiminde yazilir.

Tez ¢aligmasinda, aksi belirtilmedikce k cebirsel kapali bir cisim olarak alinacaktir.
Tanim 2.7.1'deki tanima denk olarak, bir k cismi tlizerindeki cebir tanimi agagidaki

bi¢imde verilir.

Tanim 2.7.3 k bir cisim olsun. A birimli bir halka ve ayni zamanda bir k-vektor

uzay1 olmak tizere her a,b € A ve her A € k i¢in
A(ab) = (Aa)b = a(Ab) = (ab)A

oluyorsa A’ya bir k-cebir (k-algebra) denir. Burada A birimli halkasinin toplamsal
yapist ile A k-vektor uzayimin toplamsal yapisi birbiriyle uyumludur. A bir k-vektor
uzay1 olarak sonlu boyutlu ise, A’ya bir sonlu boyutlu k-cebir (finite dimensional

k-algebra) denir.
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Uyar: 2.7.4 Tamm 2.7.1 ve Tanim 2.7.3’te verilen tanimlarin denk oldugu, ¢p(\) =

1.\ ile tanimli, bir ¢ halka homomorfizmasi yardimiyla gortliir.

Tanim 2.2.1’de verilen birimli bir halka tizerindeki modil tanimina benzer olarak

agagida bir k-cebir tizerinde modiil tanimi verilmigtir.

Tanim 2.7.5 k bir cisim olmak iizere A bir k-cebir ve M bir k-vektor uzay1 olsun.
Agagidaki 6zellikleri saglayan (m, a) — m-a ile tammh - : M x A — M iglemiyle
birlikte bir (M, -) ikilisi bir sag A-modil (right A-module) olarak adlandirihr: her
r,y € M, a,be A, X €kigin

(i) (x+y)a = za+ ya;

(ii) z(a+b) = za + zb;

(i) x(ab) = (za)b;

(iv) (z)\)a = z(a)) = (za);
(v) 21 =2z

Sol A-modill benzer olarak tanimlanir. Bir A cebiri tizerindeki sol modiiller ile A°P

karsit cebiri iizerindeki sag modiiller denktir.

Uyar: 2.7.6 Birimli bir R halkas1 tizerindeki bir M R-modilintin altinda yatan
cebirsel yap1 bir toplamsal abel grup iken, bir A k-cebiri tizerindeki bir M A-

modiiliintin altinda yatan cebirsel yapi bir k-vektor uzayidir.

Tanim 2.7.7 R artin bir halka ve A bir R-cebir olsun. Apg sonlu iiretilmis ise,
N’ya R iizerinde bir artin cebir (artinian algebra) denir. Bu durumda A’'nin artin
ve bir A-modiiliin sonlu iiretilmis olmasi igin gerek ve yeter kosul o modiiliin bir R-
modil olarak sonlu tiretilmis olmasidir. Ayrica A'nin bir artin cebir olmasi i¢in gerek
yeter kosul CenA’nin artin olmasi ve A'nin bir CenA-modiil olarak sonlu tiretilmis

olmasidir. Herhangi degismeli bir artin halkanin bir artin cebir oldugu agiktir.

Asagida verilen 6nermede goriilecegi gibi, bir cebirin iizerindeki modiiliin ayn za-
manda cebirin tlizerinde bulundugu halkaya gore de modiil yapisina sahip oldugu

aciktir.
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Onerme 2.7.8 A bir artin R-cebir olmak iizere

(i) A ve B birer A-modiil ise, bu durumda A ve B birer R-modiildiir ve Homy (A, B),

Hompg(A, B)'nin bir sonlu iiretilmig R-altmodiiliidiir.

(ii) A bir A-modil ise, bu durumda Endy (A), Endg(A) nin bir artin R-altcebiridir.
(Auslander vd. 1997)

Uyar1 2.7.9 A bir sonlu boyutlu k-cebir olmak tizere;
e nesneleri; sonlu tiretilmis sag A-modiiller,
e morfizmalari; A-morfizmalar,
e bilegke islemi; bilinen fonksiyon bilegkesi

ile tanimli kategoriye sonlu tiretilmis sag A-modiillerin kategorisi denir ve modA ile

gosterilir.

Tanim 2.7.10 Bir M A-modiiliiniin altinda yatan vektor uzay1 sonlu boyutlu (yani
dimg M < 00) ise, M’ye sonlu boyutlu (finite dimensional) adi verilir ve dimy M < oo

ile gosterilir.

Uyar1 2.7.11 Sonlu boyutlu bir cebir iizerinde bir modiiliin sonlu tiretilmig olmasi

icin gerek ve yeter kosul sonlu boyutlu olmasidir.

2.8. Radikal Morfizmalar

Bu boliimde A bir artin cebir olmak tizere tiim sonlu tiretilmis A-modiillerin modA
kategorisinde calisilacaktir. Tiim modiiller A-modiil olmak tizere bunlar arasindaki

bir A-morfizmasina kisaca morfizma adi verilecektir.

Tanim 2.8.1 M ve N modiilleri i¢in ¢ : M’ — M bir split monomorfizma ve
p : N — N’ bir split epimorfizma olmak iizere pfq : M’ — N’ bir izomorfizma
olmayacak sekildeki tiim f : M — N morfizmalarinin kiimesine modA’'min radikali

(radical) denir ve
rady(M,N)={f: M — N | pfq: M' — N’ izomorfizma degil}
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ile gosterilir. rady (M, N) kiimesine ait olan bir f morfizmasi radikal morfizma (radi-

cal morphism) olarak adlandirilir.

Uyar1 2.8.2 M ve N ayrigtirilamaz modiiller olsun.
(i) M 2 N ise, bu durumda rad, (M, N) = Hom, (M, N) dir.

(ii) M = N ise, bu durumda rads (M, N) = RadEndy M kiimesi tiim izomorfizma

olmayan morfizmalardan, yani nilpotent endomorfizmalardan, olusur.

Sonuc 2.8.3 M ve N modilleri i¢in f : M — N'nin bir radikal morfizma olmasi
icin gerek ve yeter kogul her ayrigtirilamaz X modiliveu : X — Mvev: N — X

morfizmalari i¢in v fu bilegkesinin bir izomorfizma olmamasidir.

Agagidaki sonug, M ve N modiillerinden birinin ayrigtirilamaz olmasi durumunda

rad, (M, N)'nin kolayca belirlenebilecegini gosterir.

Sonuc 2.8.4 Bir f: M — N morfizmas: verilsin. Bu durumda

(i) M ayngtinlamaz ise, f radikal morfizmadir < f bir split monomorfizma

degildir.
(ii) N ayrnigtirilamaz ise, f radikal morfizmadir < f bir split epimorfizma degildir.

2.9. indirgenemez Morfizmalar

Bu boltimde indirgenemez morfizmalar tanitilarak bazi 6zellikleri verilecektir. Ayrica
neredeyse split diziler ve bunlarin karakterizasyonlar: incelenecektir. Ayrica bir
neredeyse split dizinin ilk ve son terimleri arasindaki iligkiyi veren Auslander-Reiten
dontigtiiriiciilerle ilgili temel bilgiler verilecektir.

Bu boliimde modA kategorisi tizerinde calisilmaya devam edilecektir. Auslander
ve Reiten; modA kategorisi hakkindaki bazi bilgilere erismek i¢in bu kategorinin
radikalinin incelenmesi gerektigini ifade etmistir. Ozellikle kategorinin radikali ile
radikalinin karesi arasinda yer alan ve indirgenemez morfizmalar olarak adlandirilan
morfizmalarin bu acidan biiyiik 6nem tagidigini ortaya koymuslardir. Boylece ayrigti-

rilamaz modiiller ve bunlarin arasindaki indirgenemez morfizmalar bilinirse diger
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modiiller ve bunlarin arasindaki morfizmalar izomorfizma farkiyla belirlenmis olur.
Simdi modiil kategorisinin radikalinin karesini tanimlayalim.
f:L — M ve g: M — N radikal morfizmalar olsun. Bu durumda gf bileske

morfizmalar1 rad? ’y1 olugturur. Diger bir deyigle L ve N modiilleri verildiginde;
rad} (L, N) = {Sg,f; | fi € rads(L, M;),g; € rada(M;, N)}
ile, modA ’daki herhangi bir M modiili M = @', M; bi¢iminde yazilirsa;
radi (L,N) = {gf | f €rads(L, M), g € rady(M,N)}

ile tanimlanmir. Bundan sonraki boliimlerde radikalde olan fakat radikalin karesinde

olmayan morfizmalarla ilgilenecegiz.

Tanim 2.9.1 L ve M (ayrigtirilamaz olmasi gerekmeyen) birer modiil olmak tizere

bir f: L — M morfizmast;
(i) bir split monomorfizma ve bir split epimorfizma degil ve,

(ii) f herhangi bir N modiilii tizerinden faktorlendiginde, agagidaki diyagrami
degismeli yapan, yani f = f; fo olacak gekilde, f{ : N — M ve fo : L — N
morfizmalar1 var oldugunda; ya f; bir split epimorfizmadir ya da f5 bir split

monomorfizmadair.

L f y M
N
N

ozellikleri saglanirsa f’ye indirgenemez (irreducible) morfizma denir.
Indirgenemez morfizmalarn baz 6zellikleri agagidaki verilmistir.

Lemma 2.9.2 Bir f: L — M morfizmas verilsin.

(i) L veya M ayrigtirilamaz modiiller olsun. Bu durumda f indirgenemez ise, f

radikal morfizmadar.

(ii) L ve M ayngtirilamaz modiiller olsun. Bu durumda f’nin indirgenemez olmasi

icin gerek ve yeter kosul f € rad, (L, M) \ radi (L, M) olmasidir.
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Lemma 2.9.3 Her indirgenemez morfizma; bir monomorfizma veya bir epimorfiz-

madir.

Ispat Kabul edelim ki f: L — M indirgenemez morfizma olsun. f’nin goriintiisii

izerinden asagidaki agikar faktorizasyonunu gozontine alalim.

L ! y M
Imf

f = jp olacak sekilde j : imf < M icerim morfizmasi ve p : L — imf izdiigiim

morfizmas: vardir. f indirgenemez oldugundan j bir split epimorfizma veya p bir
split monomorfizma olur. Eger j bir split epimorfizma ise érten olup Teorem 2.3.5(1)
geregince f bir epimorfizma olur. Eger p bir split monomorfizma ise birebir olup

Teorem 2.3.5(2) geregince f bir monomorfizma elde edilir. O
Uyari1 2.9.4 Bir M modiiliinden kendisine giden bir indirgenemez morfizma yoktur.

Asgagidaki lemmanin (i) sikki, iigiincii boliimde verilecek olan bazi sonuglarda énemli

rol oynadigl icin ispat1 detayli bigimde verilmistir.

Lemma 2.9.5 0 LM 2N > 0 split olmayan bir kisa tam

dizi olsun.

(i) f: L — M morfizmasimin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her
v : V. — N morfizmasi i¢in asagidaki diyagrami degismeli yapan v = guv;
olacak sekilde bir vy : V' — M morfizmasi vardir ya da g = vwv, olacak sekilde

bir vy : M — V morfizmas: vardir.

Vv
V2 //7.-l
PR
s /L"'g V1
0 s L s M s N

o

(ii) g : M — N morfizmasinin indirgenemez olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her

u : L — U morfizmas: i¢in asagidaki diyagrami degismeli yapan u = uy f
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olacak sekilde bir u; : M — U morfizmas: vardir ya da f = wsu olacak

sekilde bir uy : U — M morfizmas1 vardir.

0 S LM 25 N

L
ur %
u l ‘A-"///
L, u2

U

~
s}

-

Ispat (i) (=) f : L — M indirgenemez bir morfizma olsun. Herhangi bir

v : V — N morfizmasim alalim.

V

|r

M -2 N

morfizmalarinin geri ¢cekmesi F olmak tizere tam satirlara sahip degismeli bir

0 »y L —— M —— N > 0
diyagrami vardir. Birinci kare diyagram degismeli oldugundan f = uf’ ve buradan
f indirgenemez oldugundan f’ bir split monomorfizma veya u bir split epimorfizma
olmahdir.
1. Durum: f’ bir split monomorfizma ise, Teorem 2.4.4 geregince ¢’ bir split epi-

morfizma olur. Yani ¢’¢” = 1y olacak sekilde ¢” : V' — F sag tersi vardir. Boylece

1 I

gu1 = g(ug”) = (gu)g” = (vg")g" =v(g'g") =vly =v

olacak sekilde v; = ug” : V.— M aramlan doniigtimdiir.
2. Durum: wu bir split epimorfizma ise, uu’ = 1,; olacak sekilde v’ : M — E sag
tersi vardir. v = ¢g'v/ : M — V olarak alinirsa ikinci kare diyagramin degismeliligi

kullanilarak

vy = v(g'u') = (vg' )u' = (gu)u’ = g(uu') = glyy =g

elde edilir ve ispat tamamlanir.

(<) Verilen ifadeler saglansin. f'nin indirgenemez oldugunu gosterelim. Verilen dizi
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split olmadigindan f bir split monomorfizma ve split epimorfizma degildir. Kabul

edelim ki

L ! s M
N
X

f = fifo olacak sekilde f; : X — M ve f5 : L. — X morfizmalar1 var olsun.

Verilen dizi tam oldugundan f birebir olup f5 de birebirdir. V' = Cokerf5 olarak

alinarak
0 v L x Ly > 0
V9 />(/
1r, fll //// lv
/k/ V1
0 > L > M > N > 0

7 g
tam satirlara sahip ve degismeli diyagrami olusturulur. Kabulden v = gv; olacak
sekilde vy : V. — M veya g = vvy olacak sekilde vy : M — V morfizmalar: vardir.
v1 ve vy morfizmalarimin var olmasini ayri ayri inceleyelim. Ustteki dizinin split

oldugunu iddia ediyoruz. Gercekten;

v = gv; olacak gekilde vy : V. — M varsa; vmr = g¢gf; olup, geri ¢ekmenin
tanimindan, wh = 1 olacak sekilde w'nin sag tersi var olup 7 bir split epimorfiz-

madir. Boylece Teorem 2.4.4 geregince fy bir split monomorfizma elde edilir.

1NN

X 5V
Tar f1 lv
M2 N

g = vy olacak sekilde vy : M — V varsa vm = ¢ f; olup, geri cekmenin tanimindan,
fik = 1,7 olacak sekilde f;’in sag tersi var olup f; bir split epimorfizmadir. Sonug
olarak f indirgenemezdir.

(ii) (=) g : M — N indirgenemez olsun. Herhangi bir v : L — U morfizmasimi
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alalim.

L1 wm
gl
U

0 s L s M —2 s N

CA R

0 s U s Y 2 3 N s 0

2\
(@)

2\

diyagrami vardir. Ikinci kare diyagram degismeli oldugundan ¢ = ¢'v olup ¢ in-
dirgenemez oldugundan ¢’ bir split epimorfizma veya v bir split monomorfizma ol-
maldir.

1. Durum: ¢ bir split epimorfizma ise, Teorem 2.4.4 geregince f’ bir split monomor-

fizma olur. Yani f”f’ = 1y olacak gekilde f” : Y — U sol tersi vardir. Boylece

urf = (f"0)f = f(f) = f'(f'u) = (f"flu=u

olacak sekilde u; = f"v : M — U aramlan doniigiimdiir.
2. Durum: v bir split monomorfizma ise, v'v = 1;; olacak sekilde v' : Y — M sol

tersi vardir. Boylece

ugu = (V' f)u = v'(f'u) = v'(vf) = (Vo) f = 1uf = f

olacak sekilde uy = v'f’ : U — M aranilan doniigiimdiir.
(«<=) Verilen ifadeler saglansin. g'nin indirgenemez oldugunu gosterelim. Verilen dizi

split olmadigindan ¢ bir split monomorfizma ve split epimorfizma degildir. Kabul

M J > N
Y

g = g19» olacak gekilde g; : Y — N ve go : M — Y morfizmalar1 var olsun. Dizi

edelim ki

tam oldugundan g orten olup g; de ortendir. U = Kerg, olarak alinarak

f g
0 > L s M > N > 0
7
U1 //>1
u ///// g2 In
K, ug

0 U sy 2 s N

2\
(@)




tam satirlara sahip ve degismeli diyagrami olusturulur. Kabulden; u = u; f olacak
sekilde u; : M — U veya f = wusu olacak sekilde uy : U — M morfizmalar:
vardir. u; ve up morfizmalarinin var olmasini ayri ayri inceleyelim. Alttaki dizinin
split oldugunu iddia ediyoruz. Gercekten;

LM

u 92

ul

U——Y

u = uy f olacak sekilde uy : M — U varsa; gof = tu olup, ileri itmenin tanimindan,
ht = 1y olacak gekilde h : Y — U sol tersi var oldugundan ¢ bir split monomorfiz-
madir. Buradan Teorem 2.4.4 geregince g; bir split epimorfizma olur.

L -1y m

ul ng Y
Y

U L

oY ¥

f = usu olacak gekilde uy : U — M varsa; go f = tu olup, ileri itmenin tanimindan,

|

kgo = 1, olacak gekilde k£ : Y — M sol tersi vardir. Boylece g, bir split monomor-

fizma bulunur. Sonug olarak g indirgenemezdir. U

Tanim 2.9.6 Bir 0 L LM 2N » 0 kisa tam dizisinde f

ve g indirgenemez morfizmalar ise, bu diziye bir neredeyse split dizi (almost split

sequence) ya da Auslander-Reiten dizisi adi verilir.

Auslander ve Reiten tarafindan (1974) neredeyse split dizilerin varligi gbzlemlenmis
ve ayn1 yazarlar (1977a,b,c) tarafindan bazi 6zellikleri incelenerek agagidaki bigimde

bir karakterizasyonu verilmistir.

Teorem 2.9.7

(i) N bir aynigtirilamaz projektif olmayan modil ise, bu durumda izomorfizma

farkiyla bir tek 0 L LM 2N > 0 neredeyse split dizisi

vardir. Ayrica L = DTr(N) dir.
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(ii) L bir ayrigtirlamaz injektif olmayan modiil ise, bu durumda izomorfizma
farkiyla bir tek 0 —— L —Z
vardir. Ayrica N = TrD(L) dir.

s M —— N > 0 neredeyse split dizisi
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3. NEREDEYSE PROJEKTIF MODULLER

Neredeyse projektif modiil kavrami, Maurice Auslander’in doktora Ogrencisi olan,
Roberto Martinez Villa tarafindan ilk defa 1980 yilinda kalitsal cebirler iizerinde
caligilmigtir. Daha sonra bu tanim, herhangi bir artin cebir tizerindeki modiillere
yine Martinez Villa (1980b) tarafindan genellegtirilmisgtir. Artin cebirlerinin tem-
sil teorisinin genel bir problemi olan ve Auslander ve Platzeck (1978), Bernstein
vd. (1973), Dlab ve Ringel (1975) ve Gabriel (1972) tarafindan farkh yaklagimlarla
ele alinan, sonlu sayida ayrigitirilamaz temsile sahip cebirlerin belirlenmesi prob-
lemine benzer olarak, sonlu sayida izomorfik olmayan neredeyse projektif modiile
sahip kalitsal cebirler lizerindeki gerek ve yeter kogullari belirleme problemi Mar-

tinez Villa (1980a) tarafindan ¢ozillmiistiir. 1977’de Auslander ve Reiten tarafindan

kanitlanan, 0 —— DTr(A) > I > A » 0 dizisi neredeyse split ola-
cak sekilde en az bir ayrigtirilamaz A modili bulunduran sonlu temsil tipli her-
hangi bir artin cebirinde E’nin ayrigtirilamaz oldugu sonucunun herhangi bir artin
cebirinde de dogru oldugu, neredeyse projektif modiiller yardimiyla, Martinez Villa
(1980b) tarafindan gosterilmigtir. Neredeyse projektif modiil kavramimn tanitildig
ilk makalede, kalitsal cebirler tizerinde neredeyse projektif modiillerin 6zellikleri in-
celemigtir (Martinez Villa 1980a). Ikinci cahsmada ise bu kavram artin cebirlere
genellestirilmis ve son terimi neredeyse projektif olan neredeyse split dizilerin orta
terimlerinin sahip oldugu ozellikler incelenmistir (Martinez Villa 1980b). Her iki
calismada da neredeyse projektif modiiller, indirgenemez morfizmalar yardimiyla
karakterize edilmig ve farkli 6zellikleri incelenmigtir. Ayrica Park (1988) tarafindan
artin cebirler iizerinde neredeyse projektif modiiller i¢in bazi sonuglar elde edilmistir.
Bundan bagka Kaynarca vd. (2023) tarafindan kalitsal olmayan cebirler tizerinde

neredeyse projektif modiillerin yapisi kuiverler yardimiyla aragtirilmistir.

Tez galigmasinin bu boltimiinde neredeyse projektif modiiller sirasiyla, yukarida adi
gecen makaleler ele alinarak kalitsal, artin ve kalitsal olmayan cebirler tizerinde in-
celenecektir. Her bir boliimiin baginda hangi ¢aligmanin referans alindigi belirtile-

cektir.
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3.1. Kalitsal Cebirler Uzerinde Neredeyse Projektif Modiiller

Bu boliimde verilen tiim sonuglar, {i¢ boliimden olugan Martinez-Villa (1980a) ¢alis-
masina dayanmaktadir. Martinez Villa (1980a) makalesinin ilk bélimiinde I-projektif
modiiller ve [-kalitsal halkalarla ilgili sonuclar elde etmig ve herhangi bir A halkas
icin yerel olarak kalitsal projektif modiil kavramini su sekilde tanitmigtir: herhangi
bir ayrigtirilamaz P projektif modiilii i¢in herhangi bir sifirdan farkh f: P — X
doniigimii bir monomorfizma oluyorsa X'e yerel olarak projektif (locally projec-
tive) ya da kisaca [-projektif (l-projective) adimi vermigtir. Boylece [-kalitsal bir
halka, her ayrigtirilamaz projektif modiilii [-projektif olan bir halkadir. Martinez-
Villa, miikemmel bir halka tizerinde [-projektif modiillerle ilgili elde ettigi sonuclari
mitkemmel [-kalitsal bir halka tizerindeki [-projektif modiillere indirgemistir. Bir
neredeyse projektif modiiliin [-projektif olmasi i¢in, onun bir ayrigtirilamaz projek-

tif modiiliin bir faktorii olmadigini gerek ve yeter kosul olarak gostermistir.

Martinez Villa (1980a) makalesinin ikinci béliimiinde, neredeyse projektif modiilleri
tamtarak bazi karakterizasyonlarimi vermistir. Uclincii boliimde ise, sonlu sayida
neredeyse projektif modiile sahip kalitsal artin cebirleri karakterize etmistir. Boylece
Auslander vd. (1994) te yer alan altinci agik problemin kalitsal cebirler igin bir

¢Ozuimunu yapmigtir.

Tez ¢aligmasinda; neredeyse projektif modiiller incelendigi i¢in, Martinez Villa (1980a)
makalesinin sadece ikinci boliimiinde yer alan sonuclar detayli bir bicimde ince-
lenecek olup tiglincii boliimdeki sonuglarin yalnizca ifadelerine yer verilecektir. Ayrica
incelenen makalede modiillerin hangi yanli oldugu belirtilmemis olup, modA kate-

gorisinde caligildigr i¢in modiillerin sag yanh oldugu diigtintilmektedir.

Neredeyse projektif modiil kavrami Martinez Villa (1980a) tarafindan agagidaki

sekilde tanimlanmigtir.

Tanim 3.1.1 Herhangi bir A halkasi tizerinde asagidaki ozellikleri saglayan bir X

modiiliine neredeyse projektif (almost projective) adi verilir:
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(i) X projektif degil,
(ii) X’in her 6z altmodiilii projektif.

Martinez-Villa (1980a) tarafindan neredeyse projektif modiillere dair yapilan ilk

gozlemler agsagida verilmigtir.

Uyar: 3.1.2
(i) Neredeyse projektif modiiller ayrigtirilamazdir. (Sonug 3.2.4’te verilecek)
(ii) Projektif olmayan basit modiillerin neredeyse projektif oldugu agiktir.

(iii) X, kalhtsal projektif toplanani olmayan n uzunluklu bir A-modiil ise, bu du-
rumda her bir 1 < i < n igin X;/X;,; neredeyse projektif olacak sekilde X’in

altmodiillerinin n-uzunluklu bir
X:XlDXQD"'DXnDXn+1:O
kompozisyon serisi vardir.

(iv) X, bir sol artin halka tizerinde sonlu uzunluklu bir neredeyse projektif modiil

ise, bu durumda End, (X) bir boliimlii halkadir.

Agagidaki 6rnek, Uyart 3.1.2 (iii)’deki uzunlugun ve kompozisyon faktorlerinin tek

turli belirli olmadigini gosterir.

Ornek 3.1.3 Bir K cismi iizerinde

N

3

B —

123
kuiveri ile belirli A cebirini ve X = modiiliinii gozontine alalim. X’in
5
23 1 13
X = , Xi= , ve X5=
5 5 5
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altmodiilleri i¢in neredeyse projektif olan kompozisyon faktorleri:
X/X1=1, X/X,=2 ve X;/X| =3

bigiminde olup, 1-uzunluklu X D X; D 0 zinciri ve 2-uzunluklu X D> X} D X] D0

zinciri vardir.
Uyar: 3.1.4 Herhangi bir R-modiil,

ph — pU) » X » 0

formunda projektif temsile sahip bir X A-modiilii ile 6zdeglestirilebilir. Ayrica,
herbir altmodiilii projektif olan bir projektif modiile kalitsal projektif (hereditary
projective) adi verilir. K; kalitsal projektif A-modiillerin bir toplami olmak {izere

bir X A-modiiliinin

0 > L > K > X > 0

bigiminde bir temsili vardir (Martinez Villa 1980a). Eger X, bir ayrigtirilamaz
projektif modiiliin bir faktori olmayan neredeyse projektif bir modiil ise, bir pro-
jektif K modiiliintin bir faktori olarak yazilir, oyle ki: 7 : K — X dogal epi-
morfizmast K'nmin herbir dik toplananina kisitlandiginda bir monomorfizma olup,
bu ayrigtirilamaz dik toplananlarin her biri X igine gomiiliir ve her biri kalitsal
projektif ve X bir R-modiil olur. Ayrica her neredeyse projektif R-modil bir A-
modiil olarak da neredeyse projektiftir. O halde, R iizerinde neredeyse projektif
[-projektif modiillerin sinifi ile A {izerinde neredeyse projektif [-projektif modiillerin

sinifi cakigiktir.

Asagidaki teoremde, neredeyse projektif modiiller indirgenemez morfizmalarin esge-

kirdegi olarak karakterize edilmistir.
Teorem 3.1.5 A bir sol mitkemmel halka olsun.

(i) Bir aynistirlamaz projektif modiiliin bir faktorii olmayan X’in neredeyse pro-
jektif olmasi i¢in gerek ve yeter kogul P bir projektif modiil ve « bir indirgene-

mez morfizma olmak tizere X’in bir

0 y [ —2 5 P

V
S
(@n)

temsilinin var olmasidir.
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(i) P/K = X olacak gekilde bir ayrigtirilamaz projektif P modiilii ve P'nin agikar
olmayan bir K altmodiilii var olsun. Bu durumda X’in neredeyse projektif
olmasi icin gerek ve yeter kosul RadP = ) & K olacak sekilde P’nin bir ()

altmoduli var olmasidir.

Ispat (i) (=) X bir ayrstinlamaz projektif modiiliin bir faktorii olmayan bir
neredeyse projektif modil olsun. Uyar1 3.1.4 geregince L ve P kalitsal projek-

tif modiil olmak iizere bir 0 sy [ 25> P "5 X » 0 temsili vardir.

Simdi Lemma 2.9.5’in (i) sikkin1 kullanarak o/’nin indirgenemez oldugunu gosterelim.
Bunun igin bir g : ¥ — X alalim.

1. Durum: g oOrten degil ise, bu durumda Img ; X olup kabulden Img projek-
tiftir. Boylece ¢ : Img — X igerim donitisiimii 7 tizerinden faktorlenir, yani « = wk
olacak sekilde k : Img — P vardir. Sonug olarak mkg = 1g = g olacak sekilde
kg : Y — P doniisimu var oldugundan g, 7 tlzerinden faktorlenmis olup ispat
tamamlanir.

2. Durum: g Orten ise, bu durumda Img = X olup; P’nin projektif oldugu kul-
lamlarak m = hg olacak sekilde bir h : P — Y var olup ispat tamamlanir.

(<) P projektif ve « indirgenemez olacak sekilde X’in

0 sy [ 25> P "5 X

e}

projektif temsili var olsun. X’in bir Z 6z altmodiiliinii alalim. Kabulden « indirgene-
mez oldugundan, Lemma 2.9.5 geregince, ya ¢ : Z — X igerim donisimi m

tizerinden faktorlenir ya da 7, ¢ tizerinden faktorlenir.

0 sy [ —2 5> P "5 X y ()

7 bir epimorfizma oldugundan 7'nin ¢ tizerinden faktorlenmesi celigki yaratir. Bun-
dan dolayr « = 7wk olacak sekilde k : Z — P morfizmasi var olup istenildigi gibi
Z’nin projektif oldugu elde edilir.

(ii) (=) X bir aynigtirilamaz projektif modiiliin bir faktorii olan neredeyse projektif

bir modiil olsun. Bu durumda P ayrigtirilamaz bir projektif modiil olmak tizere
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X = P/K olacak sekilde P’nin agikar olmayan bir K altmodiilii vardir. Buradan
P =X & K olup

0 sy K ——» P "5 X

e}

split tam dizisi vardir. Diger taraftan RadP C P olup j : RadP — P igerim

doniigimi yardimiyla 77 : RadP — X morfizmasi tanimlanir. Boylece

0 —— Kermj —Y 5 RadP —— Immj —— 0
kisa tam dizisi vardir. Simdi bu iki diziyi bir arada diisiinerek agagidaki degismeli
diyagrami gozoniine alalim.

0 — Kermrj ——— RadP —— Imnj — 0

| &4

0 s K t P S + X y 0

Diyagramin degismeli olmasindan Kerrj = K elde edilir. Im7j = @ diyelim. X
neredeyse projektif ve Q C X oldugundan Q projektif olup Onerme 2.5.5 geregince
birinci dizi split olur. Sonug olarak RadP = @) & K bulunur.

(<) P=X@K ve RadP = Q@ K olacak sekilde ayrigtirilamaz projektif P modiilii

ve K, () < P altmodiilleri var olsun. Bu durumda

0 sy K —— P X5 X

o

split tam dizisi vardir. X’in bir Z 6z altmodiiliinii alalim. Bu durumda Z, Rad X 'te
kapsanir. Diger yandan RadX = Rad(P/K) = (RadP)/K = @ oldugundan Z,
@’nun altmodiilii olup projektiftir. Sonug olarak X neredeyse projektiftir. U

Kalitsal bir halkada her projektif modiil kalitsal projektif oldugundan, Teorem 3.1.5’in

direkt bir sonucu agagida verilmigtir.

Sonuc 3.1.6 A bir kalitsal cebir ise, X A-modiiltiniin neredeyse projektif olmasi

icin gerek ve yeter kogul X’in 0 » L —— P —— X > 0 temsilindeki

a’nin indirgenemez olmasidir.

Asgagidaki lemmada bir neredeyse projektif modiiliin projektif modiillerle geniglemeleri

incelenmigtir.
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Lemma 3.1.7

(i) 7 bir kii¢iik epimorfizma olmak iizere 0 »y K —=— F —— X > 0
split olmayan bir kisa tam dizi olsun. K kalitsal projektif ve X neredeyse

projektif ise, E ya projektiftir ya da neredeyse projektiftir.

(i) 0 » K —— FE —— X > 0 dizisi (i)’deki 6zelliklere sahip bir dizi

olsun. p: P — X donitigiimii X'in projektif ortiisii olmak tizere

0 s [ 21y p Ty X > 0
bir kisa tam dizi olsun.Bu durumda
0 y [ —2 LN ‘¢ > 0
lg
0 3 * s FE T35 X > 0

b
%

o +— =

tam satilara sahip degismeli diyagrami vardir. Burada E, ¢ ve g¢'nin ileri
itmesidir.
Kargit olarak E, ¢ : L — P ve g : L — K morfizmalarinin ileri itmesi

olacak sekilde bir

0 y K y B ——» X

2\
e}

kisa tam dizisinde 7 bir kii¢iik epimorfizmadir ve E neredeyse projektiftir.
Sonuc 3.1.8 P kalitsal projektif bir A-modiil ve Ima C rad P olmak tizere

0 s [ —2 5> P "5 X

)

kisa tam dizisinde « bir indirgenemez morfizma ve j : L' — L bir split monomor-

fizma ise, a indirgenemezdir.

ispat P kalitsal projektif, Ima C RadP olacak sekilde o : L — P indirgenemez

bir morfizma ve j : L' — L split bir monomorfizma olsun. Bu durumda a ve j’
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dontigiimlerinin ileri itmesi Y olmak iizere tam satirlara sahip agagidaki degigmeli

diyagram olusturulur.

0 0
0 S S s 0
N aj
\fJ \\\’( ~ l
0 y [ —2 > P "5 X y 0
H
0 s L s Y s X s 0
v v l
0 0 0

Lemma 3.1.7(ii) 'nin karsit yonii geregince Y neredeyse projektif olup Teorem 3.1.5'ten

ayj indirgenemez elde edilir. 0

Teorem 3.1.9 A ve A birer artin halka ise, bu durumda her neredeyse projektif

modiil sonlu tiretilmistir.

Ispat A, sol ayrigmmi A = P/ &---@® P" bigiminde olan, bir artin halka olsun. Bu
durumda P, ..., P, ayristirilamaz kalitsal projektif modiiller, Q1 = P & --- & P'*

ve Qy = P51 @ -+ & P/ olmak iizere

EndA(Qg)OP 0
Homy (Q1,Q2) End(Q1)”
formunda yazilir. 7' = Endy (Q2), R = Enda(Q1)% ve M = Homy (Q1, Q2) denirse

A=

T° M
AP =
0 R
bigimde olup R° halkasi; A°?’un
70 M
A=
0 0

idealine gore bir faktorii oldugundan, iki yanh artin ve kalitsal bir halkadir. P
ayrigtirilabilir kalitsal projektif bir modiil ve 7 : P — X dontisiimii X'in projektif

ortiisii olmak iizere X neredeyse projektif bir modiil ve

0 sy [ 25> P "5 X y 0
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X'in bir minimal projektif temsili olsun. Bu durumda X bir R-modiildiir. L', L'nin

bir ayrigtirilamaz dik toplanani olmak tizere

0 sy [ —2 P T+ X s 0
L 0
0

tam diyagrami olusturulur. Burada Y neredeyse projektif R-modiildiir. Ustteki

birinci diziye Hompg(—, R) kontravaryant funktoru uygulanirsa
0 —— Hompg(Y, R) —— Hompg(P, R) —— Hompg(L', R) —— Extr(Y,R) —— 0

tam dizisi elde edilir. Y ayrigtirilamaz projektif modiil olmadigindan ve R kalitsal
oldugundan Extg(Y, R) = 0 olur. Boylece Homg(P, R) € Hompg(L', R)R artin

oldugundan P sonlu iiretilmis olup X sonlu tiretilmigtir. 0

Teorem 3.1.5’in sonucu olarak, neredeyse projektif modiiller indirgenemez morfiz-
malar yardimiyla karakterize edildiginden Martinez Villa (1980a) indirgenemez mor-

fizmalarin baz1 karakterizasyonlarini asagidaki bicimde vermigtir.

Lemma 3.1.10 A yarimiikemmel bir halka ve a : L — P split olmayan bir
morfizma olsun. a’nin sonlu iiretilmis projektif modiillerin kategorisinde indirgene-
mez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul projektif modiillerin kategorisinde indirgenemez

olmasidir.

Ispat (<) Ispat aciktir.
(=) Kabul edelim ki  : L — P; sonlu iiretilmig projektif modiillerin kate-

gorisinde, indirgenemez bir morfizma olsun. a’nin bir ) projektif modiilii tizerinden
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faktorlendigini varsayalim. Bu durumda o = hg olacak sekilde g : L — @ ve h :
() — P morfizmalar vardir. Anderson ve Fuller (1974) geregince P; ayrigtirilamaz

sonlu tiretilmis projektif modiiller olmak tizere Q = @, ; P; bigiminde yazilir. L

iel
sonlu iiretilmig oldugundan Img sonlu iiretilmis olup Img = € ;e Py olacak sekilde
sonlu bir J C I altkimesi vardir. @ = @je ;Pove Q2 = @iel\ ; P denirse
Q = Q1 ® Qs olur. Boylece g1 : L — @ olmak iizere g = (¥ ) bigiminde yazlr.
Buradan o« = hg = h(}) g1 elde edilir. A'nin split epimorfizma olmadigim kabul
edelim. Buradan h () bir split epimorfizma degildir. « indirgenemez oldugundan

g1 bir split monomorfizma olup ¢ split monomorfizma bulunur. Sonug¢ olarak «

projektif modiillerin kategorisinde indirgenemezdir. 0

Lemma 3.1.11 A yarmmiikemmel kalitsal bir halka olmak tizere sonlu iiretilmisg
projektif modiillerin kategorisinde bir a : L — P morfizmasinin indirgenemez ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul a’nin projektif modiillerin kategorisinde indirgenemez

olmasidir.

Ispat (<) Ispat aciktar.
(=) Sonlu iiretilmis projektif modiillerin kategorisinde o : L — P indirgenemez
bir morfizma olsun. Kabul edelim ki projektif modiillerin kategorisinde, « bir X

uzerinden faktorlensin. Yani

L - » P
X
diyagramini degismeli yapan (« = gf olacak sekilde) f ve g morfizmalar1 var olsun.

Img = @ diyelim. Bu durumda j : ) — P igerim morfizmasi olmak tizere

X J o
N,

degismeli diyagrami vardir. Bu iki diyagram bir arada gozoniine alinirsa




degigsmeli diyagraminda o = ¢gf = jg¢'f olur. Kabulden ya j birim morfizmadir
ya da ¢'f split monomorfizmadir. Birinci durumdan g’nin split epimorfizma, ikinci

durumdan ise f’nin split monomorfizma oldugu elde edilir ve ispat tamamlanir. [J

Sonuc 3.1.12 A yarimiikemmel kalitsal bir halka olsun. Sonlu iiretilmig projektif
modiiller arasindaki split olmayan bir « : L — P morfizmasinin indirgenemez ol-
masi i¢in gerek ve yeter kosul a’nin sonlu iiretilmis projektif modiillerin kategorisinde

indirgenemez olmasidir.

Transpoz funktorunun ozelligi ve Sonug¢ 3.1.12 geregince agagidaki teorem ifade

edilir.

Teorem 3.1.13 A ve A kalitsal ve A yarimiikemmel bir halka olsun. Sonlu
tiretilmis A-modiiller arasindaki bir o : L — P morfizmasimin indirgenemez olmasi

icin gerek ve yeter kosul o* : P* — L* transpozunun indirgenemez olmasidir.
Teorem 3.1.5 ve Teorem 3.1.13™in direkt bir sonucu agagida verilmigtir.

Sonuc 3.1.14 Bir sol kalitsal, sol ve sag artin halkas: tizerinde burulmali bir X
modiiliiniin neredeyse projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kogul TrX’in bir neredeyse
projektif A°P-modiil olmasidir. Ayrica X basit ve projektif olmayan bir A-modiil ise,

bu durumda TrX neredeyse projektif A°’-modiildiir.

Sonuc 3.1.15 A sol kalitsal, sol ve sag artin bir halka ise, bu durumda neredeyse

projektif A-modiillerin sinifi diizglin sinirli uzunluga sahiptir. Daha agik olarak;

minimal projektif temsili 0 > L > P > X > 0 olan bir neredeyse
projektif X A-modiilii; L'nin herhangi bir ayrigtirilamaz L’ dik toplanani icin

Tr((L')*/rad(L")*)'in bir faktoridir.

Asagidaki ornekte, A'nin [-kalitsal bir halka olmasi durumunda Teorem 3.1.13’teki
ifadenin saglanmadigi, yani; a : P — () sonlu iiretilmis projektif modiiller arasinda

bir indirgenemez morfizma iken a* transpozunun indirgenemez olmadig1 gosterilmistir.
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Ornek 3.1.16 K keyfi bir cisim olmak tizere

i K 0 0 0 0 ]
K K 0 0 0
A=K 0 K 0 0
K 0 0 K 0
K K K K K
cebirini gozoniine alalim.
[ K ] | 0 ] | 0 ] i 0 1 [ 0 ]
K K 0 0 0
P=|K |, h=|0|.B=|K |, A=]0|,BE=|0
K 0 0 K 0
K K K K K
" ) )
0
olmak iizere X = | K | modiili i¢in P3 — X, Py — X, X — P; icerim morfiz-
K
K

malar1 var olup X'in minimal projektif temsili

~
o

0 y Py —2 s PP —— X

olsun. Burada a(a) = a — a ve w(a,b) = a + b ile tammhdir. X’in maksimal
altmodiillerine bakildiginda bir neredeyse projektif altmodiilii oldugu goriilebilir.
Bundan dolay1 « indirgenemez bir morfizmadir. Bu diziye transpoz funktoru uygu-

lanirsa

0 » X* —~ Pf@ Pr — Py > TrX > 0

tam dizisi elde edilir. Fakat sifirdan farkhi en az bir X < P, icerim morfizmas1 var

oldugundan X* = Hom, (X, A) # 0 oldugundan «* indirgenemez degildir.

Uyar: 3.1.17 A bir sol ve sag artin kalitsal cebir olmak iizere neredeyse projektif

modillerin izomorfizma siniflar
X] < [Y] & Homa(Y, X) £0
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bagintisina gore kismi siralidir. Bu bagintiya gore, neredeyse projektif modiillerin
izomorfizma siiflarinin maksimal elemanlari; S projektif olmayan bir basit modiil
olmak iizere X = TrS bicimindeki modiiller, minimal elemanlar1 ise projektif ol-

mayan basit modiillerdir.

Uyar: 3.1.18 Neredeyse projektif modiillerin bir X = @?:1 X, sonlu toplami veril-
diginde, Anderson ve Fuller (1994) geregince sonlu uzunluklu bir modiiliin endomor-
fizma halkas1 yariasal (semiprimary) oldugundan, End,(X) endomorfizma halkasi

yariasal [-kalitsal bir halkadir.

Agagidaki onermede, maksimal neredeyse projektif modiillerin bagka bir karakteri-

zasyonu verilmigtir.

Onerme 3.1.19 A bir sol ve sag kalitsal artin halka olsun. Projektif olmayan
bir S basit A’-modiilii i¢in bir neredeyse projektif X modiliiniin, Tr(S) = X
formunda olmasi igin gerek ve yeter kogul herhangi ayristirilamaz () projektif modiilii

ve herhangi split olmayan

0 > Q) > Y > X > 0

dizisinde Y ’nin projektif olmasidir.

A sol ve sag kalitsal bir halka olmak tizere bir neredeyse projektif modiiliin bagka

neredeyse projektif modiillerle geniglemeleri agagidaki énermede incelenmistir.
Onerme 3.1.20
(i) X ve Y neredeyse projektif modiiller olmak tizere

0 s X s B s Y

~
(e}

bir split olmayan tam dizi ise, ya F ayrigtirilamazdir ya da Y, X’in bir

faktorudiir.

(ii) X neredeyse projektif ve S basit projektif olmayan bir modiil ise, herhangi
split olmayan

0 s S » F s X

)

dizisinde E ayrigtirilamazdir.
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(iii) Projektif olmayan basit bir S” A°’-modiilii i¢in X, Tr(S")’'niin bir faktori ise,
Exta(Tr(5"), X) =0 dur.

Onerme 3.1.21 A bir sol ve sag kalitsal artin halka olmak iizere X ve Y neredeyse
projektif modiiller olsun. A’nin uygun bir dik toplanani, P'nin bir dik toplanan

olacak gekilde X ve Y 'nin minimal projektif temsilleri sirasiyla:

0 > L > P > X

o

0 » K > Q) > Y > 0

bi¢iminde ise, bu durumda Ext} (Y, X) # 0 dir.

Onerme 3.1.22 A bir artin halka olmak fizere A ve C' sonlu tiretilmis modiiller ol-

sun. A neredeyse injektif ve C' neredeyse projektif olacak sekildeki bir split olmayan

0 y A = B " C

~
&

dizisinde agagidaki durumlardan biri dogrudur:
(i) B projektif ayrigtirilabilirdir.
(ii) B injektif ayrigtirilabilirdir.

(iii) B ayrnstirilamazdir.

Lemma 3.1.23 A bir kalitsal artin halka ve X bir neredeyse projektif A-modiil
olsun. Bu durumda bir sonlu tiretilmig neredeyse injektif ¥ A-modiiliiniin Y =
DTr(X) bigiminde olmasi i¢in gerek ve yeter kogul Y'nin Ext(X,Y) # 0 olacak
sekildeki sonlu iiretilmis neredeyse injektif modiiller arasinda maksimal uzunluga

sahip olmasidir.

Teorem 3.1.24 0 —— DTr(X) > B > X > 0 neredeyse split

dizisinde E’nin projektif (injektif) olmasi i¢in gerek ve yeter kogul DTr(X)’in ba-
sit projektif (X’in basit injektif) ve E’'nin X’in projektif értiisii (£'nin DTr(X)’in

injektif zarfi) olmasidir.
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Onceki boliimde; bir kalitsal artin cebir tizerindeki neredeyse projektif modiillerin, iki
sonlu tiretilmis projektif modiil arasindaki indirgenemez morfizmalarin eg gekirdekleri
olarak verildigi ve boylece sonlu tiretilmis projektif modiiller arasindaki indirgene-
mez morfizmalarin tam bir ssmflandirmasi Martinez Villa (1980a) tarafindan yapildi.
Bundan bagka, baz1 kogullar altinda indirgenemez morfizmalarin kiimesinin bir afin
cesitlilik (affine variety) olusturdugu ve bu gesitlilik iizerine etki eden bir cebirsel
grubun var oldugu gosterilerek bu grubun yoriingelerini saymak suretiyle sonlu
sayida neredeyse projektif modiile sahip olan bir cebirin kuiverinin tizerindeki gerek
kogullar belirlenerek bunlarin ayn zamanda yeterli oldugu Martinez Villa (1980a)

tarafindan kanitlandi ve agagidaki gibi bir ifadeye dontistiirildii:

Neredeyse projektif her bir X modiilii igin Exta (X, X) = 0’dir veya denk olarak:
Auslander ve Platzeck (1978) tarafindan tamimlanan ¢(X) = dimHomy (X, X)) —
dimy Ext (X, X) kuadratik formu neredeyse projektif her bir X modiilii i¢in pozitif
tanimhidir.

Sonug olarak ; Martinez-Villa (1980a) tarafindan agagidaki teorem ispatlanmig ve
Auslander vd. (1994) tarafindan ifade edilen altinci agik problem kalitsal cebirler

i¢in ¢oziilmiigtiir.

Teorem 3.1.25 A sonsuz bir K cismi iizerinde sonlu iiretilmig bir kalitsal cebir

olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler birbirine denktir:

(i) ModA izomorfik olmayan sadece sonlu sayida neredeyse projektif modiile sahip-

tir.
(ii) Her bir neredeyse projektif X modiilii i¢in

q(X) = dimgEnda (X) — dimiExta (X, X) > 0 dir.

(iii) Her bir neredeyse projektif X modiilii igin Exty (X, X) = 0 dur.

(iv) Homp(L,rP/r*P) # 0, dimEndA(L)HomA(L, P)=1yada dimpy,q, ) Homy
(L, P) = 1 olacak sekildeki ayrigtirllamaz projektif modiillerin her bir L, P

¢ifti icin, her neredeyse projektif X modiiliiniin agagidaki bigimde minimal
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projektif temsilleri vardir:

1<my; <3vel,P,..., P, izomorfik olmayan projektif modiiller olmak iizere

0 > L > P/ @ Py--- @ By > X > 0 dizisi X’in minimal
projektif temsilidir ya da
1 <ny <3ve Ly,...., Ly, P izomorfik olmayan projektif modiiller olmak iizere
0 — LT"® Ly & Ly > P > X > 0 dizisi X’in minimal pro-
jektif temsilidir.
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3.2. Artin Cebirler Uzerinde Neredeyse Projektif Modiiller

Bu béliimde Martinez Villa (1980b) makalesi temel kaynak olarak kullanilacak olup,
tiim modiiller artin cebirler iizerindeki sonlu tiretilmis modiillerdir fakat hangi yanlh
modiil olduklar1 galigmada belirtilmemistir. Auslander ve Reiten (1977) sonlu temsil

tipli bir artin cebirinin neredeyse split

0 —— DTr(A) > F > A

e}

dizisinde E ayrigtirilamaz olacak gekilde en az bir ayristirilamaz A modiiliiniin var
oldugunu kanitlamiglardir. Martinez Villa (1980b) bu ifadenin herhangi bir artin
cebir i¢in de saglandiginmi ispatlamigtir.

Martinez Villa (1980a) tarafindan tammlanan ve kalitsal halkalar tizerinde tam
olarak karakterize edilen neredeyse projektif modiiller, Martinez Villa (1980b) tarafin-

dan artin cebirlere agagidaki bi¢imde genellegtirilmistir.

Tanim 3.2.1 X projektif olmayan bir modiil olsun. Split olmayan bir kisa tam

0 > A > B >y X > 0 dizisi ve X’in bir C 6z altmodiilii verildiginde

0 > A > W > C > 0
0 > A > B > X > 0
geri cekmesi yardimiyla olusturulan 0 > A > W > (' » 0 dizisi

split ise, X’e neredeyse projektif (almost projective) modiil denir.

Ornek 3.2.2 Neredeyse projektif modiillerin agikar ornekleri projektif olmayan

basit modillerdir.

Neredeyse projektif modiiller indirgenemez morfizmalar yardimiyla Teorem 3.1.5%e

benzer olarak fakat farkli bicimde agagidaki gibi karakterize edilmistir.

Teorem 3.2.3 Projektif dik toplanani bulunmayan bir X modiilii i¢in asagidaki

ifadeler birbirine denktir:

(i) X bir neredeyse projektiftir modiildiir.
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(ii) P bir projektif modiil ve « bir indirgenemez morfizma olmak {izere X’in bir

0 y [ —2 5 P y X

=}

temsili vardir.

Ispat (1) = (#i) X bir neredeyse projektif modiil olsun. Sonug 2.5.3 geregince P
bir projektif modiil olmak tizere bir g : P — X epimorfizmasi vardir. Kerff = L

olsun. Bu durumda 0 v L2y p_Fyx y 0 kisa tam dizisi vardir.

Simdi Lemma 2.9.5’in (i) sikkini kullanarak o’nin indirgenemez oldugunu gosterelim.
Bunun i¢in bir f: Y — X alalim.

1. Durum: f bir epimorfizma ise, P projektif oldugundan 3 = fh olacak sekilde
h: P — Y var olup ispat biter.

2. Durum: f bir epimorfizma degil ise, Imf = Z; X’in bir 6z altmodiilii olur. X
neredeyse projektif oldugundan g : P — X ve ¢ : Z — X morfizmalarinin geri

¢ekmesi olan (W, v, d) yardimiyla

~

~
(]

\
7

0 y L —2 5 W Z
RN
P X

\

0 y [ —2 >

> 0

diyagrami olusturulur. Kabulden birinci dizi split olup vy = 1 olacak sekilde
~' o Z — W vardir. Yukaridaki diyagram degismeli oldugundan ¢y = (g olup
buradan ¢ = Bg7’ elde edilir. Boylece

BN = B(gV'f) = (BaV) f=uf = f
olacak sekilde b’ = gv'f : Y — P var olup ispat biter.
(i7) = (i) P projektif ve v indirgenemez olmak iizere X'in bir

0 v L2y p Py x

e}

temsili var olsun. X’in neredeyse projektif oldugunu gosterelim. Bunun icin C', X’in

bir 6z altmodiilii olmak tizere split olmayan

0 vy AL . p_9%,x

2\
e}
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kisa tam dizisini gozoniine alalim. Simdi g : B — X ile ¢+ : ¢ — X morfiz-

malariin geri cekmesi alinarak

/

0 s ATy w L

C
RN o1
0 Al .p 2, Xx > 0

o

degigmeli diyagrami ve g : P — X ile ¢ : C' — X morfizmalarinin geri ¢ekmesi

alimarak
0 L v 2, > 0
|l 52
0 N N SN e > 0

degismeli diyagrami olusturulur. § epimorfizma oldugundan 3, C’ye yiikseltilemez
(yani; f = th olacak sekilde h : P — C yoktur). « indirgenemez oldugundan
Lemma 2.9.5 geregince ¢ = Sh' olacak sekilde b’ : C' — P vardir.(3.2) diyagraminin

evrensellik ozelligi geregince

C le
A
v 25 ¢
N,k
JERN ¢

8’8" = 1¢ olacak sekilde p” : C — V vardir. Boylece 8’ bir split epimorfizma
olup (3.2) diyagramindaki birinci dizi split bulunur. Diger yandan, P projektif
oldugundan g : B — X epimorfizmasi icin S = ¢ olacak sekilde g : P — B
var olup (3.2) diyagraminin degigmeli olmas kullanmlarak g(360) = (g3)0 = 86 = 13’
elde edilir. Buradan (3.1) diyagramin evrensellik 6zelligi geregince

/

w2

C
S

B—— X
f' = ¢'s olacak sekilde s : V. — W vardir. Sonug olarak 1o = /8" = (¢'s)5" =
g'(sp") olacak sekilde sp” : ¢ — W var oldugundan ¢ bir split epimorfizma
olup (3.1) diyagramindaki birinci dizi split elde edilir. Sonug olarak X neredeyse
projektiftir. O
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Teorem 3.2.3’lin bir sonucu olan ve Uyar1 3.1.2(i)’de belirtildigi gibi Martinez Villa
(1980b) tarafindan da ifade edilen agagidaki sonug, Park (1988) referans almarak

agagidaki bicimde kanitlanmigtir.
Sonuc 3.2.4 Neredeyse projektif modiiller ayrigtirilamazdir.

Ispat X neredeyse projektif bir modiil olsun. X’in ayrigtirilabilir oldugunu kabul
edelim. Bu durumda X; # 0 ve X5 # 0 olmak tlizere X = X; & X5 biciminde

yazilir. Teorem 3.2.3 geregince, P projektif ve o indirgenemez olacak gekilde X’in

bir 0 v [ p ", x > 0 temsili vardir. Dogal ¢; : X; — X

(1 = 1,2) igerim doniigtimleri birer monomorfizma ve [ érten oldugundan 8 = ;k;
olacak gekilde k; : P — X; yoktur. Diger yandan « indirgenemez oldugundan,
Lemma 2.9.5 geregince, ¢; = Bh; olacak sekilde h; : X; — P (i = 1,2) vardir. ¢;’ler
monomorfizma oldugundan h;lerin monomorfizma oldugu aciktir. Ayrica dogal
mo X — X; (i = 1,2) izdiigim doniigimleri gézoniine alindiginda m;5h; =
miti = lx, elde edilir. Buradan h;nin sol tersi var olup, h; splittir. Bodylece
Lemma 2.3.3 geregince Imh; P'nin bir dik toplanani olur. h; : X; — P mor-
fizmalari i¢in I.izomorfizma teoremi geregince Imh; = X, oldugundan X;’ler P'nin
bir dik toplanam olur. P projektif oldugundan Onerme 2.5.6 geregince X; projektif
ve buradan X projektif olur ki bu durum X’in neredeyse projektif olmasi ile geligir.

Sonug olarak neredeyse projektif X modiilii ayrigtirilamazdir. O

Park (1988) tarafindan kanitlanan asagidaki teoremde, deger kiimesi neredeyse pro-
jektif bir modiil olan bir indirgenemez morfizmanin egcekirdeginin de neredeyse pro-

jektif oldugu gosterilmigtir.

Teorem 3.2.5 Bir 0 sy X 2,y Py g » 0 kisa tam dizisinde Y

neredeyse projektif ve a indirgenemez morfizma ise, Z neredeyse projektiftir.

Ispat 0 NP QN N/ > 0 kisa tam dizisinde Y neredeyse

projektif ve o indirgenemez olsun. Bu durumda Teorem 3.2.3 geregince, P projektif

ve f indirgenemez olacak sekilde son terimi Y olan bir

0 s L f>Pg>Y

~
e}
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kisa tam dizisi vardir. Boylece Bg : P — Z epimorfizma oldugundan bir

0 —— Kerfg —— P > Z

=}

kisa tam dizisi vardir.

Kerfg L T

\f
Y
g %
Yoo

0 y X Y y 7 y ()

N

0 0

diyagraminda, e ve f’'nin indirgenemez oldugu kullanilarak ¢'nin indirgenemez oldugu
gosterilirse ispat tamamlanir. Once a/nn indirgenemez oldugu kullanilirsa, Teo-
rem 2.9.5’den, bir ¢ : T' — Z morfizmasi i¢in S 6rten oldugundan 7’ye yiikseltilemez

fakat ¢ = (0 olacak sekilde 0 : T' — Y morfizmas: vardir.

0 0

p '

Vy_'ﬂ

0 y X —2 Y >

T
N ‘
Z

> 0

N

0

i
S

Simdi f’nin indirgenemez oldugu kullanilarak 6 : T — Y morfizmas: ig¢in, Teo-
rem 2.9.5 geregince, § = gh olacak sekilde bir h : T — P morfizmas1 vardir
ya da g = 0h' olacak sekilde bir A’ : P — T morfizmasi vardir. Sonug olarak
Bgh = (0 = 1 olacak sekilde bir h : T" — P morfizmas1 ya da ¢¥h' = pOh = (g

olacak sekilde bir A’ : P — T morfizmasi
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diyagramini degismeli yapacak sekilde var oldugundan ¢ indirgenemez olup Z neredeyse

projektiftir. OJ

Martinez Villa (1980b), neredeyse projektif modiilleri smflandirmak igin ayrigtirilabi-
lir modiiller arasindaki indirgenemez morfizmalardan yararlanmigtir. Bu sebeple
oncelikle indirgenemez morfizmalari, agagidaki bi¢imde tamimlanan iki morfizmanin

denk olmasi kavrami ile karakterize etmistir.

Tanim 3.2.6 a: A— B ve f: A — B morfizmalar: verilsin.
A—> B

[

AL, B
B = Yayp olacak gekilde ¢ : A — A ve ¢ : B — B otomorfizmalar1 varsa o ve 3

morfizmalar1 denktir (equivalent) denir.

Uyar: 3.2.7 «a ve § denk morfizmalar olmak tizere a’'nin indirgenemez olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul f'nin indirgenemez olmasidir. Gergekten; o, 5 : A — B denk

morfizmalar olsun. Bu durumda

i¢_> e

diyagramini degigmeleri yapan, yani ¢»a = [ olacak sekilde, ¢, otomorfizmalar:

vardir. a’nin bir C' modiilii tizerinden faktorlendigini diisiinelim. Bu durumda
A = > B
N
C
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diyagrami degismeli, yani o« = hg olacak sekilde, g, h morfizmalar1 vardir. Bu-
radan Yo = ¥hg olup birinci diyagramin degismeliligi kullanilarak S¢ = 1hg bu-
lunur. ¢ bir otomorfizma oldugundan 8 = ¥hgp~! elde edilir. Boylece o = hg
esitliginde (sirasiyla) ¢’nin split monomorfizma ya da h’nin split epimorfizma olmasi
B = (Yh)(gp™') esitliginde (sirasiyla) gp~Vin split monomorfizma ya da h’nin

split epimorfizma olmasina denk oldugu aciktir.
Asagidaki lemma, Uyar1 3.2.7 ve Lemma 2.9.5’in bir direkt sonucudur.

Lemma 3.2.8 Bir o : A — B morfizmasinin tamim ve deger kiimeleri A = A’@ A”

ve B 2 B'@ A” bigiminde parcalandiginda, o : A — B’ ve 14» : A” — A” olmak

. y : a0 . r

iizere, eger « bir f = morfizmasina denk ise, a’nin indirgenemez olmasi
0 1 A

icin gerek ve yeter kosul o/’niin indirgenemez olmasidir.

Agagidaki teorem, genel anlamda Bautista (1982) ve 6zel durumda Martinez Villa
(1980a) tarafindan kanitlanmig olup, indirgenemez morfizmalarin karakterizasyon-

larini icerir.

Teorem 3.2.9 Bir  : A — B morfizmas;; A =2 A’ A" ve B = B' @ A” iken

/
o 0
o A — B ve 1qv : A” — A” olmak iizere bir § = morfizmasina
0 1 AV

denk olsun. Bu durumda agagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) a indirgenemezdir.

(i) A; aynigtirlamaz olmak tizere herhangi bir j : A} — A split monomorfizmasi

i¢in «j indirgenemezdir.
(ii)" Herhangi bir j : Ay — A split monomorfizmasi igin «j indirgenemezdir.

(iii) By ayngtirilamaz olmak iizere herhangi bir p : B — By split epimorfizmasi

i¢in pa indirgenemezdir.

(iii)” Herhangi bir p : B — By split epimorfizmasi i¢in pa indirgenemezdir.
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(iv) A; ve Bj swrasiyla A ve B'nin ayrigtirilamaz dik toplananlari olmak tizere
j Ay — A bir split monomorfizma ve p : B — By bir split epimorfizma ise

bu durumda pay indirgenemezdir.

Teorem 3.2.9 ve Teorem 3.2.3’in bir sonucu olarak neredeyse projektif modiillerin
agagidaki bigimde bir karakterizasyonu Martinez Villa (1980b) tarafindan verilmigtir.
Bu teorem, ayni zamanda ayrigtirilabilir modiiller arasindaki indirgenemez morfiz-

malarin da tam bir karakterizasyonu igerir.

Sonuc 3.2.10 X'in projektif ortiisii P olmak tizere bir

0 vy K2y p_P o x

e}

temsili verilsin. X’in neredeyse projektif olmasi i¢in gerek ve yeter kogul herhangi bir
j » K1 — K split monomorfizmasi ve herhangi bir p : P — P; split epimorfizmasi

i¢in pay : K1 — Py bilegkesinin indirgenemez olmasidir.

Indirgenemez morfizmalarm karakterizasyonlarn farkli bir acidan, Bautista (1982)

tarafindan agagidaki bicimde ele alinmigtar.

Tanim 3.2.11 A ve B sonlu tiretilmis ayrigtirilamaz modiiller olmak iizere r(A, B)
kiimesi; A’dan B’ye giden ve split olmayan morfizmalarin ¢arpimi bi¢iminde yazilan

f morfizmalarinin olusturdugu Homy (A, B) 'nin bir altkiimesidir. Daha agik olarak,

A f>B
N
c

diyagrami degismeli (yani; f = hg) olacak sekilde split olmayan g ve h morfizmalari

varsa, f morfizmalar r(A, B)’yi olusturur. Ozel olarak B = A iken r(A, A) yerine
rEnd(A) yazilir.

Uyar1 3.2.12 A ve B aynigtirilamaz iken Endy(A) ve Endy(B) birer yerel (local)
halka oldugundan r(A, B); Homy (A, B)’'nin Endy (A%)-End, (B°P) altbimodiilii olur.
Ayrica Endp(A) ve Endy(B)'nin radikalleri sirasiyla rEnd(A) ve rEnd(B) olmak

uzere

rEnd, (A)? o Homy (A, B) C r(A, B)
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Homy (A, B) o rEnda(B)? C r(A, B)

Homp (A,B

) 1oe . . 1. Endy(A)°P Endy(B)°P
T(AB) kiimesinin bir

rEnd(A)oP " rEnd(B)°p

oldugundan bimodiil yapis1 vardir.

Uyar: 3.2.13 Uyar 3.2.12°den agikca goriilebilir ki; bir f € Homy (A, B) morfiz-

Hom, (4,B)

masinin indirgenemez olmasi icin gerek ve yeter kosul f = f +1(A, B) € T(A,B)

dogal goriintiisiintin sifirdan farklh olmasidir. Dolayisiyla, bir f € Endy(A) mor-

fizmasinin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter kosgul %ﬁ(ﬁ;’da f’nin sifirdan

farklh olmasidir.

Uyar: 3.2.14 1 < i < n (swasiyla 1 < j < m) i¢in d; € End,(B) (swrasiyla,

e; € Enda(A)) olmak tizere bir

€1

€2

p=l|d do --- dy|:B"™ — B (swaswyla, ¢ = c A — AM)

€n

doniigiimiiniin bir split epimorfizma (sirasiyla, bir split monomorfizma) olmasi igin
gerek ve yeter kosul d; dogal gériintiilerinin (sirasiyla, €; dogal goriintiilerinin)

sifirdan farkli olmasidir.
Bu uyarilar gozoniine alinarak asagidaki ifadeler elde edilir.

Uyar: 3.2.15

(a) A ve B aynigtirilamaz modiiller olsun. Bu durumda

(i) Bir a = [a;j] : A™ — B™ morfizmasinmn indirgenemez olmasi i¢in gerek

ve yeter kosul her 0 < ¢ < nve 0 < j < m i¢in oy;'lerin M’deki

T(A,B)
a;; dogal gortintiilerinin asagidaki ozellige sahip olmasidir: d; € %((g)):: ve
€; € %&;: olmak tizere
Q11 Q2 o O €1
___ - - Qo1 Qoo -+ Qap €2 _
paq:[dl dy - dn] -0
Ap1 Qp2 @nm 6771




iken

€1
- _ €9
D= d1 dQ dn =0 veya q = ) =0 dir.

€m
o
Q:

(ii) Bir o = .2 : A — B™ morfizmasimin indirgenemez olmasi icin gerek

aip,

ve yeter kogul her 0 < ¢ < n icin @; elemanlarmin Ends(B)% /rEnd(B)*’ta
lineer bagimsiz olmasidir.

(i) Bir @« = |6y @y -+ a4yl ¢ A 5 B morfizmasinin indirgene-
mez olmasi i¢in gerek ve yeter kosul her 0 < i < m igin &; elemanlarinin

Endy (A)° /rEnd(A)°’ta lineer bagimsiz olmasidir.

A, B ve C izomorfik olmayan ayrigtirilamaz modiiller olsun. Bu durumda

o= P c AW B g 0 ve o = [5/ 7’] AW @ 0¥ — B

g

morfizmalari igin o (@’)’'nin indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter kogul 8 ve

v (8" ve +')'min indirgenemez olmasidir.

Martinez Villa (1980b), her neredeyse projektif modiilii basit olan artin cebirlerini

Uyar1 3.2.15’teki karakterizasyonlar1 kullanarak, agagidaki bicimde karakterize etmig-

tir.

Onerme 3.2.16 Bir A artin cebiri i¢in agagidaki ifadeler birbirine denktir:

()
(i)

Neredeyse projektif modiiller sadece projektif olmayan basit modiillerdir.

(a) Her ayrigtirlamaz projektif P modiiliintin Rad P radikali ayrigtirilamazdir.

(b) P ve @; RadP = Rad(@ olacak sekilde ayrigtirilamaz projektif modiiller
ise P = (@ olur.

End,(p) End,(Radp) e e )
(c) RadEnd, (7) Ve RadEn 4, Radp) bolumlu halkalar: izomorftur.
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Martinez Villa (1980b), kendine injektif (self injective) cebirlerin basit olmayan pro-
jektif modiillerinin olmadigini séyleyerek, yukaridaki 6nermeyi dogrulayan en az bir

cebirin var olduguna dair 6rnek vermistir.

Neredeyse projektif modiillerin bagka bir karakterizasyonu, Tanim 2.6.24’de tanitilan
projektif olarak kararh kategoriler yardimiyla, Martinez Villa (1980b) tarafindan

agagidaki bi¢imde verilmistir.

Onerme 3.2.17 Projektif toplanani olmayan bir X modiilii i¢in agagidaki ifadeler

birbirine denktir:
(i) X neredeyse projektiftir.

(ii) modA’da herhangi bir f : X — Y epimorfizmasi modA’da bir monomorfiz-

madir.

(iii) S basit bir modiil olmak tizere herhangi bir sifirdan farkli f : X — S mor-

fizmas1 yardimiyla modA’da bir monomorfizma tanimlanir.

Ispat  (i)= (ii) X neredeyse projektif olsun. Teorem 3.2.3 geregince, P projektif

ve « indirgenemez olacak gekilde X’in bir 0 s L2 p - x > 0

temsili vardir. modA’da herhangi bir f : X — Y epimorfizmasini alalim. f’nin
modA’da bir monomorfizma oldugunu gostermek icin Tamim 2.6.4’4 kullanarak,
modA’da fg = 0 olacak sekilde bir g : Z — X morfizmasin alahm.

g'nin epik olmasi durumunda; fg bir epimorfizma olup fg = 0 olmasi fg’'nin Y nin
bir ) projektif ortiisii iizerinden faktorlenmesini gerektirir. Yani Y’nin projektif
ortisii; bir ¢ : Q — Y epimorfizmasiyla birlikte bir ) projektif modiilii olmak
iizere, fg = gh olacak sekilde bir h : Z — ) morfizmas1 vardir. ¢h bir epimor-
fizma ve ¢ kii¢iik epimorfizma oldugundan h bir epimorfizma olup Z bir projektif
dik toplanana sahip olur. Bu ise Z’nin modA’da olmasi ile celisir.

g’'nin epik olmamasi durumunda; § : P — X morfizmas1 Z tizerinden faktorlenemez.
Lemma 2.9.5 geregince « indirgenemez oldugundan g, 5 tizerinden faktorlenir ve
bundan dolay1 g bir projektif modiil iizerinden faktorlendigi i¢in g = 0 elde edilir.

Boylece f bir monomorfizmadir.
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(ii)= (iii) modA’da herhangi bir epimorfizma modA’da bir monomorfizma olsun. S
bir basit modiil olmak iizere sifirdan farkli bir f : X — S morfizmasi igin Imf = S
olup f bir epimorfizmadir. Kabulden istenen elde edilir.

(iii)= (i) (iii) ifadesi saglansin. Teorem 3.2.3"i kullanarak X’in neredeyse projektif
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in P, X’in projektif ortiisii olmak iizere X'’in bir

0 y >y p_F

> X » 0 temsilini gozoniine alalim. a’'nin indirgene-
mez oldugunu gostermek yeterlidir. modA’ da hi¢ projektif toplanani olmayan bir Z;
modiilii ve projektif olan bir @ modiilii igin Z = Z; @@ @ olmak {izere birg : 7 — X
morfizmasini alalim. Uyar 2.6.3 geregince g1 : Z; — X ve go : @ — X olmak
tizere g = (g1, g2) bigiminde yazilir. Agagidaki durumlar: ayri ayri inceleyelim:

g1 bir epimorfizma ise g de epimorfizmadir ve P projektif oldugundan 3, Z tizerinden
faktorlenir ve Lemma 2.9.5’den « indirgenemez olup ispat tamamlanir.

g1 bir epimorfizma degil ise, Img; X'’in bir 6z altmodiilii olur. Img;’i kapsayan
X’in maksimal altmodiiliine M diyelim. Bu durumda X/M bir basit modiildir ve
qg1 = 0 olacak sekilde sifirdan farkli ¢ : X — X/M dogal epimorfizmasi vardir.
Kabulden ¢ yardimiyla modA’de bir ¢ monomorfizmasi bulunur. Buradan gg; = 0
olup g1 = 0 elde edilir. Boylece g, P tzerinden faktorlenir. Diger yandan () pro-
jektif oldugundan g, de P tizerinden faktorlenir. Boylece g, P tizerinden faktorlenir

ve a’'nin indirgenemez oldugu kanitlanmig olur. 0

Sonuc 3.2.18 Neredeyse projektif modiiller sinirh uzunluktadir. Ozellikle herhangi
bir neredeyse projektif modiil, uygun bir basit S A°?-modiiliin Tr(S) tranpozunun

bir faktorudir.

Ispat X bir basit modiiliin transpozu olmayan bir neredeyse projektif modiil
ve S bir basit A°-modiil olmak iizere f : Tr(X) — S sifirdan farkhl bir morfizma
olsun. f’ye transpoz funktoru uygulanirsa Trf : Tr(S) — X morfizmas elde edilir.
Coker(Trf) = Y olmak tizere modA’da 7 : X — Y kanonik epimorfizmas: vardir.
Y icin asagidaki durumlari inceleyelim:

Y # 0 ise, Onerme 3.2.17 geregince modA’da 7 bir monomorfizma olup olrf =0
oldugundan Trf = 0 ve buradan Trf bir projektif modiil tizerinden faktorlenmis

olur. Transpoz funktoru bir dualite oldugundan f : Tr(X) — S morfizmas:
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da S’nin projektif ortiisii tizerinden faktorlenir. Fakat Tr(X)’in hi¢ projektif dik
toplanan1 olmadigindan bu bir ¢geligki yaratir.

O halde Y = 0 olmalidir. Bdylece Trf bir epimorfizma olup Tr(S)/Ker(Trf) =
Im(Trf) = X oldugundan X bir basit modiiliin transpozunun bir faktorii olarak

yazilmig olur. O

Onerme 3.2.17 ve Uyar1 2.6.25’in sonucu olarak asagidaki karakterizasyonlar veri-

lebilir.

Sonuc 3.2.19 Asagidaki ifadeler birbirine denktir:
(i) X neredeyse projektiftir.

(ii) S basit modiil olmak iizere sifirdan farkli her f : X — S morfizmas1 modA’da

bir monomorfizmadir.

(iii) S basit modiil olmak iizere modA°’daki sifirdan farkl her Tr(S) — Tr(X)

morfizmasi modA°’da bir epimorfizmadir.

(iv) S basit modiil olmak iizere modA’daki sifirdan farkli her DTr(X) — DTr(.5)

morfizmasi modA’da bir monomorfizmadir.

Asgagidaki lemma, neredeyse projektif modiillerin diger karakterizasyonlari i¢in gerek-

lidir.
Lemma 3.2.20

(i) modA’daki X ve Y modiilleri igin modA’daki herhangi bir f : X — Y

epimorfizmasi bir A-epimorfizmadir.

(il) modA’daki X ve Y modiilleri igin modA’daki herhangi bir f : X — Y

monomorfizmasi bir A-monomorfizmadir.

Ispat (i) modA’da S+ X — Y sifirdan farkli bir epimorfizma olsun. modA’da

Cokerf = Z olmak tizere X Ty 747 » 0 dizisinin tam oldugu ve

mf = 0 oldugu aciktir. Buradan modA’da 7 f = 0 olup f epimorfizma oldugundan

m = 0 elde edilir. Boylece m Z'nin projektif ortiisti tizerinden faktorlenir. Z # 0
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olmasi1 durumunda Y bir projektif dik toplanana sahip olur ki bu durum Y nin
modA’da olmasi ile geligir. O halde Z = 0 yani Y = Imf olmalidir ki bu durumda

f bir A-epimorfizma bulunur. Benzer olarak (ii) ispatlanir. 0
Asagidaki sonug, Teorem 2.9.7’nin bir direkt sonucudur
Sonuc 3.2.21 Bir neredeyse projektif X modiili i¢in neredeyse split bir

0 —— DTr(X) > B > X > 0

dizisi vardir.

Asagidaki onerme, son terimi basit olmayan neredeyse projektif olan, bir neredeyse
split dizinin ortadaki teriminin parcalanmasi durumunda ilk morfizmanin iki parcasin-

dan birinin monik oldugunu ifade eder.

Onerme 3.2.22 X, basit olmayan bir neredeyse projektif modiil olmak tizere

0 —— DTr(X) Ny > X > 0 neredeyse split bir dizi olsun. FE; #

0 # E, olmak iizere £ = E; & E, oldugunu varsayalim. Bu durumda f = (f1, f2)

bi¢giminde olup f; ya da f5 bir monomorfizmadir.

ispat X basit olmayan bir neredeyse projektif modiil olsun. Bu durumda S bir
basit modiil olmak tizere bir g : X — S epimorfizmasi vardir. Uyar1 3.2.17 ve
Lemma 3.2.20 geregince DTr(g) = h : DTr(X) — DTr(S) bir monomorfizma olur.
Kabul edelim ki 0 # F4, Fs olmak iizere £ = F; & Fs bigiminde olsun. Neredeyse
split dizilerin 6zelliginden ( f sol neredeyse split morfizma oldugundan) ¢ f = h olacak
sekilde bir t : E — DTr(S) morfizmasi vardir. Uyar1 2.6.3 geregince f = (f1, f2) ve
t = (t1,t2) olmak tizere h = tq fi + to fo biciminde yazilir. Sonug 3.2.19(iv) geregince
modA’da h # 0 olmasi t1 f; # 0 ya da tofo # 0 olmasini gerektirir. ¢1 f; # 0 olmasi
durumunda Onerme 3.2.19 ve Lemma 3.2.20 geregince t, f; bir A-monomorfizma olup
buradan f; bir monomorfizma elde edilir. Benzer olarak f;nin de monomorfizma

oldugu gosterilir. O

Asagidaki 6nerme, son terimi neredeyse projektif olan, bir neredeyse split dizinin
ya ortadaki teriminin projektif oldugunu ya da ortadaki terimi pargalandiginda son

epimorfizmanin iki parcasinin da epik oldugunu ifade eder.
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Onerme 3.2.23 X neredeyse projektif modiil olmak iizere

f

0 —— DTr(X) y B2 X > 0
neredeyse split dizisi i¢in agagidaki durumlardan biri gegerlidir.
(i) E projektiftir.
(ii) By # 0 # Ey, E = E; @ Ey ve g = (g1,92) olmak {izere g; ve gy epimorfiz-

malardir.

Martinez Villa (1980b), Onerme 3.2.22 ve Onerme 3.2.23"iin sonucu olarak bir artin
cebir tizerinde bir neredeyse projektif modiil ile biten neredeyse split dizilerin or-

tadaki terimi ile ilgili agagidaki sonuglar: elde etmistir.

Teorem 3.2.24 X neredeyse projektif modiil olmak iizere A bir artin cebir olsun.

Bu durumda agagidaki ifadelerden biri dogrudur.

(i) 0 —— DTr(X) y B y X > 0 neredeyse split dizisinde £

ayrigtirilamaz modiildiir.

(i) 0 —— DTr(X) > B > X » 0 neredeyse split dizisinde E pro-
jektif ve DTr(X) basit modildiir.

(iii) X basit modiildiir.

Yukaridaki teoremin (ii) sikkinda verilen neredeyse split dizide, E'nin projektif ol-
mast durumunda DTr(X)’in basit oldugu sonucu Auslander ve Reiten (1975) tarafin-
dan gosterilmigtir. (i) sikkindaki ifade de ise, herhangi bir yaribasit olmayan artin
cebirinde, neredeyse split bir dizinin orta terimi ayrigtirilamaz olacak sekilde en
az bir ayrigtirilamaz modiil oldugu Martinez Villa (1980b) tarafindan su sekilde
kanitlanmigtir: problemi 6nce kendine injektif (self injective) cebirlere kisitlayan
Martinez Villa, alt uzunluk (loewy length) {izerinde tiimevarim kullanarak agagidaki

sonucu ifade ve ispat etmistir.

Onerme 3.2.25 Projektif olmayan ayrigtirilamaz her bir X modiilii ve her bir

0 —— DTr(X) > B > X > 0 neredeyse split dizisinde, F ayrigtirila-

bilir olacak sekildeki A cebirinin artin olmasi durumunda, A kendine injektiftir.
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Yukaridaki énermenin bir sonucu olarak, Martinez Villa (1980b) herhangi bir yaribasit
olmayan A cebirinin, X ile biten bir neredeyse split dizisinin orta teriminin ayrigtirila-

maz oldugunu gosteren asagidaki teoremi kanitlamigtir.

Teorem 3.2.26 Yar1 basit olmayan herhangi bir A artin cebiri tizerinde, orta terimi

olan F ayrigtirilamaz olacak sekilde bir 0 —— DTr(X) > E > X > 0

neredeyse split dizinin son terimi olan en az bir ayrigtirilamaz X modiili vardir.

Asagidaki Park (1988) tarafindan kanitlanan teorem, bir neredeyse split dizinin
orta terimi ayrigtirilabilirse, son terimi olan neredeyse projektif modiiliin uzunlugunun

3 oldugunu ifade eder.

Teorem 3.2.27 X bir injektif neredeyse projektif basit olmayan modil ve

0 —— DTr(X) > B > X

e}

bir neredeyse split dizi olsun. FE; ve E, ayristirilamaz modiilleri i¢in £ = E; & FEs

ise, £(X) = 3 tiir.

Bir artin R halkasinin tamamen kalitsal (completely hereditary) olmasi i¢in gerek ve
yeter kogul her basit R-modiiliin ya injektif ya da projektif olmasidir. Anderson ve
Fuller (1974) tarafindan ifade edilen bu sonuca dayanarak, Park (1988) agagidaki

teoremi kanitlamigtir.

Teorem 3.2.28 A artin ve tamamen kalitsal bir cebir ise, her basit injektif modiil

bir neredeyse projektif modiildiir.
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3.3. Hereditary Olmayan Cebirler Uzerinde Neredeyse Projektif Modiiller

Artin cebirler tizerinde izomorfizma farkiyla sonlu sayida neredeyse projektif modii-
liin var olup olmadigr sorusu Auslander vd. (1997) tarafindan agik problem olarak
verilmigtir. Bu problem kalitsal cebirler iizerinde Martinez Villa (1980a,1980b)
tarafindan ¢oziilmiig ve elde edilen sonucglar Bolim 3.1 ve 3.2°de ayrintili olarak
incelenmigtir. Bu boliimde sonsuz sayida ya da ¢ok az sayida neredeyse projektif
modiile sahip kalitsal olmayan cebirlerin yapisi incelenecek ve Kaynarca vd.(2023)

tarafindan elde edilen sonuclar verilecektir.

Bu boliimdeki her A cebiri bir artin cebir ve tim modiiller sol A-modil olarak
gozoniine almacaktir. Auslander vd. (1997)'ne gore neredeyse projektif modiil

kavrami asagidaki bicimde genisletilmistir.

Tanim 3.3.1 M projektif olmayan bir A-modiil olsun. ¢ : P — M morfizmasi

M’nin projektif ortiisii olmak iizere M’nin her X 6z altmodiilii i¢in
=gl g (X) — X

kisitlanmig epimorfizmasi split oluyorsa, M’ye neredeyse projektif (almost projec-

tive) modiil ad1 verilir.

Auslander vd. (1997) tarafindan kanitlanan agagidaki 6nermede, neredeyse projektif

modiillerin bir 6zelligi verilmigtir.

Uyar: 3.3.2 Bir modiiliin projektif ortiisii her zaman var olmayabilir. Yukaridaki

tanim, M nin projektif ortiisiiniin var oldugu kabul edilerek verilmigtir.

Uyar1 3.3.3 Onceki boliimlerde goriildiigii tizere neredeyse projektif modiil kavrami

ti¢ farkh sekilde tanimlanmigtir. M projektif olmayan bir modiil olmak tizere

(1) Martinez Villa (1980a)’ya gore: M ’'nin her 6z altmodiilii projektif ise, M neredeyse
projektif olarak adlandirilir.

(2) Martinez Villa (1980b)’ya gore: Split olmayan bir kisa tam

0 s N s L s M > 0
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dizisi ve M’in bir X 0z altmodiili verildiginde

0 > N > W > X > 0
0 > N > L > M > 0
W geri ¢cekmesi yardimiyla olugturulan 0 > N > W > X > 0

dizisi split ise, M neredeyse projektif olarak adlandirilir.

(3) Auslander vd. (1994)'ne gore: g : P — M morfizmasi M nin projektif ortiisii

olmak tizere M'nin her X 0z altmodiili icin
J=0lgrn g (X)) — X

kisitlanmis epimorfizmasi split oluyorsa, M neredeyse projektif olarak ad-

landarilir.

Bu tamimlar arasinda bir iligki olup olmadigini, bu konuyu doktora tezinde ilk caligan
kisi olan Roberto Martinez Villa ile iletigime gecerek sorduk. Martinez Villa, her-
hangi bir cebir iizerinde neredeyse projektif modiil kavramimin (1)’deki tanimim
kullanmanin mantikh oldugunu ifade etti. (2) ve (3)’deki diger tanimlarim kalitsal
olmayan cebirler i¢in yapilan genellemeler oldugunu belirtti.

Simdi bu tamimlar arasindaki iligkiyi agagidaki bicimde aciklayalim:

(1)= (3) Herhangi bir gM projektif olmayan bir modiil olmak tizere M’ nin her
6z altmodiiliiniin projektif oldugunu kabul edelim. X, M ’nin bir 6z altmodiili ve
g : P — M morfizmas1 M nin projektif ortiisii olsun. Bu durumda g'nin g~ *(X)’e

kisitlanmigi olan epimorfizmayi ¢ ile gosterelim. Kabulden X projektif oldugundan

diyagrami degigmeli (yani, 1x = gg’) olacak sekilde bir ¢’ : X — ¢~1(X) morfiz-
mas1 var oldugundan ¢ split elde edilir ve ispat tamamlanir.
(3)=-(1) R halkasimin sol kalitsal olmasi1 durumunda bu gerektirme dogrudur. Gergek-

ten; g : P — M morfizmas1 M nin projektif ortiisii ve X, M 'nin bir 6z altmodiilii
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olsun. Kabulden g : ¢7'(X) — X kisitlanmig epimorfizmast split olur. Bu du-
rumda Lemma 2.3.3 geregince g1 (X) = Kerg @ L olacak sekilde bir L < ¢g=(X)
altmodiilii vardir. R halkasi kalitsal oldugundan ¢g=*(X) (ve boylece L) projektif
olur. Diger yandan X = ¢g=}(X)/Kerg & L oldugundan X projektif elde edilir ve

ispat tamamlanir.

Auslander vd. (1997)’'ne gore, A artin cebiri yaribasit degil iken projektif olmayan
basit A-modiiller (yani neredeyse projektif modiiller) vardir. Bundan dolay1, radA #
0 ve radA? = 0 ise, ortadaki terimi projektif olan neredeyse split diziler vardir. P

orta terimi projektif olan bir 0 > S > P > TrD(S) —— 0 neredeyse

split dizisinden TrD(S) modiiliiyle ilgili tiretegler ve bagintilar hakkindaki bilgilere
ek olarak minimal projektif temsille verilen bazi ek bilgiler de elde edilebilir.

Asgagida sag minimal neredeyse split morfizmanin tanimi verilmistir.

Tanim 3.3.4 ¢g: M — N bir morfizma olsun.

(i) gk = g olacak sekildeki her k& € EndM bir otomorfizma oluyorsa, g'ye sag

minimal,

(ii) N ayrigtirilamaz olmak tizere g : M — N bir radikal morfizma olsun. Her
v : V — N radikal morfizmasi i¢in gv’ = v olacak sekilde v' : V' — M varsa,

g've sag neredeyse split (right almost split)

morfizma adi verilir. Bir sag neredeyse split morfizma ayni zamanda sag minimal

ise, sag minimal neredeyse split (right minimal almost split) olarak adlandirilir.

Onerme 3.3.5 Sag minimal neredeyse split (dolayisiyla indirgenemez) olan
g : P — M morfizmas1 M’nin bir projektif ortiisii olsun. Bu durumda asagidaki

ifadeler saglanir.

(i) Extjy(M,N) # 0 ozelligine sahip her ayrigtirilamaz N modili basit olup
DTr(M)’ye izomorftur.

(ii) M neredeyse projektiftir.
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Ispat (i) N aynigtinlamaz ve Ext} (M, N) # 0 olsun. Bu durumda Uyar1 2.6.12

geregince split olmayan

0 > N > B f>M > 0

dizisi vardir. Diger yandan Auslander vd. (1997) geregince split olmayan

0 —— DTr(M) y P2 M > 0

dizisi vardir. Bu iki dizi birarada diigtiniilerek tam satirlara sahip agsagidaki

0 > N > f>M > 0
0 —— DTr(M) : :

E
P2 s M s 0
E—L .M s 0

vl t
> N >

0

degismeli diyagram olusturulur. N ayrigtirilamaz oldugundan f sag minimal mor-
fizmadir. Bu durumda ikinci diyagramin degismeli olmasindan fts = f olup ts bir
izomorfizma olur. Boylece Lemma 2.4.6 geregince u bir izomorfizma bulunur ve
Auslander vd. (1997) geregince N'nin basit oldugu agik olup ispat tamamlanir.

(ii) Tanimin direkt sonucudur. O

Agagidaki lemma, neredeyse projektif modiillerin karakterizasyonunda kullanilacaktir.

Lemma 3.3.6 M projektif olmayan bir modiil olsun. X;
(i) X projektif;
(i) g : P — M projektif ortii iken g~1(X) yaribasit
ozelliklerinden birine sahip olacak sekilde M’nin bir 6z altmodiilii ise, bu durumda

M neredeyse projektiftir.

Ispat ¢ : P — M morfizmas: projektif olmayan bir M modiiliiniin projektif
ortiisti olsun. Bu durumda g : ¢~ '(X) — X kisitlanmig epimorfizmasi vardir.
Yukaridaki ozelliklerden birini saglayan M nin bir X 6z altmodiiliinii alalim. X
projektif ise, M neredeyse projektif olup ispat tamamlanir. ¢~!(X) yarbasit ise,
Anderson ve Fuller (1974) geregince g split olup ispat tamamlanir. O
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Sonsuz ¢oklukta izomorfik olmayan neredeyse projektif modiile sahip cebirlerin var

oldugunu gosteren ornekler agagida verilmistir.

Ornek 3.3.7 k bir cisim olmak {izere, k| ¢oklukta ikiser ikiger izomorfik olmayan
boyutu iki olan sonsuz projektif boyuta sahip neredeyse projektif teksirali (uniserial)
modil bulunduran bir A k-cebiri vardir.

Cebirin in§a51: k(x,y); x ve y degigkenleri tarafindan iiretilen bir serbest cebir
ve I; 2%, zy,yx,y? tekterimlileri tarafindan iiretilen bir ideali olmak iizere, A =
k(x,y)/I cebirini gbzoniine alahm. M), ise zv; = vq, yv; = Avg olacak sekilde vy, vy
tabanina sahip iki boyutlu bir teksirali modiil olsun. A # p iken M, 2 M, oldugu
agiktir. Ayrica M,’'nin tek 6z altmodiilii SocM, = (vy) dir. M,'min projektif ortiisii
g: P — M,ise, P = A ve g-'(SocM,) = SocP olup Lemma 3.3.6 geregince
M), neredeyse projektif elde edilir. Bundan baska, A'nin ii¢ boyutlu bir yerel cebir

olmasi M)’'nin projektif boyutunun sonsuz olmasini gerektirir.

Ornek 3.3.8 k bir cisim olmak tizere, |k| goklukta ikiger ikiser izomorfik olmayan
projektif boyutu iki olan iki boyutlu neredeyse projektif teksirali modiiller bulun-
duran bir A k-cebiri vardir.

Cebirin Insasi: Sonlu boyutlu A cebiri

1
kuiveri ve ca = 0 ve ¢b = 0 bagintilan ile verilsin. P, = olmak iizere herhangi
22

1
A € k igin M), teksirali modiilit P /(a — Ab) = olsun. A # p iken M, 2 M, oldugu
2

aciktir. g : P — M, morfizmasi M, nin projektif ortiisii olmak tizere P = P,
ve g~ 1(SocM,) = SocP olup Lemma 3.3.6 geregince M, bir iki boyutlu neredeyse
projektif modiil olur. Ayrica M, nin

bi¢giminde bir projektif ¢oziiciisii var oldugundan projektif boyutu ikidir.
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Asgagida, Lemma 3.3.6'nin (i) (sirasiyla (ii)) kogulunu saglayan tam olarak iki (sirasiyla

bir) 6z altmodiilii bulunan ii¢ boyutlu ayrigtirilamaz bir modiil érnegi inga edilmigtir.

Ornek 3.3.9 Ayrnigtirlamaz [ injektif modiilii agagidaki o6zelliklere sahip olacak
sekilde bir A cebiri vardir:

(i) I'nin her maksimal altmodiilii projektiftir.

(ii) g : P — I morfizmasi I'nin projektif ortiisii ve L, I'nin maksimal olmayan

bir 6z altmodiilii ise, bu durumda Soc(I) = L ve g~ (L) yaribasittir.
(iii) I'min projektif boyutu sonsuzdur.

Cebirin in§a51: A cebiri, ba = 0 ve b?> = 0 bagmtilar ve

1L>QOb

kuiveri ile verilsin. Bu durumda A dort boyutlu bir cebir olup, bunun Auslander-

Reiten kuiveri asagidaki bigimdedir.

1 i
2
2 N / |
: 12 |
2 1
i 2
| 2 \
' 1
2
12 1 2
1= olarak alinirsa maksimal altmodiilleri ve olup (i) 6zelligi saglanir. Ayrica

Soc(I) = 2 olup, bu I'nin tek 6z maksimal olmayan altmodiiliidiir. Diger yandan,

1 2
I'min projektif ortiisii g : P — [ ise, P = & bigimindedir. Buradan ¢7!(2) =
2 2
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2@ 2 = Soc(P) olup (ii) dzelliginin saglandig goriiliir. Son olarak I'nin agagidaki

bigimde bir projektif ¢oziiciisii var oldugundan (iii) 6zelligi de saglanir.

Yukaridaki ornekte verilen A cebirinin; ne projektif ne de basit olan, fakat hem
injektif hem de neredeyse projektif olan bir tek ayrigtirilamaz modiil icerdigi ifade
edilmistir. Asagidaki ornekte, A'nin A° karsit cebirinin de ayni 6zellige sahip oldugu

gosterilmigtir.

Ornek 3.3.10 Her ayrigtirilamaz modiilii (bir veya sonsuz projektif boyuta sahip)
ne projektif ne de basit olan, fakat hem injektif hem de neredeyse projektif olan bir
A cebiri vardr.

Cebirin in§a31: A cebiri, ba = 0 ve a® = 0 bagmtilar ve
«(C1—=2

kuiveri ile verilsin. Bu durumda A cebirinin boyutu dort olup Auslander-Reiten

kuiveri asagidaki bicimde cizilir.
1
\ / i
I \
12 /‘
/ |
2

1

e LT

G G

1 1 1 1
Boylece asikar olarak ¢ : — ve h : —  projektif ortileri vardir.
2



1
Buna gore ¢g7!(1) = 1@ 2 = h7'(2) oldugundan Lemma 3.3.6(ii) geregince ve
1

~
~
jen)

1 1
modiilleri neredeyse projektiftir. Ayrica 0 > 2 >
2 12 1

1
Auslander-Reiten dizisi yardimiyla ’in projektif boyutunun bir oldugu goriliirken
1

12 12 12 12 2

projektif ¢oziisi yardimiyla modiiliintin projektif boyutunun sonsuz oldugu goriiliir.
2

Ornek 3.3.9 ve Ornek 3.3.10 gozoniine almarak, sonlu temsil tipli kargit cebirlerin
sahip olduklar: ayrigtirilamaz neredeyse projektif modiillerinin sayisi karsilagtirilabilir.
Asgagida, sonlu temsil tipli bir cebirin ve onun karsit cebirinin ayni sayida ayrigtirila-

maz neredeyse projektif modiile sahip olmadigini gosteren bir ornek verilmistir.

Ornek 3.3.11 Aymi sayida ayristirilamaz neredeyse projektif modiile sahip olmayan
sonlu temsil tipli A ve A°P cebirleri vardir.

Cebirin Insasi: (1) A cebiri; ca = 0 bagmtisi ve

kuiveri ile tamimlansin. A'nin sonlu boyutlu bir cebir oldugu acik olup Auslander-

Reiten kuiveri:
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2

3
/ |
2 \
2 1
34 /
\ 2 1
4
3 2
1
2
3
1
1 1
bi¢imindedir. g : 2 — dogal epimorfizmas1 ’'nin projektif ortiisti olup g yardimiyla
2
3
2 1

tamimlanan g : g71(2) = — 2 epimorfizmasi split olmadigindan neredeyse projek-
3 2

tif degildir. Boylece, A cebirinin projektif olmayan ayrigtirilamaz neredeyse projektif

2 2
modilleri: 1, 2, , dir.
3 4

(2) A% karsit cebiri ac = 0 bagimtisi ve

N,
s
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kuiveri ile verilir. Bu karsit cebir de sonlu boyutlu olup Auslander-Reiten kuiveri

3
2
1
2 3
4
2 \
/ 34
1 2
\ i
! / \
3
2
3 3
4 34 3 34
bi¢gimindedir. g : 2 - veh:2® — dogal epimorfizmalar1 sirasiyla  ve
2 2 2 2
1 1
_ 2
modiillerinin projektif értiisii olup, bunlar yardimiyla tamimlanan g : g71(2) = — 2
3
~ 3 3 34
ve h @ h™1 = 2@® 2 — morfizmalar split olmadigindan  ve neredeyse
2 2
1

projektif modiiller degildir. Boylece A karsit cebirinin ayrigtirilamaz neredeyse
projektif modiilleri: 2,3, ve 4’diir.
Sonug olarak, A ve A cebirleri ayni sayida ayrigtirilamaz neredeyse projektif modiile

sahip degildir.
Sonuc 3.3.12 Asagidaki ozelliklere sahip sonlu temsil tipli bir A cebiri vardir:

(i) A ve A% lizerinde, projektif olmayan bir altmodiile sahip olan sadece bir

ayrigtirilamaz projektif sol modiil vardir.
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(ii) A ve A% {izerinde, ayrigtirilamaz projektif olmayan neredeyse projektif modiillerin

oz altmodiilleri projektiftir.

Ispat  Ornek 3.3.11°deki A cebirini gozoniine alalim. Bir projektif olmayan alt-

modiile (radikaline) sahip tek ayrigtirilamaz projektif sol A-modiil (sirasiyla sag

1
4
A°P-modiil) 2 (swrasiyla ) dir. Boylece (i) 6zelligi saglanir.
2
3
2 2

Diger yandan, 1, 2, ve (swrasiyla 2, 3 ve 4) projektif olmayan ayrigtirilamaz

neredeyse projektif sol A-modiiller (sirasiyla sag A°’-modiiller) oldugundan (ii) 6zelligi

saglanir.

Tiim altmodiilleri teksirali olan neredeyse projektif modiil 6rnekleri yukarida verildi.
Agagidaki ornek, kalitsal halkada olsa bile teksirali altmodiillerden ¢ok az bilgi elde
edilebildigini gosterir.

Ornek 3.3.13 Asgagidaki ozelliklere sahip bir ayrigtirilamaz injektif modiilii bulunan
bir A cebiri vardir:
(i) I'min teksiral her altmodiilii projektiftir,

(ii) I neredeyse projektif olmayan tek ayrigtirlamaz A-modildiir,

(iii) I; 3 tane teksirah projektif modiiliin ve ayni zamanda 2 tane ayrigtirilamaz

neredeyse projektif modiiliin toplami olarak yazilir.

Cebirin in§a51: Sonlu boyutlu kalitsal A cebiri

1 2 3

NP

123
kuiveri ile verilsin ve ayrigtirilamaz injektif I modiilii olsun. [I'min teksirah
4
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altmodiilleri , , , 4 olup A'min Auslander-Reiten kuiveri
4 4

1
4 \ 4 /
2 123 13 123
4 8 : — — — 2
4 44 4 4
3 12 \
3
4 4
bigimindedir. Boylece (i) saglanir.
12 13 23
I’'min , ve maksimal altmodiilleri projektif degildir. A kalitsal bir cebir
4 4 4

oldugundan I neredeyse projektif degildir. Teksirali bir modiiliin ya projektif ya da

basit oldugu gézontinde bulundurulmalidir. Diger yandan yukarida verilen maksimal

123
altmodiiller ti¢ boyutlu ve herhangi 6zaltmodiilleri projektiftir. Aym zamanda
44

123 123

modiiliintin her 6z altmodiilii projektiftir. ve boyutu ticten biiyiik tek
44

ayrigtirilamaz modiiller oldugundan (ii) saglanir. Bundan bagka,

123 1 2 3 12 23

oldugundan (iii) saglanir.

. 12 .. 1213 23
Ornek 3.3.9’da verilen modiilii ve Ornek 3.3.13’de verilen , , modiilleri,
2 4 4 4

P ve @ aynistirilamaz projektif modiiller olmak iizere P + () formunda yazilir.
Fakat iki ayristirilamaz projektif modiiliin toplaminin neredeyse projektif olmasinin

gerekmedigi agagidaki ornekte gosterilmistir.

Ornek 3.3.14 Kalitsal olmayan bir cebir iizerinde agagidaki ozellikleri saglayan

ayrigtirilamaz bir M modiilii vardir:
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(i) P ve @ aynigtirllamaz projektif modiiller olmak tizere M = P + @ dur,
(ii) M neredeyse projektif degildir,

(iii) M, Lemma 3.3.6'min (ii) kosulunu saglamayan sadece bir tane projektif ol-

mayan 0z altmodiile sahiptir,
(iv) M’nin maksimal altmodiilleri ya projektif ya da neredeyse projektiftir.

Cebirin in§a51: Sonlu boyutlu A cebiri, cb = 0, dc = 0,d?> = 0 bagmntilar ve

1x %2

jd

w

S

1 1
20 4

kuiveri ile tammmlansin. 3, , and aynstirilamaz projektif modillerdir. 3,
4 4

4 4

ve modiillerinin projektif olmayan bir altmodiilii 4 iken, modiiliiniin projektif

4

olmayan bir altmodiilii 3 tiir. A'nin Auslander-Reiten kuiveri
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Yaws
NS
\/ N/ NS

RN

1 1

w
Y

e N et

bigimindedir. M ayrigtirilamaz injektif modili 3 4 olsun. Bu durumda P = 3 ve

4 4

() =2 olmak iizere M = P + @ bigiminde yazilir ve (i) saglanir. Diger yandan,

1
4 3 4
M’nin projektif ortiisii g : 3@ — M olmak iizere g7'(X) = @ olacak sekildeki
4 4 4
4
34
bir X = oz altmodiilii icin g : g7'(X) — X epimorfizmasi split olmadig1 igin M
4

neredeyse projektif degildir ve (ii) saglanir. Ayni zamanda buradan (iii) saglandig
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1
34
goriiliir. 3 ve , M’'nin iki maksimal altmodiilii oldugundan (iv)’nin saglandig
4
4

agiktir.
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