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Bu tez çalışması, dört ana bölümde yapılandırılmıştır. İlk bölümde, 

Fibonacci ve Lucas sayı dizileri ele alınmış; bu dizilere ilişkin Binet formülleri, 

üreteç fonksiyonları ve temel özellikler kapsamlı biçimde incelenmiştir. Ayrıca söz 

konusu sayıların polinomsal ifadeleri ile bu ifadelere ait belirli özellikler bu 

bölümde değerlendirilmektedir. 

 

Ikinci bölümde, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas dizilerinin tanımları 

sunulmuş bu sayıların üreteç fonksiyonları, ilk terimlerinin toplamları ve cassini 

özdeşlikleri gibi yapısal özelliklerine odaklanılmıştır. Ek olarak, bu sayı dizilerinin 

polinomları ve bunların öne çıkan özellikleri de ayrıntılı biçimde ele alınmıştır. 

 

Üçüncü bölümde, Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas dizileri üzerinde 

durulmuştur. Bu sayıların rekürans bağıntıları açıklanmış, klasik Fibonacci ve 

Lucas dizileri ile olan ilişkileri analiz edilmiştir. Ayrıca bu sayıların üreteç 

fonksiyonları incelenmiş ve ilgili polinomların temel karakteristik yapıları 

aktarılmıştır. 

 

Son bölümde Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayıları 

tanımlanmıştır. Bu sayıların üreteç fonksiyonları, bu sayıların birbirleri ile olan 

toplamları,farkları ile ilgili özellikler ve  rekürans bağıntıları tanımlanmıştır.  
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This thesis is structured in four main chapters. In the first chapter, Fibonacci 

and Lucas number sequences are discussed and Binet formulas, generator functions 

and basic properties of these sequences are analyzed comprehensively. In addition, 

polynomial expressions of these numbers and certain properties of these 

expressions are evaluated in this section. 

In the second part, the definitions of Gauss Fibonacci and Gauss Lucas 

sequences are presented, focusing on structural properties of these numbers such as 

generating functions, sums of their first terms and Cassini identities. In addition, 

the polynomials of these sequences of numbers and their prominent properties are 

discussed in detail. 

In the third chapter, we focus on the Hyper-Fibonacci and Hyper-Lucas 

sequences. The recurrence relations of these numbers are explained and their 

relations with the classical Fibonacci and Lucas sequences are analyzed. Moreover, 

the generating functions of these numbers are analyzed and the basic characteristic 

structures of the related polynomials are presented. 

In the last section, Gauss Hyper-Fibonacci and Gauss Hyper-Lucas numbers 

are defined. The generating functions of these numbers, the properties of the sums 

and differences of these numbers with each other and the recurrence relations are 

defined. 
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1. GİRİŞ 

Fibonacci ve Lucas dizileri, matematiksel anlamda en önemli sayı dizilerinden 

ikisi olup, pek çok farklı özelliğe ve bu özelliklerin bir sonucu olarak çeşitli 

genelleştirmelere sahiptir. Bu genelleştirmelerden biride kompleks sayılar kümesine 

yönelik olarak geliştirilmiştir. Söz konusu genellemeler yeni problemlerin ortaya 

konmasında ve bazı özel yapıların keşfedilmesinde matematik dünyasına önemli 

katkılar sağlamıştır. 

Fibonacci dizisinde ardışık iki terimin oranı, altın oran olarak bilinen özel bir 

sayıya karşılık gelir. Bu oran ve Fibonacci dizisi yalnızca günümüzde değil, antik 

dönemlerden bu yana mimari, biyoloji, güzel sanatlar ve fizik gibi birçok alanda 

uygulama alanı bulmuştur. 

Fibonacci ve Lucas dizileri arasındaki ilişki, bu dizilere ait pek çok özdeşliğin 

keşfedilmesini sağlamıştır. A.F. Horadam, Fibonacci sayılarını kompleks sayılar 

düzlemine taşıyarak, bu dizilerle ilgili çeşitli özellik ve özdeşlikleri Gauss Fibonacci 

sayılar için yeniden tanımlamıştır. 

Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas dizileri ise Dil ve Mezö (2008) tarafından 

tanıtılmış ve literatüre kazandırılmıştır.  

Bu tez çalışmasında ise Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas dizileri temel 

alınarak, Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayı dizileri tanımlanmış; bu 

dizilere ait çeşitli özellikler detaylı biçimde ele alınmıştır. 

1.1 Temel Tanım ve Teoremler 

Bölümde, diğer  bölümlerde kullanılan temel tanım ve teoremler verilmiştir. 

Tanım 1.1.1 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, … 𝑎𝑛, … sonsuz bir dizi olarak verilsin. 𝑘 ∈ ℕ ve 

𝑓: ℕ → ℤ𝒌 bir fonksiyon tanımlansın. Başlangıç değerleri 𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4, 𝑎5, … 𝑎𝑘−1 

ve ∀ 𝑛 ≥ 𝑘 için; 
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𝑎𝑛 = 𝑓(𝑛, 𝑎𝑛−1, 𝑎𝑛−2, 𝑎𝑛−3, 𝑎𝑛−4, 𝑎𝑛−5, … , 𝑎𝑛−𝑘)           

fonksiyonuna 𝑘. dereceden rekürans bağıntısı denir (Koshy 2001).  

Tanım 1.1.2 𝑎𝑛 bir sonsuz dizi, 𝑘 ∈ ℕ sabit katsayı, 𝑓0, 𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑘  ℕ’ den ℝ’ ye 

tanımlı bir fonksiyon olsun ve 𝑓𝑘(𝑛) ≠ 0 olmak üzere ∀ 𝑛 ≥ 𝑘 için; 

𝑎𝑛 = 𝑓1(𝑛)𝑎𝑛−1 + 𝑓2(𝑛)𝑎𝑛−2 + 𝑓3(𝑛)𝑎𝑛−3 + ⋯ + 𝑓𝑘(𝑛)𝑎𝑛−𝑘 + 𝑓0(𝑛)𝑎𝑛 

şeklindeki rekürans bağıntısına 𝑘. mertebeden lineer indirgeme bağıntısı denir (Koshy 

2001).   

Eğer  𝑓1, 𝑓2, 𝑓3, … , 𝑓𝑘 fonksiyonları 𝑓𝑖(𝑛) = 𝑏𝑖; (1 ≤ 𝑖 < 𝑘) şeklinde sabit fonksiyonlar 

ise bağıntı şu hale gelir: 

𝑎𝑛 = 𝑏1𝑎𝑛−1 + 𝑏2𝑎𝑛−2 + 𝑏3𝑎𝑛−3 + ⋯ 𝑏𝑘𝑎𝑛−𝑘 + 𝑓0(𝑛) 

ve bu tür bağıntıya sabit katsayılı rekürans bağıntısı denir. 

Eğer  ∀𝑛 ∈ ℕ için 𝑓0(𝑛) = 0 ise 

𝑎𝑛 = 𝑓1(𝑛)𝑎𝑛−1 + 𝑓2(𝑛)𝑎𝑛−2 + 𝑓3(𝑛)𝑎𝑛−3 + ⋯ + 𝑓𝑘(𝑛)𝑎𝑛−𝑘 

rekürans bağıntısına homojen rekürans bağıntısı denir.  

Teorem 1.1.1 𝑎𝑛 = 𝑐1𝑎𝑛−1 + 𝑐2𝑎𝑛−2 rekürans bağıntısı olsun. Bu şekildeki rekürans 

bağıntısının karakteristik denklemi; 

𝑟2 = 𝑐1𝑟 + 𝑐2 = 0 

kökleri 𝛼 ve 𝛽 olmak üzere bu denklemin genel çözümü 

𝑎𝑛 = 𝑐𝛼𝑛 + 𝑑𝛽𝑛  dir (Koshy 2001). 

1.2 Fibonacci Ve Lucas Sayıları  

Tanım 1.2.1  𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 ve 𝑛 ≥ 0 için geçerli olmak üzere Fibonacci dizisi; 

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1 

bağıntısı ile tanımlanır (Koshy 2001). 
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Tablo 1.2.1  Fibonacci Sayılarının Bazı Terimleri 

 

𝐹𝑛+2 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛+1 

Rekürans bağıntısını kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛+2 − 𝐹𝑛+1 

Bu eşitlikten yararlanılarak negatif indisli Fibonacci sayı dizisi oluşturabilir.  

Örneğin : 

𝐹−1 = 𝐹1 − 𝐹0 = 1 

𝐹−2 = 𝐹0 − 𝐹−1 = −1 

𝐹−3 = 𝐹−1 − 𝐹−2 = 2 

Tanım 1.2.2 Negatif inidisli Fibonacci sayılarını ifade eden genel formül şu şekildedir: 

𝐹𝟎 = 0, 𝐹1 = 1 başlangıç koşullarıyla ve 𝑛 ≥ 0  için geçerli olmak üzere; 

𝐹−𝑛 = (−1)𝑛+1𝐹𝑛 

olarak verilir (Koshy 2001). 

Tanım 1.2.3  𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere Lucas dizisi; 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2 

bağıntısı ile tanımlanır (Koshy 2001). 

Tablo 1.2.2  Lucas Sayılarının Bazı Terimleri 

𝑛 0 1 2 3 4 5 6 7 … 

𝐿𝑛 2 1 3 4 7 11 18 29 … 

𝐿𝑛+2 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛+1 

Rekürans bağıntısını kullanarak aşağıdaki eşitliği yazabiliriz: 

𝑛 0 1 2 3 4 5 6 7 … 

𝐹𝑛 0 1 1 2 3 5 8 13 … 
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𝐿𝑛 = 𝐿𝑛+2 − 𝐿𝑛+1 

Bu eşitlikten yararlanılarak negatif indisli Lucas sayı dizisi oluşturabilir.  

Örneğin: 

𝐿−1 = 𝐿1 − 𝐿0 = −1 

𝐿−2 = 𝐿0 − 𝐿−1 = 3 

𝐿−3 = 𝐿−1 − 𝐿−2 = −4 

Tanım 1.2.4 Negatif inidisli Lucas sayılarını ifade eden genel formül şu şekildedir: 

𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 başlangıç koşullarıyla ve 𝑛 ≥ 0 için geçerli olmak üzere; 

𝐿−𝑛 = (−1)𝑛𝐿𝑛 

olarak verilir (Koshy 2001). 

Teorem 1.2.1 Fibonacci Ve Lucas Sayıları İçin Binet Formülleri  

𝐹𝑛 Fibonacci dizisi 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 

rekürans bağıntısına sahiptir. Bu bağıntıya ait karakteristik denklem: 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

şeklindedir. Bu denklemin kökleri: 

𝛼 =
1 + √5

2
 

𝛽 =
1 − √5

2
 

olarak bulunur. Burada  𝛼 altın oran ve 𝛽 gümüş oran olarak ifade edilir. 

i) Fibonacci sayısının binet formülü : 

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

ii)  Lucas sayısının binet formülü : 
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𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

böyledir (Koshy 2001). 

İspat 

i) 𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2  bu bağıntının karakteristik denklemi, 

𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

dir. 

Denklemin kökleri  

𝛼 =
1 + √5

2
, 𝛽 =

1 − √5

2
 

şeklindedir. Denklemin genel çözümü; 

𝐹𝑛 = 𝑐1 (
1 + √5

2
)

𝑛

+ 𝑐2 (
1 − √5

2
)

𝑛

 

şeklinde olacaktır. Ve buradan 𝑐1 =
1

√5
 ve 𝑐2 = −

1

√5
  bulunur. Buradan hareketle  

Fibonacci dizisi için Binet formülü: 

𝐹𝑛 =
1

√5
 (

1 + √5

2
)

𝑛

−
1

√5
 (

1 − √5

2
)

𝑛

 

dir.  

O halde  

𝛼 =
1 + √5

2
, 𝛽 =

1 − √5

2
 𝑣𝑒 𝛼 − 𝛽 = √5 

olduğundan  

𝐹𝑛 =
𝛼𝑛 − 𝛽𝑛

𝛼 − 𝛽
 

elde edilir. 

ii) 𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2 bu bağıntının karakteristik denklemi, 
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𝑥2 − 𝑥 − 1 = 0 

dir. 

Denklemin kökleri  

𝛼 =
1 + √5

2
, 𝛽 =

1 − √5

2
 

şeklindedir. Denklemin genel çözümü: 

𝐿𝑛 = 𝑐1 (
1 + √5

2
)

𝑛

+ 𝑐2 (
1 − √5

2
)

𝑛

 

şeklinde olacaktır.Ve buradan 𝑐1 = 1 ve 𝑐2 = 1  bulunur. O halde bu dizi için Binet 

formülü 

𝐿𝑛 =  (
1 + √5

2
)

𝑛

+ (
1 − √5

2
)

𝑛

 

şeklinde olacaktır.  Buradan  

𝐿𝑛 = 𝛼𝑛 + 𝛽𝑛 

elde edilir. 

Teorem 1.2.2 Fibonacci Sayı Dizisi İçin Üreteç Fonksiyonu 

𝐹0 = 0, 𝐹1 = 1 başlangıç koşulları ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere; 

𝐹𝑛 = 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2 

Fibonacci sayısının elemanlarını üreten üreteç fonksiyonu  

𝑔(𝑥) =
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

şeklindedir (Koshy 2001). 

İspat Fibonacci sayı dizisinin üreteç fonksiyonu  
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𝑔(𝑥) = ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

= 𝐹1𝑥 + 𝐹2𝑥2 + ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

= 𝐹1𝑥 + 𝐹2𝑥2 + ∑(𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛−2)𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

= 𝐹1𝑥 + 𝐹2𝑥2 + ∑ 𝐹𝑛−1𝑥𝑛 +

∞

𝑛=3

∑ 𝐹𝑛−2𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

= 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛 +

∞

𝑛=2

𝑥2 ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

= 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥 (∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

− 𝑥) +𝑥2 ∑ 𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

= 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥(𝑔(𝑥) − 𝑥) + 𝑥2𝑔(𝑥) 

= 𝑥 + 𝑥2 + 𝑥𝑔(𝑥) − 𝑥2 + 𝑥2𝑔(𝑥) 

Bu eşitlik için düzenleme yapılırsa 

𝑔(𝑥)(1 − 𝑥 − 𝑥2) = 𝑥 

olur ve 

𝑔(𝑥) =
𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

elde ederiz. 

Teorem 1.2.3 Lucas Sayı Dizisi İçin Üreteç Fonksiyonu 

Lucas dizisi 𝐿0 = 2, 𝐿1 = 1 başlangıç koşullarıyla ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere; 

𝐿𝑛 = 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛−2 

Lucas sayısının elemanlarını üreten üreteç fonksiyonu  

𝑔(𝑥) =
2 − 𝑥

1 − 𝑥 − 𝑥2
 

(Koshy 2001). 

Teorem 1.2.4  𝑄 = [
1 1
1 0

]olsun. Bu durumda  
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 𝑄 = [
𝐹2 𝐹1

𝐹1 𝐹0
] ve 𝑄𝑛 = [

𝐹𝑛+1 𝐹𝑛

𝐹𝑛 𝐹𝑛−1
] dir (Koshy 2001). 

Teorem 1.2.5  

i) Fibonacci dizisinin Cassini özdeşliği : 

𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − (𝐹𝑛)2 = (−1)𝑛 

ii) Lucas dizisinin Cassini özdeşliği : 

𝐿𝑛+1𝐿𝑛−1 − (𝐹𝑛)2 = 5(−1)𝑛+1 

(Koshy 2001). 

İspat  

i) İspatını tümevarım ile gösterelim. 𝑛 = 1 için doğru olduğunu 

gösterelim.  

𝐹2𝐹0 − (𝐹1)2 = (−1)1 

= 1.0 − 1 = −1 

olduğu görülür. Şimdi de 𝑛 = 𝑘 için 𝐹𝑛+1𝐹𝑛−1 − (𝐹𝑛)2 = (−1)𝑛doğru kabul edip 

 𝑛 = 𝑘 + 1 olduğunda eşitliğe bakalım. 

 𝐹𝑘+2𝐹𝑘 − (𝐹𝑘+1)2 = (−1)𝑘+1doğruluğunu gösterelim: 

= (𝐹𝑘+1−𝐹𝑘−1)(𝐹𝑘 + 𝐹𝑘+1) − (𝐹𝑘+1)2 

= 𝐹𝑘+1𝐹𝑘 + (𝐹𝑘+1)2 − 𝐹𝑘−1𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1𝐹𝑘+1 − (𝐹𝑘+1)2 

= 𝐹𝑘+1𝐹𝑘 − 𝐹𝑘−1𝐹𝑘 − (𝐹𝑘)2 − (−1)𝑘+1 

= 𝐹𝑘+1𝐹𝑘−𝐹𝑘(𝐹𝑘−1 + 𝐹𝑘) + (−1)𝑘+1 

= 𝐹𝑘+1𝐹𝑘 − 𝐹𝑘+1𝐹𝑘 + (−1)𝑘+1 

= (−1)𝑘+1 

olduğu görülür. 

ii) İspatını tümevarım ile gösterelim. 𝑛 = 1 için doğru olduğunu 

gösterelim.  

𝐿2𝐿0 − (𝐿1)2 = 5(−1)2 

= 3.2 − 1 = 5 
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olduğu görülür. Şimdi de 𝑛 = 𝑘 için 𝐿𝑘+1𝐿𝑘−1 − (𝐿𝑘)2 = 5(−1)𝑘+1doğru kabul 

edip 

 𝑛 = 𝑘 + 1 için 

 𝐿𝑘+2𝐿𝑘 − (𝐿𝑘+1)2 = (−1)𝑘+2 doğruluğunu gösterelim. 

                                    = (𝐿𝑘+1−𝐿𝑘−1)(𝐿𝑘 + 𝐿𝑘+1) − (𝐿𝑘+1)2 

               = 𝐿𝑘+1𝐿𝑘 + (𝐿𝑘+1)2 − 𝐿𝑘−1𝐿𝑘 − 𝐿𝑘−1𝐿𝑘+1 − (𝐿𝑘+1)2 

                                    = 𝐿𝑘+1𝐿𝑘 − 𝐿𝑘−1𝐿𝑘 − (𝐿𝑘)2 − 5(−1)𝑘+2 

                                = 𝐿𝑘+1𝐿𝑘−𝐿𝑘(𝐿𝑘−1 + 𝐿𝑘) + 5(−1)𝑘+2 

                                    = 𝐿𝑘+1𝐿𝑘 − 𝐿𝑘+1𝐿𝑘 + 5(−1)𝑘+2 

                                    = 5(−1)𝑘+2 

olduğu görülür. 

Teorem 1.2.6 Fibonacci ve Lucas  dizileri için bazı özellikler aşağıda verilmiştir. 

i) 𝑛 ≥ 1 için 𝐹𝑛−1 + 𝐹𝑛+1 = 𝐿𝑛 

ii) 𝐿𝑛−1 + 𝐿𝑛+1 = 5𝐹𝑛 

iii) 𝐹2𝑛 = 𝐹𝑛𝐿𝑛 

iv) (𝐹𝑛)2 + (𝐹𝑛−1)2 = 𝐹2𝑛−1 

v) (𝐿𝑛)2 + (𝐿𝑛−1)2 = 5𝐹2𝑛−1 

1.3 Fibonacci Ve Lucas Polinomları 

Tanım 1.3.1 : 𝐹𝑛(𝑥) Fibonacci polinomu için 

𝑛 ≥ 0 ve başlangıç koşulları 𝐹0(𝑥) = 0 ve 𝐹1(𝑥) = 1 olmak üzere, 

    𝐹𝑛+2(𝑥) = 𝑥𝐹𝑛+1(𝑥) + 𝐹𝑛(𝑥) 

rekürans bağıntısı ile tanımlanır (Koshy 2001). 
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Tablo 1.3.1 Fibonacci Polinomlarının Bazı Terimleri 

 

Tanım 1.3.2  𝐿𝑛(𝑥) Lucas polinomu için 

𝑛 ≥ 0 olmak üzere 𝐿0(𝑥) = 2 ve 𝐿1(𝑥) = 𝑥 başlangıç koşulları için 

𝐿𝑛+2(𝑥) = 𝑥𝐿𝑛+1(𝑥) + 𝐿𝑛(𝑥) 

bağıntısı ile tanımlanır (Koshy 2001). 

Tablo 1.3.2 Lucas Polinomlarının Bazı Terimleri 

 

Tanım 1.3.3 𝑛 ≥ 0 ve başlangıç koşulları 𝐹0(𝑥) = 0 ve 𝐹1(𝑥) = 1 olmak üzere, 

Fibonacci polinomunun üreteç fonksiyonu aşağıdaki şekildedir (Koshy 2001). 

∑ 𝐹𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
1

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

Tanım 1.3.4 𝑛 ≥ 0 ve 𝐿0(𝑥) = 2, 𝐿1(𝑥) = 𝑥 için, 

Lucas polinomunun üreteç fonksiyonu aşağıdaki şekildedir (Koshy 2001). 

∑ 𝐿𝑛(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
2 − 𝑥𝑡

1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2
 

Tanım 1.3.5  𝐹𝑛(𝑥) Fibonacci polinomu için Binet formülü aşağıdaki gibidir. 

Fibonacci polinomunun karakteristik denkleminin kökleri 

𝑛 0 1 2 3 4 5 

𝐹𝑛(𝑥) 0 1 𝑥 𝑥2 + 1 𝑥3 + 2𝑥 … 

𝑛 0 1 2 3 4 5 

𝐿𝑛(𝑥) 2 𝑥 𝑥2 + 2 𝑥3 + 3𝑥 𝑥4 + 4𝑥2

+ 2 

… 
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𝛼(𝑥) =
𝑥 + √𝑥2 + 4

2
 

ve  

𝛽(𝑥) =
𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

dir. 

Bu durumda Fibonacci polinomunun Binet formülü  

𝐹𝑛(𝑥) =
𝛼(𝑥)𝑛 − 𝛽(𝑥)𝑛

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

dir (Koshy 2001). 

Tanım 1.3.6 𝐿𝑛(𝑥) Lucas polinomu için Binet formülü aşağıdaki gibidir: 

𝛼(𝑥) =
𝑥 + √𝑥2 + 4

2
 

ve  

𝛽(𝑥) =
𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

𝐿𝑛(𝑥) Lucas polinomu için karakteristik denkleminin kökleridir. 𝐿𝑛(𝑥) Lucas 

polinomunun Binet formülü  

𝐿𝑛(𝑥) = 𝛼(𝑥)𝑛 + 𝛽(𝑥)𝑛 

dir (Koshy 2001). 
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2. ÖNCEKİ ÇALIŞMALAR 

2.1 Gauss Sayıları 

Gauss sayısı karmaşık (kompleks) bir sayıdır. 𝑎, 𝑏 ∈ ℤ ve 𝑖 = √−1 olmak 

üzere      𝑧 = 𝑎 + 𝑖𝑏 şeklinde tanımlanan sayı karmaşık sayıdır (Koshy 2001).  

Bu bölümde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayıları için bazı tanımlar ve bazı 

özellikler incelenmiştir. 

Tanım 2.1.1 Gauss Fibonacci Sayıları 𝐺𝐹0 = 𝑖, 𝐺𝐹1 = 1 ve 𝑛 ≥ 1 olmak üzere; 

𝐺𝐹𝑛 = 𝐹𝑛 + 𝐹𝑛−1𝑖 

ve 𝑛 ≥ 0 için 

𝐺𝐹𝑛+2 = 𝐺𝐹𝑛 + 𝐺𝐹𝑛+1 

Gauss Fibonacci dizisi bu bağıntı ile tanımlanır (Koshy 2001). 

Tablo 2.1.1 Gauss Fibonacci Sayılarının Bazı Terimleri 

Tanım 2.1.2 Gauss Lucas Sayıları 𝐺𝐿0 = 2 − 𝑖, 𝐺𝐿1 = 1 + 2𝑖 ve 𝑛 ≥ 1 için  

𝐺𝐿𝑛 = 𝐿𝑛 + 𝐿𝑛−1𝑖 

ve 𝑛 ≥ 0 için 

𝐺𝐿𝑛+2 = 𝐺𝐿𝑛 + 𝐺𝐿𝑛+1 

Gauss Lucas dizisi bu bağıntı ile tanımlanır (Koshy 2001). 

Tablo 2.1.2 Gauss Lucas Sayılarının Bazı Terimleri 

𝑛 0 1 2 3 4 5 … 

𝐺𝐹𝑛 𝑖 1 1 + 𝑖 2 + 𝑖 3 + 2𝑖 5 + 3𝑖 … 

𝑛 0 1 2 3 4 5 … 
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Teorem 2.1.1 Gauss Fibonacci sayı dizisinin 𝑛 terim toplamı aşağıdaki şekilde 

tanımlanır (Koshy 2001). 

∑ 𝐺𝐹𝑗

𝑛

𝑗=0

= 𝐺𝐹𝑛+2 − 1 

İspat  𝑛 = 0 için kanıtlayalım.  

𝐺𝐹0 = 𝐺𝐹2 − 1 = 𝑖 

𝑛 = 𝑘 için sağladığını  kabul edip 𝑛 = 𝑘 + 1 için sağlandığını gösterelim 

∑ 𝐺𝐹𝑗+1

𝑘+1

𝑗=0

= ∑ 𝐺𝐹𝑗 + 𝐺𝐹𝑘+1

𝑘

𝑗=0

 

                         = 𝐺𝐹𝑘+2 − 1 + 𝐺𝐹𝑘+1 

        = 𝐺𝐹𝑘+3 − 1 

Teorem 2.1.2  Gauss Lucas sayı dizisinin 𝑛 terim toplamı aşağıdaki şekilde tanımlanır 

(Koshy 2001). 

∑ 𝐺𝐿𝑗

𝑛

𝑗=0

= 𝐺𝐿𝑛+2 − (1 + 2𝑖) 

İspat 𝑛 = 0 için kanıtlayalım.  

𝐺𝐿0 = 𝐺𝐿2 − (1 + 2𝑖) = 2 − 𝑖 

𝑛 = 𝑘 için sağladığını kabul edip 𝑛 = 𝑘 + 1 için sağlandığını gösterelim 

∑ 𝐺𝐿𝑗+1

𝑘+1

𝑗=0

= ∑ 𝐺𝐿𝑗 + 𝐺𝐿𝑘+1

𝑘

𝑗=0

 

            = 𝐺𝐿𝑘+2 − (1 + 2𝑖) + 𝐺𝐿𝑘+1 

        = 𝐺𝐿𝑘+3 − (1 + 2𝑖) 

𝐺𝐿𝑛 2 − 𝑖 1 + 2𝑖 3 + 𝑖 4 + 3𝑖 7 + 4𝑖 11

+ 7𝑖 

… 
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Tanım 2.1.3 Gauss Fibonacci dizisi 𝐺𝐹0 = 𝑖, 𝐺𝐹1 = 1 bu  koşullar altında ve  𝑛 ≥ 0 

olmak üzere negatif indisli Gauss Fibonacci sayı dizisinin 𝑛. terimi aşağıdaki şekilde 

ifade edilir (Koshy 2001). 

𝐺𝐹−𝑛 = (−1)𝑛−1(𝐹𝑛 − 𝐹𝑛+1𝑖) 

Tanım 2.1.4  Gauss Lucas dizisi, 𝐺𝐿0 = 2 − 𝑖, 𝐺𝐿1 = 1 + 2𝑖 başlangıç koşullarıyla 

ve 𝒏 ≥ 𝟎 için negatif indisli Gauss Lucas sayı dizisinin 𝑛. terimi aşağıdaki gibidir 

(Kosyh 2001). 

𝐺𝐿−𝑛 = (−1)𝑛(𝐿𝑛 − 𝐿𝑛+1𝑖) 

Teorem 2.1.3 Gauss Fibonacci ve Gasuss Lucas sayı dizileri için üreteç fonksiyonları 

bu şekildedir:   

i) 𝐺𝐹0 = 𝑖, 𝐺𝐹1 = 1 başlangıç koşulları ve 𝑛 ≥ 2 olmak üzere; 

𝐺𝐹𝑛 = 𝐺𝐹𝑛−1 + 𝐺𝐹𝑛−2 

Gauss Fibonacci sayısının elemanlarını üreten üreteç fonksiyonu  

𝑔(𝑥) =
𝑖 + (1 − 𝑖)𝑥

(1 − 𝑥 − 𝑥2)
 

ii) 𝐺𝐿0 = 2 − 𝑖, 𝐺𝐿1 = 1 + 2𝑖 başlangıç koşulları ve 𝑛 ≥ 2  olmak üzere; 

𝐺𝐿𝑛 = 𝐺𝐿𝑛−1 + 𝐺𝐿𝑛−2 

Gauss Lucas sayısının üreteç fonksiyonu  

𝑔(𝑥) =
2 − 𝑖 + (3𝑖 − 1)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)
 

şeklindedir (Koshy 2001). 

İspat  

i)  
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                                  𝑔(𝑥) = ∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

                                            = 𝐺𝐹1𝑥 + 𝐺𝐹2𝑥2 + ∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

                                            = 𝐺𝐹1𝑥 + 𝐺𝐹2𝑥2 + ∑(𝐺𝐹𝑛−1 + 𝐺𝐹𝑛−2)𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

                                            = 𝐺𝐹1𝑥 + 𝐺𝐹2𝑥2 + ∑ 𝐺𝐹𝑛−1𝑥𝑛 +

∞

𝑛=3

∑ 𝐺𝐹𝑛−2𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

                                            = 𝑥 + (1 + 𝑖)𝑥2 + 𝑥 ∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛 +

∞

𝑛=2

𝑥2 ∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

                                            = 𝑥 + (1 + 𝑖)𝑥2 + 𝑥 (∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

− 𝑥) +𝑥2 ∑ 𝐺𝐹𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

                                            = 𝑥 + (1 + 𝑖)𝑥2 + 𝑥(𝑔(𝑥) − 𝑥) + 𝑥2𝑔(𝑥) 

                                            = 𝑥 + (1 + 𝑖)𝑥2 + 𝑥𝑔(𝑥) − 𝑥2 + 𝑥2𝑔(𝑥) 

eşitlik düzenlenirse Gauss Fibonaccci dizisinin üreteç fonksiyonu 

𝑔(𝑥) =
𝑖 + (1 − 𝑖)𝑥

(1 − 𝑥 − 𝑥2)
 

şeklindedir. 

ii) İspat (i) deki ispata benzer şekildedir. 

Teorem 2.1.4 Gauss Fibonacci ve Gasuss Lucas sayı dizilerinin cassini özdeşlikleri 

aşağıda verilmiştir (Kosyh 2001). 

i) 𝑛 ≥ 1 için 𝐺𝐹𝑛+1𝐺𝐹𝑛−1 − (𝐺𝐹𝑛)2 = (−1)𝑛(2 − 𝑖) 

ii) 𝑛 ≥ 1 için 𝐺𝐿𝑛+1𝐺𝐿𝑛−1 − (𝐺𝐿𝑛)2 = 5(−1)𝑛+1(2 − 𝑖)  

İspat  

i) 𝑛 = 1 için doğru olduğunu görelim  

𝐺𝐹2𝐺𝐹0 − (𝐺𝐹1)2 = (−1)(2 − 𝑖) = −2 + 𝑖 

𝑛 = 𝑘 olduğunda sağladığını kabul edip 𝑛 = 𝑘 + 1 için sağlandığını gösterelim. 

  𝐺𝐹𝑛+2𝐺𝐹𝑛 − (𝐺𝐹𝑛+1)2 = (𝐺𝐹𝑛+1 + 𝐺𝐹𝑛)(𝐺𝐹𝑛+1 − 𝐺𝐹𝑛−1) 
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                                                                    −(𝐺𝐹𝑛+1)2 

                                                             = 𝐺𝐹𝑛+1𝐺𝐹𝑛+1 − 𝐺𝐹𝑛+1𝐺𝐹𝑛−1 + 𝐺𝐹𝑛𝐺𝐹𝑛+1 

                                                             −𝐺𝐹𝑛𝐺𝐹𝑛−1 − (𝐺𝐹𝑛+1)2 

                            = 𝐺𝐹𝑛𝐺𝐹𝑛+1 − 𝐺𝐹𝑛𝐺𝐹𝑛−1 

                               +((−1)𝑛(2 − 𝑖) − (𝐺𝐹𝑛)2) 

                         = 𝐺𝐹𝑛(𝐺𝐹𝑛+1 − 𝐺𝐹𝑛−1) 

                               +((−1)𝑛(2 − 𝑖) − (𝐺𝐹𝑛)2) 

                                                   = (𝐺𝐹𝑛)2 + ((−1)𝑛(2 − 𝑖) − (𝐺𝐹𝑛)2) 

           = (−1)𝑛(2 − 𝑖) 

ii) 𝑛 = 1 için doğru olduğunu görelim  

𝐺𝐿2𝐺𝐿0 − (𝐺𝐿1)2 = (3 + 𝑖)(2 − 𝑖) − (1 + 2𝑖)2 = (−5)(2 − 𝑖) 

𝑛 = 𝑘 için sağladığını kabul edelim ve  𝑛 = 𝑘 + 1 için doğruluğunu gösterelim. 

𝐺𝐿𝑛+2𝐺𝐿𝑛 − (𝐺𝐿𝑛+1)2 = (𝐺𝐿𝑛+1 + 𝐺𝐿𝑛)(𝐺𝐿𝑛+1 − 𝐺𝐿𝑛−1) 

 −(𝐺𝐿𝑛+1)2 

                                    = 𝐺𝐿𝑛+1𝐺𝐿𝑛+1 − 𝐺𝐿𝑛+1𝐺𝐿𝑛−1 + 𝐺𝐿𝑛𝐺𝐿𝑛+1 

                          −𝐺𝐿𝑛𝐺𝐿𝑛−1 − (𝐺𝐿𝑛+1)2 

                              = 𝐺𝐿𝑛𝐺𝐿𝑛+1 − 𝐺𝐿𝑛𝐺𝐿𝑛−1 

                                      +(5(−1)𝑛+1(2 − 𝑖) − (𝐺𝐿𝑛)2) 

                                                = 𝐺𝐹𝑛(𝐺𝐹𝑛+1 − 𝐺𝐹𝑛−1) 

                                      +(5(−1)𝑛+1(2 − 𝑖) − (𝐺𝐿𝑛)2) 

                                                       = (𝐺𝐿𝑛)2 + (5(−1)𝑛(2 − 𝑖) − (𝐺𝐿𝑛)2) 

                  = 5(−1)𝑛+1(2 − 𝑖) 

dir. 

2.2 Gauss Fibonacci Ve Gauss Lucas Sayılarının Polinomları 
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Tanım 2.2.1  𝐺𝐹𝑛(𝑥) Gauss Fibonacci polinomu için 

𝑛 ≥ 1 olsun. 𝐺𝐹1(𝑥) = 1 ve 𝐺𝐹2(𝑥) = 𝑥 + 𝑖 başlangıç koşullarıyla birlikte, 

𝐺𝐹𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝐺𝐹𝑛(𝑥) + 𝐺𝐹𝑛−1(𝑥) 

bağıntısı ile tanımlanır (Özkan ve Taştan 2020). 

Teorem 2.2.1 𝐺𝐹𝑛(𝑥) Gauss Fibonacci polinomu ve 𝐹𝑛(𝑥) Fibonacci polinomu için       

𝑛 ≥ 2 olmak üzere  

𝐺𝐹𝑛+1(𝑥) = 𝐹𝑛+1(𝑥) + 𝑖𝐹𝑛−1(𝑥) 

dir (Özkan ve Taştan  2020). 

Tanım 2.2.2  𝐺𝐹𝑛(𝑥) Gauss Fibonacci polinomu için Binet formülü aşağıdaki gibidir. 

𝛼(𝑥) =
𝑥 + √𝑥2 + 4

2
 

ve  

𝛽(𝑥) =
𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

𝐹𝑛(𝑥) polinomunun karakteristik denkleminin kökleridir. 𝐹𝑛(𝑥) polinomunun Binet 

formülü  

𝐺𝐹𝑛(𝑥) =
𝛼𝑛−1(𝑥)(𝛼(𝑥) + 𝑖) − 𝛽(𝑥)𝑛−1(𝛽(𝑥) + 𝑖)

𝛼(𝑥) − 𝛽(𝑥)
 

dir (Özkan ve Taştan 2020). 

Tanım 2.2.3  𝐺𝐿𝑛(𝑥) Gauss Lucas polinomu için 

𝑛 ≥ 2 olsun. 𝐺𝐿1(𝑥) = 𝑥 + 2𝑖, 𝐺𝐿2(𝑥) = 𝑥2 + 2 + 𝑥𝑖 başlangıç koşullarıyla 

𝐺𝐿𝑛+1(𝑥) = 𝑥𝐺𝐿𝑛(𝑥) + 𝐺𝐿𝑛−1(𝑥) 

bağıntısı ile tanımlanır (Özkan ve Taştan  2020). 
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Teorem 2.2.2 𝐺𝐿𝑛(𝑥) Gauss Lucas polinomu aynı zamanda 𝐿𝑛(𝑥) Lucas polinomu 

için 𝑛 ≥ 2 olsun. 

𝐺𝐿𝑛+1(𝑥) = 𝐿𝑛+1(𝑥) + 𝑖𝐿𝑛−1(𝑥) 

Gauss Lucas polinomunun rekürans bağıntısıdır (Özkan Ve Taştan 2020). 

Tanım 2.2.4 𝐺𝐿𝑛(𝑥) Gauss Lucas polinomu için Binet formülü aşağıdaki gibidir. 

𝛼(𝑥) =
𝑥 + √𝑥2 + 4

2
 

ve  

𝛽(𝑥) =
𝑥 − √𝑥2 + 4

2
 

𝐿𝑛(𝑥) polinomunun karakteristik denkleminin kökleridir. 𝐿𝑛(𝑥) Lucas polinomunun 

Binet formülü  

𝐺𝐿𝑛(𝑥) = 𝛼𝑛−1(𝑥)(𝛼(𝑥) + 𝑖) − 𝛽(𝑥)𝑛−1(𝛽(𝑥) + 𝑖) 

dir (Özkan ve Taştan 2020). 
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3. HiPER-FİBONACCİ VE HiPER-LUCAS SAYILARI 

Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas sayıları klasik Fibonacci ve Lucas sayılarının 

genelleştirilmiş bir versiyonudur. 

İlk olarak Dil ve Mezö tarafından tanımlanmıştır. Bu tanımlama yapılırken 

Euler Seidel matrisin rekürans bağıntısından yararlanılmıştır. 

3.1 Hiper-Fibonacci Ve Hiper-Lucas Sayıları 

Tanım 3.1.1 Bir 𝑎𝑛 dizisi için bu diziye karşılık gelen Euler Seidel matrisi aşağıdaki 

şekilde rekürans bağıntısına sahiptir (Dil ve Mezö 2008). 

𝑎𝑛
0 = 𝑎𝑛 (𝑛 ≥ 0) 

ve 

𝑎𝑛
𝑘 = 𝑎𝑛

𝑘−1 + 𝑎𝑛+1
𝑘−1 (𝑛 ≥ 0, 𝑘 ≥ 1) 

Tanım 3.1.2 Hiper-Fibonacci sayıları aşağıdaki gibi tanımlanır. 

𝐹𝑛
(0)

= 𝐹𝑛, 𝐹0
(𝑟)

= 0, 𝐹1
(𝑟)

= 1 

olmak üzere 

𝐹𝑛
(𝑟)

= ∑ 𝐹𝑘
(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0

 

dir (Dil ve Mezö 2008). 

Tanım 3.1.3 Hiper-Lucas sayıları aşağıdaki gibi tanımlanır (Dil ve Mezö 2008). 

𝐿𝑛
(0)

= 𝐿𝑛, 𝐿0
(𝑟)

= 2, 𝐿1
(𝑟)

= 2𝑟 + 1 

olmak üzere 

𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ 𝐿𝑘
(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0
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Teorem 3.1.1 Hiper-Fibonacci sayısının üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir (Dil ve 

Mezö 2008). 

∑ 𝐹𝑛
(𝑟)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
1

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

İspat Tümeravım yöntemini kullanalım. 𝑟 = 0 için doğruluğunu gösterelim. 

∑ 𝐹𝑛
(0)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
1

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)0
=

1

(1 − 𝑡 − 𝑡2)
 

 𝑟 = 𝑘 için sağlandığını kabul edelim ve 𝑟 = 𝑘 + 1 için doğruluğunu gösterelim. 

∑ 𝐹𝑛
(𝑘+1)

𝑡𝑛 = ∑ (∑ 𝐹𝑖
(𝑘)

𝑛

𝑖=0

) 𝑡𝑖

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                  = (∑ 𝐹𝑠
(𝑘)

𝑡𝑠

∞

𝑠=0

) (∑ 𝑡𝑗

∞

𝑗=0

) 

                                    =
1

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑘+1
 

Teorem 3.1.2 Hiper-Lucas sayısının üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir (Dil ve Mezö 

2008). 

∑ 𝐿𝑛
(𝑟)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
2 − 𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

İspat Tümeravım yöntemini kullanalım. 𝑟 = 0 için doğruluğunu gösterelim. 

∑ 𝐿𝑛
(0)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
2 − 𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)0
=

2 − 𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)
 

Şimdi de 𝑟 = 𝑘 için sağlandığını kabul edelim ve 𝑟 = 𝑘 + 1 için doğruluğunu 

gösterelim. 

                                            ∑ 𝐿𝑛
(𝑘+1)

𝑡𝑛 = ∑ (∑ 𝐿𝑖
(𝑘)

𝑛

𝑖=0

) 𝑡𝑖

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0
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                         = (∑ 𝐿𝑠
(𝑘)

𝑡𝑠

∞

𝑠=0

) (∑ 𝑡𝑗

∞

𝑗=0

) 

                                          =
2 − 𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑘+1
 

Teorem 3.1.3 Hiper-Fibonacci ve Fibonacci sayıları arasında aşağıdaki ilişki vardır 

(Dil ve Mezö 2008). 

𝐹𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐹𝑠

𝑛

𝑠=0

 

İspat Euler-Seidel algoritmasına göre 𝑎𝑛 dizisi aşağıdaki rekürans bağıntısına sahiptir: 

𝑎𝑛
0 = 𝑎𝑛, 𝑎0

𝑛 = 𝑎𝑛  (𝑛 ≥ 0)  

için  

𝑎𝑛
𝑟 = 𝑎𝑛

𝑟−1 + 𝑎𝑛−1
𝑟 (𝑛 ≥ 1, 𝑟 ≥ 1) 

burada 𝑎𝑛
𝑟  aşağıdaki ilişkiye sahiptir: 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

buradaki eşitlik yukarıdaki denklemi sağlar. 𝑎𝑛
(0)

= 𝐹𝑛+1
(0)

= 𝐹𝑛+1 , 𝑎0
𝑟 = 𝐹1

𝑟 olmak 

üzere 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

Buradan hareketle 

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖

𝑛
) + ∑ (

𝑛 + 𝑟 − 𝑠

𝑟
) 𝐹𝑠+2

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

         =  ∑ (
𝑛 + 𝑘

𝑛
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

𝑟

𝑘=0

 

eşitlikte 𝑘 = 𝑟 − 𝑖 ve 𝑏 = 𝑛 − 𝑠 dir. Kombinasyonların bu özelliğinden  
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∑ (
𝑡

𝑎
) = (

𝑐 + 1
𝑎 + 1

)

𝑐

𝑡=𝑎

 

aşağıdaki eşitliği oluşturabiliriz:  

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

= (
𝑛 + 𝑟 + 1

𝑛 + 1
) + ∑ (

𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

 

                                                  = ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛+1

𝑏=0

 

ve 

𝑎𝑛−1
𝑟 = 𝐹𝑛

𝑟 = ∑ (
𝑟 + 𝑏 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑏=0

𝐹𝑛−𝑏 = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐹𝑠 

olacaktır. 

Teorem 3.1.4 Hiper-Lucas ve Lucas sayıları arasında aşağıdaki ilişki vardır (Dil ve 

Mezö 2008). 

𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐿𝑠  

𝑛

𝑠=0

 

İspat Euler-Seidel algoritmasına göre 𝑎𝑛 dizisi aşağıdaki rekürans bağıntısına sahiptir: 

𝑎𝑛
0 = 𝑎𝑛, 𝑎0

𝑛 = 𝑎𝑛  (𝑛 ≥ 0)  

için  

𝑎𝑛
𝑟 = 𝑎𝑛

𝑟−1 + 𝑎𝑛−1
𝑟 (𝑛 ≥ 1, 𝑟 ≥ 1) 

Burada 𝑎𝑛
𝑟  aşağıdaki ilişkiye sahiptir : 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

Buradaki eşitlik yukarıdaki denklemi sağlar. 𝑎𝑛
(0)

= 𝐿𝑛+1
(0)

= 𝐿𝑛+1 ve 𝑎0
𝑛 = 𝐿1

𝑟  için 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0
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buradan 

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖

𝑛
) + ∑ (

𝑛 + 𝑟 − 𝑠

𝑟
) 𝐿𝑠+2

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

         =  ∑ (
𝑛 + 𝑘

𝑛
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐿𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

𝑟

𝑘=0

 

bu eşitlikte 𝑘 = 𝑟 − 𝑖 ve 𝑏 = 𝑛 − 𝑠 dir. Kombinasyonların aşağıdaki özelliğinden  

∑ (
𝑡

𝑎
) = (

𝑐 + 1
𝑎 + 1

)

𝑐

𝑡=𝑎

 

Aşağıdaki eşitliği oluşturabiliriz: 

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

= (
𝑛 + 𝑟 + 1

𝑛 + 1
) + ∑ (

𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐿𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

 

                                                  = ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐿𝑛−𝑏+2

𝑛+1

𝑏=0

 

Buradan  

𝑎𝑛−1
𝑟 = 𝐿𝑛

𝑟 = ∑ (
𝑟 + 𝑏 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑏=0

𝐿𝑛−𝑏 = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐿𝑠 

elde edildiği görülür. 

3.2 Hiper-Fibonacci Ve Hiper-Lucas Polinomları 

Tanım 3.2.1 Hiper-Fibonacci polinomları aşağıdaki gibi tanımlanır (Mersin 2023). 

𝐹𝑛
(0)

(𝑥) = 𝐹𝑛(𝑥), 𝐹0
(𝑟)

(𝑥) = 0, 𝐹1
(𝑟)

(𝑥) = 1 

olmak üzere 

𝐹𝑛
(𝑟)

(𝑥) = ∑ 𝐹𝑘
(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0

(𝑥) 

dir. 

Tanım 3.2.2 Hiper-Lucas polinomları aşağıdaki gibi tanımlanır (Mersin 2023). 
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𝐿𝑛
(0)

(𝑥) = 𝐿𝑛(𝑥), 𝐿0
(𝑟)

(𝑥) = 2, 𝐿1
(𝑟)

(𝑥) = 𝑥 + 2𝑟 

olmak üzere 

𝐿𝑛
(𝑟)(𝑥) = ∑ 𝐿𝑘

(𝑟−1)(𝑥)

𝑛

𝑘=0

 

Teorem 3.2.1 Hiper-Fibonacci polinomunun üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir 

(Mersin 2023). 

∑ 𝐹𝑛
(𝑟)(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝑡

(1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

Teorem 3.2.2 Hiper-Lucas polinomunun üreteç fonksiyonu aşağıdaki gibidir (Mersin 

2023). 

∑ 𝐿𝑛
(𝑟)(𝑥)𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
2 − 𝑡

(1 − 𝑥𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

Teorem 3.2.3 Hiper-Fibonacci polinomları ile Fibonacci polinomları arasında 

aşağıdaki ilişki vardır (Mersin 2023). 

𝐹𝑛
(𝑟)(𝑥) = ∑ (

𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1
𝑟 − 1

) 𝐹𝑠

𝑛

𝑠=0

(𝑥) 

Teorem 3.2.4 Hiper-Lucas polinomu ve Lucas polinomu arasında aşağıdaki ilişki 

vardır (Mersin 2023). 

𝐿𝑛
(𝑟)

(𝑥) = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐿𝑠

𝑛

𝑠=0

(𝑥) 
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4. GAUSS HİPER-FİBONACCİ VE GAUSS HİPER-

LUCAS SAYILARI 

Bu bölümde geçmiş bölümlerde üzerinde çalışılmış Hiper-Fibonacci ve Hiper-

Lucas sayı dizilerinin özelliklerinden yararlanılarak Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss 

Hiper-Lucas sayıları tanımları ve çeşitli özellikleri verilmiştir. 

4.1 Gauss Hiper-Fibonacci Ve Gauss Hiper-Lucas Sayıları 

Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayılarına ait tanımlama ve 

teoremler yapılmış olup bu tanımlamalar ve teoremlerle bu sayıların bazı değerleri 

tablolaştırılarak gösterilmiştir. 

Tanım 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayıları sırası ile aşağıdaki 

şekilde tanımlanır: 

𝑛 ≥ 1 𝑣𝑒 𝑟 ≥ 1 olsun. 

𝐺𝐹𝑛
(0)

=  𝐺𝐹 𝑛,       𝐺𝐹0
(𝑟)

= 𝑖, 𝐺𝐹1
(𝑟)

= 𝑟𝑖 + 1 

koşulları altında 

𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

=  ∑ 𝐺𝐹𝑘
(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0

 

ve 

𝐺𝐿𝑛
(0)

=  𝐺𝐿 𝑛, 𝐺𝐿0
(𝑟)

= 2 − 𝑖, 𝐺𝐿1
(𝑟)

= 2𝑟 + 1 + (2 − 𝑟)𝑖 

bu koşullarda 

𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

=  ∑ 𝐺𝐿𝑘
(𝑟−1)

𝑛

𝑘=0

 

bu şekilde tanımlanır. 

Tablo 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci Sayılarının Bazı Terimleri  
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Tablo 4.1.2  Gauss Hiper-Lucas Sayılarının Bazı Terimleri 

 

Tanım 4.1.2 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas rekürans bağıntıları sırası 

ile aşağıdaki gibidir: 

𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

= 𝐺𝐹𝑛−1
(𝑟)

+ 𝐺𝐹𝑛
(𝑟−1)

 

𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= 𝐺𝐿𝑛−1
(𝑟)

+ 𝐺𝐿𝑛
(𝑟−1)

 

Teorem 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci sayısının üreteç fonksiyonu:  

∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐺𝐹0+𝑡(𝐺𝐹1−𝐺𝐹0)

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
=

𝑖 + (1 − 𝑖)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

dir. 

İspat Tümeravım yöntemini kullanalım. 𝑟 = 0 için doğruluğunu gösterelim. 

∑ 𝐺𝐹𝑛
(0)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐺𝐹0+𝑡(𝐺𝐹1−𝐺𝐹0)

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)0
=

𝑖 + (1 − 𝑖)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)
 

          𝑟                                  
𝑛                                                                                 

       0         1 2 3 4 5 

0 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 𝑖 
1 1 1 + 𝑖 1 + 2𝑖 1 + 3𝑖 1 + 4𝑖 1 + 5𝑖 
2 1 + 𝑖 2 + 2𝑖 3 + 4𝑖 4 + 7𝑖 5 + 11𝑖 6 + 16𝑖 
3 2 + 𝑖 4 + 3𝑖 7 + 7𝑖 11 + 14𝑖 16 + 25𝑖 22 + 41𝑖 
4 3 + 2𝑖 7 + 5𝑖 14 + 12𝑖 25 + 26𝑖 41 + 51𝑖 63 + 92𝑖 
5 5 + 3𝑖 12 + 8𝑖 26 + 20𝑖 51 + 46𝑖 92 + 97𝑖 155

+ 189𝑖 

          𝑟                                  
𝑛                                                                                 

       0         1 2 3 4 5 

0 2 − 𝑖 2 − 𝑖 2 − 𝑖 2 − 𝑖 2 − 𝑖 2 − 𝑖 

1 1 + 2𝑖 3 + 𝑖 5 7 − 𝑖 9 − 2𝑖 11 − 3𝑖 

2 3 + 𝑖 6 + 2𝑖 11 + 2𝑖 18 + 𝑖 27 − 𝑖 38 − 4𝑖 

3 4 + 3𝑖 10 + 5𝑖 21 + 7𝑖 39 + 8𝑖 66 + 7𝑖 104 + 3𝑖 

4 7 + 4𝑖 17 + 9𝑖 38 + 16𝑖 77 + 24𝑖 143
+ 31𝑖 

247
+ 34𝑖 

5 11 + 7𝑖 28 + 16𝑖 66 + 32𝑖 143
+ 56𝑖 

286
+ 87𝑖 

533
+ 121𝑖 
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Şimdi de 𝑟 = 𝑘 için doğruluğunu kabul edelim. Ayrıca 𝑟 = 𝑘 + 1 için sağlandığını               

gösterelim. 

∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑘+1)

𝑡𝑛 = ∑ (∑ 𝐺𝐹𝑖
(𝑘)

𝑛

𝑖=0

) 𝑡𝑖

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                     = (∑ 𝐺𝐹𝑠
(𝑘)

𝑡𝑠

∞

𝑠=0

) (∑ 𝑡𝑗

∞

𝑗=0

) 

                                    =
𝑖 + (1 − 𝑖)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑘+1
 

Teorem 4.1.2 Gauss Hiper-Lucas sayısının üreteç fonksiyonu aşağıdaki şekildedir: 

∑ 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐺𝐿0+𝑡(𝐺𝐿1−𝐺𝐿0)

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
=

2 − 𝑖 + (3𝑖 − 1)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑟
 

İspat Tümeravım yöntemini kullanalım. 𝑟 = 0 için doğruluğunu kanıtlayalım. 

∑ 𝐺𝐿𝑛
(0)

𝑡𝑛

∞

𝑛=0

=
𝐺𝐿0+𝑡(𝐺𝐿1−𝐺𝐿0)

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)0
=

2 − 𝑖 + (3𝑖 − 1)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)
 

Şimdi de 𝑟 = 𝑘 için doğruluğunu kabul edip 𝑟 = 𝑘 + 1 için sağlandığını kanıtlayalım. 

                                            ∑ 𝐺𝐿𝑛
(𝑘+1)

𝑡𝑛 = ∑ (∑ 𝐺𝐿𝑖
(𝑘)

𝑛

𝑖=0

) 𝑡𝑖

∞

𝑛=0

∞

𝑛=0

 

                                  = (∑ 𝐺𝐿𝑠
(𝑘)

𝑡𝑠

∞

𝑠=0

) (∑ 𝑡𝑗

∞

𝑗=0

) 

 =
2 − 𝑖 + (3𝑖 − 1)𝑡

(1 − 𝑡 − 𝑡2)(1 − 𝑡)𝑘+1
 

Teorem 4.1.3  Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Fibonacci sayıları arasında aşağıdaki 

eşitlik vardır. Benzer şekilde bu ilişki Gauss Hiper-Lucas ve Gauss Lucas sayıları 

arasında da geçerlidir. 

𝑛 ≥ 0 , 𝑟 ≥ 1 olacak şekilde 

i)  
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𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐹𝑠

𝑛

𝑠=0

 

ii)  

 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿𝑠

𝑛

𝑠=0

 

dir. 

İspat  

i) Euler-Seidel algoritmasına göre 𝑎𝑛 dizisi aşağıdaki rekürans 

bağıntısına sahiptir. 

𝑎𝑛
0 = 𝑎𝑛, 𝑎0

𝑛 = 𝑎𝑛  (𝑛 ≥ 0)  

için  

𝑎𝑛
𝑟 = 𝑎𝑛

𝑟−1 + 𝑎𝑛−1
𝑟 (𝑛 ≥ 1, 𝑟 ≥ 1) 

burada 𝑎𝑛
𝑟  aşağıdaki ilişkiye sahiptir : 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

buradaki eşitlik yukarıdaki denklemi sağlar. 𝑎𝑛
(0)

= 𝐺𝐹𝑛+1
(0)

= 𝐺𝐹𝑛+1 , 𝑎0
𝑛 = 𝐺𝐹1

𝑟 

koşulları altında 

𝑎𝑛
(𝑟)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖 − 1

𝑛 − 1
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝑎𝑠

0

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

buradan hareketle 

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

=  ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑖

𝑛
) + ∑ (

𝑛 + 𝑟 − 𝑠

𝑟
) 𝐺𝐹𝑠+2

𝑛

𝑠=0

𝑟

𝑖=0

 

         =  ∑ (
𝑛 + 𝑘

𝑛
) 𝑎0

𝑖 + ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐺𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

𝑟

𝑘=0

 

eşitlikte 𝑘 = 𝑟 − 𝑖 ve 𝑏 = 𝑛 − 𝑠 dir. Kombinasyonların aşağıdaki özelliğinden; 
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∑ (
𝑡

𝑎
) = (

𝑐 + 1
𝑎 + 1

)

𝑐

𝑡=𝑎

 

aşağıdaki eşitliği oluşturabiliriz: 

𝑎𝑛+1
(𝑟+1)

= (
𝑛 + 𝑟 + 1

𝑛 + 1
) + ∑ (

𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐺𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛

𝑏=0

 

 = ∑ (
𝑟 + 𝑏

𝑟
) 𝐺𝐹𝑛−𝑏+2

𝑛+1

𝑏=0

 

dolayısıyla 

𝑎𝑛−1
𝑟 = 𝐺𝐹𝑛

𝑟 = ∑ (
𝑟 + 𝑏 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑏=0

𝐺𝐹𝑛−𝑏 = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐹𝑠 

elde edilir. 

(ii) ispatı  (i) ispatına benzer. 

Teorem 4.1.4 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayılarının aşağıdaki 

rekürans bağıntıları vardır. 

𝑛 ≥ 2 ve 𝑟 ≥ 1 olacak şekilde  

i) 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

= 𝐺𝐹𝑛−1
(𝑟)

+ 𝐺𝐹𝑛−2
(𝑟)

+ 𝑖 (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) + (1 − 𝑖) (

𝑛 + 𝑟 − 2
𝑟 − 1

) 

ii) 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

= 𝐺𝐹𝑛−1
(𝑟)

+ 𝐺𝐹𝑛−2
(𝑟)

+ (2 − 𝑖) (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) + (−1 +

3𝑖) (
𝑛 + 𝑟 − 2

𝑟 − 1
) 

 

İspat  

ii)  

       𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠  

                         = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

(𝐺𝐿𝑠−1 + 𝐺𝐿𝑠−2) 
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   = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠−1 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿𝑠−2

𝑛

𝑠=0

 

           = ∑ (𝑛 + 𝑟 − (𝑠 + 1) − 1
𝑟 − 1

)

𝑛−1

𝑠=−1

𝐺𝐿𝑠 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − (𝑠 + 2) − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿𝑠

𝑛−2

𝑠=−2

 

                         = ∑ (
(𝑛 − 1) + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠 + (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿−1 

    + ∑ (
(𝑛 − 2) + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−2

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠 + (
𝑛 + 𝑟 − 2

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿−1 

                        + (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐿−2 

                         = 𝐺𝐿𝑛−1
(𝑟)

+ (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) (−1 + 3𝑖) + 𝐺𝐿𝑛−2

(𝑟)
(

𝑛 + 𝑟 − 2
𝑟 − 1

) (−1 + 3𝑖) 

                         + (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) (3 − 4𝑖) + 𝐺𝐿𝑛−2

(𝑟)
(

𝑛 + 𝑟 − 2
𝑟 − 1

) (−1 + 3𝑖) 

+ (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) (3 − 4𝑖) + 𝐺𝐿𝑛−2

(𝑟)
(

𝑛 + 𝑟 − 2
𝑟 − 1

) (−1 + 3𝑖) 

                         + (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) (3 − 4𝑖) 

                         = 𝐺𝐿𝑛−1
(𝑟)

+ 𝐺𝐿𝑛−2
(𝑟)

+ (2 − 𝑖) (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) + (−1 + 3𝑖) (

𝑛 + 𝑟 − 2
𝑟 − 1

) 

 

Bu ispat (i) ispatına benzer. 

Teorem 4.1.5 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayılarının toplam 

formülleri aşağıdaki şekilde ifade edilir. 

𝑛 ≥ 1 ve 𝑟 ≥ 1 için 

i)  

∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑠)

=

𝑟

𝑠=0

𝐺𝐹𝑛+1
(𝑟)

− 𝐺𝐹𝑛−1 

ii)  
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∑ 𝐺𝐿𝑛
(𝑠)

=

𝑟

𝑠=0

𝐺𝐿𝑛+1
(𝑟)

− 𝐺𝐿𝑛−1 

dir. 

İspat  

i)  

∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑠)

= ∑ (∑ (
𝑛 + 𝑠 − 𝑡 − 1

𝑠 − 1
) 𝐺𝐹𝑡

𝑛

𝑡=0

)

𝑟

𝑠=1

𝑟

𝑠=1

 

                  = ∑ (𝐺𝐹𝑡 ∑ (
𝑛 + 𝑠 − 𝑡 − 1

𝑠 − 1
)

𝑟

𝑠=0

)

𝑛

𝑡=0

 

      = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑡 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐹𝑡

𝑛

𝑡=0

 

                                   = ∑ (
(𝑛 + 1) + 𝑟 − 𝑡 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐹𝑡

𝑛+1

𝑡=0

− 𝐺𝐹𝑛+1 

                                                  = 𝐺𝐹𝑛+1
(𝑟)

− 𝐺𝐹𝑛+1 

buradan 

∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑠)

= 𝐺𝐹𝑛
(0)

+ ∑ 𝐺𝐹𝑛
(𝑠)

𝑟

𝑠=1

𝑟

𝑠=0

 

                           = 𝐺𝐹𝑛
(0)

+𝐺𝐹𝑛+1
(𝑟)

− 𝐺𝐹𝑛+1 

                                                                    = 𝐺𝐹𝑛 + 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

− 𝐺𝐹𝑛 − 𝐺𝐹𝑛−1 

             = 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

− 𝐺𝐹𝑛−1 

buradaki ispat  (ii) ispatına benzer. 

Teorem 4.1.6 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayıları arasında 

aşağıdaki ilişki vardır. 

𝑛 ≥ 1,  𝑟 ≥ 1 olsun. 

𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

+ 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= 2𝐺𝐹𝑛+1
(𝑟)

− 𝑖 (
𝑛 + 𝑟
𝑟 − 1

) 

dir. 

   İspat : 
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 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

+ 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐹𝑠 + ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

(𝐺𝐹𝑠 + 𝐺𝐿𝑠) 

            = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

2𝐺𝐹𝑠+1 

            = 2 ∑ (
𝑛 + 𝑟 − (𝑠 − 1) − 1

𝑟 − 1
)

𝑛+1

𝑠=1

2𝐺𝐹𝑠+1 

           = 2 (∑ (
(𝑛 + 1) + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛+1

𝑠=0

𝐺𝐹𝑠 + (
𝑛 + 𝑟
𝑟 − 1

) 𝐺𝐹0) 

           = 2𝐺𝐹𝑛+1
(𝑟)

− 𝑖 (
𝑛 + 𝑟
𝑟 − 1

) 

Teorem 4.1.7 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayıları arasında 

aşağıdaki ilişki vardı. 

𝑛 ≥ 1, 𝑟 ≥ 1 olmak üzere 

𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

− 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= −2 (𝐺𝐹𝑛−1
(𝑟)

+ (1 − 𝑖) (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
)) 

şeklindedir. 

 

İspat  

 𝐺𝐹𝑛
(𝑟)

− 𝐺𝐿𝑛
(𝑟)

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐹𝑠 − ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

𝐺𝐿𝑠

= ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

(𝐺𝐹𝑠 − 𝐺𝐿𝑠) 

       = ∑ (
𝑛 + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛

𝑠=0

−2𝐺𝐹𝑠−1 

         = −2 ∑ (
𝑛 + 𝑟 − (𝑠 + 1) − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑠=−1

𝐺𝐹𝑠 

     = −2 (∑ (
(𝑛 − 1) + 𝑟 − 𝑠 − 1

𝑟 − 1
)

𝑛−1

𝑠=0

𝐺𝐹𝑠 + (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) 𝐺𝐹−1) 
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                 = −2 (𝐺𝐹𝑛−1
(𝑟)

+ (
𝑛 + 𝑟 − 1

𝑟 − 1
) + (1 − 𝑖) (

𝑛 + 𝑟 − 1
𝑟 − 1

)) 
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5. SONUÇ VE ÖNERİLER 

Bu tez çalışmasında, Fibonacci ve Lucas sayılarına ilişkin temel tanımlar, Binet 

formülleri, üreteç fonksiyonları ve bu sayıların polinomları incelenmiş; ayrıca bu 

sayıların karakteristik özelliklerine yer verilmiştir. İkinci bölümde ise Gauss Fibonacci 

ve Gauss Lucas sayılarına dair temel tanımlar sunulmuş, bu sayıların polinomları ve 

yapısal özellikleri detaylandırılmıştır. Üçüncü bölümde, Hiper-Fibonacci ve Hiper-

Lucas sayılarının tanımları yapılmış, bu sayıların birbirleriyle olan ilişkileri ortaya 

konulmuş ve üreteç fonksiyonları verilmiştir. Bu sayıların bazı özellikleri de 

örneklerle desteklenerek açıklanmıştır. Son bölümde, önceki bölümlerde tanımlanan 

Gauss Fibonaci ve Gauss Lucas sayılarına dayalı olarak Gauss Hiper-Fibonacci ve 

Gauss Hiper-Lucas sayıları tanımlanmış bu yeni sayı dizileriyle ilgili çok sayıda 

teorem ve özellik elde edilerek literatüre katkı sağlanmıştır. 

Öneri olarak  Gauss Fibonacci sayıları, Gauss Fibonacci Polinomları ve Gauss 

Hiper-Fibonacci sayıları temel alınarak Gauss Hiper-Fibonacci  polinomları 

tanımlanabilir. Bu doğrultuda yapılacak çalışmaların teorisi ve kombinatorik alanında 

yeni açılımlar sağlayacağı ön görülmektedir. 
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