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Bu tez calismasi, dort ana boliimde yapilandinilmistir. Ik béliimde,
Fibonacci ve Lucas say1 dizileri ele alinmis; bu dizilere iliskin Binet formiilleri,
irete¢ fonksiyonlar1 ve temel 6zellikler kapsamli bigimde incelenmistir. Ayrica s6z
konusu sayilarin polinomsal ifadeleri ile bu ifadelere ait belirli 6zellikler bu
boliimde degerlendirilmektedir.

Ikinci bolimde, Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas dizilerinin tanimlari
sunulmus bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlari, ilk terimlerinin toplamlar1 ve cassini
Ozdeslikleri gibi yapisal 6zelliklerine odaklanilmistir. Ek olarak, bu say1 dizilerinin
polinomlar1 ve bunlarin 6ne ¢ikan 6zellikleri de ayrintili bigimde ele alinmustir.

Uciincii  boliimde, Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas dizileri iizerinde
durulmustur. Bu sayilarin rekiirans bagintilar1 agiklanmis, klasik Fibonacci ve
Lucas dizileri ile olan iliskileri analiz edilmistir. Ayrica bu sayilarin iireteg
fonksiyonlar1 incelenmis ve ilgili polinomlarin temel karakteristik yapilari
aktarilmistir.

Son bolimde Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilari
tanimlanmistir. Bu sayilarin iirete¢ fonksiyonlari, bu sayilarin birbirleri ile olan
toplamlari, farklari ile ilgili 6zellikler ve rekiirans bagntilar tanimlanmigtir.

ANAHTAR KELIMELER: Fibonacci Sayilari, Lucas Sayilari, Gauss Fibonacci
Sayilar1, Gauss Lucas Sayilar1, Hiper Fibonacci Sayilari, Hiper Lucas Sayilari



ABSTRACT
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This thesis is structured in four main chapters. In the first chapter, Fibonacci
and Lucas number sequences are discussed and Binet formulas, generator functions
and basic properties of these sequences are analyzed comprehensively. In addition,
polynomial expressions of these numbers and certain properties of these
expressions are evaluated in this section.

In the second part, the definitions of Gauss Fibonacci and Gauss Lucas
sequences are presented, focusing on structural properties of these numbers such as
generating functions, sums of their first terms and Cassini identities. In addition,
the polynomials of these sequences of numbers and their prominent properties are
discussed in detail.

In the third chapter, we focus on the Hyper-Fibonacci and Hyper-Lucas
sequences. The recurrence relations of these numbers are explained and their
relations with the classical Fibonacci and Lucas sequences are analyzed. Moreover,
the generating functions of these numbers are analyzed and the basic characteristic
structures of the related polynomials are presented.

In the last section, Gauss Hyper-Fibonacci and Gauss Hyper-Lucas numbers
are defined. The generating functions of these numbers, the properties of the sums
and differences of these numbers with each other and the recurrence relations are
defined.

KEYWORDS: Fibonacci Numbers, Lucas Numbers, Gauss Fibonacci Numbers,
Gauss Lucas Numbers, Hyper Fibonacci Numbers, Hyper Lucas Numbers
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1. GIRIS

Fibonacci ve Lucas dizileri, matematiksel anlamda en 6nemli say1 dizilerinden
ikisi olup, pek ¢ok farkli 6zellige ve bu o6zelliklerin bir sonucu olarak cesitli
genellestirmelere sahiptir. Bu genellestirmelerden biride kompleks sayilar kiimesine
yonelik olarak gelistirilmistir. S6z konusu genellemeler yeni problemlerin ortaya
konmasinda ve bazi 6zel yapilarin kesfedilmesinde matematik diinyasina 6nemli

katkilar saglamistir.

Fibonacci dizisinde ardisik iki terimin orani, altin oran olarak bilinen 6zel bir
saylya karsilik gelir. Bu oran ve Fibonacci dizisi yalnizca giinimiizde degil, antik
donemlerden bu yana mimari, biyoloji, giizel sanatlar ve fizik gibi bir¢ok alanda

uygulama alani bulmustur.

Fibonacci ve Lucas dizileri arasindaki iliski, bu dizilere ait pek ¢ok 6zdesligin
kesfedilmesini saglamistir. A.F. Horadam, Fibonacci sayilarimi kompleks sayilar
diizlemine tasiyarak, bu dizilerle ilgili ¢esitli 6zellik ve 6zdeslikleri Gauss Fibonacci

sayilar i¢in yeniden tanimlamaistir.

Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas dizileri ise Dil ve Mezo (2008) tarafindan

tanitilmig ve literatiire kazandirilmistir.

Bu tez calismasinda ise Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas dizileri temel
alinarak, Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas say1 dizileri tanimlanmis; bu

dizilere ait cesitli 6zellikler detayli bicimde ele alinmistir.
1.1 Temel Tamim ve Teoremler
Boliimde, diger boliimlerde kullanilan temel tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 1.1.1 ay, a4, a,, as, ay, as, ... a,, ... sonsuz bir dizi olarak verilsin. k € N ve
f:N — ZF bir fonksiyon tanimlansin. Baslangi¢ degerleri ay, ay, a,, as, as, as, ... Ax_1

veVn > k igin;



an = f(n' Ap-1,0n—2,Ap-3,n_4, Ap_s, -, an—k)

fonksiyonuna k. dereceden rekiirans bagintisi denir (Koshy 2001).

Tamim 1.1.2 a,, bir sonsuz dizi, k € N sabit katsayz, fy, f1, f2, f3, -, fx N> den R’ ye

tanimli bir fonksiyon olsun ve f; (n) # 0 olmak ilizere V n > k igin;

a, = fiMa,_1 + frMay_, + fs(Ma,_3+ -+ fr(Man_ + fo(M)a,

seklindeki rekiirans bagintisina k. mertebeden lineer indirgeme bagintis1 denir (Koshy

2001).

Eger fi,f2, f3, ..., fi fonksiyonlari f;(n) = b;; (1 <i < k) seklinde sabit fonksiyonlar

ise bagint1 su hale gelir:

ap = b1an_1 + bay_5 + bsan_3 + - bran_i + fo(n)

ve bu tiir bagintiya sabit katsayili rekiirans bagintis1 denir.
Eger Vn € N igin fy(n) = 0 ise

an = fi(M)a,1 + r(Man_; + fs(M)ay_z + -+ fr(M)a,_x
rekiirans bagintisina homojen rekiirans bagintisi denir.
Teorem 1.1.1 a,, = c;a,,_1 + c,a,_, rekiirans bagntisi olsun. Bu sekildeki rekiirans
bagintisinin karakteristik denklemi;
r’=cr+c=0

kokleri & ve  olmak {izere bu denklemin genel ¢6ziimii

a, = ca™+dp™ dir (Koshy 2001).
1.2 Fibonacci Ve Lucas Sayilari
Tammm 1.2.1 F, = 0,F; = 1 ven = 0 igin gegerli olmak tizere Fibonacci dizisi;
Foio = By + Foya

bagintisi ile tanimlanir (Koshy 2001).



Tablo 1.2.1 Fibonacci Sayilarinin Bazi Terimleri

n | o] 1] 2137475/ [e6] 7
E, | 0 1 1 2 3 5 8 | 13

Foyo = F+ Fop

Rekiirans bagintisini kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz:

B, =Fnyp — Fog

Bu esitlikten yararlanilarak negatif indisli Fibonacci say1 dizisi olusturabilir.
Ornegin :

F_1 =] Fl - FO = 1
F—Z - FO - F—l == _1
F_3 - F_1 - F—Z - 2

Tanmim 1.2.2 Negatif inidisli Fibonacci sayilarini ifade eden genel formiil su sekildedir:
Fy = 0, F; = 1 baslangi¢ kosullariyla ve n = 0 i¢in gegerli olmak iizere;

= (_1)n+1Fn

olarak verilir (Koshy 2001).
Tanmim 1.2.3 Ly = 2,L; = 1 ve n > 2 olmak {izere Lucas dizisi;

Ly =Lpq+Ln_,

bagintisi ile tanimlanir (Koshy 2001).

Tablo 1.2.2 Lucas Sayilarinin Bazi Terimleri

Lpyz =Ln+Lpys

Rekiirans bagintisini kullanarak asagidaki esitligi yazabiliriz:



Ly =Lpiz — Lpya

Bu esitlikten yararlanilarak negatif indisli Lucas say1 dizisi olusturabilir.

Ornegin:

Tamim 1.2.4 Negatif inidisli Lucas sayilarini ifade eden genel formiil su sekildedir:
Lo = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullariyla ve n = 0 i¢in gegerli olmak iizere;

L,=(=D"L,

olarak verilir (Koshy 2001).
Teorem 1.2.1 Fibonacci Ve Lucas Sayilari i¢in Binet Formiilleri
E, Fibonacci dizisi

Fy=Foq1+Fr
rekiirans bagintisina sahiptir. Bu bagintiya ait karakteristik denklem:
x*—x—1=0

seklindedir. Bu denklemin kokleri:

1445

=7
1—-+/5

B = >

olarak bulunur. Burada « altin oran ve 8 giimiis oran olarak ifade edilir.

) Fibonacci sayisinin binet formiilii :

a — g™
T

a—p
i) Lucas sayisinin binet formiilii :

4



L,=a™+p"

boyledir (Koshy 2001).
Ispat
1) E, = F,,_1 + F,,_, bubagmtinin karakteristik denklemi,

x2—x—-1=0

dir.
Denklemin kokleri

1445 _1-+5
& 4 rF &

seklindedir. Denklemin genel ¢6ziimii;

_ (1+45)" 1-v5\"
L

seklinde olacaktir. Ve buradan c¢; = — ve Cy = — L pulunur. Buradan hareketle

V5 V5
Fibonacci dizisi i¢in Binet formiilii:

. _i<1+\/§>n_i<1—\/§>n

"5 2 V5 2
dir.
O halde

1++/5 1—-+/5

a = , = vea—f = V5
2 2
oldugundan
a — 'Bn
E, = = p

elde edilir.

i) L, = L,_41 + L,_, bu bagintinin karakteristik denklemi,

5



x*—x—1=0

dir.
Denklemin kokleri

1++/5 1-+/5
a=— F=—

seklindedir. Denklemin genel ¢oziimii:

B 1+V5\" 1-v5\"
Ln—c1< > >+cz< > )

seklinde olacaktir.Ve buradan ¢c; = 1 ve ¢, = 1 bulunur. O halde bu dizi igin Binet

formuli

L (1445 " L (=5 Y
- 2 2
seklinde olacaktir. Buradan

L,=a™+p"

elde edilir.
Teorem 1.2.2 Fibonacci Say1 Dizisi I¢in Urete¢ Fonksiyonu
Fy = 0, F; = 1 baslangig kosullar1 ve n = 2 olmak iizere;

B, =F_1+F,;

Fibonacci sayisinin elemanlarimni iireten iirete¢ fonksiyonu

X

g(ac)=—1_x_x2

seklindedir (Koshy 2001).

Ispat Fibonacci say1 dizisinin iirete¢ fonksiyonu



90 = ) R
n=1

= le + szz + z ann

n3

= F;x + Fyx? +Z(Fn 1+ Fp_)x™

= Fix + F,x? +2Fn 1x" +2Fn 2x™

=x + x? +xZFx + x2 ZFx

= x + x? +x<ZFx" ) xzanx”
n=1

n=1
=x+x%+x(g(x) —x) +x%g(x)
=x+x%+xg9(x) —x?+x2g(x)

Bu esitlik i¢in diizenleme yapilirsa

g)A—x—x*)=x

olur ve

‘g(x):l—x—x2

elde ederiz.
Teorem 1.2.3 Lucas Sayi Dizisi I¢in Urete¢ Fonksiyonu
Lucas dizisi Ly = 2, L; = 1 baslangi¢ kosullariyla ve n > 2 olmak iizere;

Ly =Lpq+Ln_,

Lucas sayisinin elemanlarini iireten iirete¢ fonksiyonu

2—x

g(x)=1_x_x2

(Koshy 2001).

Teorem1.24 Q = H é]olsun. Bu durumda



FZ Fl] n Fn+1 Fn ] ;
= ve Q" = dir (Koshy 2001).
o=l Rlveer=[5 5] dir coshy 200m
Teorem 1.2.5
1) Fibonacci dizisinin Cassini 6zdesligi :
Fpy1Fno1 — (Fn)z = (D"
i) Lucas dizisinin Cassini 6zdesligi :
Lyy1ln_q — (Fy 2 = 5(_1)n+1
(Koshy 2001).
Ispat
1) Ispatin1 tiimevarim ile gdsterelim. n =1 icin dogru oldugunu
gosterelim.

FFo — (F)? = (-1)!
=1.0—-1=-1

oldugu goriiliir. Simdi de n = k icin F,1F,,_; — (E,)? = (—1)"dogru kabul edip

n = k + 1 oldugunda esitlige bakalim.

Fii2F — (Fri1)? = (=1)**1dogrulugunu gosterelim:

= (Fies1—F=1) Fi + Fiep1) — (Fi41)?

= Fs1Fx + (Fir1)? = FeetFr = Fie—1Fieyq — (Fieq)?
= Fi41Fi — Fee1Fie — (F)? — (= DF+!

= Fis1Fe—Fi(F—1 + F) + (D!

= Fr1Fx = Fey1 Fe + (=1)F1

— (_1)k+1

oldugu gortiliir.

i) Ispatn1 tiimevarim ile gosterelim. n =1 icin dogru oldugunu

gosterelim.

LyLo — (L1)2 = 5(—1)2
=32—-1=5



oldugu goriiliir. Simdi de n = k igin Ly 1Li—1 — (Li)? = 5(=1)**1dogru kabul
edip

n=k+1igin
LisoLy — (Lgs1)? = (—1)**2 dogrulugunu gosterelim.

= (Lgs1—Lr-1) (L + Liy1) — (Lgs1)?

= Lyl + (Li41)? = L1l — Lo Lyerr — (Liy1)?
= Ligs1Le = L1 Ly — (Li)? = 5(=1)*?

= Lics1Le—Li(Li—q + Li) + 5(=1)k*?

= Liy1Li = Ligy1 Ly + 5(=1)**?

= 5(—1)k*2

oldugu goriiliir.
Teorem 1.2.6 Fibonacci ve Lucas dizileri i¢in baz1 6zellikler asagida verilmistir.

i) n>1li¢in F_q + Fpyq =Ly
i) L1+ Lpyy = 5E,

iy Fy, = EL,

iv) (F)? + (Fpo1)? = Fany

V) (Lp)? + (Lp—1)® = 5F2p_q

1.3 Fibonacci Ve Lucas Polinomlar1

Tanim 1.3.1 : F,(x) Fibonacci polinomu i¢in
n > 0 ve baslangi¢ kosullar1 Fy(x) = 0 ve F;(x) = 1 olmak tizere,

Frp2(x) = xFppq(x) + Fy(x)

rekiirans bagintisi ile tanimlanir (Koshy 2001).



Tablo 1.3.1 Fibonacci Polinomlariin Bazi Terimleri

n 0 1 2 3 4 5

E,(x) 0 1 x x2+1 | x3+2x

Tamm 1.3.2 L, (x) Lucas polinomu i¢in

n = 0 olmak tizere Ly(x) = 2 ve L,(x) = x baslangi¢ kosullari i¢in

Lyiz(x) = xLpyq(x) + Ly (x)

bagintisi ile tanimlanir (Koshy 2001).

Tablo 1.3.2 Lucas Polinomlarinin Bazi Terimleri

L,(x) 2 x x24+2 | x3+3x | x*+4x?
+ 2

Tamim 1.3.3 n > 0 ve baslangi¢ kosullar1 Fy(x) = 0 ve F;(x) = 1 olmak tizere,

Fibonacci polinomunun iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekildedir (Koshy 2001).

- 1
E,(0)th = ————
Z n(0t 1—xt —t2
n=0
Tamm 1.3.4n > 0 ve Ly(x) = 2, L;(x) = x igin,

Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu asagidaki sekildedir (Koshy 2001).

iL o 2 —xt
n(*) 1 —xt—t2
n=0

Tamim 1.3.5 F,(x) Fibonacci polinomu i¢in Binet formiilii asagidaki gibidir.

Fibonacci polinomunun karakteristik denkleminin kokleri

10



x+Vx2+4
alx) =——
2
ve
x—Vx2+4
BO) = ————
dir.

Bu durumda Fibonacci polinomunun Binet formiilii

@) — B
B == =™

dir (Koshy 2001).

Tanim 1.3.6 L, (x) Lucas polinomu i¢in Binet formiilii asagidaki gibidir:

x+Vx2 +4
a(x) = ————
2
ve
S
Bl = ————

L,(x) Lucas polinomu icin Karakteristik denkleminin kokleridir. L,(x) Lucas

polinomunun Binet formiilii

Lyp(x) = a(x)™ + B()"

dir (Koshy 2001).

11



2. ONCEKI CALISMALAR

2.1 Gauss Sayilar

Gauss sayist karmasik (kompleks) bir sayidir. a,b € Z ve i =V —1 olmak
lizere  z = a + ib seklinde tanimlanan say1 karmagik sayidir (Koshy 2001).

Bu boliimde Gauss Fibonacci ve Gauss Lucas sayilari i¢in bazi tanimlar ve bazi

ozellikler incelenmistir.
Tanim 2.1.1 Gauss Fibonacci Sayillar1 GF, = i, GF; = 1 ve n > 1 olmak iizere;

GF, = F, + F,_,i

ven = 0 icin

GFpiz = GEy + GFpyq

Gauss Fibonacci dizisi bu bagint1 ile tanimlanir (Koshy 2001).

Tablo 2.1.1 Gauss Fibonacci Sayilarinin Bazi Terimleri

GE, i 1 1+i | 2410 | 3+2i|5+3i

Tanim 2.1.2 Gauss Lucas Sayilar1 GLy =2 — i, GL; =1+ 2iven = 1 i¢in
GL, =L+ L,_4i
ven = 0 i¢in

GLpy2 = GLy + GLpyq

Gauss Lucas dizisi bu baginti ile tanimlanir (Koshy 2001).

Tablo 2.1.2 Gauss Lucas Sayilarinin Bazi Terimleri

12



GL, 2—1 | 1+2i| 3+i [4+3i|7+4i| 11
+7i

Teorem 2.1.1 Gauss Fibonacci say1 dizisinin n terim toplami asagidaki sekilde
tanimlanir (Koshy 2001).

n
ZG Foes — 1

j=0
Ispat n = 0 icin kanitlayalim.
GFy=GF,—1=i

n = k i¢in sagladigimi kabul edip n = k + 1 i¢in saglandigini1 gésterelim

- GFk+2_1+GFk+1
= GFry3—1

Teorem 2.1.2 Gauss Lucas say1 dizisinin n terim toplami asagidaki sekilde tanimlanir
(Koshy 2001).

n
z GLj = GLyyp — (1 + 20)
-

Ispat n = 0 icin kamtlayalim.
GLy=GL,— (1+2i)=2—1i
n = k i¢in sagladigini kabul edip n = k + 1 i¢in saglandigin1 gosterelim

k+1

= GLk+2 - (1 + Zl) + GLk+1

= GLyys — (1 + 20)

13



Tamm 2.1.3 Gauss Fibonacci dizisi GF, = i, GF; = 1 bu kosullar altinda ve n >0

olmak iizere negatif indisli Gauss Fibonacci say1 dizisinin n. terimi agagidaki sekilde

ifade edilir (Koshy 2001).

GF_, = (_1)n_1(Fn — Fryqi)

Tamm 2.1.4 Gauss Lucas dizisi, GLy, = 2 — i, GL; = 1 + 2i baslangi¢ kosullariyla
ve n > 0 i¢in negatif indisli Gauss Lucas say1 dizisinin n. terimi asagidaki gibidir
(Kosyh 2001).

GL_p = (=D"(Ly — LpgqD)

Teorem 2.1.3 Gauss Fibonacci ve Gasuss Lucas say1 dizileri igin tirete¢ fonksiyonlari
bu sekildedir:

) GF, = i, GF; = 1 baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 olmak flizere;

GF, = GF,_, + GF,_,

Gauss Fibonacci sayisinin elemanlarini tireten tireteg fonksiyonu

i+1—-ix

IO =T

i) GLy, = 2 —i,GL, = 1 + 2i baslangi¢ kosullar1 ve n > 2 olmak iizere;

GLy, = GL,_y + GL,_,

Gauss Lucas sayisinin iireteg¢ fonksiyonu

2—i+@Bi—1t
1-t—t?

g(x) =
seklindedir (Koshy 2001).

Ispat

14



glx) = Z GE,x™
n=1

= GF;x + GF,x? + z GE,x™

n=3

= GF;x + GF,x? + Z(GFn—1 + GF,_,)x"

n=3

= GF;x + GF,x? + z GF,_x™ + 2 GF,_,x™

n=3 n=3

=x+ (1+i)x?+ xE GE,x"™ + x? z GE,x™
n=2 n=1

=x+(1+i)x?+x (Z GE,x" — x) +x? Z GE,x"
n=1

=x+ (1+)x%+x(g(x) —x) + x2g(x) "~
=x+ (14 i)x?+xg(x) — x* + x%g(x)

esitlik diizenlenirse Gauss Fibonaccci dizisinin iirete¢ fonksiyonu

i+(1-ix

I =T

seklindedir.
i) Ispat (i) deki ispata benzer sekildedir.

Teorem 2.1.4 Gauss Fibonacci ve Gasuss Lucas say1 dizilerinin cassini 6zdeslikleri

asagida verilmistir (Kosyh 2001).

i) n > 1icin GFpy1GF,_q — (GE)? = (-1)™(2 — i)
i)  n>1icin GLyy,GL,_, — (GLy)? = 5(=1)"1(2 — i)

Ispat
1) n = 1 i¢in dogru oldugunu goérelim

GF,GFy — (GF)? = (~1)(2 —i) = =2 + i

n = k oldugunda sagladigin1 kabul edip n = k + 1 i¢in saglandigin1 gosterelim.
GFn2GF, — (GFn+1)2 = (GFpy1 + GE)(GFpyq — GFyy)

15



—(GFy41)?
= GF41GFp41 — GF 1 GFy g + GE,GFy 4
—GE,GFy_y — (GFy4)?
= GF,GF,,, — GF,GF,_4
+((=D"(2 - 1) = (GFY?)
= GF,(GFpy1 — GF,_1)
+((-D™(2 - — (GE?)
= (GF)* + ((-D"(2 - 1) — (GK)?)
=(=D"2 -0

i) = 1 i¢in dogru oldugunu goérelim

GL,GLy— (GL)* =B+ )2 -i)— (1 +2)*=(-52-10)

n = k icin sagladigini kabul edelim ve n = k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

GLp42GLy — (GLpy1)? = (GLpyq + GLp) (GLpyy — GLyp_4)

—(GLn11)?
= GLp+1GLlyy1 — GLy 1 GLy g + GLyGLy 4
~GLnpGLy_1 — (GLyy1)?
= GL,GLy 1 — GL,GL,_,
+(G(=D™(2 - 1) — (GLp)?)
= G (GFpyq — GFyq)
+(G(=D™(2 - 1) — (GLp)?)
= (GLy)* + (5(-D"(2 = 1) — (GLp)?)
=5(-1D)™1(2-1i)

dir.

2.2 Gauss Fibonacci Ve Gauss Lucas Sayilarimin Polinomlari

16



Tamm 2.2.1 GF,(x) Gauss Fibonacci polinomu i¢in
n = 1olsun. GF;(x) = 1 ve GF,(x) = x + i baslangi¢ kosullariyla birlikte,

GFpi1(x) = xGF,(x) + GF,_q (%)

bagintisi ile tanimlanir (Ozkan ve Tastan 2020).

Teorem 2.2.1 GF,(x) Gauss Fibonacci polinomu ve F,(x) Fibonacci polinomu igin

n = 2 olmak lizere

GFri1(x) = Fpp () + iFp_1(x)

dir (Ozkan ve Tastan 2020).

Tamm 2.2.2 GF,(x) Gauss Fibonacci polinomu i¢in Binet formiilii asagidaki gibidir.

x+Vx2+4
a(x) =
2
ve
x —VaT T4
ﬁ(X)=T

E,(x) polinomunun karakteristik denkleminin kokleridir. F,(x) polinomunun Binet

formila

a1 ) (@) + 1) = )" THB(X) + 1)

G0 = 2~ B

dir (Ozkan ve Tastan 2020).
Tamim 2.2.3 GL,(x) Gauss Lucas polinomu igin
n = 2olsun. GL;(x) = x + 2i, GL,(x) = x? + 2 + xi baslangic kosullariyla

GLpy1(x) = xGLy(x) + GLp_1 (%)

bagntist ile tanimlanir (Ozkan ve Tastan 2020).

17



Teorem 2.2.2 GL, (x) Gauss Lucas polinomu ayni zamanda L, (x) Lucas polinomu

icinn > 2 olsun.

GLpy1(x) = Ly (x) + ily_1(x)

Gauss Lucas polinomunun rekiirans bagintisidir (Ozkan Ve Tastan 2020).

Tanim 2.2.4 GL,,(x) Gauss Lucas polinomu i¢in Binet formiilii asagidaki gibidir.

x+Vx2+4
alx) =——
2
ve
x—VxZ+4
Bl ==

L, (x) polinomunun karakteristik denkleminin kokleridir. L, (x) Lucas polinomunun

Binet formuli

GLy(x) = a™ () (aCx) + ) — "1 (B() +1)

dir (Ozkan ve Tastan 2020).

18



3. HiPER-FIBONACCI VE HiPER-LUCAS SAYILARI

Hiper-Fibonacci ve Hiper-Lucas sayilari klasik Fibonacci ve Lucas sayilarinin

genellestirilmis bir versiyonudur.

[k olarak Dil ve Mezo tarafindan tanimlanmistir. Bu tanimlama yapilirken

Euler Seidel matrisin rekiirans bagintisindan yararlanilmistir.

3.1 Hiper-Fibonacci Ve Hiper-Lucas Sayilari

Tamim 3.1.1 Bir a,, dizisi i¢in bu diziye karsilik gelen Euler Seidel matrisi asagidaki

sekilde rekiirans bagintisina sahiptir (Dil ve Mez6 2008).

al = a, (n=0)

ve

ak=ak1+a;1(n=0k=1)
Tamim 3.1.2 Hiper-Fibonacci sayilari asagidaki gibi tanimlanir.

E? =F,F"” =0,F" =1

olmak tuzere

n
Fn(r) _ Z Fk(r—1)
k=0

dir (Dil ve Mezo6 2008).

Tanim 3.1.3 Hiper-Lucas sayilar1 asagidaki gibi tanimlanir (Dil ve Mezo 2008).

LY =1, =21 =2r +1

olmak tizere
n
LY = Z Ly
k=0

19



Teorem 3.1.1 Hiper-Fibonacci sayisinin iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir (Dil ve
Mezo 2008).

o

1
M n
E th =
z n 1-t—-t>HA-t)"

n=0

Ispat Tiimeravim yontemini kullanalim. r = 0 igin dogrulugunu gosterelim.

o)

ZF(O)tn _ 1 __ 1
n 1-t—-t>)A1-0t)° @A-t—-t?

n=0
r = k i¢in saglandigini kabul edelim ve r = k + 1 i¢in dogrulugunu gosterelim.

o 0 n
Z F*+Dn _ Z (Z Fi(k)) £

0 =0

— } 1
(1 —t—t2)(1 - )kt

Teorem 3.1.2 Hiper-Lucas sayisinin iireteg fonksiyonu asagidaki gibidir (Dil ve Mezo
2008).

- 2t
ZLg)tn _

1-t—-t>H)A-0)
n=0

Ispat Tiimeravim ydntemini kullanalim. = 0 igin dogrulugunu gosterelim.

(o]

YT A=-t—t)(A -1t (1-t-—t?)

n=0

Simdi de r = k i¢in saglandigim1 kabul edelim ve r =k + 1 i¢in dogrulugunu

gosterelim.

0 o] n
S e =y (Z Lgk))

n=0 n=0 \i=0

20



[oe]

<Z L(k)ts) i ¢

=0 ]:0

~ 2—t
(-t —t?)(1 -kt

Teorem 3.1.3 Hiper-Fibonacci ve Fibonacci sayilar1 arasinda asagidaki iliski vardir
(Dil ve Mez6 2008).

n

F;fr)ZZ(n-l_::i_l)Fs

s=0

Ispat Euler-Seidel algoritmasina gore a,, dizisi asagidaki rekiirans bagitisina sahiptir:

ad = a,,ay =a" (n=0)
i¢in
ahb=ay'+a,_(n=1r=1)
burada a;, asagidaki iliskiye sahiptir:

r

: n
) n+r—i—1\ . n+r—s—1
“"r_z< n—1 a + r—1 a

i=0 s=0

© _ pO) _

n+1 —

buradaki esitlik yukaridaki denklemi saglar. a i1 » @y = F{ olmak

luzere

T

. n
) _ n+r—i—1\ . n+r—s—1
anr—Z( n—1 a + r—1 as

i=0 s=0
Buradan hareketle
-+ =+
n r — n r—=S
= (T () e
i=0 s=0
n
n+k\ . r+b
DX LT Y (L
k=0 b=0

esitlikte k = r — i ve b = n — s dir. Kombinasyonlarin bu 6zelliginden

21



ai1)

(o)

I
Yo

~
I
Q

asagidaki esitligi olusturabiliriz:

n
1 n+r+1 r+b
a1(1r++1)= n+1 +2< ) n—b+2

b=0
n+1
_ (r + b) F
- Z r n—b+2
b=0
ve
n—1 n
r+b— 1 n +r— s -1
a,ﬁ_lerf:Z( r—1 Z )FS
b=0 s=0
olacaktir.

Teorem 3.1.4 Hiper-Lucas ve Lucas sayilar1 arasinda asagidaki iliski vardir (Dil ve
Mez6 2008).

Lg):zn:(n-l_::i_l)%
s=0

Ispat Euler-Seidel algoritmasina gére a,, dizisi asagidaki rekiirans bagimtisina sahiptir:

ad = a,,ay =a" (n=0)
i¢in
ab=a;'+a,_(n=1r=1)
Burada aj, asagidaki iliskiye sahiptir :
) S m4r—i—1 ; S mtr—s—1 0

N Y et FTO Y s

Buradaki esitlik yukaridaki denklemi saglar. a( ) = Lgloj_l = L,y Ve ag = L] igin
T

. n
) n+r—i—1\ . n+r—s—1
a”T_Z( n—1 a + 4 r—1 a
S=

i=0

22



buradan

r

=y () i("””)
Apy1 = s+2

i=0

zz(n+k) ; Z<r+b) s

k=0

bu esitlikte k = r — i ve b = n — s dir. Kombinasyonlarin asagidaki 6zelliginden

(-1

Asagidaki esitligi olusturabiliriz:

n
1 n+r+1 r+b
a7(1r++1)_ n+1 +Z< ) n—b+2

b=0
n+1
y r+bL
- Z ( r ) n—b+2
b=0
Buradan
n-—1 n
ar r+b—1 _Z +r—s—1
L Z( r—1 )L”_b_ ( r—1 )LS
b=0 s=0
elde edildigi goriiliir.

3.2 Hiper-Fibonacci Ve Hiper-Lucas Polinomlari

Tamim 3.2.1 Hiper-Fibonacci polinomlar1 agagidaki gibi tanimlanir (Mersin 2023).

E®(x) = Fy(x), iV () = 0,7 (x) = 1

olmak tuzere

n
EP) = ) FI (@)
k=0

dir.

Tamim 3.2.2 Hiper-Lucas polinomlar1 asagidaki gibi tanimlanir (Mersin 2023).
23



L) = L), L) = 2,17 (x) = x + 2
olmak {izere

n

100 =Y 10w

k=0

Teorem 3.2.1 Hiper-Fibonacci polinomunun iireteg fonksiyonu asagidaki gibidir
(Mersin 2023).

D ED o = -
P A1-xt—t2)1-0t)

Teorem 3.2.2 Hiper-Lucas polinomunun iirete¢ fonksiyonu asagidaki gibidir (Mersin
2023).

[00]

(e 2t
Z L (0)e" = (1—xt—t2)(1—-2t)

n=0

Teorem 3.2.3 Hiper-Fibonacci polinomlar1 ile Fibonacci polinomlar1 arasinda
asagidaki iliski vardir (Mersin 2023).

n

Ew=> ("I DEw
s=0

Teorem 3.2.4 Hiper-Lucas polinomu ve Lucas polinomu arasinda asagidaki iliski

vardir (Mersin 2023).

n

W=y ("I Lw

r
s=0
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4. GAUSS HIPER-FIBONACCI VE GAUSS HIiPER-
LUCAS SAYILARI

Bu boliimde gegmis boliimlerde tizerinde ¢alisilmis Hiper-Fibonacci ve Hiper-
Lucas say1 dizilerinin 6zelliklerinden yararlanilarak Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss

Hiper-Lucas sayilar1 tanimlar1 ve ¢esitli 6zellikleri verilmistir.
4.1 Gauss Hiper-Fibonacci Ve Gauss Hiper-Lucas Sayilar

Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilarina ait tanimlama ve
teoremler yapilmis olup bu tanimlamalar ve teoremlerle bu sayilarin bazi degerleri

tablolastirilarak gosterilmistir.

Tamim 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilari sirasi ile agagidaki

sekilde tanimlanir:

n > 1ver > 1 olsun.

GE® = GF,, GF"” =i, GF" =ri+1

kosullar1 altinda

n
G = z GFY ™Y
k=0

ve
GLY = GLy,  GLY =2—i, GLY =2r+1+@2 -1

bu kosullarda

n

-1

GLY = ZGLEI )
k=0

bu sekilde tanimlanir.

Tablo 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci Sayilarinin Bazi Terimleri
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r 0 1 2 3 4 5
n
0 i i i i i i
1 1 1+ 1+ 2i 1+3i 1+ 4i 14+ 5i
2 1+ 2+2i 3+4i 4+7i 5411 6 + 160
3 2+1 4+ 3i 7+ 70 114+ 14i | 16+ 250 | 22 +41i
4 3+2i 7 4+ 5i 144+ 12i | 25+26i | 41+51i | 63+4+92i
5 54 3i 12 +8i 264+ 20i | 514460 | 92+ 97i 155
+ 189i
Tablo 4.1.2 Gauss Hiper-Lucas Sayilarinin Bazi Terimleri
T 0 1 2 3 4 5
n
0 2—1 2—1 2—1 2—1 2—1 2—1
1 1+2i 3+ 5 7—1 9 —2i 11-3i
2 3+ 6+ 2i 11+ 2 18 +1i 27 —i 38 —4i
3 4+ 3i 10 + 5i 21+7i 39 + 8i 66 + 7i 104 + 3i
4 7+ 4i 17 + 9i 38+ 160 | 77 + 24i 143 247
+ 31 + 34i
5 11+ 7i 28 +16i | 66 + 32i 143 286 533
+ 56i + 87i + 1211

Tamim 4.1.2 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas rekiirans bagintilari sirasi

ile asagidaki gibidir:

GF" = GE, + GEI™Y
GLY = GLY + GLY ™Y

Teorem 4.1.1 Gauss Hiper-Fibonacci sayisinin iireteg fonksiyonu:

dir.

z GFn(r)tn —
n=0

GFy+t(GF,_GF,)

i+(1-i)

T A—t—t)aA-t7

1-t—-t>H)A-0v)"

Ispat Tiimeravim ydntemini kullanalim. 7 = 0 i¢in dogrulugunu gosterelim.

Z GEOth =
n=0

GFy,+t(GF,_GF,)

i+ @-0t

26
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Simdi de r = k i¢in dogrulugunu kabul edelim. Ayrica r = k + 1 i¢in saglandigini

gosterelim.
[ee] o n
PNASIEEDY (Z GFi(k)> £
n=0 n=0 \i=0
_ (z Fs(k)t5> z ¢
s=0 j=0
i+(@-=0t

T d-t—tHA -t

Teorem 4.1.2 Gauss Hiper-Lucas sayisinin iireteg¢ fonksiyonu asagidaki sekildedir:

iGL(r)t”— GLo+t(GL_GLy)  2—i+ (3i— 1)t
L T (- e=)A-0T A-t- A -0
n=

Ispat Tiimeravim yontemini kullanalim. r = 0 i¢in dogrulugunu kanitlayalim.

i @ _ _GLott(GLiGLy) _2—i+(3i= D
T I [C e L C R
n=

Simdi de r = k i¢in dogrulugunu kabul edip r = k + 1 i¢in saglandigini kanitlayalim.

(o) co n
PRTIEEEDY ( GLE’”) £
n=0 n i=0

=0

(5o (3

. 2-i+@Bi-Dt
(-t —t2)(1— )k

Teorem 4.1.3 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Fibonacci sayilari arasinda asagidaki
esitlik vardir. Benzer sekilde bu iliski Gauss Hiper-Lucas ve Gauss Lucas sayilar

arasinda da gecerlidir.

n = 0,r = 1 olacak sekilde
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n

GFn(r)=Z(n+::i_1)GFS

s=0
i)
o+ 1
™) _ n+—r—S—
Gly” = Z ( r—1 ) GLs
5=0
dir.
ispat
1) Euler-Seidel algoritmasina gore a, dizisi asagidaki rekiirans
bagintisina sahiptir.
ad = a,,apy =a" (n=0)
i¢in

ahb=ay'+a,_(n=1r=1)
burada a;, asagidaki iliskiye sahiptir :

T

. n

) _ n+r—i—1y . n+r—s—1

anr—Z( n—1 a + r—1 as
i=0 s=0

buradaki esitlik yukaridaki denklemi saglar. ar(lo) = GFn(:)_)1 =GFy., , af = GF]

kosullar1 altinda

buradan hareketle

r

n
n+r—i n+r—s
ar? =2 () em

i=0 s=0
r n

n+k ; r+b
=D (1 )ar 2 () 6Pun

esitlikte k = r — i ve b = n — s dir. Kombinasyonlarin asagidaki 6zelliginden;
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ai1)

(o)

I
Yo

~
I
Q

asagidaki esitligi olusturabiliriz:

n
n+r+1 r+b
a1(1r++11) =\ n+1 + z< ) n—b+2

b=0
n+1
_ (r + b) CF
- z r n—b+2
b=0
dolayisiyla
n-1 n
ro _ r_ r+b—-1 _Z n+r—s—1
_, =GFE _Z( T )GFn_b— ( T )GFS
b=0 s=0
elde edilir.

(i1) ispat1 (i) ispatina benzer.
Teorem 4.1.4 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilarinin asagidaki

rekiirans bagintilar: vardr.

n = 2 ver = 1 olacak sekilde

. ) _ ) ) . Mm+7r— n+r—2
i) GF, —GF_1+GF_2+L( 1 )+(1 )( S )

iy  GET = GED. + GET), + (2 - )("‘:11 )+(—1+

("7
ispat
i)
n
GL(r) Z)(n-l_::i_l)GLs
=
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:zn:("+::i_1)GLS_1+ZH(;(n+::i_1)GLS_2
=

s=0
n-1 n-2

=Szl(n+r—r(iJ1r1)—1)GLS+S=Z‘2(n+r—r(iJIrZ)—1)GLS
n-1

_ 2, ((n — 1)r+_r1— s — 1) GL. + (n :: 1) GL_,
n-2

n ((n - 2)r+_r1 1) GL. + (n :iz 2) GL_,

s=0

+(" :i; 1) GL_,

=GL§?1+(":r1 )( 1+30) + 6LT, (”;’T )( 1+ 3i)

+("'r"i )(3 4i) + GLT, (":r )(1+31)

+("':i e -4 +6L?, (":rr %) (-1+30)

+(”ji;1)(3—4i)

_ M ™) n+r— n+r—2
=6t 4610, + - ("I T )+ 143 (M TP)
Bu ispat (i) ispatina benzer.

Teorem 4.1.5 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilarinin toplam

formiilleri asagidaki sekilde ifade edilir.

n=>1ver > 1icin

T
ZGFn(S) GF") —GF,_,

n+1
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5 _ @
> 6L =61, — 6L,

s=0

dir.

ispat

PXQERIREY
()

(

(n+::§_1)GFt

=

T
Z GE®
s=1

S

:1

t

Il
=Y

S+
1]
N

((n+1)+r—t

-1
T )G~ GFa

o~

o

= G6F") —GF,,,

n+1

buradan

Z GE® = GE” + Z GE

GF(°)+GF(” — GF,,

n+1
= GF, + GE") — GE, — GFn_1
= GF" - GF,_,
buradaki ispat (ii) ispatina benzer.
Teorem 4.1.6 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilart arasinda

asagidaki iliski vardir.

n=>1, r >1olsun.

GE" +6LY = 26ES), —i(

n+1

.y
dir.

Ispat :
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n n
GFn(r)+GL$1T)ZZ(n+::i_1)Gﬂ+2(n+::i_1)GLs

s=0 s=0

n

_ n+r—s—1

_Z( T DGR+ 6Ly

s=0

n

_ n+r—s—1

_Z( r—1 )ZGFS+1

s=0

n+1

_ n+r—(s—1)—-1

_22( o )ZGFS+1

1
<
S

n+1

%)
Il

1

+

2

]

0

N

o

|
S

r—1

((n+1)+r—s—1)GFS+(Zi—71~)GFO>

(D

Teorem 4.1.7 Gauss Hiper-Fibonacci ve Gauss Hiper-Lucas sayilar1 arasinda

asagidaki iligki vardi.

n = 1,r = 1 olmak tizere

r—1

GED® — 6L = 2 <GFn(?1 +a-p(" T 1))

seklindedir.

Ispat

GE" — GLY

<n+r—s—1)GLs

r—1 r—1
s=0 s=0
n
_ n+r—s—1 _
=> ("o eR -6
s=0
n
_ n+r—s—1\_
_Z( Tos )ZGFS_1
s=0

:_an_: (n+r—(s+1)—1)GFS

s=-1

r—1

— 9 (TLZ—: ((n - 1)r+_r1— s — 1) GF, + (n :i; 1) GF_l)

s=0
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=—2<05§{+(

n+r—1
r—1
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, Fibonacci ve Lucas sayilarina iliskin temel tanimlar, Binet
formiilleri, tirete¢ fonksiyonlar1 ve bu sayilarin polinomlart incelenmis; ayrica bu
sayilarin karakteristik 6zelliklerine yer verilmistir. Ikinci boliimde ise Gauss Fibonacci
ve Gauss Lucas sayilara dair temel tanimlar sunulmus, bu sayilarin polinomlar1 ve
yapisal dzellikleri detaylandirilmistir. Ugiincii béliimde, Hiper-Fibonacci ve Hiper-
Lucas sayilarinin tanimlar1 yapilmis, bu sayilarin birbirleriyle olan iliskileri ortaya
konulmus ve iireteg¢ fonksiyonlari verilmistir. Bu sayilarin bazi ozellikleri de
orneklerle desteklenerek agiklanmistir. Son bolimde, 6nceki boliimlerde tanimlanan
Gauss Fibonaci ve Gauss Lucas sayilarina dayali olarak Gauss Hiper-Fibonacci ve
Gauss Hiper-Lucas sayilar1 tanimlanmis bu yeni say1 dizileriyle ilgili ¢ok sayida

teorem ve Ozellik elde edilerek literatiire katk1 saglanmstir.

Oneri olarak Gauss Fibonacci sayilari, Gauss Fibonacci Polinomlari ve Gauss
Hiper-Fibonacci sayilar1 temel alinarak Gauss Hiper-Fibonacci  polinomlari
tanimlanabilir. Bu dogrultuda yapilacak ¢aligmalarin teorisi ve kombinatorik alaninda

yeni acilimlar saglayacagi 6n goriilmektedir.
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