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Bu tez ¢alismasinda, Hs genisletilmis Hecke grubu icin bazi sonuglar verilmistir. Tez dort
boliimden olusmustur.

Tezin birinci béliimiinde, Hs genisletilmis Hecke grubu tamimui verilerek, tezin bir genel
tanitim1 yapilmistir.

Tezin ikinci boliimiinde, tezde c¢alisilacak veya kullanilacak olan konulara ait tanimlar,
teoremler ve yontemler verilmistir.

Tezin iigiincii kisminda, Hs genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli altgruplarindan biri
olan Hsa alt grubu ele alinmistir. Hsa grubunun alt gruplarindan bazilar1 (kuvvet, komiitator
ve kuvvetin komiitator) calisilmistir. Ayrica calisilan bu alt gruplarin @ otomorfizmast
altinda goriintiilerinin Hs Hecke grubunun benzer alt gruplaria esit oldugu gosterilmistir.

Tezin dordiincii boliimiinde, elde edilen sonuclar verilmis ve ileriye doniik ¢alismalar i¢in
onerilerde bulunulmustur.
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In this thesis, some results are given fort he the extended Hecke group Hs. The thesis consists
of four sections.

In the first section of the thesis, the definition of the extended Hecke group Hs is given and
a general introduction of the thesis is made.

In the second section of the thesis, definitions, theorems and methods belonging to the topics
to be studied or used in the thesis are given.

In the third section of the thesis, the subgroup Hsa, which is one of the 2-index subgroups
of the extended Hecke group Hs, is studied. Some of the subgroups of the group Hs (power,
commutator and the commutator subgroups of the power) have been studied. In addition, it
is shown that the images of these subgroups under the o automorphism are equal to similar
subgroups of the Hecke group Hs.

In the fourth section of the thesis, the obtained results are given and suggestions are made
for future studies.
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1. GIRIS

Bu boliimde, ¢alismanin gelisimi ve tezin bdliimleri tanitilacaktir.

Erich Hecke, 1936 yilinda yaptig1 makalede literatiire daha sonra Hecke gruplari olarak

adlandirilacak olan asagidaki gruplari tanitmistir [1].

A sabit bir pozitif say1 olsun. Bu durumda,;

1 1
X(Z)=—; ve Y(Z)Z—m

reel katsayili lineer fonksiyonlart ile iiretilen gruplar, Hecke gruplari olarak adlandirilir ve

H(4) seklinde gosterilir.

Ayrica Hecke, bu gruplarin A = 4, = 2 cos (g), q = 3 tamsay1 veya A > 2 i¢in Fuchsian
grup oldugunu ispatlamigtir. 4 = A, = 2 cos (g), q = 3 tamsay1 bi¢imindeki gruplara 1.

Cesit Hecke gruplari adi verilir ve H ()lq) = H, seklinde gosterilir. En 6nemli Hecke gruplari
g=3, 4,5 ve 6 i¢in olanlardir [2].

Hecke gruplariin iirete¢ kiimesine;
1
R(Z) = E
yansimasinin ilave edilmesiyle olusan gruplara genisletilmis Hecke gruplari denir ve H,

seklinde gosterilir.

Bu tezde ¢ = 5 olma durumundaki Hs genisletilmis Hecke grubu ve bu grubun bazi sonlu
indeksli normal alt gruplarn galisilmistir. Burada Hg grubunun bir @ otomorfizmasinin
yardim olacaktir. @ otomorfizmasi, Hs grubunun bazi normal alt gruplarmi birbirleriyle
karsilikl (¢ift taraflr) eslestirmektedir. Hs genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli Hs Hecke
alt grubu ile Hs genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli Hga alt grubu a otomorfizmasi

altinda eslesmektedirler.

Hy genisletilmis Hecke gruplar ve bu gruplarin bazi normal alt gruplari bir cok matematikgi

tarafindan calisiilmastir [3], [4], [5], [6].



Ikinci boliimde, bu ¢alismada kullanilacak olan tanimlar, ilgili teoremler ve ydntemler yer

sunulmustur.

Ucgiincii boliimde, Hs grubunun 2 indeksli Hsar alt grubu ele alinmis, bu grubun kuvvet,
komiitator ve kuyvetin komiitator alt gruplart bulunmustur. Burada bulunan alt gruplarin «
otomorfizmas1 altinda Hs genisletilmis Hecke grubunun hangi alt gruplarma tasindig

gosterilmistir.

Dordiincii ve son boliimde ise sonuglar 6zet seklinde verilmis ve bir takim Oneriler

sunulmustur.



2. ON BILGILER

Tezin bu boliimiinde, bu calismada kullanilacak olan tanimlar, teoremler ve yontemler

anlatilacaktir.

2.1 Dogrusal Doniisiimler
Tamm 2.1.1: e,f,g,h,€ C, eh — gf # 0 olmak iizere;

ez+f

T(2) =
@) gz+h

seklinde tanimlanan doniisiimlere dogrusal doniistimler denir. Bu doniisiimler, C,, un
otomorfizimleridir. Bu doniisiimler kiimesi, bileske islemi altinda bir grup yapis1 meydana

getirir. Olusturulan grup PGL(2, C) seklinde gosterilir. e, f,g,h,€ C, eh — gf # 0 igin
__ez+f

U(Z) e gz+h

doniisiimleri de C, un anti-otomorfizimleridir. Tiim otomorfizimler ve anti-otomorfizimler

fonksiyonlarin bileske islemi altinda bir grup olustururlar.

e,f,g,h,€C, eh— fg # 0 olmak iizere (Ccl Z) seklindeki 2x2 matrisler kiimesi, matris

carpimi islemi ile bir grup olusturur ve GL(2,C) seklinde gosterilir [7].

Tanim 2.1.3: PGL(2, C) grubuna ait baz1 doniisiimlerden meydana gelen

_ (ez+f _ _
PSLR) = {2 |e,f,g.h € C eh—fg=1 |
ve
G'—{eﬂf heC, eh—fg= 1}

- gZ—_I_h |e'f1g' 4 , € fg_

bigimindeki iki alt kiimesinin birlesimi olan G = PSL(2,R) U G kiimesi fonsiyonlarin

bileske islemine gore bir grup olur. [8]

2.2 Fuchsian Grubu
Tamim 2.2.1: PSL(2,R) grubundaki ayrik olan alt gruplarinin her birine Fuchsian grup

denir ve I' ile gosterilir.

Her I' Fuchsian grubu alttaki gibi bir gosterime sahiptir [9]
Uretegleri: ay, by, ay, by, ... ,ag, by (Hiperbolik olanlar)

3



X1, X3, ... , X (Eliptik olanlar)
P1,P2, - » D¢ (Parabolik olanlar)
hy, h,, ... , hy (Hiperbolik siir elemani olanlar)

Bagintilar1:

g r t u
g = | Jlawna] [5] [oe] [n=1
1 j=1 k=1 =1

i=

2.3 Hecke Gruplari

2.3.1 Tanim: A sabit pozitif bir say1 olsun. Bu durumda;

X(z) = —é ve Y(z)= —ﬁ (Ag = 2cos (g),q > 3 tam say1)

reel katsayil kesirli lineer doniisiimleri yardimiyla Uretilmis olan gruplara H, Hecke
gruplari adi verilir. H; Hecke grubunun sunusu ;

H(2,) =<X,Y|X*=Yi=1>= C,* (,

bigimindedir. Yani H(4,) Hecke grubu, mertebesi 2 ve mertebesi q olan devirli gruplarin

serbest carpimina izomorftur [10].

2.4 Genisletilmis Hecke Gruplar:
2.4.1 Tamm: R(z) =% iretecinin Hecke gruplarina eklenmesiyle elde edilen gruplara

genisletilmis Hecke gruplari denir ve Hq ile gosterilir.
Hecke gruplarinin iiretecleri X ve Y, eklenen R {ireteci ile
XR=RX wve YR=RY?1?

bagintilarin1 saglar. Boylece Hq grubu i¢in gosterim;

H, =<X,Y,R|X*=Y1=R*=(XR)* = (YR)* =1 >= D, %z, D,
bi¢imindedir.[11]

2.5 Hs Genisletilmis Hecke Grubu

Bu tezde q=5 durumundaki Hs genisletilmis Hecke grubunu calisacagiz. Bu grubun

gosterimi

Hs =< X,Y,R|X*=Y5=R?=(XR)>=(YR)?’=1>= D, %z, Ds

bigimindedir [4].



2.5.1 Teorem : Hg genisletilmis Hecke grubunda 3 tane indeksi 2 olan normal altgrup
vardir. Bunlar sunlardir.

i) H. =< X,Y|X?2=Y> =1 >=(, * C5 (Hecke grup)

ii) Hp =<Y,XYX,R|Y® = (XYX)® = R?> = (XYXR)* = (YR)? =1 > = D5 *z, Ds

iii) Hsa =< XR,Y|(XR)?2 =Y> =1 >= C, = Cs. [4]

Burada a: H; - Hs , a(X) =RX, a(Y) =Y, a(R) =R fonksiyonunu ele alalim. Bu
fonksiyon Hg genisletilmis Hecke grubunun bir dis otomorfizmasidir [4]. Hs Hecke
grubuna a otomorfizmasi uygulanirsa Hsa grubu elde edilir. Tersine Hsa grubuna a
otomorfizmasi uygulanirsa Hs; Hecke grubu bulunur. Yani a otomorfizmasi bu iki grubu
birbirine tasimaktadir. Ayrica ¢ otomorfizmasi, bu iki grubun ayni alt gruplarini birbirlerine

tasimaktadir.

2.6 Kuvvet Alt Gruplar

n € Z* ve G bir grup olsun. G grubunun tiim elemanlarinin n. kuvveti alinarak olugturulan
alt gruba G grubunun kuvvet alt grubu denir ve G" ile gosterilir [12].

Biitiintiyle degismezlik 6zelligi tasiyan kuvvet alt gruplar1 bu 6zellikten dolay1 normal alt

grup olurlar. p,r € Z* i¢in kuvvet altgruplari
GPT < GP ve GPT < (GP)

ozellikleri saglanir. Ustelik

GP.G" = Gebob(p,r)

esitligi vardir [13].
Hs Hecke grubunun kuvvet altgruplart [3] ve [14] nolu makalelerde Sahin vd tarafindan

caligilmistir.

2.6.1 Teorem : HZ kuvvet altgrubu H, grubunda 2 indekslidir. Ayrica grup sunusu
HZ =(Y,XYX|Y5 = (XYX)5 =1) = Cs * Cs
bicimindedir [14].

2.6.2 Teorem : HZ kuvvet altgrubu H grubunda 5 indekslidir. Ayrica bu grubun iiretecleri

a=X, b=YXY*, ¢ =Y’XY?, d=Y’XY? ve e=Y?XY olmak iizere grup sunusu



HE ={(a,b,c,dela’ =b?>=c?=d?’=e?=1)=C, + Cy % C,  C, * C,
bicimindedir. [14]

2.7 Komiitator Alt Gruplari

m ve n bir G grubunun elemanlar1 olsun. Eger;

[m,n] = mnmn!

oluyor ve

< [mn]lmmneaG >

seklinde tanimlanabiliyor ise bu gruba G grubunun komiitator alt grubu denir ve G ile
gosterilir. G’ komiitator alt grubu normal alt gruptur. G /G’ bSliim grubu G grubunun en
genis degismeli boliim grubudur. [15].

Hs Hecke grubunun komiitator alt gruplari [16] nolu makalede ¢aligilmastir.

2.7.1 Teorem: H: Hecke grubunun (Hg)' alt grubu indeksi 10 olan normal bir alt gruptur

ve gosterimi
(Hs)' = (XYXY*) % (XY2XY3) % (XY3XY?) * (XY *XY)
bi¢cimindedir [16].

2.7.2 Teorem: (Hs)' = H2 n HZ [17].

Ayrica Hs Hecke grubunun HZ kuvvet alt gruplarinin (HZ' )" komiitator alt gruplari [18]

nolu makalede ¢alisilmistir. Su sonuglar bulunmustur.

2.7.3 Teorem: [HZ: (HZ)'] = 25 ve (HZ)' alt grubu 16 rankl1 bir serbest gruptur. [18]
2.7.4 Teorem: [H55: (H? )'] =32 ve (HZ ), alt grubu 49 rankl bir serbest gruptur. [18].

2.8 Reidemeister-Schreier Metodu
Reidemeister-Schreier Metodu Hs Hecke ve Hs genisletilmis Hecke gruplarinda indeksi

sonlu olan normal alt gruplar i¢in iirete¢ kiimesini bulmak i¢inkullanilir.



Bu metot su sekilde uygulanir. H bir grup ve tireteg kiimesi {a;} olsun. G grubu H grubunun
sonlu indeksli bir normal alt grubu ise Reidemeister-Schreier metodu, 1 / ¢ bolim grubuna

ait bir Schreier transversali se¢ilerek ve ardindan bu transversalden elemanlarin, iireteglerin

ve ilk iki ¢arpimin koset temsilcilerinin terslerinin ¢arpilmasiyla uygulanir.

Oncelikle béliim grubuna ait Schreier transversali asagidaki kosullar1 saglayacak bicimde

segilir

ple X

ii) X sagdan sadelestirme islemine gore kapalidir. Diger bir deyisle Ay Qi ey Ay € hX
ise Qi Qi vy Ay, € % olur.

Transversal kiimesi, olusturulduktan sonra grubu iireten elemanlar agagidaki gibi hesaplanir

(bir eleman X dan).( bir tirete¢ H den).(6nceki iki ¢arpimin X daki koset temsilcisi)! [2].



3. H; GENISLETILMIiS HECKE GRUBU ICIN BAZI SONUCLAR

Bu béliimde, Hs genisletilmis Hecke grubunun 2 indeksli altgruplarindan biri olan Hsa alt
grubunu goz dniine alacagiz. Once Hsa alt grubunu kuvvet alt gruplarini ¢alisacagiz. Sonra
Hga alt grubunun (Hsa)' komiitatdr alt grubu ve (Hsa)? ve (Hsa)® alt gruplarinimn
komiitator alt gruplarmi ¢alisacagiz. Ayrica buldugumuz alt gruplarin a¢ otomorfizmasi

altinda goriintiilerinin Hs Hecke grubunun benzer alt gruplaria esit oldugunu gosterecegiz.

Bu alt gruplarin Hs genisletilmis Hecke grubunun alt grubu oldugu unutulmamalidir.

3.1 Hya Grubunun Kuvvet Alt Gruplar:

Bu kisimda &ncelikle Hsa grubunun n=2 ve n=5 igin (Hsa)? ve (Hsa)® kuvvet alt gruplarini

calisacagiz.

3.1.1 Teorem : (Hsa)? kuvvet altgrubu Hsa grubunda 2 indekslidir ve mertebesi 5 olan Y

ve XYX elemanlar tarafindan iiretilen iki devirli grubun serbest carpimina izomorftur.

Ispat : Once H.a/ (H5a)2 boliim grubunu olusturalim. Bunun i¢in Hsa grubunun
bagintilarina grubun biitiin elemanlarinin 2. kuvvetlerinin birime esit oldugu bagintilari
ekleyelim. Boylece

Hsa/(Hsa)* = (XR,Y|(XR)? =Y°> = (XR)? =Y* = ... =])

olur. Boliim grubundaki Y° = Y2 = [ bagmtilarindan Y = I bulunur. Boylece

Hsa/(Hsa)* = (XR|(XR)? = 1) = C,

elde edilir.

Simdi (Hsa)? altgrubunun {ireteglerini bulmak igin Reidemeister-Schreier metodunu
kullanalim. Bunun i¢in ), = {I,XR} transversalini se¢elim. Burada miimkiin olan tiim
carpimlar

L.XR.(XR)™ =1

XR.XR.(D™'=1

L.Y.(D"t=Y

XR.Y.(XR)™! = XRYRX

seklindedir. Burada XRYRX = XY ! oldugundan(Hsa)? grubu icin iiretegler Y ve XYX



seklinde bulunur. Béylece (Hsa)? grubunun grup gdsterimi

(Hsa)? = (Y, XYX|Y® = (XYX)® = 1) = C5 * Cs

bi¢iminde bulunur.
Teorem 2.6.1 ve 3.1.1 den asagidaki sonu¢ hemen goriiliir.
3.1.2 Sonuc: (Hsa)? ve HZ gruplar1 birbirine esittir. Yani (Hsa)? = HZ.

3.1.3 Teorem : (Hsa)® normal altgrubu Hsa grubunda 5 indekslidir ve mertebesi 2 olan

XR, YXYR, Y’XY’R, Y’XY’R ve Y?XY’R elemanlan tarafindan iiretilen bes devirli grubun

serbest carpimina izomorftur.

Ispat : Once Ha/(Ha)® bolim grubunu olusturalim. Bunun igin Hsa grubunun
bagintilarina grubun biitliin elemanlarmin 5. kuvvetlerinin birime esit oldugu bagintilari
ekleyelim. Boylece bolim grubu,

Hsa/(Hsa)® = (XR,Y|(XR)  =Y°> = (XR)’ =Y° = ... = ])

seklinde olusur. Béliim grubunda (XR)®> = (XR)? = I bagintilarindan XR = I bulunur.
Boylece

Hsa/(Hsa)® = (Y|Y® = 1) = C;

elde edilir. Simdi (Hsa)® alt grubunun iireteclerini bulmak igin Reidemeister-Schreier
metodunu kullanalim. Bunun igin ), = {I,Y, Y2 Y3, Y“'} transversalini secelim. Burada
miimkiin olan tiim ¢arpimlar

I.XR.(XR)™1 = XR

Y.XR.(Y)"1 = YXRY

Y2.XR.(Y?)"1 = Y2XRY?

Y3.XR.(Y3)"1 = Y3XRY3

Y4 XR.(Y*)"! = Y*XRY*

LY.() =1

Y.Y. (Y1 =1

Y2.Y. (Y3 t=1

Y.y.(yH1t=1

Yrty.(Dt=1



bicimindedir. Burada YXRY* = YXYR, Y2XRY3 = Y2XY?R, Y3XRY? = Y3XY3R

ve Y*XRY = Y*XY*R oldugundan (Hsa)® grubunun iiretegleri a = XR, b = YXYR,c =
Y2XY2R,d = Y3XY3R ve e = Y*XY*R olarak bulunur. Boylece (Hsa)® grubunun grup
sunusu

(Hsa)® ={a,b,c,d,ela? =b2 =c?=d? =e? =)= Cy*Cy *C, x C, x C,

bi¢iminde bulunur.

Teorem 2.6.2 ve 3.1.3 den asagidaki sonu¢ hemen gortiliir.

3.1.4 Sonuc: (Hsa)®a ve HZ gruplari birbirine esittir. Ayrica (Hsa)® = Hia
Artik tim n € Z* i¢in (Hsa)™ kuvvet alt gruplarin1 siniflandirabiliriz.

3.1.5 Teorem: Her n pozitif bir tam sayisi i¢in (Hsa)™ kuvvet alt grubu asagidaki
durumlardan birine esittir;

Hsa, eger (n,2) = 1ve (n,5) = 1ise
(Hsa)® =4 (Hsa)?, eger (n,2) = 2ve (n,5) = 1ise
(Hsa)>, eger (n,2) = 1ve (n,5) =5 ise

Ispat: H;a Hecke grubunun grup gdsterimin
Hsa = (XR,Y|(XR)* = Y° =I)
oldugunu biliyoruz. H.a Hecke grubunun bagintilarina her V€ Hsa igin V™ =1 bagintisi
eklenirse Hsa/(Hga)™ boliim grubunun gosterimi
Hea/(Hsa)" = (XR,Y|(XR)* =Y = (XR)"=Y" = --. = ])

bi¢giminde olur

Eger (n,2)=1ve (n,5)=11ise (XR)" = X? = veY? = Y™ bagmtilarmdan XR = [ veY = |

bulunur. Béylece (Hsa)® = Hsa olur.

Eger (n,2)=2ve (n,5)=11ise (XR)™ = (XR)? = IveY™ = Y® = ]| bagintilarindan (XR)? =
I ve Y=1I bulunur. Boylece Hga/(Hsa)" = (XR|(XR)* =1) = C, olacagindan

(Hsa)™ = (Hsa)? elde edilir

Eger (n,2)=1 ve (n,5)=5ise (XR)" = (XR)? =1 ve Y™ = Y5 = | bagmtilarindan XR = |
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ve Y® =1 bulunur. Béylece Hea/(Hsa)" = (Y|Y® = 1) = C, olacagimdan (Hsa)" =
(Hsa)® elde edilir.

3.1.6 Uyan1 : Burada (n,2) =2ve(n,5) =5 olmast durumunda (Hsa)™ kuvvet alt
gruplar1 bilinmemektedir. Bu gruplar hakkinda bir seyler sdylemek i¢in (Hsa)' komiitator

alt grubuna ihtiya¢ duyulmaktadir.

3.2 Hs;a Grubunun (Hgza)' Komiitator Alt Grubu
Bu kisimda oncelikle, Hca grubunun (Hsa)' komiitator altgrubunun iireteglerini ve grup

sunusunu [6] nolu makaleyi kullanarak bulacagiz. Sonra kuvvet alt gruplar ile iliskisini

verecegiz.

3.2.1 Teorem: H.a grubunun (Hsa)' komiitator alt grubu 10 indeksli bir normal alt grubudur
ve grup gosterimi
(Hs)' = (XYXY) * (XY2XY2) % (XY3XY3) = (XY*XY#)

bigimindedir.

Ispat: Hoa grubunun grup gésteriminin
Hsa = (XR,Y|(XR)> =Y° =1) = C, + Cs
oldugunu biliyoruz. Hge grubunun grup bagintilarina, grubun iireteglerinin degigmelilik

kosulunu ekleyerek Hea/(Hsar) béliim grubu i¢in sunusu olusturalim. Bdylece Hear/(Hsa)'
boliim grubunun gosterimi

Hea/(Hsa) = (XR,Y|(XR)? =Y° = LXR.Y =Y.XR) = C, X Cs

elde edilir. Buradan indeks, [Hsa: (Hsa)'] = 10 seklinde bulunur.

Artik (Hsa)' alt grubu icgin iiretegleri bulabiliriz. Burada. {I, XR,Y,Y?2,Y3,Y*, XRY,
XRY? XRY3,XRY*} Schreier transversal kiimesine, Reidemeister-Schreier yontemi
uygulanirsa olas1 tiim islemler ;

I.XR.(XR)~ = XR

Y.XR.(Y)"' = YXRY

Y2.XR.(Y2)"! = Y2XRY?

Y3.XR.(Y3)"! = Y3XRY?

11



Y% XR.(Y*)"! = Y*XRY*

LY. () =1

Y.Y.(Y?) "t =1

Y2.Y. (Y3 1=1

Y3.Y. (Y4t =

YLY. (D)t =1

bicimindedir. Burada YXRY* = YXYR, Y2XRY3 = Y2XY?R,Y3XRY? = Y3XY3R ve
Y*XRY = Y*XY*R oldugundan (Hsa)® grubunun iiretegleri a = XR, b = YXYR,c =
Y2XY?R,d = Y3XY3R ve e = Y*XY*R olarak bulunur. Béylece (Hsa)® grubunun grup
sunusu

(Hs@)' = (XYXY) % (XY2XY2) % (XY3XY3) % (XY4XY*)

oldugu goriiliir.
Teorem 2.7.1 ve 3.2.1 den asagidaki sonu¢ hemen gortiliir.

3.2.2 Sonu¢: Hsa grubunun komiitator alt grubunun a altinda goriintiisii Hs Hecke

grubunun komiitator alt grubuna esittir. Ayrica (Hsa)' = (Hs)'a.

Artik (Hgar)' komiitator altgrubu ile (Hsa)™ kuvvet altgruplar arasindaki iliskiyi verebiliriz.

Hs Hecke grubu i¢in, benzer sonu¢ Teorem 2.7.2 den goriilebilir.
3.2.3 Teorem: (Hsa)' = (Hsa)? N (Hsa)® olur.

ispat: Hoa/(Hsa)® = C,ve Hea/(Hsa)® = Cs oldugundan bu boliim gruplari devirlidir
ve boylece degismelidirler. Hgar/ (Hsa)’ boliim grubu en biiyiik degismeli bolim grubu
oldugundan H.a/(Hsa)? c Hea/(Hsa) ve Hea/(Hsa)® c Hea/(Hsa) olur. Boylece
(Hsa)' € (Hga)? ve (Hsa)' € (Hsa)® bulunur. Buradan (Hsa)' € (Hsa)? N (Hsa)® elde

edilir.

Diger taraftan (Hsa)? < Hsa ve (Hsa)® S Hsa oldugunu biliyoruz. Bu normal alt gruplara
2. Izomorfizma teoremini uygularsak,
(Hsa)?/(Hsa)? N (Hsa)® = (Hsa)?. (Hsa)®/(Hsa)®
(Hsa)?/(Hsa)? N (Hsa)® = Hsa/(Hsa)®
12



olarak bulunur. Boylece

[Hsa: (Hsa)? N (Hsa)®] = [Hsa: (Hsa)?]. [Hsa: (Hsa)? N (Hsa)®] = 10
olur. Burada

(Hsa)' € (Hsa)? N (Hsa)® € Hsa ve [Hsa: (Hsa)'] = 10

oldugundan

Hga = (Hsa)z N (Hsa)s

olarak bulunur.

Simdi, Uyar1 3.1.6 daki (n,2) = 2 ve (n,5) = 5 ise (Hsa)'%* kuvvet altgruplari hakkinda
bir seyler sdyleyebiliriz.

3.2.3 Sonug : k € Z* icin (Hsa)'%* kuvvet alt gruplari serbest gruplardir.

3.3 Hsa Grubunun (Hza)"™ Kuvvet Alt Gruplarinin Komiitatorleri
Bu kisimda (Hsa)? ve (Hsa)® gruplari igin ((Hsa)?)' ve ((Hsa)®)' komiitator alt gruplarini
calisacagiz. Buradaki teoremlerin ispatlarini, Hy Hecke grubunda, HZ altgruplarinin (HZ )’

altgruplar1 i¢in olan [18] nolu makaledeki teoremlerin ispatina benzer olarak yapacagiz.

3.3.1 Teorem: i) [(Hsa)?: ((Hsa)?)'] = 25

ii) ((Hsa)?)' alt grubu 16 rankl1 bir serbest gruptur.

Ispat: i) Islem kolaylig1 i¢in (Hsa)? kuvvet altgrubunun iireteglerine @ = Y ve b = XYX
2
diyelim. Simdi (Hsa) / ((Hsa)?)' boliim grubunu olusturalim. Bunun igin (Hsa)? kuvvet
5
altgrubunun bagintilarina biitiin {ireteglerin degismelilik kosulunu ekleyelim. Boylece
boliim grubu
Hsa)? ~

olur. Buradan indeks [(Hsa)?: ((Hsa)?)'] = 25 olarak bulunur.

ii) Simdi Schreier transversali olarak Y= {1, a, a?, a3, a*, b, b2, b3, b*, ab, ab?, ab®, ab*,
a’b, a’b?, a’b3, a’b*, a3b, a®b?, a3b3, a®b*, a*b, a*b?, a*b3, a*b* } kiimesini segelim.
Boylece miimkiin olan tiim ¢arpimlar;
lLa.(a) =1
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a.a.(a®)"t=I

a’.a.(a®) 1=I

ad.a.(ah) 1=

a*.a. (D)~ t=I
b.a.(ab)"*=bab~1a™?!
b?.a.(ab®*)"'=b?ab%a7?
b3.a.(ab®)™'= b3ab73a~?
b*.a.(ab®)"'= b*ab *a™!
ab.a.(a*b) 1= abab a2
ab?.a.(a*b?)"1=ab?ab™2a?
ab3.a.(a*b®) 1= ab3ab 3a?
ab*.a.(a*b*)"1=ab*ab™*a"?

a’b.a.(a®b)™! = a’bab ta3

a’b?.a.(a®b?)"t=a’b?ab™%a3
a’b3.a.(a®b®)"1=a’b3ab3a3

a?b*.a. (a*b*) 1= a?b*ab~*a"3

a3b.a.(a*b) 1=a3babta™*

a3b?.a.(a*b?) 1= a3b?ab ?a™*
a®b3.a.(a*b®)"1=a3b3ab™3a™*

a3b*.a.(a*b*)"1=a3b*ab *a™*

a*b.a.(b)" = a*bab™!
a*b?.a.(b®)"1=a*b?ab=?
a*b3.a.(b3®) = a*b3ab~?
a*b*.a.(b*) 1= a*b*ab™*
I.b.(b) =1
a.b.(ab)"t=I
a?.b.(a’b)~t=I
ab.(a3b) " 1=1
a*.b.(a*bh)1=I
b.b.(b2)"1=1

b2 b.(b3)1=1
b3b. (b 1= 1

bt b.(I)"t=I
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ab.b.(ab®*)" =1
ab?.b.(ab3) =1
ab3.b.(ab®) =1
ab*.b.(a) =1
a’b.b.(a*b?) =1
a’b?.b.(a’b3) =1
a’b3.b.(a’b*)"1=1
a’b*.b.(a®)"1=1
a3b.b.(a®b?)~t=I
a3b?.b.(a®b3)"1=1
a3b3.b.(a3bM)"1=1]
ab*b.(a®) 1 =1
a*b.b.(a*b?)"1=I
a*b?.b.(a*b3)1=1
a*b3.b.(a*bt)"1=1
a*b*.b.(a®)1=I

Burada gerekli hesaplamalar ve kisaltmalar yapilirsa ((Hsa)?)' grubunun iiretegleri [a, b],
[a?,b], [a3, b], [a*, b], [a, b?], [a?, b?], [a3, b?], [a*, b?], [a, B3], [a%, 3], [a*, b3], [a, b*],
[a?,b*], [a3,b*], [a*, b*] olarak bulunur.

Simdi, Sonug 3.1.2 ve Teorem 2.7.3 geregince asagidaki sonucu verebiliriz.

3.3.2 Sonuc : ((Hsa)?)' = (HZ)'

3.3.3 Teorem : i) [(Hsa)®: ((Hsa)®)'] = 32
ii) ((Hsa)®)' alt grubu 49 rankl1 bir serbest gruptur

. .. 5
Ispat: i) Once (Hsa) / ((Hya)S)' béliim grubunu olusturalim. Bunun i¢in (Hsa)® alt
5

grubunun bagintilarina biitlin lireteclerin degismelilik kosulunu eklersek boliim grubu
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a’?=b?=c?*>=d?=e?=1,ab = ba,

Hea)S
(Hsa ac =ca, ad = da, bc =cb, bd = db,cd = dc

) _
fichsesy = <“' brede

= CyxCyxCyxCyxC,
olur. Boylece [(Hsa)®: ((Hsa)®)'] = 32 bulunur.

ii) Simdi Schreier transversali olarak ), = {I,a, b, c,d, e, ab, ac, ad, ae, be, bd, be, cd, ce,
de,abc,abd, abe,acd, ace,ade, bcd, bce, bde, cde, abcd, abce, abde, bcde, abcde}

kiimesini se¢elim. Bdylece miimkiin olan tiim ¢arpimlar;

lLa (a)"1=1
a.a.(D1=1
b.a.(ab)™! = baba
c.a.(ac) 1= caca
d.a.(ad) '=dada
e.a.(ae)”! = eaea
ab.a.(b)™! = abab
ac.a.(c)™! = acac
ad.a.(d)™! = adad
ae.a.(e)”! = aeae
bc.a.(abc)™t = bcacha
bd.a.(abd)™! = bdadba
be.a.(abe)™! = beaeba
cd.a.(acd)™t = cdadca
ce.a.(ace)™! = ceaeca
de.a.(ade)™! = deaeda
abc.a.(bc)™ = abcach
abd.a.(bd)™! = abdadb
abe.a.(be)™! = abeaeb
acd.a.(cd)™! = acdadc
ace.a.(ce)™! = aceaec
ade.a.(de)™! = adeaed
bcd.a. (abcd)™t = bcdadcha

bce.a.(abce)™! = bceaecha
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bde.a.(abde)™! = bdeaedba
cde.a.(acde)™! = cdeaedba
abcd.a.(bcd)™t = abcdadch
abce. a.(bce)™! = abceaech
abde.a.(bde)™! = abceaech
acde. a.(cde)™! = adeaeda

bcde. a. (abcde)™! = bedeaedca
abcde. a.(bcde)™! = abcdeaedch

Lb.(b)y =1
a.b.(ba)™! = abab
bob.(D)t =1

c.b.(bc)™t = chch
d.b.(bd)~ = dbdb
e.b.(be)™! = ebeb

ab.b. (@)t =1

ac.b.(abc)™! = achcha
ad.b.(abd)™! = adbdba
ae.b.(abe)™! = aebeba
bc.b.(c)™t = bche
bd.b.(d)"! = bdbd
be.b.(e)~! = bebe
cd.b.(bcd)™! = cdbdch
ce.b.(bce)™! = cebech
de.b.(bde)™! = debedb
abc.b.(ac)™t = abcbca
abd.b.(ad)™! = abdbda
abe.b.(ae)™! = abebea
acd.b. (abcd)™! = acdbdcba
ace.b.(abce)™! = acebecha
ade.b.(abde)™! = adebedba
bcd.b. (cd)™ = bedbdc

bce.b.(ce)™! = bcebec
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bde.b.(de)™! = bdebed
cde.b.(bcde)™ = cdebedch
abcd. b. (acd)™! = abcdbdca
abce.b.(ace)™t = abcebeca
abde.b.(ade)™! = abdebeda
acde.b.(abcde)™ = abdebeda
bcde.b. (cde)™t = bcdebedc
abcde. b. (acde)™! = abcdebedca

Lc.(o)t=1

a.c.(ac)™t =1
b.c.(bc) t =1
c.e.(Dt=1
d.c.(cd) ! = dcdc
e.c.(ce)™! = ecec
ab.c.(abc) ™ =1
ac.c.(a)"t =1
ad.c.(acd)™t = adcdca
ae.c.(ace)™! = aececa
bc.c.(b)™1 =1
bd.c.(bcd)™! = bdcdch
be.c.(bce)™! = becech
cd.c.(d)™! = cdcd
ce.c.(e)™t = cece
de.c.(dce)™! = dece
abc.c.(ab) ™t =1
abc.c.(ab)™t =1
abe.c.(abce)™! = abececha
acd.c.(ad)™! = acdcda
ace.c.(ae)™! = acecea
ade.c.(adce)™! = adececda
bed.c. (bd)™t = bcdcdb
bce.c.(be)™! = bceceb
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bde.c.(bcde)™ = bdecedch
cde.c.(de)™! = cdeced
abcd.c.(abd)™! = abcdcdba
abce.c.(abe)™! = abceceba
abde. c.(abcde)™ = abdecabcde
acde.c.(ade)™! = abdecabcde
bcde.c.(bde) ! = bcdecedb
abcde. c. (abde)™! = abcdecedba

Ld.(d)*t=1
a.d.(ad)"t =1
b.d.(bd)™' = I
c.d.(cd)yt=1
dd. (D=1
e.d.(ed)™t =1

ab.d.(abd)™* =
ac.d.(acd) =1

ad.d.(a) 1 =1

ae.d.(ade)™! = aede 'd a7t

be.d. (bed) ™t =1

bd.d.(b) =1
bd.d.(b) L =1
be.d.(bde)™ = I
cd.d.(c)t=1

ce.d.(cde)™! = cededc
de.d.(e)™! = dede
abc.d.(abcd)™t = 1
abd.d.(ab)™t =1
abe.d.(abde)™! = abededba
acd.d.(ac)™t =1
ace.d.(acde)™! = acededca
ade.d.(ae)™! = adedea

bed.d. (be)t =1
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bce.d.(bcde)™ = bcededch
bde.d.(be)™! = bdedeb
cde.d.(ce)™! = cdedec
abcd.d.(abc)™t =1

abce.d.(abcde) ™ = abcede ™ 'd ¢ b 1a™?

abde.d.(abe)™! = abdede b~ ta?!
acde.d.(ace) ! = acdede *c ta™?!
bcde.d. (bce) ™ = bcdede 1c™1h71

abcde.d. (abce)™! = abcdede™lc b7 1a™?

Le(e)y =1

a.e.(ae) =1
b.e.(be) =1
ce.(ce) =1
d.e.(de) 1 =1

ee.(Dt=e?2=1
ab.e.(abe)™t = I
ac.e.(ace)™t =1
ad.e.(ade) ™t =1
ae.e.(a) =1
bc.e.(bce) t =1
bd.e.(bde) ™t = I
be.e.(b)™1 =1
cd.e.(cde) ™t =1
ce.e.(c)’t=1
de.e.(d)™ 1 =1
abc.e.(abce) ™ =1
abd.e.(abde) ™ = I
abe.e.(ab)™t = I
acd.e.(acde) ™t =1
ace.e.(ac)"t =1
ade.e.(ad)™t =1
bcd.e.(bcde) ™ = 1
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bce.e.(bc) 1 =1

bde.e.(bd) ™' =1

cde.e.(cd)™ =1

abcd.e.(abcde) ™ =1

abce.e.(abc) =1

abde.e.(abd) ™1 = I

acde.e.(acd) 1 = 1

bcde.e.(bcd)™t = 1

abcde.e. (abcd) ™t =1

Burada gerekli hesaplamalar ve sadelestirmeler yapilirsa ((Hsa)®)’ grubu igin
uretecler[a, e] [a,d], [a,c], [a, b], [b,e], [b,d], [b,c], [c,e], [c,d], [d,e], [ab,c], [a, bc],
[ab,d], [a,bd], [ab,e], [a,be], [ac,d], [a,cd], [a,ce], [ac,e], [ad,e], [a,de], [b,cd],
[bc,d], [b,ce], [bc, €], [bd, €], [b,de], [c,de], [cd,e], [a, bcd], [ab, cd], [abc, d], [a, bce],
[ab, ce], [abc, e], [abd, e], [ab,de], [a, bde], [acd, e], [ac, de], [a, cde], [b, cde], [bc, de],
[bcd, e], [abcd, e], [abc, de], [ab, cde], [a, bcde] olarak 49 tane bulunur.

Sonug 3.1.4 ve Teorem 2.7.4 geregince asagidaki sonucu verebiliriz.
3.3.4 Sonuc : ((Hsa)®)' = (HS )’a

3.4 Hsa ve Hs Gruplarimin Bazi Normal Alt Gruplar

Once (Hsa)' komiitatdr Alt grubunun 2. Kuvvet Alt grubunu calisacagiz.

3.4.1 Teorem : i) [(Hsa)": ((Hs)")?] = 16.

ii) ((Hsa)")? grubu 49 rankl bir serbest gruptur.

Ispat : (Hsa)' komiitator alt grubunun iireteclerine XYXY = a,XY2XY? = b, XY3XY3 =
¢, XY*XY* = d diyelim. Sonra (Hga)' grubunun bagmtilarina, grubun biitiin elemanlarmin

karelerinin birime esit oldugu bagintilar ekleyelim. Bu durumda boliim grubu,

(Hsa)' _ a? = b%? = c? = d? = (ab)? = (ac)? =
5 /((Hsa)')z B <a’ B C’d|(ad)2 = (bc)? = (bd)? = (cd)? = -+ = 1>

=0y xCyxCy % (),

olur. Boylece indeks [(Hsa)': ((Ha)")?] = 16 olarak bulunur.

ii) ((Hsa)")? gurubunun iireteclerini bulmak igin  Schreier transversali olarak

21



{I,a,b,c,d,ab,ac,ad,bc, bd,cd,abc,abd, acd, bcd, abcd} kiimesini secelim.

Reidemeister-Schreier yontemine gore miimkiin olan biitlin carpimlar asagidaki gibi olur.

La.(a) 1=I
a.a.()~1=a?

b.a.(ab)"'=bab~la™!

1,-1

c.a.(ac) t=cac~
d.a.(ad)"'=dad 1a™?!
ab.a.(b)"'=abab™?

a

ac.a.(¢c)"=acac™?

ad.a.(d)"'=adad™?

bc.a.(abc) t=bcac b ta™?
bd.a.(abd) ™ =bdad b ta™?
cd.a.(acd) *=cdad tc ta™?
abc.a.(bc) 1= abcac™1h™?!

abd. a. (bd)~'= abdad~1h*
acd.a.(cd)™t = acdad™tc™?!
bcd.a.(abcd) = bcdad ¢ b ta™?!
abcd.a. (bed)™t=abcdad™tc™1h™?

L.b.(b) ™ =1

a.b.(ab) t=abb a1 =1
b.b.(I)"1=b?

c.b.(bc) t=cbc™1p7t
d.b.(bd)"'=dbd~h!
ab.b.(a)"*=abba™! = ab?a?
ac.b.(abc)™'=acbc b ta™?
ad.b.(abd)™'=adbd b 1a™?
bc.b.(c)"t=bchc™?

bd.b. (d)"= bdbd
cd.b.(bcd)™'=cdbd 1c b1
abc.b.(ac)"t=abcbc™ta™!

abd.b.(ad)"*=abdbd la™!
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acd.b.(abcd)™! = acdbd ¢ b 1at
bcd.b. (cd)™ 1= bcdbd 1c™?!
abcd. b.(acd)t=abcdbd 1c a1

L.c.(c) t=I
a.c.(ac)y™t=1
b.c.(bc) t=I
c.c.(D71=c?

d.c.(cd) t=dcd 1c™?!
ab.c.(abc)1=I
ac.c.(a)"=ac?a”
ad.c.(acd) '=adcd ¢ ta™?

bc.c.(b) t=bc?p~1

bd.c.(bcd) = bdcd 1c b1
cd.c.(d) t==cdcd™?
abc.c.(ab) '=abc?*b™ ¢t
abd.c.(abcd)™ = abdcd ¢ 1p71d?
acd.c.(ad)™* = acdcd™ta™?
bed.c.(bd) 1= bcdcd b1
abcd.c.(abd) 1= abcdcd *b™1a™?!

1

I.d (d) =1
ad(ad)™ =1
b.d(bd)"1=I
c.d(cd) =1
d.d()'=d?
ab.d(abd)~*=I
ac.d(acd)™ =1
ad.d(a)"'=ad?a™?
be.d(bed)L=bc?d ™"
bd.d(bcd) 1=1
cd.d(c) t==cd?c?
abc.d(abcd) =1
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abd.d(ab) 1= abd?*b~ b1
acd.d(ac)™! = acd?c™la™?
bed.d(bc) = bcd?c™ b7t
abcd.d(abd) 1= abcd?c b ta!

Buradan ((Hsa)")? grubunun iiretecleri a?, bab™*a™!, cac™'a™t, dad~'a™?, abab™},
acac™!, adad™', bcac™'b™'a™', bdad b 'a', cdad 'c 'al', abcac ‘b7l
abdad='b~!, acdad 'c™!, bcdad 'c b lal, abcdad 'c b, b? cbc 'b7Y,
dbd=b~1, ab?’a™?', acbc b 'a™t, adbd b~ 'a"l, bcbc™t, bdbd~', cdbd lc b1,
abcbc™ta™, abdbd™'a™!, acdbd 'c 'b'a™!, bcdbd 'c™!, abcdbd 'c la™l, c?
ded™c™1, ac?a™?!, adcd™'c7'a™!, bc?b7t, bdcd 'cb7Y, cded™!, abc?bhTic7?,
abdcd ¢ b~ 1d™ 1, acdcd a1, becdcd b7, abcdcd b~ 1a" 1, d?, ad?a™t, bc?d 71,
cd?c™t, abd?b™'b71, acd?*c 'a™l, bcd?*c7b™! ve abcd?c™'b'a"! olarak 49 tane

bulunur.
Simdi (Hsa)® kuvvet alt grubunun 2. Kuvvet Alt grubunu calisacagiz.

3.4.2 Teorem : i) [(Hsa)®: ((Hsa)®)?] = 32
ii) ((Hsa)®)? alt grubu 49 rankl1 bir serbest gruptur

. . 5
Ispat: i) Once (Hs) / ((Hs@)5)? boliim grubunu olusturalim. Bunun igin (Hsa)® alt

grubunun bagintilarina biitiin elemanlarin karelerinin birim elemana esit oldugu bagmtilar

eklersek boliim grubu

Hsa)® a’?=b?=c?=d*=e?=1, (ab)* = (ac)*=
(Hsa) /((HSOC)S)Z =\{a,b,c,d,e (ad)? = (ae)? = (bc)? = (bd)? = - =1

=, XCy X0y Xy XCy

olur. Boylece [(Hsa)®: ((Hsa)®)?] = 32 bulunur.

Ispatin geri kalani, Teorem 3.3.3 ii) kismi ile aynidir [19].

Teorem 3.3.3, 3.4.1 ve 3.4.2 lerden asagidaki sonucu verebiliriz.
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3.4.3 Sonug : ((Hsa)')? = ((Hsa)®)' = ((Hsa)>)2.
Asagidaki teoremleri Hs Hecke grubunun ((Hs)")? ve alt gruplar i¢in verebiliriz.

3.4.4 Teorem : i) [(Hs)": ((Hs)")?] = 16.
ii) ((Hs)")? grubu 49 rankl1 bir serbest gruptur.

Ispat: (H:)' komiitator alt grubunun iireteclerine XYXY* = a, XY?XY3 = b, XY3XY? =,
XY*XY = d denir ve bliim grubu olusturulursa ispat Teorem 3.4.1 in ispatina benzer olarak
yapilabilir.

o [s. (5)?
3.4.5 Teorem : i) |HE: (HE)"| = 32.

ii) (H 2 )2 grubu 49 rankl1 bir serbest gruptur.

ispat : (H55)2 kuvvet alt grubunun iireteclerine a = X ,b = YXY*,c =Y?2XY3, d =
Y3XY?, e = Y*XY denir ve boliim grubu olusturulursa ispat, 3.4.2 Teoremin ispatina benzer

olarak yapilabilir.

Teorem 2.7.4, 3.4.4 ve 3.4.5 lerden asagidaki sonucu verebiliriz.
3.4.6 Sonug : (HE)' = ((H5))? = (HE)".

3.4.7 Sonugc : 3.4.3 sonuctaki gruplar & otomorfizmasi altinda Sonug 3.4.6 daki gruplar ile

eslesir. Yani ((Hsa)')? = (H55 ),a.
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Ayrica tezde ¢alistigimiz alt gruplarin tamami asagidaki sekilde bir iligkiye sahiptir

Sekil 3.1 : H: Genisletilmis Hecke grubu ile normal alt gruplari arasindaki iliski
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Hs grubunda indeksi sonlu olan bazi normal alt gruplar1 incelenmis ve
bu gruplarm yapilar1 hakkinda ayrintili sonuglar elde edilmistir. Burada &ncelikle Hs
genisletilmis Hecke grubunun bir a otomorfizmasi kullanilarak, Hs grubunun 2 indeksli Hs

Hecke alt grubunun a otomorfizmasi altinda goriintiisii olan Hsa alt grubu caligiimistir.

Ucgiincii béliim birinci kisimda Hsa grubunun  (Hsa)? ve (Hsa)® nin indeksleri, iireteg
kiimeleri ve sunuslar1 ortaya konmustur. Elde edilen bu alt gruplarin @ otomorfizmasi altinda
H: Hecke alt grubunun hangi kuvvet alt grubuna esit oldugu gosterilmistir. Ayrica n € Z*

icin (Hga)™ kuvvet alt gruplarinin bir siniflandirilmasi verilmistir.

Uciincii boliim ikinci kissmda Hsa grubunun (Hsa)' komiitatdr alt grubunun indeksi,
tiretegleri ve grup sunusu bulunmustur. Ayrica Hs Hecke alt grubunda var olan bir iligkinin,
(Hsa)' komiitator alt grubu ile (Hsa)? ve (Hsa)® kuvvet alt gruplari arasinda da var oldugu

ispatlanmuigtir.

Uciincii boliim {igiincii kissmda (Hsa)? ve (Hsa)® kuvvet alt gruplarmimn ((Hsa)?)' ve
((Hsa)®)" komiitatdr alt gruplarinin indeksleri ve iiretegleri bulunmustur. Ayrica bu alt

gruplarin & otomorfizmasi altinda Hs Hecke grubunun (HZ )’ ve (H 2 )’ alt gruplarina esit

oldugu gosterilmistir.

Ugiincii boliim dérdiincii kisimda, Hsa grubunun ((Hsa)')? ve ((Hsa)®)? alt gruplar ile
Hg Hecke grubunun ((Hs)")? ve (H 2 )2 alt gruplarmin gruplarindaki indeksleri ve tiretegleri
bulunmustur. Ayrica a otomorfizmas: altinda ((Hsa)')? ve ((Hsa)®)? alt gruplarmin

((Hs)")? ve (HSS)2 alt gruplarina esit oldugu gosterilmistir.

Ileride, Hs genisletilmis Hecke grubunun temel denklik ve denklik alt gruplar1 ele alinip, bu
alt gruplarin kuvvet alt gruplar1 c¢alisilabilir. Bu alt gruplar ile tezde bulunan alt gruplar

arasindaki iliskiler tespit edilebilir.

Ayrica tezde,bulunan sonuglar, g > 5 tek tam say1 igin tim H,, genisletilmis Hecke gruplara

taginabilir.
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