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OZET

ZERO DIVISOR GRAFLARDA
VERTEX COVER POLINOMU UZERINE

GULMEN, Toykan

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Danismant: Dog. Dr. Arif GURSOY
Subat 2025, 41 sayfa

Bu tez, zero divisor graflarinin yapisal 6zelliklerini ve bu graflarda yer alan
vertex cover polinomlarini matematiksel olarak incelemeyi amacglamaktadir.

Zero divisor graflari, degismeli bir halkadaki sifir bolenleri temsil eder; bu
graflarda tepeler halkanin elemanlarindan olusur ve ayritlar, bu elemanlarin
carpimlarinin sifir verdigi tepe ¢iftleriyle tanimlanir. Tezde ayrica, vertex cover
problemi iizerinde durulmaktadir. Vertex cover, bir graftaki her ayritin en az bir
tepesini iceren kiimeyi ifade eder ve bu kiimelerin tiimiiniin elde edilmesiyle
olusturulan polinoma vertex cover polinomu denir.

Minimum vertex cover problemi NP-hard bir problem olup, polinom
zamanda kesin ¢0ziimii bulacak bir algoritma yazmak miimkiin degildir. Bu tezde,
sifir bolen graflarindaki vertex cover polinomlarinin analizi yapilmistir ve bazi 6zel
graflar icin bu polinom formuliize edilmistir. Caligma, sifir bolen graflarmin ve
vertex cover polinomlarmin yapilarinin daha derinlemesine anlagilmasina katki
saglamay1 amaclamaktadir.

Anahtar sozciikler: Graf teori, zero divisor graflar, vertex cover polinomu
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ABSTRACT

ON THE VERTEX COVER POLYNOMIAL
IN ZERO DIVISOR GRAPHS

GULMEN, Toykan

MSc in Mathematics
Supervisor: Assoc. Prof. Arif GURSOY

February 2025, 41 pages

This thesis aims to mathematically examine the structural properties of zero
divisor graphs and the vertex cover polynomials associated with these graphs.

Zero divisor graphs represent zero divisors in a commutative ring; in these
graphs, the vertices consist of elements from the ring, and the edges are defined by
pairs of vertices whose products are zero. The thesis also focuses on the vertex
cover problem. A vertex cover refers to a set of vertices in a graph that includes at
least one vertex of each edge, and the polynomial formed by all such sets is called
the vertex cover polynomial.

The minimum vertex cover problem is NP-hard, meaning that there is no
algorithm that can find the exact solution in polynomial time. This thesis analyzes
the vertex cover polynomials of zero divisor graphs and attempts to formulate these
polynomials for certain special graphs. The work aims to contribute to a deeper
understanding of the structures of zero divisor graphs and vertex cover polynomials.

Keywords: Graph theory, zero divisor graphs, vertex cover polynomial
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ONSOZ

Bu tez, zero divisor graflar1 ve vertex cover polinomlarmin matematiksel
analizini yapmay1 amacglamaktadir. Zero divisor graflari, degigsmeli halkalardaki
sifir bolenlerini temsil eder. Ayrica, NP-hard bir problem olan vertex cover
problemi iizerinde durularak, bu graflardaki vertex cover polinomlarmin
incelenmesi yapilmaktadir. Caligma, hem teorik olarak bu yapilarin daha iyi
anlagilmasini hem de pratik uygulamalara katki saglamay1 hedeflemektedir.
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1.GIRIS

Graf'teorisi, matematik ve bilgisayar bilimleri alaninda ¢ok 6nemli yeri olan
bir disiplindir. Graflarin birden fazla g¢esidi vardir ve esasen bir modelleme
yontemidir. Graf teori, iliskiler ve baglantilar iizerine analizler yapmaya olanak
saglar. Yapilan bu arastirmalar sadece teorik ¢ikarimlar ile sinirhi kalmaz, pratik
uygulamalar icin de kolaylik saglar. Ozellikle, kombinatorik optimizasyon
problemlerinin modellenmesi ve analiz edilmesi i¢in graf yapilar1 olduk¢a

kullanighidirlar.

Bu tezde, Ozellikle “zero divisor” graflar {izerinde durulmaktadir. Zero
divisor graflari, de§ismeli bir halkadaki sifir bélenleri temsil eder. Grafin tepeleri
halkanin elemanlarindan olusur ve bu elemanlarin ¢arpimlar1 sifir1 veren tepe

ikililerinin arasindaki baglantilar da grafin tepelerini temsil eder.

Bu c¢aligmanin odak noktalarindan birisi de vertex cover (tepe Ortiisii)
polinomudur. Vertex cover, bir graftaki her ayritin en az bir tepesini iginde
bulunduran tepeler kiimesidir. Bu kosulu saglayan olasi tiim kiimelerin elde
edilmesiyle olusturulan polinoma da vertex cover polinomu denir. Vertex cover
problemi bir Np-hard problemdir yani polinom zamanda optimal sonucu verecek
bir algoritma mevcut degildir. Bu yiizden {izerine bir¢ok farkl arastirma yapilmis

ve yaklasim algoritmalar1 yazilmastir.

Bu tez, zero divisor graflarinin yapisal 6zelliklerini inceleyerek bu
graflardaki vertex cover polinomlarinin matematiksel analizini gerceklestirmeyi
amaclamaktadir. Oncelikle zero divisor graflarmmn temel dzellikleri agiklanacak ve
ardindan vertex cover polinomlarinin bu 6zel graflar tizerindeki durumlari

incelenecektir.

Sonug olarak, bu ¢alisma, hem teorik olarak bu konularin derinlemesine
incelenmesine katkida bulunmay1 hem de pratik uygulamalarda kullanilabilecek
yeni uygulamalarm gelistirilmesine yardimci olmay1 hedeflemektedir. Sifir bolen
graflarmin ve vertex cover polinomlarmin analizi, cebirsel yapilarm grafiksel
olarak anlasilmasina ve bu yapilarin 6zelliklerinin daha iyi kavranmasma olanak

saglayacaktir.



Bu tezde cebirsel yapilar lizerindeki zero divisor graflar ve vertex cover
polinomlar1 tizerinde durulmustur. 2. bolimde graf teori ve halka teorisi hakkinda
genel bilgiler verilmistir. 3. boliimde ¢alisilacak olan zero divisor graflari ve vertex
cover problemi lizerinde durulmus tanimlar1 ve kullanim alanlar1 hakkinda bilgiler
verilmistir. 4. boliimde zero divisor graflarin bazi gesitleri lizerinde vertex cover
polinomlar1 elde edilmis, elde edilen polinomlar matematiksel olarak analiz
edilmistir. 5. bolimde ise elde edilen sonuglar ve bu sonuglarin literatiire katkilari

aciklanmustir.



2.TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

2.1. Graf Teorisi

Euler (1707-1782) 1736 yilinda yazdigi Konigsberg’in Yedi Kopriisii isimli
makale ile graf teori kavraminin literatiire girmesini saglamistir. Euler, problemi
cozerken somut bir olayr modelleyip soyut bir ¢izgeye gevirerek graf teorisinin
temellerini atmustir. Konigsberg kentinde, eski ve yeni Pregel nehirleri baglanarak
Pregel (Pregolya) nehrini olusturmaktadir. Bu nehirler sehri dort karaya
ayirmaktadir ve nehir tizerinde bu karalar1 birlestiren yedi koprii bulunmaktadir.

Bu konu ile ilgili ortaya ¢ikan problem asagida verilmistir.

“Herhangi bir kopriiden yola ¢ikarak ve her bir kopriiden yalniz bir kez

gecerek tiim sehri dolasabilmenin miimkiin olup olmadigidir.”

Sekil 1. Pregel nehri ve Konigsberg'in yedi kopriisii

Euler bu sorunun ¢dziimiinii ararken graf teorisinin ilk temellerini atmustir.
Euler, problemi daha rahat incelemek i¢in problemi bir sekil ile temsil etmistir. Bu
sekilde, sehirleri birer tepe, koprileri ise ayritlar olarak gostermistir. Euler bu sekil
iizerinde incelemelerinden sonra bdyle bir gezintinin miimkiin olmadigini

kanitlamigtir (Gross and Yellen, 2004).

Bircok gergek diinya problemi, birden fazla tepenin ve bu tepelerin baz: ikilileri
arasinda c¢izilmis ayritlarin olusturdugu bir diyagram araciligiyla rahatga
aciklanabilir. Ornek vermek gerekirse bu tepelere insanlar diyebiliriz ve bu insanlar

arasindaki arkadaglik durumunu da bir ayritla birbirlerine baglayarak temsil



edebiliriz. Farkli bir 6rnek vermek gerekirse tepeler iletisim merkezlerini temsil
edebilir ve ayritlar da iletisim merkezlerinin birbirleri ile olan iliskisini temsil
edebilir. Bu tarz diyagramlarda, genellikle ilgilendigimiz ilk durum, iki belirli tepe
arasinda bir ayrit olup olmadigidir. Bu noktalarin nasil baglandigi 6nem teskil
etmez. Bu tiir durumlari matematiksel bir soyutlamasi, graflar kavramini giindeme
getirir. Bir G grafi V(G) bostan farkl tepeler kiimesi, E(G) ayritlar1 ve @ isimli
bir iliski fonksiyonundan olusan bir sirali {igliiden olusur. Burada V(G) grafin
tepelerini (veya diigiimlerini), E(G) ise bu tepeler arasindaki ayritlar1 temsil eder.
@ fonksiyonu ise her bir ayrita, G grafinin tepeler kiimesinden bir ¢ift atar. Eger
bir e ayrit1 ve ayrica u ile v tepeleri varsa ve @;(e) = uv ise, o zaman e ayrit1 u
ve v tepelerini baglar deriz. Ayrica u ve v, e ayritinin uglar1 olarak adlandirilirlar
(Bondy and Murty, 1976). Anlatilanlarin daha i1yi anlagilmasi i¢in bir graf 6rnegi

verelim;

G=W(G)EWG),p;) grafi, V(G ={uvwxy} ve E@G)=
{a,b,c,d,e, f, g, h} kimeleri ile tanimlansin. Burada ¢; fonksiyonunu da su

sekilde tanimlanir;

@c(a) = uv, g (b) = uu, ps(c) = vw, ps(d) = wx, pg(e) = vx, ps(f) =
wx, ps(g) = ux, ps(a) = xy.

il

Sekil 2. Bir G grafi ornegi



Sosyal aglar, gilinimiiz yasaminda git gide daha fazla Onem arz
etmektedirler. Internet iizerinde bir sosyal ag, bir¢ok insanm bu aga iiye olmasiyla
olusur. Bu bireyler, bazi1 diger bireylerle arkadasken, digerleriyle arkadas
olmayabilir. Bu durum, gercek hayattaki arkadasliklarin sanal bir yansimasi olarak
aciklanabilir. Arkadaslik disinda, insanlar arasindaki iliski tanidiklik veya biyolojik
birer bag olarak farkli sekillerde de kurulabilir. Farkli alanlarda ise daha 6zel birgok
iliski tiiriinden bahsedilebilir. Ornegin, eglence sektdriinde iki kisinin daha once
birlikte calisip ¢alismadigi sorusu farkl bir iligki tiirii olarak verilebilir. Akademik
diinyada ise, iki kisi arasinda daha dogal bir iliski tiirii olarak, birlikte herhangi bir
makale yazip yazmadiklar1 sorusu da bir iligki tiirtinii meydana ¢ikartabilir. Sosyal
aglar ile birlikte birgok soru ortaya ¢ikabilir. Ornegin, kimin en ¢ok arkadas: vardir?
Hepsi birbiriyle arkadas olan en biiriikk grup kac¢ kisiden olusur? Birbirinden

bagimsiz iki kisi arasinda bir iligki kurmak i¢in en az kag kisiye ihtiyac vardir?

Bu tiir sorunlar1 farkli baglamlarda tek tek ¢6zmek yerine, her durumu genel
olarak tanimlayabilecek bir matematiksel model kullanabilmek hepimizin hem fikir
olacag1 sekilde ¢ok daha etkin ¢oziimler iiretecektir. Boylece bir kez soyut bir
diizeyde ¢oziim elde edebiliriz ve bu ¢oziimleri farkl ger¢cek diinyadaki sorunlara
da kolayca uygulayabiliriz. Bir sosyal ag1 modellemek i¢in, her bireyi bir tepe ile
temsil edebilir ve iki kisi arkadas oldugunda bu noktalar arasma bir ayrit
yerlestirebiliriz. Ornegin Abe, Barry ve Darrel ile arkadastir. Barry, Abe ve Evan ile
arkadastir. Carl, Darrel ile arkadastir. Darrel, Abe, Carl, ve Evan ile arkadastir. Evan
ise Barry ve Darrel ile arkadastr. Bu arkadasliklar asagidaki sekilde

gorsellestirilebilirler;

Abe

Evan Barry

Darrel Carl

Sekil 3. Arkadashk baglarim gosteren graf drnegi



Yaptigimiz bu modelleme farkli insanlar ya da olaylar arasindaki bir¢ok
iliskiyi tanimlarken de kullanilabilir. Ayrica ger¢ek diinyadaki bircok farkli
problemin modellemesi yapilirken de bu tarz graflar sik¢a kullanilmaktadirlar

(Bickle,2020).

Tamim: n tepeli ve baglantili bir G grafi i¢in eger iki tepesinin derecesi 1 ve kalan

tiim tepelerinin derecesi 2 ise bu grafa yol graf denir. P, ile gosterilir.

Ornek vermek gerekirse, n’e 5 degeri verilebilir ve Ps grafi elde edilir.

Sekil 4. P yol grafi
Tanim: n tepeli ve baglantili bir G grafi i¢in eger tiim tepelerinin derecesi 2 ise bu

grafa ¢cevre graf denir ve C,, ile gosterilir.

Ornek vermek gerekirse, n’e 6 degeri verilebilir ve Cq grafi elde edilir.

Sekil 5. Cg cevre grafi



Tamim: n tepeli ve baglantili bir G grafi i¢in eger tiim tepelerinin derecesi n-1 ise o

zaman bu grafa bir tam graf denir ve K, ile gosterilir.

Ornek vermek gerekirse, n’e 5 degeri verilebilir ve K grafi elde edilir.

Sekil 6. K5 tam grafi

2.2. Halka Teorisi

Halka teorisi, matematiksel bir dal olan soyut cebir i¢inde yer alan ve
"halka" ad1 verilen bir yapiy1 inceleyen bir teoridir. Halka teorisi, ¢esitli cebirsel
yapilar arasinda olan iligkileri ve bu yapilar1 inceleyerek, bircok matematiksel
kavramim derinlemesine anlasilmasina olanak tanir. Halka, belirli aksiyomlara
dayali olarak tanimlanir ve genellikle iki temel islem olan toplama ve ¢arpma igerir.
Halka teorisi, matematiksel yapilarla ilgili birgok alanda ve o6zellikle modern
cebirsel geometri, sayilar teorisi, sifreleme teorisi gibi uygulamalarda 6nemlidir.
Ayrica, sayilarin ve polinomlarin incelemesinde, algoritmalarin gelistirilmesinde ve

sifreleme sistemlerinde temel kavramlar saglar (Dummett,1993).

Ozetle, halka teorisi, cebirsel yapilar1 inceleyen bir alan olup, matematiksel
soyutlamalar1 anlamamiza ve ¢esitli matematiksel problemleri ¢6zmemize yardimci

olur.



Tanmim: Bostan farkli bir R kiimesi i¢in ¢arpma (.) ve toplama (+) olarak
adlandirilan iki adet ikili islem tanimlanmis olsun. (R, +,.) cebirsel yapismi bir

halka diyebilmemiz i¢in asagidaki sartlar1 saglamasi gerekmektedir;

e (R,+) degismeli bir gruptur.

e R kiimesi ¢carpma islemine gore kapalidir. Yani Va,b € R i¢in ab € R dir.

e R kiimesi ¢arpma islemine gore birlesme 6zelligine sahiptir. Yani Va,b,c €
R i¢in a(bc)=(ab)c dir.

e (Carpma isleminin toplama iglemi lizerine sagdan ve soldan dagilma 6zelligi
vardir. Va,b,c € R i¢in
a(b+c)=ab+ac

a(b+c) =ab + ac

dir.

Tanmim: (R, +,.) halkasi ¢carpma islemine gore degismeli ise, yani Va,b € R igin

ab = ba ise o zaman (R, +,.) halkasina degigmeli halka denir.
Tamim (R, +,.) halkasinin birim elemant varsa, yani Va € R i¢in ;
alp =1ga=a
olacak sekilde bir 1; € R varsa o zaman (R, +,.) halkasina birimli halka denir.

Tamim: (R, +,.) halkasi ¢arpma islemine gore birlesmeli ise, yani Va, b, c € R igin

(ab)c = a(bc) ise (R, +,.) halkasina bilesmeli halka denir.

Tanmmm: Eger bir (R,+,.) halkas: i¢inde barmdirdigi her iki islem i¢in de
birlesimliyse bu halkaya birlesimli halka denir.

Tammm: Sifirdan farkli bir R halkasmin sag veya sol sifir boliiciisii yoksa, yani
herhangi bir a,b € R i¢cin ab # 0 ise domain(alan) denir. Eger R degismeli

domain(alan) ise o zaman integral domain(integral bolgesi) olarak adlandirilir.

Halka teorisi glinlimiizde bir¢ok farkli alana hizmet etmektedir. Bunlardan

birkag tanesini inceleyelim;



e Kriptografi

Kriptografi, sadece bilgiyi gormesi gereken ve kodu kiracak anahtara sahip olan
kisinin okuyabilmesini saglamak icin verileri gizleme veya kodlama teknigidir.
Modern kriptografik algoritmalarin temelinde ise halka teorisi vardir. Halka teorisi
RSA, acik anahtar ve 6zel anahtar gibi sifreleme yontemlerinin alistirilmasi ve

gelistirilmesi i¢in gerekli matematiksel altyapiy saglar (Stinson, 2006).
e Sayilar Teorisi

Sayilar teorisi temelinde dogal sayilar ve onlarin gorece 6zellikleri ile alakalidir.
Sayilar teorisinin gorece bir¢ok alaninin 6nemli bir temeli halka teorisidir. Modiiler
hesaplamalar, sayilar teorisinin en 6nemli boliimiinii olustururlar ve halkalar bu
hesaplamalarin diizenlenmesinde olduk¢a kullanishdirlar. Halka teorisi igerisinde
bircok dnemli matematiksel teori bulundurur. Bu teoriler asal carpanlar, asal sayilar

gibi matematiksel kavramlarla iliskilidirler (Stinson, 2006).
e Kodlama Teorisi

Kodlama Teorisi, verilerin verimli ve giivenilir bir sekilde nasil iletilecegini
anlamaya adanmis, matematik ve bilgisayar biliminin biyiileyici bir alanidir.
Verimli kodlama yapmak veya hata diizeltmek i¢in genellikle halka yapilarina yani
halka teorisine basvurulur. Ornegin lineer kodlarda, kodlar ¢ogunlukla bir vektor

uzayinda halka yapilar1 olarak temsil edilirler (Huffman and Pless, 2003).
e Cebirsel Geometri

Cebirsel geometri alani, geometrik sekillerin ve nesnelerin cebirsel denklemler
yardimiyla incelendigi bir matematik dalidir. Halka teorisi bu alanda 6zellikle
polinom halkalarinda kullanilir. Polinom katsayilarinin olusturdugu halkalar,
cebirsel geometriyi modellemek ve analiz etmek i¢in kullanilirlar. Halka teorisi
ayrica bu cebirsel yapilarin ¢6ziim kiimelerinin incelenmesi i¢in oldukga gereklidir

(Huffman and Pless, 2003).

e Bilgisayar Bilimleri ve Yapay Zeka

Halka teorisi, algoritma tasarlarken bu algoritmanin dogrulugunu ve etkinligini

arttirmak i¢in kullamlir. Ozellikle bu algoritmalarin optimizasyonlar1 yapilirken
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oldukga etkilidir. Halka yapilar1 veri tabanlarindaki cesitli sorgulamalarda, iliski
yonetimlerinde ve benzeri sorunlarin giderilmesinde 6nemli rol alir (Cormen et al.,

20006).
e Ekonomi ve Oyun Teorisi

Halka teorisi, paylasim ve kaynak dagilimi problemlerinde erkin rol alir.
Stratejik oyunlarin ve kaynak paylasiminin analizinde matematiksel model olarak
kullanilir. Verilecek olan ekonomik kararlar ve stratejiler, halkalar ve gruplar

iizerindeki analizlerle modellenir (Osborne and Rubinstein, 1994).
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3. ZERO DIVISOR GRAFLAR VE VERTEX COVER PROBLEMIi

3.1. Zero Divisor Graflar

Son yillarda cebirsel yapilarin 6zelliklerini incelemek amaciyla graf teorisi
ile yapilan caligmalar ilgi ¢ekici bir arastirma alani halini almistir. Dolayisiyla
siklikla kullanilan cebirsel yapilardan grup veya halkanin farkli elemanlari
iizerinden graf tanimlanip tanimlanamayacagini, eger bir graf tanimlanabilirse bu
grafin hangi graf ailesine ait olacagimi ve bu grafin parametrelerinin veya
matrislerinin hesaplanip hesaplanamayacag1 arastirilmaktadir. Cebirsel olarak
halka veya gruplarin alt grup, alt halka yapilar1 olusurken graflarin da benzer alt
yapilarinin olusturulup olusturulamayacagi 6nemli sorular halini almistir. Sifir
bolen graflar da bu 6zel cebirsel yapilarin iginde olup son donemde birgok
arastirmaya ilham olmuslardir (Anderson and Livingston,1999; Anderson and

Naseer, 1991).

Sifir bolen graflari, Irwin Beck(1988) ilk kez yaptig1 calismada degismeli
halkalar tizerinde gosterdi. I'(R) Notasyonunu da ilk defa bu ¢alismasinda kullandi.

Tanim: R birimli ve degismeli bir halka olsun. R’ nin sifir bolenlerinin kiimesi de
Z(R) olsun. R’nin sifir bolen grafi I'(R),Z(R)* = Z(R) — {0} tepe kiimesi ile bir
graf temsil eder. Oyle ki x # y ve x,y € Z(R)* i¢in x ve y arasinda bir ayrit vardir

ancak ve ancak xy = 0.

Eger R integral bolgesi ise I'(R)’ nin bos graf olacag1 agiktir. Clinkii integral

bdlgeleri sifir-bolen elemana sahip degildir.

Birka¢ ornek ile gorseller iizerinde bu graflar1 inceleyelim. Bunun i¢in

oncelikle Z, 4 grafini inceleyelim;



12

®10 ®12

o4

3
2

®14
6

Sekil 7. Zy¢ Zero divisor grafi

Gorselde de rahatlikla gorebilecegimiz lizere Z,¢ grafinin tepeler kiimesi
V(Z ) = {2,4,6,8,10,12,14} noktalarmdan olusur. Mod 16 ya gére ¢arpimlari 0’a

denk gelen tepeler arasina ayritlar ¢izilmistir.

Simdi de Z,g grafin1 gorsel lizerinde inceleyelim;

*3

®10 ®12

®6
®16

*9
g
4
®14
®2
Sekil 8. Zyg Zero divisor grafi

Gorselde de rahatlikla gorebilecegimiz lizere Z,g grafinin tepeler kiimesi
V(Zig ) ={2,3,4,6,89,10,12,14,15,16} noktalarindan olusur. Mod 18¢ gore

carpimlar1 0’1 veren tepeler arasma ayritlar ¢izilmistir.

Simdi de Z,, grafin1 gorsel izerinde inceleyelim;
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®10
®2
12
6
®15
®16 18
*8
21
®9 63

Sekil 9. 7,4 Zero divisor grafi

®22

®14

o4

®20

Gorselde de rahatlikla gorebilecegimiz iizere Z,, grafinin tepeler kiimesi

V(Zy,) = {2,4,6,8,9,10,12,14,15,16,18,20,21,22} noktalarindan olusur. Mod 24

ya gore ¢carpimlar1 0’1 veren tepeler arasina ayritlar ¢izilmistir.

Simdi de Zs, grafin1 gorsel iizerinde inceleyelim;

®14 22
®18
® 20 — %16

o4

/‘24
o8

®28
®12

Sekil 10. Zs, Zero divisor grafi

®*6
®2
®30
®10
®26

Gorselde de rahatlikla gorebilecegimiz lizere Zs;, grafinin tepeler kiimesi

V(Zs, ) = {2,4,6,8,10,12,14,16,18,20,22,24,26,28,

30} noktalarndan olusur.

Mod 32 ye gore ¢arpimlar1 0’1 veren tepeler arasina ayritlar ¢izilmistir.
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3.2. Vertex Cover

Vertex cover, bir graf teorisi terimidir ve bir grafin her ayritini en az bir tepe
ile kapsayan tepeler kiimesidir. Yani, grafin her ayritinin tepelerinden en az birinin,
bu kiimede yer almasi gerekmektedir. Bu problem, optimizasyon teorisi agisindan
onemlidir ve genellikle ag giivenligi, veri akis1 ve kaynak yonetimi gibi alanlarda
kullanilir. Bu tiir problemler, o6zellikle algoritmalarin tasarimi ve ¢06zim
stratejilerinin gelistirilmesi bakimmdan 6nemli bir aragtirma konusu olusturur

(West, 2001).

3.2.1. Minimum Vertex Cover

Vertex cover kiimesi, yakinsama algoritmalar1 ve graf teorisi konularinda
iizerinde ¢okca ¢alisilan bir problemdir. Vertex cover problemi, E ayritlar kiimesi,
V' diiglim kiimesi olmak tizere G(V, E) ile ifade edilen bir graf lizerinde seg¢ilen bir
C C V kiimesinin grafda bulunan tiim e € E ayritlarmi kapsamay1 amaglar. Vertex
cover kiimsenin matematiksel tanimini, C € V | (u, v) € E u € C V v € V olarak
vermek miimkiindiir. Bu kiime icerisinde en az elemana sahip olana minimum
vertex cover denir. Minimum vertex cover problemi NP-hard smifindadir ve
polinom zamanda kesin ¢6ziim sunan bir algoritma bulunmamaktadir. Ancak
acgozlii algoritmalar ve yakinsama algoritmalar1 kullanilarak en iyiye yakin
sonuglari, polinom zamanda elde etmek miimkiindiir (Karp,1972; Kiraly and

Abonyi, 2011).

Bu problemin giinliik yasamda da birgok alanda karsilig1 vardir. Bu yiizden
iizerine pek c¢ok arastirma yapilmistir. Problemin temeli bir optimizasyon
problemidir. Problem bir NP-Hard problem oldugu i¢in tam sonucu polinom
zamanda verecek bir algoritma yazmak miimkiin fakat bu algoritmanin kiimeler
biiyiidiikce kabul edilebilir bir siirede ¢alismasi olanaksizdir. Su ana kadar bir ¢ok
arastrmact bu problem {izerine farkli algoritmalar yazmistir. Bu algoritmalar
yakinsama algoritmalar1 olup tam sonucu vermeseler de kabul edilebilir bir siirede
caligirlar. Minimum vertex cover problemi bir optimizasyon problemi oldugu i¢in
ama¢ kiimeyi minimize edip maliyetten yada zamandan kazanmak ile alakalidir

(Vazirani,2001).

Konuyu pekistirmek i¢in kiigiik bir 6rnek verip kombinatoryal yontemlerle

bir graf iizerinde problemi inceleyelim;



O—®
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Sekil 11. Gy Graft
Elimizde 5 tepeli ve 7 ayrith bir G; grafi var. Problemin tanimi1 geregi dyle
tepeler secilmeli ki tiim ayritlar en az bir ucu bu segilen kiime icerisinde olsun.
Tam sonucu bulmak ve problemi anlamak i¢in bu 6rnek {izerinde ¢alisiyoruz, bunun
icin kombinasyonel olarak tiim kiimeler incelenmeli. Amag¢ bu kiimeyi minimize
etmek oldugu i¢in dnce tek elemanli kiimelerle baslayip arttirarak bu kiimelerin tiim

ayritlari 6rtiip 6rtmedigini konrol edilir. Bunu bir tablo iizerinde ¢alistiralim;

Tablo 1. Minimum vertex cover ornegi

Kiimenin Eleman Sayis1 | Segilen Tepeler Ortiilen Ayrit Sayist
1 {1}
{2}
{3}
{4}
{5}
2 {1,2}
{1,3}
{14}
{1,5}
{2,3}
{2.4
{2,5}
{3.4}
{3,5}

A | BN ] D N R D N W N W W
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4.5}

3 {1,2,3}
{1,3,5}
{1,3.4}
{1,2,4}

N N &N &N W

Elimizdeki 7 ayritin tiimii secilen 3 elemanli kiime ile ortiilebildigi icin daha
fazla islem yapilmasia gerek yok. Bu durumda {1,2,4} numarali tepeler segilerek
grafin tiim ayritlar ortiildii ve artik bu kiime G; grafinin minimum vertex cover
kiimesidir. Ancak unutmamak lazim ki minimum vertex cover kiimesi grafta yalniz
bir tane olmak zorunda degildir. Fakat islemin daha fazla uzamamasi i¢in bulunan

ilk minimum vertex cover kiimesinde algoritma tamamlandi.

Minimum vertex cover problemi giinliik hayatta karsimiza nerelerde ¢ikiyor

ve kullanim alanlar1 neler bunlar1 inceleyelim;
e Ag Giivenligi ve Yonetimi

Gilintimiizde hepimizin ¢okca kullandig1 iletisim cihazlarimizin birbiriyle olan
iletisimi belirli aglar iizerinde yapilir ve bilgi transferleri de bu aglar araciligla
gergeklestirilir. Eger bu aglarin glivenligini saglamak amaciyla giivenlik noktalar1
secilmek istenirse hem maliyet agisindan hem de yonetilebilirligi ve maliyeti
acisindan bu giivenlik noktalarmin en az sayida olani se¢ilmek istenir. Bu giivenlik
noktalarinm miimkiin olan en az sayida olanini segmek i¢in Minimum Vertex Cover
kiimesini bulmak sorunumuzun ¢6ziimii olarak karsimiza c¢ikar (Kleinberg and

Tardos, 2006).
e Biyoinformatik ve Genetik Aglar

Tip alaninda ¢okga calisilan, genetik ve protein etkilesim aglar1 lizerine yapilan
arastrmalarda genetik etkilesimleri modellemek icin Minimum Vertex Cover
problemi etkili bir bicimde kullanilabilir. Ayrica protein molekiillerinin birbiriyle
olan durumlarin1 ve baglantilarin1 modellemek amaciyla da etkin bir sekilde
kullanilirlar. Etkilesimleri etkili bir sekilde analiz edebilmek ve genetik veriler
tizerinde ¢aligirken miimkiin olan en kiiciik kiimeyi elde edebilmek i¢in kullanilirlar

(Barabasi and Albert, 1999).
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e Sosyal Aglar

Sosyal aglar, bireylerin veya kuruluslarin baglantilarini 6rnek olarak
Facebook’u verebiliriz ve bu baglantilar veri tabaninda depolanirlar. Bir sosyal agda
onemli olan merkezleri veya etkilesimleri belirlemek i¢in olabilecek en kiigiik
kiimeyi se¢mek i¢in Minimum Vertex Cover problemi kullanilabilir. Minimum
Vertex Cover kiimesi, ag yapilarmin analizinde kritik olan etkilesim noktalari

belirlenirken sikc¢a kullanilirlar (Barabasi and Albert, 1999).
e (esitli yerlesim yeri problemleri

Yerlesim yerlerinde ¢esitli gorevleri gerceklestirmek amaciyla belirli
merkezlerin veya araglarin yerlestirilmesi i¢in lokasyon aranirken kullanilirlar.
Secilecek olan lokasyonlarm etkin bir bigimde kullanilabilmesi ve miimkiin olan en
az kaynag1 harcayarak bunlar1 yerlestirebilmek amaciyla Minimum Vertex Cover
problemi kullanilabilir. Ornek olarak itfaiiye noktalar1 secilirken sehrin her yerine
miidahele kolayligi ve etkinli§i icin uygun lokasyonlar1 bulmakta kullanilir

(Daskin, 1995).
e [liskisel veritabanlar1 ve veri kiimesi sikistirma

Iliskisel veritabanlarmda eldeki veriler minimum sayida anahtar noktada
toplanmak istendiginde Minimum Vertex Cover problemi etkin sekilde
kullanilabilir. Bu yontem , veri iletisimlerini optimize etmek ve bu veritabaninda
yapilacak olan sorgulamalar1 hizlandirmak amaciyla kullanilir. Bu sekilde hem
maliyetten kagiilir hem de optimizasyonu ¢ok daha kolay olur (Abiteboul et al.,

1995).

3.2.2. Vertex Cover Polinomu

Bir G grafi i¢in, V (G) tepeler kiimesi , E (G) ayritlar kiimesi olsun. v (G) ve
e (G) ise bu kiimelerin boyutlar1 olsun. Bos graf G, v (G)=0 ile tanimlanir. Bir G
grafi igin, V' € V(G) kiimesi G grafinin r-vertex cover’1 denir. Eger, V xy € E(g)
icin [V'| =r ve V' n{x,y} + @. VC(G,r),G grafinin bir r-vertex cover kiimesi
kabul edelim ve vc(G,r)=|VC (G, )| olsun. Eger r < 0 yadar > v(G) ise ve(G,r)=0
olarak gozlemleriz (Chung and Graham, 1995). Vertex cover polinomunun genel

fonksiyonu;
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Y (G, x) = Z:(:%) ve(G,r)x”,
olarak tanimlanir.

Vertex cover polinomu bir G grafi tizerindeki tiim vertex cover kiimelerinin
bulunmasiyla elde edilir. Vertex cover problemi kombinatorik bir problemdir.
Vertex cover polinomu ise bu problemin daha iyi anlasilimasina ve {izerinde
matematiksek ¢ikarimlar yapilmasina olanak saglar. Aslinda bu polinom grafin
vertex cover kiimelerinin sayilarint modeller. Vertex cover polinomu verimli
hesaplama yaparken ve teorik analiz yapilmasi gereken durumlarda etkili olarak

kullanilabilir (Berge, 1985).

Kiiciik bir ornek verip bu polinomun nasil hesaplandigimni daha iyi

kavramaya ¢alisalim;

Sekil 12. G, Grafi

G, grafinin tepeleri {0,1,2,3} tepelerinden olusmaktadir ve grafta 4 adet
tepe, 3 adet ayrit bulunmaktadir.

Tablo 2. Vertex cover polinomu érnegi

Kiimenin Eleman Sayis1 | Segilen Tepeler Ortiilen Ayrit Sayisi
1 {0} 1

{1} 1

{2} 1

{3} 3
2 {0,1} 2

10,2} 1
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10,3
1,2
1,3
12,3}

3 {0,1,2}
{1,2,3}
{0,1,3}
{0,2,3}
4 {0,1,2,3}

W] W] W W Wl W W N W

Grafta 3 adet ayrit bulundugu i¢in 3 ayritin 3’{inii de orten tiim kiimeler bu
graf i¢in vertex cover kiimeleri olur. Olas1 tiim kombinasyonlar1 inceledigimiz i¢in
tablodaki kiimelerin disinda baska bir vertex cover kiimesi yoktur. Bu durumda
olas1 tiim vertex cover kiimeleri elde edilmis olur. Elde edilen tiim vertex cover

kiimeleri;
{{3},{1,3},{2,3},{0,3},{0,1,2},{1,2,3},{0,1,3},{0,2,3},{0,1,2,3} }

Elde edilen tiim vertex cover kiimeleri yukarida listelenmistir. Bu durumda
elimizde 1 elamanli 1 adet, 2 elemanl1 3 adet, 3 elemanl1 4 adet ve 4 elemanli1 1 adet
vertex cover kiimesi vardir. Vertex cover polinomunun tanimi, elde edilen kiimelere

uygulanirsa;
Y (Gy,x) = xt + 3x2% + 4x3 + x*,

polinomu verilen graf i¢in vertex cover polinomudur.
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4.ZERO DiVISOR GRAFLARDA VERTEX COVER POLINOMU

Oncelikle sifir bolen graflarm asal carpanlar seklinde diizenledigimizde
birden fazla ¢esit zero divisor graf tiirliniin oldugunu goriiriiz. Biz aragtirmamizda
bunlardan yaygin olanlarimi inceleyecegiz. Zero divisor graflarin asal carpanlarina
ayrilmis hallerinin yaygin olanlarini tanimlayalim; p,q ve r asal sayilar olmak tizere
"Lap, Lyz, Lyy” formantinda olanlar zero divisor graflarin en yaygin olanlaridir
(Gtirsoy vd., 2022).

4.1.T'( Z,,) Zero Divisor Grafi

Burada p asal say1 olmak iizere “2p” seklinde bir asal saymin iki kati
seklinde yazilabilen graflardir. Aslinda “Z,,,” graflar1 iki pargal graflarin 6zel hali
olan yildiz graflara izomorfturlar, yani F( Zzp) = K, p-1 dur. Bu graflara 6rnek
vermek istenirse p’ye asal degerler verilmesi yeterli olacaktir. “p=5" degeri verilirse
VL4 grafi elde edilir. Bu grafin tepeleri “2,4,5,6,8” noktalarindan olusur. “Z,,”

grafi iki parcali tam graflara izomorf oldugu i¢in tepeler kiimesi iki farkli gruba

ayrilabilir. Bu kiimelerin tanimi;
V, ={px|x=1}
V,={2x|x=1,..,p—1},

olarak verilebilir. Oyle ki burada |V;| = 1 ve |V,| = p — 1 olacaktir. Bu tammlara

uygun sekilde “Z;,” grafinin tepeler kiimesini iki farkli tepe kiimesi seklinde

ayrilirsa;
Vi = {5},
V, = {2,4,6,8},

kiimeleri elde edilir.



Grafin kendisine bakildigi zaman agiktir ki V; kiimesi ['( Z;,) grafinin
minumum vertex cover kiimesidir. Ancak vertex cover polinomunu elde etmek i¢in
olas1 tiim vertex cover kiimelerinin elde edilmesi gereklidir. Bunun i¢in olas1 tiim

kiimeleri inceleyen bir matlab kodu kullanilabilir. Asagidaki tabloda her k adimda

*y
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®*6

®s

Sekil 13. Zyy Zero divisor grafi

yani k elemanli vertex cover kiimeleri listelenmistir. Burada k = {1, ..., p}

Tablo 3. L1 Zero divisor grafi icin vertex cover polinomu algoritma ¢iktist

k degerleri Vertex cover kiimeleri Kiimelerin elemanlan
k=1 1. vertex cover {5}
k=2 1. vertex cover {2,5}
2. vertex cover {4,5}
3. vertex cover {5,6}
4. vertex cover {5,8}
k=3 1. vertex cover {2,4,5}
2. vertex cover {2,5,6}
3. vertex cover {2,5,8}
4. vertex cover {4,5,6}
5. vertex cover {4,5,8}
6. vertex cover {5,6,8}
k=4 1. vertex cover {2,4,5,6}
2. vertex cover {2,4,5,8}
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3. vertex cover {2,4,6,8}
4. vertex cover {2,5,6,8}
5. vertex cover {4,5,6,8}
k=5 1. vertex cover {2,4,5,6,8}

Tabloda elde edilen tiim vertex cover kiimeleri, vertex cover polinomunun

tanimi kullanilarak diizenlenirse, I'( Z,,) grafinin vertex cover polinomunu;
Ve(T(Zyo)) = x' + 4x2 + 6x3 + 5x* + x5,
olarak elde edilir.

Bu polinomun katsayilar1 kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;

o (e @)+ )0 ()

formunda dizenlenebilir.

Simdi de “p=7" degeri i¢in olusacak olan graf incelenirse, yani I'( Z;,)

grafini ¢izdirilirse, bu grafin tepe noktalar1 “2,4,6,7,8,10,12” sayilarindan olusur.

*2
ez

Sekil 14. 7, Zero divisor grafi

Yine elimizdeki tanim ile bu grafin vertex cover polinomu elde edilmek

istenirse;

Ve(T(Zs)) = x* + 6x2 + 15x° + 20x* + 15x° + 7x° + x7,
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polinomu I'( Z,,) grafinin vertex cover polinomu olur. Bu polinomun katsayilari

kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;

(ot + () + Q)+ (3)xt+ () () 0w ()

formunda diizenlenebilir.

Simdi de “p=11" degeri i¢in olusacak olan graf incelenmek istenirse, yani
['(Z,,) grafi  ¢izdirilmek  istenirse, bu  grafin  tepe  noktalari

{2,4,6,8,10,11,12,14,16,18,20} sayilarindan olusur.

*2

Sekil 15. Z,, Zero divisor grafi

Yine elimizdeki tanim ile bu grafin vertex cover polinomu elde edilmek

istenirse;

Ve(T(Zy;)) = x* + 10x% + 45x% 4+ 120x* + 210x° + 252x° + 210x7 +
120x8 + 45x° + 11x10 + x11 |

polinomu I'( Z,,) grafinin vertex cover polinomudur. Bu polinomun katsayilari

kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;
10 10 10 10 10 10 10
1 2 3 4 5 6 7
(0>x +<1>x +<2>x +(3>x +(4>x +<5)x +<6)x
10 10 10 10
8 9 10 11
+<7>x +<8>x +((9>+1)x +<10)x

formunda diizenlenebilir. Ik 6rnekten bu yana kombinatoryal ydntemlerle

incelenen tiim formiiller genellestirildiginde;
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|V2|-2
V. . V.
Vc(Zzp) = z (l .2|>xl+1 + | Z_I + 1 x|V2| + x|V2|+1
; l V] =1

formiiliini elde ederiz.

Teorem 4.1 P bir asal say1 olsun ve 2 < p olsun. O zaman Z,,, zero divisor grafinin

vertex cover polinomu;

p—-3

Ve(Zyy) = (p : 1)x"+1 + ((p - 1) + 1) xP1 4 xP

i=0 p=2

dur.

Ispat L,y zero divisor graflart Ky ,_; iki pargali tam graflara izomorfturlar. Yani

I‘( Zzp) = K p—1 dur. Bu durumda Z,,, grafinin tepeler kiimesini iki farkl
kiimede tanimlayabiliriz;

Vi = {px | x =1},

V,=2x|x=1,..,p—1},

Vil =1,

IVl =p—1

dur. Z,,, zero divisor grafinin vertex cover polinomunu elde etmek i¢in incelenmesi

gereken 3 farkli durum vardir.

Durum 1. Z,, grafinin iki parcali tam graflarm 6zel hali olan yildiz graflara
izomorf olmasindan dolayi, V; kiimesindeki bir elemanin V, kiimesindeki tiim
elemanlar ile arasinda bir ayrit vardir. Bu durumda eger V; kiimesini tek basina
secersek graftaki her ayritin en az bir tepesi bu kiimenin i¢inde olur. O zaman V;

kiimesi Z,,, zero divisor grafi i¢in bir vertex cover’dur.

Durum 2. V; kiimesi, Z,,, grafi i¢in bir vertex cover dir. Bu nedenle V, kiimesindeki
tiim tepelerin (n=1,...,p-1), n’li kombinasyonlarmin olusturdugu tiim kiimelerin, V;

kiimesi ile birlesimi Z,,, grafi i¢in bir vertex cover’dir.

Durum 3. Z,, grafinin iki pargali tam graflarin 6zel hali olan yildiz graflara

izomorf olmasindan dolayi, V, kiimesindeki tiim elemanlarin, V; kiimesindeki
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eleman ile arasinda bir ayrit vardir. Bu durumda eger V, kiimesini tek basina
secersek graftaki her ayritin en az bir tepesi bu kiimenin i¢inde olur. O zaman V,

kiimesi Z,,, zero divisor grafi i¢in bir vertex cover’dir.

Yukarida incelenen ii¢ durumun sonucunda, Z,,, zero divisor grafinin vertex

cover polinomu;

p-3
-1y . -1
Ve(Zyp) = Z (p i )x‘“ + <(§ B 2) + 1) xP~L 4 xP

=
dur.

4.2.T ( sz) Zero Divisor Grafi

6 29

Burada p asal say1 olmak iizere “p“” seklinde bir asal saynin karesi seklinde

yazilabilen graflardir. Z,2 zero divisor graflari tam graflara izomorfturlar, yani
I‘( sz) = K, dur. Bu graflara 6rnek olmast i¢in p’ye asal degerler verilir. “p=5~

degerini verilirse “Z,s” grafi elde edilir. Bu grafin tepeleri “5,10,15,20”

noktalarindan olusur.

®15

5

20

Sekil 16. Z,5 Zero divisor grafi

Vertex cover polinomunu elde etmek i¢in olas1 tiim vertex cover kiimeleri
elde edilmelidir. Bunun i¢in olast tiim kiimeleri inceleyen bir matlab kodu
kullanilabilir. Asagidaki tabloda her k adimda yani k elemanl1 vertex cover kiimeleri

listelenmistir. Burada k = {1, ...,p — 1}
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Tablo 4. L, Zero divisor grafi igin vertex cover polinomu algoritma ¢iktist

k degerleri Vertex cover kiimeleri Kiimelerin elemanlar
k=1 Vertex cover yok )}
k=2 Vertex cover yok )}
k=3 1. vertex cover {5,10,15}
2. vertex cover {5,10,20}
3. vertex cover {5,15,20}
4. vertex cover {10,15,20}
k=4 1. vertex cover {5,10,15,20}

Tabloda elde edilen vertex cover kiimeleri, vertex cover polinomunun

tanimini kullanilarak diizenlenirse, I'( Z,s) grafinin vertex cover polinomunu;
Ve(T(Zys)) = 4x® + x*, olarak elde edilir.

Simdi de “p=7" degeri igin olusacak olan graf incelenirse, yani I'( Z,q) grafi

incelenirse. Bu grafin tepe noktalar1 “7,14,21,28,35,42” sayilarindan olusur.

*21
7

&35

42

Sekil 17. Z,q Zero divisor grafi

Yine vertex cover polinom tanimi ile bu grafin vertex cover polinomu elde

edilirse;
Ve(T(Zgo)) = 6x° + x6

polinomu I'( Z,4) grafinin vertex cover polinomudur.
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Simdi de “p=13" degeri igin olusacak olan graf incelendi, yani I'( Z;g9)
grafi cizdirildi. Bu grafin tepe noktalar1
{13,26,39,52,65,78,91,104,117,130,143,156} sayilarindan olusur.

*39 »156

—» 91
- —

52 L P30
\ 7' [T ——=130

A\ Pa— RV

143

Sekil 18. Zy¢9 Zero divisor grafi

Yine bilinen vertex cover polinomu tanimi ile bu grafin vertex cover

polinomunu elde edilmek istenirse;
Ve(T(Zgo)) = 12xM + x12
polinomu I'( Z,49) grafinin vertex cover polinomudur.

Incelenen tiim graf polinomlarnda da goriildiigii {izere F( sz) bir tam

graftir. K, tam grafinin vertex cover polinomu x™ + nx™ ! dur.

Teorem 4.2 P bir asal say1 ve 2 < p olmak lizere, Z,2 sifir bolen grafinin vertex

cover polinomu;
Ve ( r( sz)) =xP71 4+ (p—1)xP2
dur.

Ispat L2 zero divisor graflari K;,_; tam graflara izomorfturlar. Yani F( sz) =
Ky—1 dur. Bu durumda Z,2 grafinin tepeler kiimesi su sekilde tanimlanur;

Vi={px|x=1,..,p—1},



28

|V1| zp_la

olur. Z,z2 zero divisor grafinin vertex cover polinomunu elde etmek i¢in incelenmesi

gereken 2 farkli durum vardir.

Durum 1. Z,2 zero divisor graflar1 tam graflara izomorfturlar. Yani grafin her
tepesinin geriye kalan tiim tepeler ile arasinda bir ayrit vardir. Bu durumda eger
grafin tiim tepelerini bir kiime igerisinde segersek, vertex cover tanimi geregi bu

kiime Z,2 zero divisor grafi i¢in bir vertex cover’dur.

Durum 2. Z,2 zero divisor graflar1 tam graflara izomorfturlar. Yani grafin her
tepesinin geriye kalan tiim tepeler ile arasinda bir ayrit vardir. Eger grafin tim
tepelerinden herhangi bir tepe ¢ikartilip bir kiime segilirse. Segilen bu kiime graftaki
tim ayritlarin en az bir tepesini igerisinde barindirir. O zaman p — 1 tepeli Z,2 zero

p—-1

p_z) = p — 1 adet p — 2 elemanl vertex cover kiimeleri vardir.

divisor grafinin (

Eger grafin tiim tepelerinden 2 tepe ¢ikartip bir kiime olusturulursa, Z,,2
grafi tam graflara izomorf oldugu icin ¢ikartilan bu iki tepe arasinda da bir ayrit
vardir ve bu ayritin herhangi bir tepesi secilen bu kiime icerisinde olamayacagi igin,

secilen bu kiime Z,,2 zero divisor grafi i¢in vertex cover degildir. O zaman Z,2 zero

divisor grafinin p — 2 elemandan daha az elamanl bir vetex cover’1 yoktur.

Yukarida incelenen iki durumun sonucunda, Z,,2 zero divisor grafinin vertex

cover polinomu;
Ve ( r( sz)) =xP"1 4+ (p— DxP2

dur.

4.3.T ( qu) Zero Divisor Grafi

Z,,q zero divisor graflari p ve q asal say1 olmak iizere “pq” seklinde iki asal

pq
saymin ¢arpimi seklinde yazilabilen graflardir. Bu graflara 6rnek vermek istenirse
p’ye ve q’ya asal degerler verilmesi yeterli olacaktrr. Ornegin “p=3, q=5"
degerlerini aldiginda, ”Z,5” grafi elde edilir. Bu grafin tepeleri {3,6,9,12,5,10}

noktalarindan olusur. Aslinda “Z,” graflar1 iki pargali tam graflara izomorfturlar.
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Yani, F( qu) = Kp-1,q-1 dur. Bu yiizden grafin tepeler kiimeleri iki farkli gruba

ayrilabilir. Bu kiimelerin tanimz,
Vi={px|x=1,..,q—1},
V,={gx|x=1,..,p—1},

olarak verilebilir. Oyle ki burada |V;| = q — 1 ve |V,| = p — 1 olacaktir.

Bu tanimlara uygun sekilde “Z;5” grafinin tepeler kiimesi iki farkl tepe kiimesi

seklinde ayrilirsa;
V; ={3,6,9,12},
V, = {5,10},

kiimeleri elde edilir.

®*6

3 5

® 10 ®9

®12

Sekil 19. Z5 Zero divisor grafi

Grafin kendisine bakildiginda agiktir ki V, kiimesi I'(Z,5) grafinin
minumum vertex cover kiimesidir. Ancak vertex cover polinomunu elde etmek i¢in
olasi1 tiim vertex cover kiimeleri elde edilmelidir. Bunun i¢in olasi tiim kiimeleri
inceleyen bir matlab kodu kullanilabilir. Bu kombinasyonel algoritmalar bilindigi
iizere ¢alisma zamani olarak etkili algoritmalar degildir. Fakat bu 6rnekteki gibi
kiigiik veri gruplar: iizerinde makul bir zamanda tam sonuglar1 elde etmek icin
yeterlidir. Asagidaki tabloda her k adimda yani k elemanli vertex cover kiimeleri

listelenmistir. Burada k = {1, ...,p + q — 2} dur.
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Tablo 5. L5 Zero divisor grafi igin vertex cover polinomu algoritma ¢iktist

k degerleri Vertex cover kiimeleri | Kiimelerin Elemanlan
k=1 Vertex cover yok 1)
k=2 1. vertex cover {5,10}
k=3 1. vertex cover {3,5,10}
2. vertex cover {5,6,10}
3. vertex cover {5,9,10}
4. vertex cover {5,10,12}
k=4 1. wvertex cover {3,5,6,10}
2. vertex cover {3,5,9,10}
3. vertex cover {3,5,10,12}
4. vertex cover {3,6,9,12}
5. vertex cover {5,6,9,10}
6. vertex cover {5,6,10,12}
7. vertex cover {5,9,10,12}
k=5 1. vertex cover {3,5,6,9,10}
2. vertex cover {3,5,6,9,12}
3. vertex cover {3,5,6,10,12}
4. vertex cover {3,5,9,10,12}
5. vertex cover {3,6,9,10,12}
6. vertex cover {5,6,9,10,12}
k=6 1. vertex cover {3,5,6,9,10,12}

Tabloda elde edilen vertex cover kiimeleri, vertex cover polinomunun

tanimi kullanilarak diizenlenirse, I'( Z;5) grafinin vertex cover polinomu;
Ve(T(Zs)) = x% + 4x3 + 7x* + 6x° + x5,
olarak elde edilir.

Bu polinomun katsayilar1 kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;

(o) + () + G+ G (e () ()

formunda diizenlenebilir.
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Simdi de “p=3 ve q=7" degerleri i¢cin olusacak olan grafi incelenmek
istenirse, yani ['(Z,;) grafi ¢izdirilmek istendiginde, bu grafin tepe noktalari
“3,6,7,9,12,14,15,18” sayilarindan olusur. Bu grafin da tepeleri iki farkli kiimeye

ayrilirsa;
V; ={3,6,9,12,15,18},
V2 = {7,14‘},

olarak elde edilir.

®6

.9

®3
® 14

.7

Sekil 20. Z,4 Zero divisor grafi
Graf incelendiginde yine agiktir ki V, = {7,14} kiimesi '( Z,,) grafi igin
minumum vertex coverdrr. Yine elimizdeki tanim ile bu grafin vertex cover

polinomu elde edilmek istenirse;
Ve(T(Zy1)) = x% 4+ 6x3 + 15x* + 20x° + 16x° + 8x7 + x|

polinomu I'( Z,,) grafinin vertex cover polinomudur. Bu polinomun katsayilari

kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;

(o)t + (@ Gt + () + (e + (Q)xe+(g) + (1)
5)

formunda diizenlenebilir.
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Simdi de “p=3 ve q=11" degerleri i¢in olusacak olan grafi incelenirse. Yani
I'(Zs3) grafi cizdirilirse, bu grafin tepe noktalar1
{3,6,9,11,12,15,18,21,22,24,27,30} sayilarindan olusacak. Bu grafin da tepeler

kiimesi iki farkli kiimeye ayrilirsa;
V, ={3,6,9,12,15,18,21,24,27,30},
V, ={11,22},

olarak elde edilir.

e24 / e 27

.2
*15 - *9
C et

*6 / ®12

€21 ®30

Sekil 21. 33 Zero divisor grafi

Graf incelendiginde, yine agiktir ki V, = {11,22} kiimesi I'( Z33) grafi igin
minumum vertex coverdir. Yine kombinasyonel bir algoritma ile bu grafin vertex

cover polinomu elde edilmek istenirse;

Ve(T(Zs3)) = x% + 10x3 + 45x* + 120x° 4 210x° + 252x7 +
210x8 + 120x° + 46x1° + 12x1t + x12 |

polinomu I'( Z33) grafinin vertex cover polinomudur. Bu polinomun katsayilari

kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;
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10 10 10 10 10 10 10
2 3 4 5 6 7 8
(o) + () +(p)x e (3) e+ (L)x 4 (5)7 + ()2
10 10 2 10 2
9 10 10 11 11
#(7)2 () e (e (o) e+ (1)

12
12
+<12)x

formunda diizenlenebilir.

Simdi de “p=5 ve q=7" degerleri i¢in olusacak olan graf incelenirse. Yani
[(Zss) grafi  gizdirilmek  istenirse, bu  grafin  tepe  noktalar
{5,7,10,14,15,20,21,25,28,30} sayilarindan olusur. Bu grafin da tepeler kiimesi iki

farkl kiimeye ayrilirsa;
V; = {5,10,15,20,25,30},
V, ={7,14,21,28},

olarak elde edilir.

®5
*10
*15 14 e7
“e2q —e28 - 20

25

®30

Sekil 22. 755 Zero divisor grafi

Graf incelendiginde, yine ag¢iktir ki V, = {7,14,21,28} kiimesi, I'( Z3s)
grafi i¢in minumum vertex coverdir. Yine elimizdeki tanim ile bu grafin vertex

cover polinomu elde edilmek istenirse;

Ve(T(Zss)) = x* + 6x5 + 16x° + 24x7 + 21x® + 10x° + x1°,
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polinomu I'( Z33) grafinin vertex cover polinomudur. Bu polinomun katsayilari

kombinatoryal yontemlerle incelendiginde;

(o)xt+ (e G+ (e () + () + () + ()
(g ()% + (1)

formunda diizenlenebilirler. Ik 6rnekten bu yana kombinatoryal ydntemlerle

incelenen tiim formiiller genellestirilirse;

[Vil=IVa|-1 A
ve) = Y <i1>x(|V2|+l)
i=0

[V1]—-1

+ E |V1| x@+IV2D) V2l ) x CEHIV2D
’ l |V1| -1
i=|Vi|=|V,]

4 (Val+Iv2D)
olur.

Teorem 4.3 P ve q birbirinden farkli 2 asal say1 ve 2 < p < q olmak iizere, Zpq

sifir bolen grafinin vertex cover polinomu;

q-p-1 1
q-— L
velt) = 20 (1)
i=0
q-2

+

(q - 1>x(p—1+i) + ( p—-1 )x(p—1+i)
[ q—1-—1i

l=q-p

+ x(p+q_2)
dur.

Ispat Zpq zero divisor graflart K, _; 41 iki pargali tam graflara izomorfturlar. Yani

F( qu) = Kp-1,g-1 dur. Bu durumda Z,, grafinin tepeler kiimeleri iki farkli

kiimeye ayrilabilir;
Vi={px|x=1,..,q -1},

V,={gx|x=1,..,p—1},



35

Vil=q-1,
Vol =p -1,
ve2<p<q.
Zpq zero divisor grafinin vertex cover polinomunu elde etmek igin

incelenmesi gereken 4 farkli durum vardir.

Durum 1. Z,, grafinin iki pargali tam graflara izomorf olmasindan dolayi, V;

kiimesindeki her elemanin V, tiim elemanlar ile arasinda bir ayrit vardir. Bu
durumda eger V; kiimesini tek basmna secersek graftaki her ayritin en az bir tepesi

bu kiimenin i¢inde olur. O zaman V; kiimesi Z,q zero divisor grafi i¢in bir vertex

cover’drr.

Durum 2. V; kiimesi, Zyq grafi igin bir vertex cover’dir. Bu nedenle V, kiimesindeki
tiim tepelerin (n=1,...,p-1), n’li kombinasyonlarmin olusturdugu tiim kiimelerin, V;

kiimesi ile birlesimi Z,q grafi i¢in bir vertex cover’dur.

Durum 3. Z,, grafinm iki par¢ali tam graflara izomorf olmasindan dolayi, V,

kiimesindeki tiim elemanlarm, V; kiimesindeki tiim elemanlar ile arasinda bir ayrit
vardir. Bu durumda eger V, kiimesini tek basina segersek graftaki her ayritin en az
bir tepesi bu kiimenin iginde olur. O zaman V, kiimesi Zyq zero divisor grafi igin

bir vertex cover’dir.

Durum 4.V, kiimesi, Z,q grafi i¢in bir vertex cover’dir. Bu nedenle V; kiimesindeki
tiim tepelerin (n=1,...,q-1), n’li kombinasyonlarmin olusturdugu tiim kiimelerin, V;

kiimesi ile birlesimi Z,q grafi i¢in bir vertex cover’dur.

Yukarida incelenen 4 durumun sonucunda, Zyq zero divisor grafinin vertex

cover polinomu;

-1 .
Ve(zZ,,) = Z (qi )x(p—lﬂ)

q-p-1
i=0

q-2

N z (q _ 1>x(p—1+i) + ( p—1 .)x(p—1+i)
y [ q—1—i

i=q-p

+ x(®ta-2)
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5.SONUC

Bu tezde, graf teori alaninda halkalarin sifir bolenleri kullanilarak elde
edilen zero divisor graflari tizerinde ¢alisilmigtir. Bir NP-Hard problem olan vertex
cover kiimeleri kombinatorik bir algoritma ile elde edilerek vertex cover
polinomlar1 bulunmustur. Elde edilen polinomlarin katsayilari, graflarin tepe
sayilar1 kullanilarak toplam sembolii altinda formiile edilmistir.

Bu calisma, cebirsel yapilar iizerine insa edilen zero divisor graflarin vertex
cover polinomlarinin matematiksel olarak analiz edilmesine katki saglamistir.
Cebirsel yapilar ilizerinde graf teori uygulamalar1 kullanilarak, vertex cover
polinomlarmin g¢esitli durumlar1 daha 1yi anlagilmistir. Ayrica, elde edilen toplam
sembolii altindaki formiilasyonlar sonradan yapilacak olan daha derin aragtirmalar
ve incelemeler i¢in kolaylik saglayacaktir.



38

KAYNAKLAR DiZiNi

Abiteboul, S., Hull, R., Vianu, V., 1995, Foundations of Databases, Addison-
Wesley, Reading, 1011 p.

Anderson, D.D., Naseer, M., 1991, Beck’s coloring of commutative ring, Journal of

Algebra, 159: 500-514 p.

Anderson, D.F., Livingston, P. S., 1999, The zero-divisor graph of commutative

ring, Journal of Algebra, 217: 434-447 p.

Barabasi, A.L., Albert, R., 1999, Emergence of scaling in random networks,

Science, 286(5439): 509-512 p.
Beck, L., 1988, Coloring of Commutative Rings, Journal of Algebra, 116:208-226 p.
Berge, C., 1985, Graph Theory, North-Holland, Amsterdam, 303p.

Bickle, A., 2020, Fundamentals of Graph Theory, American Mathematical Society,
Rhode Island, 336 p.

Bondy, J.A. and Murty, U.S.R., 1976, Graph Theory with Applications, The
Mcmillan Press Ltd., New York, 654 p.

Chung, FR.K., Graham, R.L., 1995, On the cover polynomial of a digraph, Journal
of Combinatorial Theory, 65: 273-290 p.

Cormen, T.H., Leiserson, C.E., Rivest R.L., Stein, C., 2009, Introduction to
Algortihms (3™ edition), MIT Press, Cambridge, 1312p.

Daskin, ML.S., 1995, Network and Discrete Location: Models, Algorithms and
Applications, Wiley, New York, 464p.

Dummett, M., 1993, The Logical Basis of Metaphysics, Harvard University Press,
Cambridge, 366 p.

Gross, J.L. and Yellen, J., 2004, Handbook of Graph Theory, CRC Press, New
York, 1630 p.

Giirsoy, N.K., Ulker, A., Giirsoy, A., 2022, Independent domination polynomial of
zero-divisor graphs of commutative rings, Soft Compute, 26(15): 6989-6997 p.



39

KAYNAKLAR DiZIiNi (devam)

Huffman, W.C., Pless V., 2003, Fundamentals of Error-Correcting Codes,
Cambridge University Press, Cambridge, 512 p.

Karp, R.M., 1972, Reducibility among Combinatorial Problems, Plenum Press, 220:
85-103 p.

Kleinberg, J., Tardos, K., 2006, Algorithm Desing, Pearson Education, Boston, 864
p.

Kiraly, A., Abonyi, J., 2011, Optimization of Multiple Traveling Problem by a Novel
Representation based Genetic Algorithm, International Symposium of Hungarian

Researchers on Computational Intelligence and Informatics, 366: 241-269 p.

Osborne, M.J., Rubinstein, A., 1994, A Course in Game Theory, MIT Press,
Cambridge, 608 p.

Stinson, D.R., 2006, Cryptography: Theory and Practice (3™ edition), CRC Press,
Boca Raton, 688 p.

Vazirani, V.V., 2001, Approximation Algorithms, Springer, Atlanta, 399p.

West, D.B., 2001, Introduction to Graph Theory (2™ Edition), Prentice Hall, Londra,
610p.



40

TESEKKUR

Tez ¢alismamin arastirilmasi, yiiriitiilmesi, planlanmasi ve olusturulmasinda
higbir zaman yardimmi ve destegini esirgemeyen tez danigmanim Dog. Dr. Arif
GURSOY’a, her zaman desteklerini sirtimda hissettigim canim aileme her zaman
yanimda olduklar1 i¢in minnettarim.



41

OZGECMIS

Toykan Giilmen, {iniversiteye kadar olan egitim hayatint Manisa’da
tamamladiktan sonra 2021 yilinda Ege Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik
Bolimii Bilgisayar Bilimleri Agirhikli Matematik Lisans programindan mezun
oldu. 1 sene Amerika’da yabanci dil egitimi ald1. 8. Uluslararasi Hali¢ Kongresinde
Zero Divisor graflarda Vertex Cover polinomu iizerinde yaptig1 aragtirmayi sundu.



	ÖZET
	ABSTRACT
	ÖNSÖZ
	İÇİNDEKİLER
	ŞEKİLLER DİZİNİ
	TABLOLAR DİZİNİ
	1.GİRİŞ
	2.TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR
	2.1. Graf Teorisi
	2.2. Halka Teorisi

	3. ZERO DIVISOR GRAFLAR VE VERTEX COVER PROBLEMİ
	3.1. Zero Divisor Graflar
	3.2. Vertex Cover
	3.2.1. Minimum Vertex Cover
	3.2.2. Vertex Cover Polinomu


	4.ZERO DİVİSOR GRAFLARDA VERTEX COVER POLİNOMU
	4.1. 𝜞, ,ℤ-𝟐𝒑.. Zero Divisor Grafı
	4.2. 𝜞, ,ℤ-,𝒑-𝟐... Zero Divisor Grafı
	4.3. 𝜞, ,ℤ-𝒑𝒒.. Zero Divisor Grafı

	5.SONUÇ
	KAYNAKLAR DİZİNİ
	TEŞEKKÜR
	ÖZGEÇMİŞ

