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OZET

ASIMETRIK METRIK UZAYLARDA FONKSIYON DIZILERININ I*-YAKINSAKLIGI

Bu caligsmada, dogal sayilarin kuvvet kiimesinin 6zel bir alt ailesi olan ideal kavrami goz oniinde
bulundurularak, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin I*-yakinsaklig1 tanimlanmis ve bu kav-
ramla ilgili baz1 temel sonuglar verilmistir. Ayrica sonuglarin, klasik sonug¢lardan farkliliklarint goster-
mek amaciyla ornekler insa edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Asimetrik Metrik Uzay, Ideal Yakinsaklik, ideal - Yakinsaklik, Ideal Diizgiin Ya-
kinsaklik, Ideal Kapsamlilik.

Danmisman: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Mersin Universitesi, Matematik Anabilim Dali, Mersin.
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ABSTRACT

I*-CONVERGENCE OF FUNCTION SEQUENCES IN ASYMMETRIC METRIC SPACE
In this work, by considering ideal which is a special subfamily of power set of natural numbers
I*-convergence of sequences of function in asymmetric metric spaces is defined and some results about

this concept are given. Obtained results is supported some examples to show differences by the classical
ones.

Keywords: Asymmetric metric space, Ideal convergence, Ideal-a convergence, Ideal uniform conver-
gence, Ideal exhaustiveness .

Adyvisor: Prof. Dr. Mehmet KUCUKASLAN, Department of Mathematics, Mersin University, Mersin.
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egitim hayatim boyunca her zaman arkamda duran anneme ve babama minnettarim. Bu basari, onlarin
Ozverisi sayesinde miimkiin olmustur.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Tanim
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Filtre

Kisaltma/Simge

R Reel Sayilar Kiimesi
R* Pozitif Reel Sayilar Kiimesi
N Dogal Sayilar Kiimesi
Zt Pozitif Tam Sayilar Kiimesi
P Asal Sayilar Kiimesi
1

IFin Sonlu kiimelerin olusturdugu ideal
1y Asimptotik yogunlugu sifir olan kiimelerin olusturdugu ideal
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F(I) I ideali ile iiretilen filtre
B~ (x,r) Sol acik toplar kiimesi
B (x,r) Sag agik toplar kiimesi
d(A) A kiimesinin asimptotik yogunlugu
A A kiimesinin tiimleyeni
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1. GIRIS

Yakinsaklik kavrami, matematiksel analizde temel bir yapi tagt olarak kabul edilir. Dizilerin ve
fonksiyonlarin limitinin aragtirilmasi, reel analiz bagta olmak iizere bircok matematiksel disiplinde mer-
kezi bir rol oynamaktadir. Klasik yakinsaklik yaklagimi, bir dizinin ya da fonksiyon dizisinin, sabit bir
limite dogru ilerlemesini temel alir. Ancak zamanla, bu klasik anlayigin sinirlarin1 agmak ve daha genis
yapidaki dizileri incelemek amaciyla farkli tiirde genellestirilmis yakinsaklik kavramlar1 gelistirilmistir.
Bu cabalarin sonucu olarak ortaya ¢ikan kavramlardan biri olan ideal yakinsaklik, 6zellikle 20. yiizyilin
sonlarina dogru dikkat ¢ekici bir sekilde gelisme gostermistir.

I1k olarak ideal kavrami, topolojik baglamda Kazimierz Kuratowski ve Czestaw Ryll-Nardzewski
(1965) tarafindan ortaya atilmigtir. Bu kavram, daha sonra dizi yakinsaklifina uygulanmig ve Pavel
Kostyrko, Tibor Salit ve Whadystaw Wilczyriski (2000) tarafindan “ideal yakinsaklik”” baghgi altinda
sistematik bir kuram haline getirilmistir. Bu yeni yakinsaklik, klasik dogal say1 kiimesinin belirli 6zel-
lige sahip alt kiime aileleri kullanilarak, yakinsaklik kavrami genigletilmis ve limitin varligi, bu ideal
aileler cercevesinde yeniden tammlanmistir. Ideal yakinsaklik, 6zellikle klasik anlamda yakinsak olma-
yan dizilerin davraniglarini incelemek i¢in oldukc¢a kullaniglt bir ara¢ haline gelmisgtir.

I*-yakinsaklik kavramu ise, ilk kez A. Kostyrko, M. Macaj, T. §alét, M. Sleziak (2005) tarafindan
ortaya konmustur. /*-yakinsaklik, ideal yakinsakliktan farkli olarak, belirli bir idealin disindaki biiyiik
bir kiimede klasik yakinsaklik kosulunun saglanmasi esasina dayanir. Bu yaklagim sayesinde, dizilerin
yalmizca “biiyiik bir cogunlugunda” limit davranisi sergilemesi yeterli olmaktadir. Bu tiir bir genelleme,
klasik yakinsakliktan farkli olarak, istatistiksel yakinsaklik gibi diger alternatif yakinsaklik tiirleriyle de
iligkili bir yap1 sunmaktadir.

Zamanla, ideal ve I*-yakinsaklik kavramlari, sadece reel say1 dizileri baglaminda degil, aym
zamanda daha genel yapilar olan fonksiyon dizileri, topolojik uzaylar, metrik ve yar1 metrik uzay-
lar iizerinde de galistimstir. Ozellikle, Argha Ghosh (2022) tarafindan yapilan ¢aligmalar, ideal ve I*-
yakinsaklik kavramlarinin yari metrik uzaylardaki uygulanabilirligini ortaya koymustur. Yari metrik
uzaylar, simetri sartinin kaldirilmasiyla elde edilen yapilar olup, klasik metrik uzaylardan farkli olarak
daha genis analiz olanaklar1 sunmaktadir.

Benzer sekilde, A.M. Aminpour (2012) tarafindan yapilan ¢alismalar, ideal yakinsaklik ve ben-
zeri genellestirilmis limit kavramlarinin, farkli topolojik yapilar ve filtre kurami baglaminda nasil yorum-
lanabilecegini ele almistir. Ayrica, Riya Dutta (2022), k-indeksli yar1 metrik uzay kavramini tanimlamig
ve burada cesitli sabit nokta sonuglarina yer vermistir. Tiim bu c¢aligmalar, ideal tabanli yakinsaklik kav-
ramlarinin yalnizca teorik degil, ayn1 zamanda fonksiyonel analiz, topoloji ve say1 dizileri gibi pek cok
alt alanda uygulanabilirligini gozler oniine sermektedir.

Bu tez calismasinda, asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin 7*-yakinsakligi incele-
necektir. Amag, ideal ve [*-yakinsaklik kavramlarinin bu tiir simetrik olmayan metrik yapilarda nasil

tanimlandigini, hangi kosullar altinda klasik yakinsaklikla uyustugunu ve ne tiir yeni 6zellikler ortaya



Kadriye Dilan KOLAC, Yiiksek Lisans Tezi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Mersin Universitesi, 2025

cikardigim aragtirmaktir.

Calismada, tanimlar ve teoremlerle birlikte drneklere de yer verilerek, bu kavramlarin kavramsal
temellerine yer verilecek ve yeni katkilar sunulacaktir. Ayrica, ideal ve I*-yakinsaklik tiirleri siireklilik
ve limit iligkileri ¢ercevesinde degerlendirilecektir.

Bu baglamda, tez ¢alismas1 hem ideal kuraminin daha genis yapilara uygulanabilirligini aragtir-

makta, hem de klasik analiz yaklagimlarina alternatif yollar sunmaktadir.
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2. KAYNAK ARASTIRMALARI

Istatistiksel yakinsaklik kavrami asimptotik yogunluk yardimiyla, ilk kez Fast (1951) ve Stein-
haus (1951) tarafindan birbirinden bagimsiz olarak verilmistir. Klasik yakinsamanin dogrudan bir uzan-
tis1 izlenimi verse de, durum bir genellemeden farklidir. Freedman vd. (1981), genellestirilmis bir yogun-
Iuk tanim1 sunmusg ve cesitli toplanabilirlik tekniklerinin yogunluklari ile kuvvetli yakinsama bolgeleri
arasindaki baglantiy1 irdelemistir. Bunlar, tiim negatif olmayan diizenli matris yontemlerinin yan1 sira
neredeyse yakinsama adi verilen iinlii matris dis1 yontemi de igerir.

Connor (1988) ¢alismasinda yer alan bir sonug, 0 < p < o aralifinda kuvvetli p-Cesaro topla-
nabilir veya @,- yakinsak olan bir dizinin ayn1 zamanda istatistiksel yakinsak olmas1 gerektigini ortaya
koymakta ve siirli her istatistiksel yakinsak dizinin, 0 < p < o i¢in ®),- yakinsaklik ozelligi tagidig
kanitlanmaktadir. Bunun yam sira istatistiksel yakinsak dizilerin yerel olarak digbiikey bir FK uzay1
olusturmadi81 da gosterilmistir. Sinirh istatistiksel olarak yakinsak dizileri yakinsak dizilere doniigtiiren
konservatif matrislerin bir karakterizasyonu verilmis ve Norlund ve Norlund tipi ortalamalara uygulan-
mistir.

Di Maio vd. (2008), topolojik ve uniform uzaylarda istatistiksel yakinsaklik kavramini tanim-
layarak bu yakinsamanin se¢im aksiyomlari teorisi, fonksiyon uzaylar1 ve hiperuzaylar baglamindaki
uygulanabilirligini incelemislerdir. Ilkhan vd. (2019), yari-metrik uzaylarda istatistiksel Cauchy dizi-
leri araciligiyla tamlik, kompaktlik ve on-kompaktlik tizerine 6nemli sonuclar elde etmislerdir. Amacg,
asimptotik yogunluk kavramim kullanarak yar1 metrik bir uzayda yakinsama ve Cauchy kosullarini ge-
nigletmektir.

Kostyrko vd. (2000), metrik uzaylardaki dizilerin /-yakinsakligr kavramini tamitip incelediler.
Bu kavrami, bir metrik uzayda tanimlanan reel fonksiyonlar dizisinin /-yakinsakligina genisletip, bu
kavramlarin bazi temel 6zelliklerini kanitladilar.

Filipow vd. (2010) ¢alismalarinda, Bolzano-Weierstrass teoremi ideal yakinsaklik kullanilarak
genellestirilmigtir. Bu makalenin yazarlari, Bolzano-Weierstrass 6zelliine sahip olan ve olmayan ideal
ornekleri sunmus, bu 6zelligi altol¢iilerle iligkili olarak incelemis ve maksimal bir P-ideale genisletile-
bilirligini ele almiglardir. Ayrica ideallerin Rudin-Keisler ve Rudin-Blass siralamalarina ve Boole boliim
cebirlerine uygulamalar gosterdiler. Ozellikle, bir idealin ancak ve ancak Boole boliim cebiri sayilabilir
bir boliinen aileye sahipse BW 6zelligine sahip olmadigini gosterdiler.

Bunlarin yani sira, Sahiner vd. (2011) ¢alismalarinda, uniform siirekli n-norm kavrami tanitilarak
ideal yakinsaklik acisindan dogrusal n-normlu bir uzayin tamamlanmasi incelenmistir.

Lahiri vd. (2005), dizilerin /-yakinsaklig1 ve I*-yakinsaklig1 fikrini topolojik uzaya genisletti-
ler ve bu kavramlarin topolojik uzaydaki birka¢ temel 6zelligini tiiretme iizerine ¢alismalar yapmig ve
onemli sonuclar elde etmislerdir.

Ghosh (2022), metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin /*(@)-yakinsaklig1 ve I*-kapsamlilig1 kav-

ramlarini ele almis ve bu iki kavram arasindaki iligkiyi agiklamistir. Ayrica kavramlarinin metrik fonksi-
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yon dizilerinin /() yakinsakli1 ve I-kapsamlilig1 gibi koklii kavramlarla bir iligkisi oldugunu da tespit
edip gostermislerdir.

Otafudu (2021), sol (sag) K-Cauchy dizilerini koruyan ve sol (sag) K-Cauchy dizisel regiiler
doniisiimler olarak adlandirilan bir doniisiim sinifin1 inceledi. Ayrica, yari-psddometrik bir uzayda tama-
men sinirl kiimeleri, sol K-Cauchy ve sag K-Cauchy dizilerini koruyan doniisiimler ve uniform yerel
yar1-Lipschitz doniisiimleri agisindan karakterize etti.

Reilly vd. (1982), yari-psddometrik uzaylarda Cauchy dizisi ve tamlik tanimlama problemini
ele almaktadir. Doitchinov (1988) calismasinda, yar1 metrik uzaylarda genel bir Cauchy dizisi kavrami
tanitmig ve 6zel bir uzay sinifi i¢in standart bir tamlama tanimlamak amaciyla kullanmusgtir.

Dutta vd. (2022) tarafindan quasi metrik uzaylarin bazi 6zellikleri sunulmus; dizi ve fonksiyon
dizilerinin yakinsaklig1 ile sabit nokta sonuglart verilmistir. Daha sonra, Ghosh (2023) ¢alismasinda,
asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin yakinsakligini idealler araciligiyla incelemisgtir.

Bu ¢alismada amacimiz, asimetrik metrik uzayda fonksiyon dizileri i¢in sol (sag) I* (a)-yakinsaklik,
sol (sag) I*-Alexandroff yakinsaklig1 ve sol (sag) I*-uniform yakinsaklik kavramlarina iligskin yeni tanim-

lar vermek ve bunlar arasindaki bazi iligkileri incelemektir.
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3. MATERYAL VE YONTEM
3.1. Temel Kavramlar ve Asimetrik Metrik Uzay

Bu boliimde, calismada kullanilacak temel kavram ve yapilarin tanimlar1 ve gerekirse ispatlari

verilecektir.

Tamim 3.1.1. X # 0 bir kiime olmak iizere, q : X X X — [0, ) fonksiyonunu ele alalim. Eger , q fonksi-

yonu kosullar1 sagliyorsa, bu fonksiyona X kiimesi iizerinde bir asimetrik metrik denir.
(i) Vx,y € X i¢in, q(x,y) >0,
(ii) Vx,y € X i¢in, q(x,y) =0 ancak ve ancak x =y,
(iii) Vx,y,z € X i¢in q(x,z) < q(x,y) +9(y,2).
kosullar1 sagliyorsa, bu fonksiyona X kiimesi lizerinde bir asimetrik metrik denir.

Bu durumda, (X, q) ikilisi asimetrik metrik uzay olarak adlandirilir. Burada, q fonksiyonu (i), (ii) ve (iii)
kosullarina ek olarak ayrica her x,y € X i¢in q(x,y) = q(y,x) kosulunu da saglarsa q fonksiyonuna X iize-

rinde bir metriktir denir ve (X, q) ikilisi bir metrik uzay olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.2. q: R xR — [0,0) olmak iizere,

I, x>y
y—x, x<y

q(x,y) 32{

seklinde tanimlanan q doniisiimii R {izerinde bir asimetrik metriktir. Bu asimetrik metrik Sorgenfrey

asimetrik metrik olarak adlandirilir.

Ornek 3.1.3. d: R x R — [0, ) fonksiyonu
(X(X—y), y<x

biciminde tanimlanan doniigiim bir asimetrik metriktir. Burada o > 0 bir reel sayidir.

Ornek 3.1.4. R kiimesi iizerinde p : R x R — [0, o) fonksiyonu asagidaki gibi tanimlansin:

2, x>y
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seklinde tanimlanan p fonksiyonu R iizerinde bir asimetrik metriktir.

Ornek 3.1.5. (Cember Uzerinde Yonlii Uzaklik)

C ile birim ¢emberi goz Oniine alalim. A ve B, C ilizerinde iki nokta olsun.
p(A,B) ="A ile B noktasini saatin dénme yoniinde birlestiren yayin uzunlugu"

biciminde tanimlanirsa p bir asimetrik metriktir.

Tamim 3.1.6. (X,d) bir metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve x € X olsun. Her € > 0 i¢in bir ny dogal say1st
vardir dyle ki her n > ng igin d(x,,x) < € saglamyorsa (x,) dizisi x € X noktasina yakinsaktir denir ve

Xn — x , lim d(x,,x) =0 sembollerinden birisiyle gosterilir.
n—yoo

Tanim 3.1.7. (X,d) bir asimetrik uzay, (x,) C X ve x € X olsun. Her € > 0 i¢in bir n, dogal sayisi1 vardir
oyle ki her n > ng icin d(x,,x) < € (d(x,x,) < €) saglaniyorsa (x,) dizisi x € X noktasina sol (sag)

yakinsaktir denir.

Not 3.1.8. Bir dizi ayn1 noktaya hem sol hem de sag yakinsak ise yakinsaktir. Fakat yalnizca sol yakin-

saklik veya yalnizca sag yakinsakligin olmasi yakinsak olmasini gerektirmez.

Ornek 3.1.9. (R,d) iizerinde,

1, y<x

Sorgenfrey asimetrik metrigini gz 6niine alalim. (x,) = (1— 1) olarak alinirsa (x,) dizisi x = 1 noktasina

sol yakinsaktir fakat sag yakinsak degildir.

Simetri 6zelliginin eksikliginden kaynaklanan dnemli problemlerden biri, genel olarak bir dizi-
nin sol (sag) limitinin tek olmamasidir.

Bu durumu gostermek i¢in asagidaki ornegi verelim:

Ornek 3.1.10. Asagidaki gibi tanimli bir ¥ = (x,) reel degerli dizisi ve q: X x X — [0,00) asimetrik

metrigini ele alalim:

() , ntekise
Xp) 1=
3%, n ¢ift ise
0, a<b
q(a,b) :=
1, a>b

Dolayistyla, (—eo,0) araligindaki her noktanin s6z konusu dizinin bir sol limit noktas1 oldugu agiktir.
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Tanim 3.1.11. (X, q) bir asimetrik metrik uzay olsun. q fonksiyonu tarafindan iiretilen sol (sag) topoloji

T~ (t1), her x € X ve r > 0 i¢in tanimlanan

B (x,r):={yeX:q(y,x) <r}, (IB%+ (x,r):={yeX :qxy) < r})

sol (sag) agik toplar kiimesini taban kabul eden aile tarafindan olusturulur.

Tamim 3.1.12. (X, T) bir topolojik uzay ve (x,) C X bir dizi olsun. Her U € 7 agik kiimesi i¢in, x € U

olmak iizere, bir N € N vardir ki n > N i¢in x, € U ise (x,) dizisi x € X noktasina yakinsaktir denir.

Tanmim 3.1.13. (X, 7) bir topolojik uzay, (x,) C X bir dizi ve x € X olsun. Her € > 0 i¢in bir n, = n,(¢€) €
N sayis1 var ve n > n, olmak iizere x, € B~ (x*,€) (x, € BT (x*,€)) kosulunu sagliyorsa, (x,) dizisi x

noktasina sol (sag) yakinsak denir.

Tamim 3.1.14. f, : X — Y bir fonksiyonlar dizisi, f : X — Y bir fonksiyon ve (Y,d) bir metrik uzay

olsun. Eger
(i) Vx € X i¢in

lim d(f,(x), f(x)) =0
n—oo
saglanir ise (f,)qen fonksiyon dizisi f fonksiyonuna noktasal yakinsaktir denir.
(i1)

limsup d(f, (x), £(x)) = 0.

n—soo

saglanir ise (fy)nen fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir.
Tamm 3.1.15. (X,dy), (Y,dy) metrik uzaylar, f : (X,dx) — (¥,dy) bir fonksiyon ve xo € X olsun.

(i) Her & > 0 sayis1 igin bir 8 = 6(€,x0) > 0 vardir dyle ki dx (x,xp) < 6 kosulunu saglayan her x igin

dy (f(x), f(x0)) < € saglaniyorsa f fonksiyonuna xy € X noktasinda siireklidir denir.

(ii) lim dx (x,,x0) = 0 kosulunu saglayan her (x,) C X dizisi i¢in, lim dy (f(x,), f(xo)) = 0 saglani-
n—oo n—yoo

yorsa f fonksiyonu xg € X noktasinda dizisel siireklidir denir.

Not 3.1.16. Metrik uzaylarda siireklilik ile dizisel siireklilik denktir, ancak bu durum topolojik uzaylarda

genelde tek tarafli saglanir.

Kanit. (X,dy) ve (Y,d,) bir metrik uzay, f: X — Y bir fonksiyon ve xo € X olsun. Oncelikle f fonk-
siyonu xo € X noktasinda siirekli ve (x,,) C X dizisi xp noktasina yakinsak olsun. € > 0 keyfi alalim. O

halde bir n, = ne(€) € N vardir 6yle ki her n > ng i¢in d)(x,,x0) < € saglanir. Burada € = § segilirse
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d (xn,x0) < 6 olacaktir. f fonksiyonunun siirekliliginden d; (x,,x0) < 8 iken da(f(xn), f(x0)) < € kosulu
saglanir. Buradan f fonksiyonu dizisel siireklidir.

Tersine f fonksiyonu xo € X noktasinda dizisel siirekli olsun fakat siirekli olmasin. O halde bir
€ > 0 vardir 6yle ki d; (x1,x0) < 0 iken da(f(x1),f(x0)) > € olur.

8 = L segilirse , dy (x1,x0) < L iken da(f(x1), f(x0)) > & kalir. Bu ise f fonksiyonunun dizisel

stirekli olmasit ile ¢elisir. O halde f fonksiyonu xg € X noktasinda siireklidir. O

Tamim 3.1.17. (X,dx), (Y,dy) metrik uzaylar, f : (X,dx) — (Y,dy) bir fonksiyon ve xo € X olsun. Her
€ > 0 igin bir 6 = §(¢&) > 0 vardir dyle ki dx(x,xp) < 6 kosulunu saglayan her x,xp € X noktasi igin

dy(f(x),f(x0)) < € saglaniyor ise f fonksiyonu diizgiin siireklidir denir.

3.2. Istatistiksel Yakinsakhk

Tamim 3.2.1. (Fridy, 1985) A C N bir kiime ve d : Z(N) — [0, 1] asagidaki bi¢imde tanimlanan bir

fonksiyon olmak iizere ,

1
d(A)=lim - |[{k<n:keA}|

n—soo

limiti mevcut ise d(A) sayisina A kiimesinin dogal (veya asimptotik) yogunlugu denir. Ayrica; daima

mevcut olan

1
d(A) :=liminf - |[{k <n:keA}|
n

n—soo

ve

- 1

d(A) :=limsup — [{k<n:kecA}
n—oo N

limit degerlerine sirasiyla A kiimesinin alt asimptotik yogunlugu ve iist asimptotik yogunlugu denir.

Burada

ise A kiimesinin asimptotik yogunlugu mevcuttur ve bu ortak degere esittir. O halde bir kiimenin asimp-
totik yogunluga sahip olmasi i¢in gerek ve yeter kosul alt asimptotik yogunluk ve iist asimptotik yogun-
Iugun birbirine esit olmasidir.

Simdi asimptotik yogunlugu olmayan bir kiime 6rnegi verelim :

Ornek 3.2.2. B kiimesi B := {n €Z:2"<n<2m+2" 1 me Z*} seklinde tanimlansin. B kiimesi
B; = {22"+1,..,2°+2"1 1} (i=1,2,...) kiimelerinin sayilabilir birlesimi olarak yazilabilir. B,

kiimesinin ilk eleman1 olan 2 g6z 6niine alimirsa her B; kiimesinde 2/~! eleman bulundugundan i < m
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olmak iizere

m—1
B2M)|=1+Y 27 =14 (2" 1) =2""
i=1

esitsizliginden
1B(2™)| 1
om 2
[B(n)|

oldugu goriiliir. Boylece sonsuz sayida n i¢in = % saglanir. O halde

n

s [BOO ]
4(B) = liminf — == = 5
dir. Simdi B,, kiimesinin son eleman1 olan 2™ +2"~! — | elemanini goz 6niine alalim.

|B(2" 42" —1)|=2"—1

olur. Buradan

B2 42" 1)) 2m—1 i 1
am4m—l_1 —32m-1_17 32m-1 "3 3om-l
elde edilir. O halde her € > 0 icin @ > % — € olacak sekilde n i¢in sonsuz sayida deger vardir. Boylece

B kiimesinin iist asimptotik yogunlugu

d(B) = limsup [B(m)] _2

n—soo n 3

olarak hesaplanir. O halde d(B) # d(B) oldugundan B kiimesi asimptotik yogunluga sahip olmayan bir

kiimedir.
Ornek 3.2.3. A = {n? : n € N} kiimesi alimirsa d(A) = 0 dir.
Ornek 3.2.4. a,b € N olmak iizere A = {an+b : n € N} kiimesi alinirsa d(A) = 1 olur.

Tanim 3.2.1 de verilen asimptotik yogunluk tanimindan kolayca asagida verilen ifadeler ispat
edilebilir :

A, B C N asimptotik yogunluga sahip iki kiime olsun.
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* ACBised(A) <d(B);

ANB=0ise d(A)+d(B) =d(AUB);

e d(A)+d(B) <1+d(ANB);

« max{d(A),d(B)} < d(AUB) < min{d(A) +d(B),1};
* A sonluise d(A) = 0;

Tanim 3.2.5. (Salat, 1980) (x,) bir reel say1 dizisi ve L € R olsun. Eger, her £ > 0 i¢in

i K =L > e}

n—soo n

0

ise (x,) dizisi L noktasina istatistiksel yakinsaktir denir ve x, ~» L seklinde gosterilir.

Onerme 3.2.6. (R, e) bir metrik uzay, (x,) C R ve L € R olsun. O halde (x,) dizisi L sayisina yakinsak

ise L sayisina istatistiksel yakinsaktir fakat tersi dogru degildir.

Kanit. (x,) dizisinin L € R sayisina yakinsadigini kabul edelim. Yani,

Ve > 0i¢in 3N € N vardir yle ki Vi > N icin |x, —L| < €

saglanir. O halde

(neN:|x,— L >e} C{1,2,....N—1},

icermesi saglanir. Yani {n € N : |x, — L| > €} kiimesi sonlu bir kiimedir. O halde,

d({neN:|x,—L|>¢€})=0,

dir. Boylece (x,) dizisi istatistiksel olarak L’ye yakinsar.

Simdi bu ifadenin tersinin dogru olmadigini gorelim.

Ornek 3.2.7. (R, e) 6klid uzayinda asagida verilen

1, neP

10
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dizisini géz Oniine alinirsa agik olarak klasik anlamda yakinsak olmayan bir dizi 0 noktasina istatistiksel
yakinsaktir.

Gergekten, her € > 0 i¢in

d{k<n:|x—0]>¢€}) <d(P)=0.

3.3. ideal ve Filtre

Tamim 3.3.1. (Kuratowski, 1966) X bostan farkl bir kiime olmak iizere, I C 2% ailesine asagidaki kosul-

lar1 saglhiyorsa X iizerinde bir ideal denir:
(i) VU,V €li¢cinUUV €1,
(i) UelveVCUiseV el

Bir I ideali, I # 0 ve X ¢ I ise, trivial olmayan ideal olarak adlandirilir. Trivial olmayan bir ideal,

her x € X i¢in {x} tek nokta kiimelerini igeriyorsa, bu ideale uygun ideal denir.
Uyari 3.3.2. [ ideali , X kiimesi iizerinde bir uygun ideal ise her A C X sonlu kiimesi i¢in A € [ dir.
Ornek 3.3.3. X = {a,b,c} ve

I= {@,{a},{b},{a,b}}

kiimesini géz Oniine alalim.

e ] ailesi birlesim islemine kapaldir,
e [#0veX ¢1,yani trivial olmayan idealdir.
* Ancak tek nokta kiimelerinden {c} kiimesi / kiimesinde olmadigindan, / uygun ideal degildir.

Ornek 3.3.4. X = N ve

Irin :={A C N: A sonlu},

ailesini g6z oniine alalim. 7 # @ ve X ¢ I oldugundan 7 trivial olmayan, uygun bir idealdir.

Ornek 3.3.5. (Kostyrko, vd, 2000) N = U714, dogal sayilarin ayrik bir pargalanist olsun dyle ki her
J icin A; sonsuz bir kiime ve her i # j i¢in A;NA; = @ olsun. / ideali olarak en fazla sonlu sayida A;
ile kesisimi bogtan farkli olan tiim A C N alt kiimelerinin ailesi gosterilsin. O halde [ trivial olmayan bir

idealdir.

11
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A; ailesine ornek olarak

Aj:= {n eN:n=pl.p. . .p,f"‘,pl,pz,...,pk eP, ve aq,0,...,04 € N}

ailesi verilebilir. Burada n dogal sayisinin asal carpanlarina acilimi k tane asal ¢arpana sahip olanlar bu

aileye aittir.

Tamm 3.3.6. (Kuratowski , 1966) X # @) olmak tizere, % C 2X ailesi
(i) VU,Ve FicinUNV € .7,
(i) Ue FveUCViseVe.Z.

kosullarini sagliyorsa, .% ailesine X iizerinde taniml bir filtre denir:

Her trivial olmayan I C 2X ideali igin acik olarak

F)={UcCX:U€el},

ailesi bir filtredir ve bu filtreye, / ile iiretilen filtre denir.

Ornek 3.3.7. X =N ve

F ={ACN:N\A sonlu}.

kiimesini géz Oniine alalim.
* A,B < .7 keyfi alinirsa

N\ A ve N\ B kiimeleri sonlu ve

N\ (ANB) = (N\A)U(N\B)

sonlu kiimelerin sonlu sayida birlesimi sonlu oldugundan,

ANBe 7,

dir.

* A€ .Z ve ACC olsun. Buradan N\ C C N\ A ve N\ A sonlu bir kiime oldugundan N\ C kiimesi

de sonlu olur. Bu durumda C € .%. Sonug olarak, .% kiimesi N iizerinde bir filtredir.

12
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3.4. I-Yakinsakhk

Tanmim 3.4.1. (Kostyrko , vd , 2000) (X,d) bir metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve x, € X olsun. Her € >0
icin

{neN:d(x,,x,) >¢e} el

saglaniyorsa (x,) dizisine x, € X noktasina /-yakinsaktir denir ve bu durum 7 — lim x,, = x, seklinde
n—oo

gosterilir.

Ornek 3.4.2. (R, e) oklid uzay1, I; = {A CR:d(A) =0} ve (x,) dizisi,

1

n’ n¢]P>
(xn) :=

1, neP

biciminde tanimlansin.

Her € > 0 i¢in,

{neN:|x,—0|>¢€} el

dir. Bu nedenle, (x,) dizisi 0 noktasina I;-yakinsaktir.

Not 3.4.3. (Ghosh , 2023) Eger, I bir uygun ideal ise X uzayinda klasik anlamda yakinsak her dizi ideal

anlamda da yakinsaktir.

Tamm 3.4.4. (Kostyrko,vd,2000) (X,d) bir metrik uzay, (x,) C X ve x € X olsun. Bir

M={m <my <..<m<..}eZ(I) kimesi vardir oyle ki

lim d (X, ,x) =0

k—ro0

saglantyorsa (x,) dizisi x € X noktasina I*-yakinsaktir denir ve [* — r}gl}o x, = x semboliiyle gosterilir.

Ornek 3.4.5. X =R,

Li={ACN:d(A) =0},

ve (x,) dizisini asagidaki sekilde tanimlayalim:

0, egern=K

(xn> =

[IS)

eger n # k?

n?’

13
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A={n:n=k"keN} €l;ve M =N\A € .7 (I;) segilirse (x,) dizisi 0 noktasina [;-yakinsaktur.

Teorem 3.4.6. (Kostyrko, vd, 2000) (X, p) bir metrik uzay, (x,) C X, xo € X ve I bir uygun ideal olsun.

Eger I*- lim x,, = xq ise, o halde /- lim x,, = xq olur.
n—soo n—yoo

Kanit. Teoremin kabuliinden dolay1r H € I vardir dyle ki
M=N\H={m <mp<---<m<--}
kiimesi i¢in
lim x,,,, = xo 3)
k—roo

esitligi saglanir. Her € > 0 igin, (3) numarali esitlik geregi ko = ko(€) € N vardir 6yle ki her k > ko i¢in
P (X, ,X0) < €
esitsizligi saglanir. Bu durumda her € > 0 icin
A(e)={neN:p(x,,x0) > €} CHU{m,my,...,my} 4)

icermesinin saglandigi aciktir. / uygun ideal oldugundan, (4) numarali esitsizligin sag tarafinda yer alan
kiime 7 idealine aittir. Dolayisiyla /- lim x,, = x( saglanir.
n—soo

O
Not 3.4.7. Teorem 3.4.6 nin tersi her zaman dogru degildir. Bunun i¢in agsagidaki 6rnegi inceleyelim:

Ornek 3.4.8. N iizerinde

1= {ACN:AC U [kZ,szrk]}
k=1

idealini g6z Oniine alalim.

1, nelU, [kz,k2+k]
(xn) =

0, diger durum
dizisi i¢in
A={neN:|x,—0|>e}={n:x, =1} = J [P, +k] €1
k=1
oldugundan (x,) dizisi 0 noktasina /-yakinsaktir , fakat /*-yakinsak degildir.

14
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Teorem 3.4.9. (Kostyrko,2000) (X, p) bir metrik uzay olsun. Eger,

(i) X kiimesi hicbir y1§i1lma noktasina sahip degilse, o hilde /-yakinsaklik ile /*-yakinsaklik cakisir.

(ii) X kiimesinin en az bir y1g1lma noktas1 varsa, bir I C 2" uygun ideali ve (y,) C X dizisi vardir dyle
ki,

I-limy, =& olduguhilde [I*-limy, mevcutdegildir.
n—oo

Kamit. (i) €& € X ve I- lim x,, = £ oldugunu kabul edelim. Simdi 7*- lim x,, = £ oldugunu gostermek
n—yoo n—oo

yeterlidir. X kiimesi higbir y1gilma noktasina sahip olmadigindan, § > 0 vardir 6yle ki

B(E,6) ={xeX:p(x,c) <8} ={E}
elde edilir. Ayrica I — }gl; x, = € oldugundan
{neN:p(x,,E)>8} el
dir. Dolayistyla
{neN:p(x,,E) <8} ={neN:x, =6} e F(I)

olur. Bu nedenle, agik¢a I*- lim x, = & oldugu goriiliir.
n—soo

(ii) & noktasi, X in bir yigilma noktast ise, (x;,),en C X dizisi vardir 6yle ki lgn xp = & dirve (p(x,&))nen
n—yoo
dizisinin sifira azalarak yakinsadigi kabul edilebilir. Her n € N i¢in €, := p(x,, &) olarak tanimla-

yalim.

I ideali olarak, Ornek 3.3.5 de tanimlanan / idealini goz 6niine alalim. (y,),cy dizisini ise
neAjise y,:=x;

olacak sekilde tanimlayalim. Simdi 17 > O olsun. g, *nin tanimindan &yle bir v € N vardir ki &, < 17.

Bu durumda

A(M) ={neN:p(yn,§) =N} CAU---UA,

dir. Boylece A(n) € I ve dolayisiyla I- lim y, = & olur.
n—oo

Simdi, I*- lim y,, = & oldugunu kabul edelim. O halde, H € I olmak lizere
n—yoo

M=N\H={m <my<---<my<--}

15
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icin
]}im p(ymlﬂg) =0
—»00
saglanmaktadir. / idealinin tanimina gore, Oyle bir / € N vardir ki H C A; U ---UA;. Bu durumda

Ay € N\ H = M olur. Her bir A; sonsuz oldugundan, sonsuz sayida k’lar i¢in y,, = x;11 ve

dolayisiyla

p(ymkvg) =& >0

saglanir. Bu ise , y,,, — & kabulii ile celisir.
O

Tamm 3.4.10. (Kostyrko ,vd, 2000) I C 2" bir uygun ideal olsun. I’da bulunan ikiser ikiser ayrik her
sayilabilir {A1,A,...} kiime ailesi igin bir {Bj,Bs,...} sayilabilir ailesi vardir dyle ki her j € N i¢in

Aj A Bj kiimesi sonlu ve B =7, B; € I saglamyorsa [ idealine AP kosulunu saglyor denir
Ornek 3.4.11.
Irin = {A C N : A sonludur}.

ideali goz oniine alimirsa {A},Az, ...} € I, icin B, := Aj NAyN...NA, olarak segilirse Ir;, ideali AP

kosulunu saglar.
Ornek 3.4.12. I; = {A C N:d(A) = 0} ideali AP kosulunu saglar.

Teorem 3.4.13. (Kostyrko,2000-2001) I C 2" uygun ideal olsun. Eger,

(i) (X,p) herhangi bir metrik uzay ve I ideali (AP) 6zelligine sahipse, o hélde (x,) C X ve & € X
olmak iizere
I',}I_{I(}ox" =& = 1 —nh_r}oloxn =¢£

saglanir.

(ii) (X,p) en az bir y1gilma noktasina sahip bir metrik uzay , (x,) C X bir dizi ve & € X i¢in

I—gl_lgxnzé = I—r}l_lgxnzé

sart1 sag8lanmiyorsa, [ ideali, (AP) 6zelligine sahiptir.

Kamnit. (i) I idealinin (AP) kosulunu sagladigini kabul edelim. /-lim x,, = £ oldugunu biliyoruz. O halde
her € > 0 icin

Ale)={neN:p(x,,&)>¢e}tel

16
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dir. Ayrica, A; = {n € N: p(x,,&) > 1} olmak iizere

An:{neN:lgp(xn,§)<l}, n>?2
n n—

seklinde tanimlayalim. Agiktir ki her i # j icin A;NA; = (0 . AP kosuluna gore, her j € N i¢in A;AB;

sonlu olacak sekilde bir {B;} jen kiime ailesi vardir ve

B=|JBjel
j=1

dir. M = N\ B kiimesi i¢in  lim x, = & oldugunu gostermek yeterlidir. 7 > 0 olsun. Bir k € N vardir
N—0,,cm
ki 747 < 7. O halde

k+1
fneN:p(x.&) =} c Ja;.

j=1

A;AB; sonlu oldugundan, bir ng € N vardir dyle ki

k+1 k+1
(UBj> N{neN:n>ng} = (UAJ'> N{neN:n>np}.
j=1

j=1

n>nygvené¢Bise, n¢ Ulj‘i% B; ve dolayisiyla n ¢ UIJ‘.I{AJ- olur fakat p(x,,&) < nlﬁ < 1N oldugundan
X, — & olur.

(ii) £ € X y18ilma noktasi olsun. O hélde limx, = £ olacak sekilde bir (x,) dizisi ve monoton
azalan bir (p(x,,&)) dizisi vardir. n € N i¢in g, := p(x,,§) diyelim.

I idealine ait birbirinden ayrik {A,} kiimeleri ailesi alalim. (y,) dizisini, n € A; i¢in y, := x;
olacak sekilde tanimlayalim.

1 > 0 olsun. Bir m € N secebiliriz dyle ki g, < 1 dir.. Bu durumda

AM)={neN:p(m&)=n}CJA€l,

j=1

yani I-lim y, = & olur. Varsayima gore ayrica I*-lim y, = & dir.
Bu durumda M = N\ B i¢in lim,cpr y, = & olacak sekilde B € I vardir. Her ji¢in Bj:=A;NB €[

tanimlayalim. O hélde

UUBj=8n (UAJ) CBel

j=1 j=1

Sabit bir j segelim. lim,cpry, = & oldugundan , A; kiimesinin M ile kesisimi sonludur. Dolayi-

17
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styla A;AB;j sonludur. Bu, / idealinin (AP) kosulunu sagladigini gosterir.
O

Tamim 3.4.14. (Ghosh, 2023) (X,d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Eger bir ¢ : X X X — [0,0) fonksi-
yonu bulunabilir 6yle ki her z,y € X i¢in

d(y,2) < c(z,y)d(z,y)

esitsizligi saglaniyorsa X uzayina yaklasik metrik aksiyomunu saglar denir.
Burada ¢ fonksiyonu asagidaki kosulu saglar :

Vz i¢in 38, > 0 vardir 6yle ki y € B*(z,8;) igin

c(z,y) <C(2),

burada C(z) > 0 bir reel sayidir.

Not 3.4.15. (Ghosh , 2023) Her metrik uzay yaklasik metrik aksiyomunu saglar.
Ancak metrik uzay olmadan yaklagsik metrik aksiyomunu kargilayan bir asimetrik metrik uzay
vardir. Ornegin ,

R iizerinde d : R x R — [0,00) ve & > 0 olmak iizere

(X(X—y), y<x

bigiminde tanimlansin. d bir asimetrik metriktir. C(x) = max { o, 1} aliirsa her x,y € R igin d(y,x) <

C(x)d(x,y) kosulu saglanir.

Tamim 3.4.16. (X,d) asimetrik metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve xop € X olsun. Her € > 0 i¢in
{neN:d(x,,x)>¢etel ({neN:d(x,x,) >¢€}el)

o L o . | T
saglaniyorsa (x,) dizisi xo noktasina sol (sag) I- yakinsaktir denir ve x,, — xo ile gosterilir.

Not 3.4.17. (i) I ideali olarak Ir;, alinirsa sol (sa8) I-yakinsaklik asimetrik metrik uzaylarda sol(sag)
yakinsaklik ile ¢akigir.
(ii) I ideali olarak I, alinirsa sol(sag) I-yakinsaklik, asimetrik metrik uzaylarda istatistiksel sol(sag) ya-

kinsama ile cakagir.

Sol (sag) I-yakinsaklik tanimlar1 asagidaki sekilde de verilebilir:
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Tamim 3.4.18. (X,d) asimetrik metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve xop € X olsun. Her € > 0 i¢in
{neN:d(x,,x)<e}e F(I) ({neN:dxx,) <e}eF())

saglaniyorsa (x,) dizisi xo noktasina sol (sag) I- yakinsaktir denir

Onerme 3.4.19. (Ghosh ,2023) (X,d) asimetrik metrik uzay1 yaklasik metrik aksiyomunu saglayan bir

asimetrik metrik uzay olsun. O halde bir dizi sag I-yakinsak ise sol /-yakinsaktir ve limitler aynidir.

Caligmamizda bu kisimdan itibaren (X, q) asimetrik metrik uzayindan (Y,p) asimetrik metrik

uzayina giden tiim fonksiyonlarin kiimesini gostermek iizere YX notasyonunu kullanacagiz.

Tamm 3.4.20. f € Y¥ bir fonksiyon ve & € X olsun. Her € > 0 igin bir § > 0 vardir 6yle ki her
y€B(&,d) igin

p(f(), /(&) <

esitsizligi saglamyorsa f fonksiyonuna &, € X noktasinda sol siireklidir (f~ -siirekli) denir.

Benzer sekilde, her € > 0 i¢in bir § > 0 vardir dyle ki her y € Bt (&), ) i¢in

p(f(%0),f() <e

esitsizligi saglaniyorsa f fonksiyonu &y € X noktasinda sag siireklidir (f " -siirekli) denir.

Tamm 3.4.21. (Dizisel Siireklilik) f € YX bir fonksiyon ve xq € X olsun.

(i) X uzayinda x( noktasina sol yakinsak olan her (x,) dizisi i¢in (f(x,)) C Y dizisi f(xo) noktasina sol
yakinsak ise f fonksiyonuna sol siireklidir (f ™ -siirekli) denir.

(if) X uzayinda xp noktasina sag yakinsak olan her (x,) dizisi i¢in (f(x,)) C Y dizisi f(xo) noktasina sag

yakinsak ise f fonksiyonuna sag siireklidir (/™ -siirekli) denir.

Tanmm 3.4.22. (X, q) asimetrik metrik uzay ve K C X bir kiime olsun. Sol(sag) topolojide K kiimesinin

her agik ortiisii sonlu bir alt ortiiye sahipse K kiimesine sol (sag) kompakttir denir.

Tamim 3.4.23. (f,,) C YX bir fonksiyon dizisi, f € Y* bir fonksiyon ve xo € X olsun. X uzayinda xo € X
noktasina sol /-yakinsayan her (x,) C X dizisi i¢in (f,(x,)) C Y fonksiyon dizisi de f(xo) noktasina sol
I- yakinsak ise (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna sol /(o )-yakinsaktir denir.

Benzer sekilde X uzayinda xo € X noktasina sag /-yakinsayan her (x,) C X dizisi igin (f,,(x,)) C
Y fonksiyon dizisi de f(xo) noktasina sag /- yakinsak ise (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna sag I(o)-

yakinsaktir denir.

Not 3.4.24. (i) I ideali olarak Ir;, alinirsa sol (sag) I()-yakinsaklik sol (sag) o-yakinsaklik ile cakisir.
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(ii) I ideali olarak I, ideali alinirsa sol (sag) I()- yakinsaklik sol (sag) istatistiksel a- yakin-
saklik ile cakagur.

Uyan 3.4.25. (Ghosh ,2023) Sol I(«)-yakinsaklik ve sag /(o )-yakinsaklik kavramlari denk degildir.

Bunu gormek i¢in agsagidaki 6rnegi inceleyelim .

Ornek 3.4.26. (Ghosh ,2023) d : R x R — [0, )

1, y<x

olmak iizere (R, d) Sorgenfrey asimetrik metrik uzay1 verilsin. Burada , § < I i¢in

B (x,8) = [x,x+8) ve B (x,8)=(x—8,x]

seklindedir. / bir uygun ideal olsun. Her bir k£ € N i¢in f; : R — R, asagidaki bicimde

0 ,x>0
Ji(x) =
k ,x<0

tanimlansin. Ayrica f : R — R, her x € R i¢in f(x) = 0 bi¢iminde tanimlansin. (xy) dizisi sifir noktasina
sag I- yakinsak olsun. A = {k € N : x; < 0} € I oldugunu gostermeliyiz. Kabul edelim ki A ¢ I olsun. O
halde {k € N:d(0,x¢) > 1} kiimesi A kiimesini icerir ve buradan {k € N:d(0,x¢) > 1} ¢ I olur ki bu
ise (x¢) dizisinin sifir noktasina sag I-yakinsak olmasiyla geligir. Dolayisiyla, A = {k € N:x; <0} € [
saglanir.

Simdi , € > 0 igin {k € N : d(f(0), fr(xx)) > €} C A olsun. A € I oldugundan

{keN:d(f(0), flxk)) = €} €1

saglanir. O halde (f;(x¢)) dizisi f(0) noktasina sag I-yakinsaktir. Buradan (f;) fonksiyon dizisi x = 0
noktasinda f fonksiyonuna sag /(o )-yakinsaktir. Simdi , (%)keN dizisi sifir noktasina sol /-yakinsak
olsun. Ancak , {k € N: d(fk(%),f(O)) > 11 =N¢ 1. Dolayistyla (f;) fonksiyon dizisi x = 0 noktasinda
f fonksiyonuna sol /(@)-yakinsak degildir.

Tamm 3.4.27. (f,),en C YX bir fonksiyon dizisi ve xo € X olsun. Her € > 0 igin bir § > 0 ve bir
A € Z(I) vardr dyle ki her bir y € B~ (x,6) ve her n € A igin p(fu(y), fu(x)) < € saglaniyorsa (f,)

fonksiyon dizisi xg € X noktasinda sol /-kapsamlidir denir.
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Benzer sekilde , her € > 0 i¢in bir 8 > 0 ve bir A € .% (I) vardir dyle ki her bir y € B (x,8) ve
her n € A igin p(f,(x), fn(y)) < € saglaniyorsa ( f,,) fonksiyon dizisi xo € X noktasinda sag I-kapsamlidir

denir.

Not 3.4.28. (i) I ideali olarak Ip;, alinirsa sol (sag) I-kapsamlilik sol (sag)- kapsamlilikla cakigir.
(ii) I ideali olarak I, alinirsa sol (sag) I-kapsamlilik, sol (sag) istatistiksel kapsamlilikla ¢akigir.

Tamm 3.4.29. Bir (f,),en C YX fonksiyon dizisi olsun. Her x € X igin
I I
A0 506 (5605 5w)

kosulunu saglaniyorsa, (f;),en C YX fonksiyon dizisi f € YX fonksiyonuna sol(sag) noktasal /-yakinsak

olarak adlandirilir.

Not 3.4.30. (i)  ideali olarak Ir;, alinirsa sol (sag) noktasal /-yakinsaklik, sol (sag) noktasal yakinsak-
likla cakasir.
(ii) I ideali olarak I, alinirsa sol (sag) noktasal I-yakinsaklik, sol (sag) istatistiksel noktasal

yakinsaklikla ¢akigir.

Tamm 3.4.31. (f,),en C Y bir fonksiyon dizisi , f € Y bir fonksiyon olsun. Her € > 0 igin, A € .7 (I)
olacak sekilde bir A kiimesi vardir dyle ki her k € A ve x € X i¢in

p(a(x),f(x) <& (p(f(x),fulx)) <€)

esitsizligi saglaniyorsa (f;),eny C Y* fonksiyon dizisi f € YX fonksiyonuna sol(sag) I-diizgiin yakinsak

olarak adlandirilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

4.0.1. iyi kosullu ideal Kavram

Tanim 4.0.1. (Papachristodoulos , 2010) / bir uygun ideal olsun. Eger A, ¢ I olacak sekilde secilen her
{An},en kiime dizisi igin, B, C A,, B, € I ve {B,}, oy kiimeleri ikiser ikiser ayrik kiimeler olmak iizere

U1 Bx ¢ I kosulunu saglayan bir {B,},,. kiime dizisi varsa, I idealine Iyi kogullu ideal denir.
Bu tanima egdeger bir kosul asagidaki lemmada verilmistir:

Lemma 4.0.2. Bir / ideali iyi kosullu ideal ise D,, ¢ .7 (I) olacak sekilde tanimli her {D,, }, . kiime dizisi
i¢in, B, D D, , {P,},cn kiimeleri ikiser ikiser ayrik ve (\;_; P, ¢ % (I) kosulunu saglayan {P,}, .y C

Z (I) kiimeleri vardur.

Kamt. 1biriyi kosullu ideal ve D,, ¢ .7 (I) olacak sekilde {D,, } . kiime dizisini ele alalim. Bu durumda,
N\ D, ¢ I olur. I bir iyi kosullu ideal oldugundan, her n igin bir A,, C N\ D, vardir 6yle ki A, € I ve
Un—1 An ¢ I saglanir.

Eger P, kiimesi

P,:=N\A,

seklinde tamimlanirsa, P, € .% (I) olur. Bu durumda

s

7=
n=1

(N\A) =N\ U A, ¢ Z(1)
1 n=1

n

esitligi saglanir. O
Ornek 4.0.3. Ir;, ideali iyi kosullu idealdir.
Ornek 4.0.4. I ideali olarak Ornek 3.3.5 de verilen ideal alimirsa , bu ideal iyi kosullu idealdir.

Ornek 4.0.5. (Papachristodoulos, 2010) 7 ideali olarak I alinirsa, bu ideal iyi kosullu ideal degildir.
Gergekten,
d(P) =27 (burada d iist yogunluk anlamindadir ) olmak iizere {P},. dogal sayilarin ikiser

ikiser ayrik alt kiimelerinin bir dizisi olsun ve her bir n,k € N icin

card(P,N{1,2,...,n})
n

<27k

dir. $imdi Ay C Py 6yle ki d(Ax) = 0 ise d(Uy-; Ax) = 0 oldugunu gosterelim. € > 0 alalim. Bir kg € N

vardir dyle ki Y7, 14 27k < £ ke {1,2,...,ko} igin bir ny sayst segersek n > ny icin
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card(ArN{1,2,..,n}) €
<
n 2k

saglamir. no = max{ny,...,ny, } olsun. O halde n > ny i¢in

und(LﬁllAkFW{L.“,n})::Ca“1(<LﬁllAkr7{L"w”})LJ(LE;M+1AkrW{L'-w”})>

n n
2
card (UkozlAkﬂ{lw--a”}) +card(UZ’:kOHAkﬂ{1,...,n})
- n n
k() oo
card(AyNA{1,...,n card(AyN{1,...,n
C PN o) | 0L )
k=1 n k=ko+1 n
kg < g
<Y —+ Y =
i1 2ko k=ko+1 2
=

elde edilir. Boylece d(Uy_; Ax) = 0 oldugu goriiliir.

Tanim 4.0.6. (X, d) bir asimetrik metrik uzay, (x,) C X vex € X olsun. BirM = {m; <mp < ... <my < ...} €
Z (I) kiimesi vardir dyle ki

lim d(x,,,,x) =0 (lim d(x,x,,) = 0)

k—yo0 k—o0
saglantyorsa (x,) dizisi x € X noktasina sol (sag ) I*-yakinsaktir denir.

Not 4.0.7. Sag I*-yakinsaklik sol /*-yakinsaklik kavramlar1 birbirlerini gerektirmek zorunda degildir.

Bunun icin agagidaki 6rnegi inceleyelim .

Ornek 4.0.8. (R, q) asimetrik metrik uzay , I ideali olarak I; alinirsa M := N\ I; € .%(I) saglanur. (x,,)

dizisini ve q asimetrik metrigini agsagidaki gibi tamimlayalim :

y—X yZX
q(x,y) =
1, y<x
ve
1, nelP
(xn) =
1+ n¢P

olsun. (x,) dizisi x = 1 noktasina sag I* -yakinsak fakat sol I* -yakinsak degildir.
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Gergekten,

0, neP
q(laxn):

p nEP

ve

0, necP
q(xn, 1) =

I, n¢P

oldugundan sag I*-yakinsaktir fakat sol /*-yakinsak degildir.

4.0.2. Sol (Sag) I () Yakinsaklik ve Sol (Sag) I*- Kapsamlihk

Tamm 4.0.9. (f,),en C Y¥ bir fonksiyon dizisi ve f € Y¥ bir fonksiyon olsun. X kiimesinde bir x
noktasina sol (sag) I*-yakinsak olan her (x,) dizisi i¢in, f,(x,) dizisi de f(x)’e sol(sag) I*-yakinsak

oluyorsa (f,)nen C Y fonksiyonlar dizisi, f fonksiyonuna sol (sag) I*(a)-yakinsaktir denir.

Tamm 4.0.10. (f,,),en C Y bir fonksiyon dizisi ve a € X olsun. A = A(a) € I olmak iizere her € > 0 igin
bir 6 = d(¢&,a) > 0 ve ng = no(€,a) € N sayilart vardir 6yle ki her n € N\ A ve n > ny igin g(a,x) < 6 (
g(x,a) < &) saglandiginda p(f,(a), fu(x) < € (p(fu(x). fu(a)) < €) kosulu saglaniyorsa (f;)ners C Y™
fonksiyon dizisine, a € X noktasinda sol (sag) I*-kapsamli denir.

Not 4.0.11. Sag I* -kapsamlilik ve sol I*-kapsamlilik kavramlari her zaman birbirini gerektirmeyebilir.

Ornek 4.0.12. f,: (RT,q) — (RT,q) olmak iizere k € N igin ,

A x=k
Ja(x) = »
1 x#k
biciminde tanimlayalim.
0 ,y=x
q(x,y) =
1 Jy<x

asimetrik metrigini ve I idealini goz oniine alirsak x = 1 noktasinda (f,),en fonksiyon dizisi sag I*-

kapsamlidir fakat sol /*-kapsaml1 degildir.

Tamm 4.0.13. (f;,),en C Y¥ bir fonksiyon dizisi ve f € Y bir fonksiyon olsun. Her x € X igin £, (x) AN
F(x) (fu(x) , f(x)) saglamyorsa, (f,)nen C Y* fonksiyonlar dizisine, f € Y fonksiyonuna sol (sag)

noktasal I*-yakinsak denir.
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Teorem 4.0.14. (f,),cny C YX bir fonksiyon dizisi olmak iizere, (f,)neny C YX , x € X noktasinda f
fonksiyonuna sol noktasal I*-yakinsak olsun. Eger (f;)qen dizisi, z € X \ {x} olan her noktada f fonk-
siyonuna sag noktasal /*-yakinsak ve ayrica x € X noktasinda sol I*-kapsamli ise, o halde f fonksiyonu

f o -siireklidir.

Kanit. (fy)nen dizisi x € X noktasinda sol /*-kapsamli oldugundan, A = A(x) € I olmak iizere her € > 0
icin bir § = 8(g,x) > 0 ve ng = np(€,x) € N vardir Syle ki her n > ng ve n € N\ A i¢in q(y,x) < &
oldugunda p(f,(y), fn(x)) < € saglanr.

y € B~ (x,8) \ {x} olsun. (f,)sen dizisi f fonksiyonuna sag noktasal I*-yakinsak oldugundan,
her y € X i¢in fi(y) i>*+ f(y) elde edilir. Bu nedenle K = {k; <k < ...} € .Z(I) olacak sekilde

lim p (f(), fi,(y)) =0

n—yoo

saglanir.

Bu durumda, her & > 0 igin bir n; € N vardir ki, her k, > ny icin p(f(y), fi,(v)) < § esitsizligi
saglanir.

(fu)nen C YX dizisi x € X noktasinda f’ye sol noktasal I*-yakinsak oldugundan bir K, € .7 (I)
vardir oyle ki nlll_r& p(fx, (x), f(x)) = 0 esitsizligi saglanur.

Simdi, KNK> N (N\A) € #(I) vebuda KNK, N (N\A) # 0 oldugunu gosterir.

Bu nedenle, j € KNK> N (N\A) olacak sekilde bir j secebiliriz. Boylece, timy € B~ (x,8) \ {x}

icin
PO, f(0) <p(F), /i) + (£ (), fi () +p(f;(x), f(x)) < &

elde edilir.
Dolayistyla, f fonksiyonu sol siireklidir.
O

Teorem 4.0.15. (f;)ieny C Y dizisi, x € X noktasinda f fonksiyonuna sol noktasal I*-yakinsak ve ayni
zamanda x € X noktasinda sol I*-kapsamli ise, o halde (fi )xen dizisi x € X noktasinda f € Y X fonksiyo-

nuna sol I* (o )-yakinsaktir.

Kanit. (fi)ren C YX fonksiyon dizisi x € X noktasinda f fonksiyonuna sol noktasal /*-yakinsak oldu-
gundan, fi(x) 4L f(x) olur. Bunedenle K = {k; < kp < ...} € .%(I) olacak sekilde

lim p(fy, (x),f(x)) =0

m—yoo

esitligi saglanir. Dolayisiyla, her € > 0 igin 6yle bir ng dogal sayisi vardir ki p(f,, (x), f(x)) < § esitsizligi

m

tiim k,,, > ng icin gecerlidir.
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(fi)ken dizisi x € X noktasinda sol I*-kapsamli oldugundan, K’ = K'(x) € I olacak sekilde bir
K’ kiimesi ve her € > 0 i¢in bir § = §(€,x) > 0 ve n; = ni(€,x) € N vardir 6yle ki q(y,x) < 6 olan her y
icin p(f (), fu(x)) < § esitsizligi, tim n € N\ K’ ve n > n, i¢in saglanur.

(xn) I, n—w varsayalim. Gosterilmesi gereken, f;, (x,) r, f(x) oldugudur. (x;,) Ty
, n — oo oldugundan, K" = {m; < my < ...} € F(I) olacak sekilde bir K” kiimesi vardir dyle ki
I}glolq q(%m,,x) = 0 elde edilir. Dolayisiyla, her § > 0 i¢in dyle bir n;(8) € N vardir ki her my > n; i¢in
q(%xm,,x) < 6 saglanir. Simdi K* := K'NK" € .Z (I) ve n* := max{ng,n; } € N alahm. Bu durumda tiim

n>n* ven € K" icin

p(fa(xn), fa(x)) <

N ™

esitsizligi saglanir. Ayrica, her j € K* icin asagidaki esitsizlik gecerlidir:

p(fi(x)), f(x) < p(fi(x)), fi(x) +p(fj(x), f(x)) <&

Bu durum (fi)ren dizisinin f fonksiyonuna sol noktasal 7*(a)-yakinsakligim gosterir. Boylece ispat
tamamlanmais olur.

O]

Teorem 4.0.16. (X,q) ve (Y, p) asimetrik metrik uzaylar olmak iizere (Y, p) uzayinda sol /*-yakinsakligin
sag I*-yakinsakligi verdigini varsayalim. Eger [ bir iyi kosullu ideal ve (f})ren dizisi x € X noktasinda
f € YX fonksiyonuna sol I*()-yakinsak ise, (fi)ren C Y* dizisi x € X noktasinda f fonksiyonuna sol

noktasal I*-yakinsaktir ve ayrica (fi )ren dizisi x € X noktasinda sol I*-kapsamlidir.

Kanit. Agiktir Ki, (fi)ren C Y fonksiyon dizisi x € X noktasinda f fonksiyonuna sol noktasal 7*-
yakinsaktir.

Kabul edelim ki, (fi)xen dizisi bir x noktasinda sol /*-kapsamli olmasin. O halde her A = A(x) €
Z (I) igin, bir & > 0 vardir 6yle ki, her § = 6(€&y;x) > 0 ve ngp = no(€;x) € Nigin, k € A (ve k > ny)
olacak sekilde dyle bir k vardir ki, g(z,x) < 6 oldugunda,

p(fi(2), fi(x)) > €

saglanir.
Ozellikle, A =N ve § = % olarak secelim. Bu durumda, 6yle bir n; dogal sayis1 vardir ki, bazi

X € B~ (x; 1) icin,
p(fnk(xk)vfnk(x)) 2 80

saglanir.
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Her n; icin sadece bir x;, ele alalim. Ay, yukaridaki esitsizligi saglayan tiim n; dogal sayilarinin

kiimesini, By ise bunlara karsilik gelen tek tiirlii x;’larin kiimesini belirtsin. Iddiamiz,
N\{A} ¢ 7 (1)
seklindedir. Kabul edelim ki N\ {A;} € .% (I) olsun. O zaman,
{At el
olur ve dolayisiyla, dyle bir ny, € Ay, vardir dyle ki, bazi x;, € B~ (x; %) icin,

P (g (ko) S, (%)) = €0

saglanir ki bu durum A, nin tanimi ile gelismektedir.
Boylece, N\ {Ax} ¢ .Z(I) olur. I idealinin iyi kosullu ideal oldugu varsayimindan, Lemma
4.0.2’ye gore, N\ {Ax} ¢ Z(I) ise, B, O N\ {Ax} olmak iizere, her k € N i¢in P ikili olarak ayrik

Ve

N\ P € Z(I)

saglanir ve ayrica,

DX

(N\P) ¢ .F(I)

-~
Il
_

olur.

Simdi, P, = {pr, < pr, < ---} seklinde olsun. Asagidaki diziyi inceleyelim:

X, n@& Mo (N\F)

Xg;, N=pg; € P, Xg; € By ve Dk; € Ay

(@) ==

€ > 0 verilsin. O halde bir ky € N vardir ki,
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Buradan,

ko—1
{neN:q(zx) >} C | JN\P el
k=1

. o
Yani z;, —> x , n — oo olarak saglanir.

Ote yandan,

{n e N:p(falza), fu(x)) = &0} =N\ P € F (1)

durumu vardir ki bu bir ¢eliskidir. Sonug olarak, (fi)ren dizisi x € X noktasinda sol I*-kapsamlidir.
O

Tamm 4.0.17. (X,q) ve (Y,p) asimetrik metrik uzaylar ve (f,) C Y bir fonksiyon dizisi olsun. Her

€ >0 ve her x € X i¢in, bir K ¢ I ve ny = no(€) € K vardir dyle ki, her n > ng ve n € K i¢in

p(fu(0), () <& (p(f(x), fu(x)) <€)

esitligi saglamyorsa (f,) C Y* fonksiyon dizisi , f fonksiyonuna sol (sag) diizgiin I*-yakinsaktir denir.

Teorem 4.0.18. (X,q) ve (Y, p) asimetrik metrik uzaylar olmak tizere (Y, p) uzayinda sol I*-yakinsakligin
sag I*-yakinsaklig1 verdigini varsayalim ve x € X olsun. Her € > 0 i¢in bir 6 > 0 ve K = {k} < ky <
...} € Z(I) vardir 6yle ki y € B~ (x,6) oldugunda

p(fe, (9), i, (%)) < €

saglansin. O halde her y € B~ (x, 8) i¢in p(f, (x), fi, (v)) < € esitsizligi saglanir.
Kamit. Ispat agiktir. O

Teorem 4.0.19. (X, q) ve (Y, p) asimetrik metrik uzaylar olmak tizere (Y, p) uzayinda sol /*-yakinsakligin
sag I*-yakinsaklig1 verdigini varsayalim. (fi)ren C Y* fonksiyon dizisi f fonksiyonuna sol noktasal
I*-yakinsak ve (fi)ren fonksiyon dizisi X iizerinde sol I*-kapsamli ise, f fonksiyonu X iizerinde sol
siireklidir ve (fi)ren fonksiyon dizisi X in her sol kompakt alt kiimesinde f fonksiyonuna sol diizgiin

I*-yakinsaktir.

Kamt. 1lk olarak f fonksiyonunun X iizerinde sol siirekli oldugu gosterecegiz. x € X keyfi alalim.
(fi)ken fonksiyon dizisi x € X noktasinda sol I*-kapsamli oldugundan A = A(x) € .%(I) olmak iizere
her £ > 0 icin bir § = 8(&,x) > 0 ve bir n = n'(g,x) € N vardir 6yle ki q(y,x) < & oldugunda her n € A

ve n>n'igin p(fi(y), fi(x)) < € saglanr.
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Kabul edelim ki f sol siirekli olmasin. O halde (x) dizisi x noktasina sol I*-yakinsak oldugunda
(f(xx)) dizisi f(x) noktasina sol I* yakinsak degildir. Dolayisiyla bir K = {k; < k, < ...} € F#(I) vardir
oyle ki ,}g{}o q(xx,,x) = 0 saglanirken r}l_r}}o p(f(x,), f(x)) # 0 dir.

O halde, her € > 0 i¢in, q(xg,,x) < € esitsizligini saglayan bir ng € N vardir ve bu, tim n > ng
icin gegerlidir; ancak, p(f(x,), f(x)) > € esitsizligini saglayan bir n; € N de vardir ve bu da tiim n > n;
icin saglanir. Bu durum, f fonksiyonunun sol /*-kapsamliliginin tanimiyla ¢elisir; dolayisiyla, f sol
stireklidir.

K C X sol kompakt bir kiime, € > 0 ve x € K olmak iizere, f fonksiyonu x noktasinda sol siirek-
lidir. Bu nedenle, y € B (x,8) i¢in p(f(y), f(x)) < § olacak sekilde bir 6 > 0 vardir. Sol I*-yakinsaklik,
Y uzayinda sag I*-yakinsakhigr verdiginden, p(f(y),f(x)) < § elde edilir. (fi)ren fonksiyon dizisi sol

I*-kapsamliliga sahip oldugundan, her € > 0 i¢in q(y,x) < & kosulunu saglayan bir § = J(&;x) > 0 ve

(
p(fi(y), fi(x)) < € esitsizligini saglayan bir no = ng(€;x) € Nile birlikte A = A(x) € .% (I) kiimesi vardir
ve bu, tim n € A, n > ng i¢in gecerlidir.

K C Uyex B~ (x,6,) ve K sol kompakt oldugundan, K C [J, B~ (x;, ;) olacak sekilde sonlu
sayida x1,xy, ..., X, € K noktasi vardir. (f; )ren ailesi f’e sol noktasal I*-yakinsak oldugundan, her i igin

p(fe(xi), f(xi)) < § esitsizligini saglayan A; € .7 (I) kiimesi mevcuttur.

Simdi B :=("; AiNA,, kiimesini ele alalim. O halde B € .# (I) olur. Eger z € K ise, {1,2,...,m}
kiimesinden bir 7 i¢in q(z,x;) < &, < & saglanmir ve bu durumda z € B (x;, 8,) i¢in p(f(x;), f(z)) < § ve
p(fi(2), fi(xi)) < 5 esitsizlikleri, her k € B i¢in saglanir. Dolayisiyla su sonucu elde ederiz:

p(f(2), f(2)) < p(fi(2), filxi)) +p(fie(xi), f (i) +p(f (%), f(2)) <&

Boylece ispat tamamlanmais olur.

4.0.3. Sol (Sag) I*-Alexandroff Yakinsakhk

Tamm 4.0.20. (fi)ren C Y¥ sol (sag) siirekli fonksiyonlar dizisi olmak iizere, ( fi)ren fonksiyon dizisi
f fonksiyonuna sol (sag) noktasal I*-yakinsak olsun. Her € > 0 ve A € .Z (1) i¢in bir My = {m; <
my < ...} CA ve sol (sag) topolojide tanimlt bir % = {Uy : k € A} agik ortiisti vardir 6yle ki, her
x € Uy igin p(fi, (x), f(x)) < € (p(f(x), fimn, (x)) < €) esitsizligi saglaniyorsa, (fi)ren fonksiyon dizisi f

fonksiyonuna sol (sag) I*-Alexandroff yakinsaktir denir.

Teorem 4.0.21. (X,q) ve (Y,p) asimetrik metrik uzaylar olsun. Eger (Y,p) uzay1 yaklagik metrik aksi-
yomu 6zelligini sagliyor ve buna karsilik gelen C fonksiyonu sinirli, (f; )xen fonksiyon dizisi f fonksi-

yonuna sol /*-Alexandroff yakinsak ise, o hilde f fonksiyonu sol stireklidir.
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Kanit. (fi)ken dizisinin f fonksiyonuna sol I*-Alexandroff yakinsak oldugunu varsayalim. O hélde, her
(fx)ken fonksiyonu sol siireklidir, (fi)ren dizisi f’ye sol noktasal I*-yakinsaktir ve her € >0, A € .Z (1)
icin My = {m; <my < ...} CA ve X’in sol topolojisinde tanimlt bir agik ortii V.= {V; : k € A} vardir

oyle ki, her x € Vj i¢in

p(fmc (%), f(x)) <&

esitsizligi saglanir.
Simdi x € X olsun ve (x,) dizisi x noktasina sol I*-yakinsak olsun. (fi)ren dizisi f fonksiyonuna

sol noktasal I*-yakinsak oldugundan,
K={m <my<..}eZ(I

ve no(€,x) € N vardir yle ki , her my € K ve n > ny i¢in

£

B (0, £()) < 5
,
esitsizligi saglanir.
C fonksiyonu sinirli oldugundan, her z € X i¢in C(z) < r olacak sekilde bir r > 0 vardir.
K € Z#(I) olsun.

Mk:{m1 <m2<...}€9(1)

ve X’in sol topolojisinde bir agik ortii V = {V; : k € A} mevcuttur; 6yle ki her x € Vj i¢in

P (), £(0)) < 5

esitsizligi saglanir.

V = {Vi 1 k € A} agik ortii oldugundan, x € Vj olacak sekilde bir k € N secilebilir. (f;,, ) fonksi-
yonu X iizerinde sol siirekli ve (x,) dizisi x’e sol I*-yakinsak oldugundan, n; € N vardir 6yle ki, x,, € Vj
ve n > nj igin

£

p(fmk(xn)’fmk(x)) < g

esitsizligi saglanir.

(Y,p) uzay: yaklagik metrik aksiyomunu sagladigindan, agagidaki esitsizlik elde edilir:
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PO Oen) f)) < p(S Oxn)s Some (5n)) 4P (fon (¥n) s i (%)) P (fon, (%), S ()

< Cfone(5n)) - P (Fong (%), £ (50)) +§+§ <e.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez ¢alismasinda, oncelikle analiz kuraminda 6nemli yer tutan ideal ve filtre kavramlari ile bu
kavramlarla yakindan iligkili olan dogal yogunluk yaklasimi ayrintili bi¢imde ele alinmistir. S6z konusu
yapilarin tanimlart yapildiktan sonra, soyut diizeydeki teorik ¢ercevenin somutlastirilabilmesi amaciyla
cesitli ornekler verilerek bu kavramlarin matematiksel igleyisi ortaya konmustur.

Devaminda, metrik uzaylardan farkli olarak simetrik uzaklik kosulunun saglanmadigi asimetrik
metrik uzaylarda fonksiyon dizilerinin yakinsaklik davraniglar1 incelenmistir. Bu baglamda, /-yakinsaklik
ve I*-yakinsaklik kavramlar1 asimetrik yapilar baglaminda yeniden ele alinmis, aralarindaki farkliliklar
ve benzerlikler teorik ve drneklerle desteklenerek analiz edilmistir.

Tezde ayrica siireklilik kavrami da klasik yaklagimdan farkli bir sekilde, sag ve sol siireklilik
biciminde ayrigtirilarak incelenmistir. Bu dogrultuda, sagdan ve soldan siireklilige gére tanimlanan fonk-
siyonlarin ozellikleri, ilgili teoremler 1s181nda degerlendirilmis ve asimetrik yapinin siireklilik tizerindeki
etkileri vurgulanmigtir.

Calismanin bir diger onemli asamasinda ise, ideal kuramu icerisinde 6zel bir yere sahip olan good
ideal tanim1 yapilmis ve bu 6zel ideal sinifina baglh olarak gelistirilen bazi karakterizasyon teoremlerine
yer verilmigtir. Bu teoremler sayesinde, ideal yapilar ile fonksiyon dizilerinin yakinsaklik 6zellikleri
arasindaki derin iligki daha acik hale getirilmistir.

Bunlara ek olarak, sag (veya sol) I (o)-yakinsaklik ve sag (veya sol) I*-Alexandroff yakinsaklig
gibi daha 6zgiil yakinsaklik tiirleri tanimlanmis, bu tanimlar ¢ergevesinde ¢esitli teoremler sunulmugtur.

Son olarak, calismada sol (veya sag) noktasal I*-yakinsaklik ile sol (veya sag) I*-kapsamlilik ta-
nimlar1 da verilmis ve bu kavramlarin, fonksiyonlarin belirli alt kiimeler iizerinde gosterdigi davraniglar
modellemedeki islevi ayrintili sekilde degerlendirilmistir.

Bu baglamda tez, hem klasik analiz kuramina hem de asimetrik metrik yapilarin sundugu yeni
olanaklara dair 6nemli katkilar sunmakta; ideal kuramu, filtre yapis1 ve yakinsaklik tiirleri agisindan zen-
gin bir teorik zemin insa etmektedir.

S sonlu olmayan herhangi bir kiime, X bir topolojik uzay, I ve K ise S kiimesi iizerinde tanimli iki
ideal olsun. f : S — X fonksiyonu, bir x € X noktasina IX- yakinsak (ya da 7X-limitli) olarak adlandirilir;

eger .Z (1) filtresine ait bir M C S kiimesi i¢in agagidaki sekilde tanimlanan fonksiyon g : § — X,

f(s), egerseM,
8(s) =
X, egers ¢ M,

K-yakinsak ise. Bu durumda f fonksiyonu x noktasina IX -yakinsaktir ve

K-limf =x
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seklinde gosterilir.

Eger S = N alimirsa, bu tanim klasik reel say1 dizileri icin gegerli olan IX-yakinsaklik kavra-
mina indirgenir. Ozel olarak K = Fin (sonlu altkiimeler ideali) segilirse, IX-yakinsaklik, 7*-yakinsaklik
tanimina karsilik gelir.

IX_yakimsaklik kavramu, yalnizca reel diziler degil, aym1 zamanda ift indisli diziler, fonksiyon
dizileri ve aglar (nets) gibi daha genel yapilarin yakinsaklik analizinde de kullanilabilir. Bu yoniiyle genis
bir uygulama alam1 sunmaktadir. Dolayisiyla calisma boyunca incelenen tiim zellikler IX- yakinsaklik

icin de incelenebilir.
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	Güncel_şablon (7)
	Güncel_şablon (8)
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