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Bu ¢alismada; 4- boyutlu Lorentz uzayinda timelike, spacelike ve null egriler igin Tzitzeica egriler
tanimlanarak bunlar tizerine yeni teoriler elde edildi. Daha sonra timelike, spacelike ve null egrilerin kiiresel

olmasi durumunda Tzitzeica egrilerinin dzellikleri incelendi.
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In this study; Tzitzeica curves were defined for timelike, spacelike and null curves in 4-dimensional
Lorentzian space and new theories were obtained on them. Then, the properties of Tzitzeica curves were
investigated in the case of spherical timelike, spacelike and null curves.
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1. GIRIS

Diferansiyel geometricilerin konusu olan Tzitzeica egrileri uygulamali matematik ve
matematiksel fizik alanlarinda da 6nemli bir yere sahiptir. Bu egrilerin geometrik 6zellikleri ¢ok
cesitli alanlarinda kullanimina olanak saglamaktadir. Geometrik agidan Tzitzeica egrileri, 6zel bir
tiir afin diferansiyel geometri egrisi olmasi sebebiyle afin doniisiimler altinda belirli invaryant
ozellikler inceler. Ayrica afin diizlemde belirli simetri ve doniisiim 6zelliklerine sahiptir. Bunlara
ilaveten diferensiyel geometriciler Tzitzeica egrilerini yiizeylerin geometrik &zelliklerini
incelerken ve oOzel yiizeyler iizerinde egrilerin davranmiglarini tanimlamak igin kullanirlar.
Matematiksel fizik¢iler Tzitzeica egrilerini 6zellikle soliton teorisi ve integrable sistemler gibi
matematiksel fizik problemlerin tizerinde incelerler ve bazi fiziksel sistemleri modellemek i¢in bu
tip egrilerden yararlanirlar. Belirli dinamik sistemlerin davranisini modellemek veya geometrik
problemleri ¢ozmek igin de Tzitzeica egrilerinden yararlanilir. Bu bakis agisiyla Tzitzeica
egrilerinin geometriciler, matematiksel fizikgiler ve natematiksel modellemeciler tarafindan 6nemli
bir arag olarak benimsenip siklikla kullanildig: sdylenebilir.

Bu egriler ilk kez Romen matematik¢i George Tzitzeica (1873-1939) tarafindan ele alindi.
Yazar 1907 de Tzitzeica yiizeyleri diye isimlendirilen bir yiizey sinifin1 [1], 1911 de ise Tzitzeica
egrileri diye isimlendirilen bir egri sinifini tanitt1 [2]. Ardindan Bila ve Crasmareanu 3-boyutlu
Oklid uzayindaki egriler ve yiizeylerin Tzitzeica egri ve Tzitzeica yiizey olmasi i¢in yeni teoriler
insa ettiler [3-5]. Ozellikle 3- boyutlu Oklid uzayinda egriler icin yapilan ¢alismalarin 3- boyutlu
Lorentz uzayinda karsiliklarini arastirmak geometricilerin ¢aligma alanlarinin basinda gelmektedir
[6-8]. Fakat 3- boyutlu Lorentz uzayinda egri tanimi 3- boyutlu Oklid uzayindakinden farkl olarak
spacelike, timelike ve null olarak siniflandirilir. Bu durum yapilan galismalari gesitlendirmektedir.
Bu bakis agist 3- boyutlu Lorentz uzaymnda Tzitzeica egriler ilizerine ilging calismalar elde
edilmesine imkan tanimustir [9-11].

Tiim bu ¢alismalara ek olarak [12].de. Emrah TUNC ve Bengii BAYRAM 4- boyutlu Oklid
uzayinda Tzitzeica egriler i¢in {i¢ tip Tzitzeica egri tanimlayarak diferensiyel geometriciler i¢in ¢ok
onemli bir caligma alanini agmiglardir. S6z konusu ¢alismanin 15181nda yapilan bu ¢alismanin amact
4- boyutlu Lorentz uzayinda timelike ve spacelike egriler igin Tzitzeica egriler lizerine yeni teorileri

ifade ve ispat etmektir.



2. LORENTZ UZAYININ TEMEL KAVRAMLARI

Tanm 2.1. X = (xl, X2,X3,X4)Ve Y= (yl,yz,y3,y4) R* de iki vektor olsun.
(X,Y) = —x191 + x3); + X33 + X474

seklinde tanimlanan i¢ ¢carpimi Lorentz (veya Minkowski) i¢ ¢arpimi denir.

Boylece {R*, < , > } ikilisine 4-boyutlu Lorentz (veya 4-boyutlu Minkowski) uzay1 denir ve
L* ile gosterilir [7].

Tamm 2.2. Bir ¥ € L* vektoriine

(x’, ) > 0ise space like vektor

(x’, %) < 0 ise time like vektor

(x’,X) = 0 ve'x # 0 ise light like ya da null vektor denir [7].

Tanmim 2.3. 4-boyutlu Lorentz uzay1 L* nin iki ¥, y vektdrii icin (x’, ¥) = 0 ise bu iki vektdr
Lorentz anlaminda diktirler denir [13].

Tamm 2.4. X € L* i¢in X vektdriiniin normu ||X||, = m olarak tanimlanir [13].

Tamm 2.5. Bir a egrisine

(a',a’) < 0 ise time like egri

(a',a’) > 0 ise space like egri

(a',a’) = 0ise null egri ad1 verilir [13].

Tanim 2.6. a = a(s), L* de tanimli sifirdan farkli birim hizl bir egri olsun. Kabul edelim ki
bu egrinin a’(s),a” (s), a'’'(s),a'(s), a?(s) tirevleri mevcut olsun. Bu durumda s € I igin
asagidaki bagintilar1 saglayan {V;(s), V,(s), V3(s), V4(s)} ortonormal gatisina Frenet ¢atisi ve bu

catinin ky (s), k (), k3(s) ifadelerine Frenet egrilikleri denir. Boylece Frenet catisi
Vi(s) = &2(8)k1(s)V2(s),
V2(s) = —e1($)k1(8)V1(s) + e3()k2(s)V3(s), (2.1)
V3(s) = —&2(8)kz(5) V2(5) + e1(s)e2(s)e3(8)ks ()Va(s),
Vi(s) = —e3(8)ks(s)V3(s),

seklinde tanimlanir.

Burada V; (s), V,(s), V3(s) ve V,(s) lerigin (V;(s),Vi(s)) = €;(s), 1 <i < 4, ¢(s) = F1
ve &(5)e;(s)e3(s)e (s) = —1 dir [14,15].

a = afs), L 4, 4- boyutlu Lorentz uzayinda birim hizli spacelike veya timelike egri olsun. o

= os) konum vektorii

a(s) = Xiz1 Bi(HVi(s) (2.2)



seklinde tanimlanir.

Buradal <i < 4, igin

Bils) = Sl < a(®) Vils) >, (23)
olup

< ), Vi(8) > = &1(9) Ai(s), 24)

< a(s),Va(s) > = &,(s) B2(s), (2.5)

< a(s),Va(s) > = £3(5) Bals), (2.6)
ve

< (), Va(s) > = £4(s) Ba(s), @7)
seklinde ifade edilir.

Tanim 2.7. X € L* olmak iizere

S3(r) = {x = (x1,%2,%x3,%4) EL*| <x,x >=r?}
ve

Hg(_r) = {x = (xl,xZ,X3,X4,) € L* | <Xx,x>= —rz}
seklinde tanimlanan S$(r) ve H3(—7) ye sirastyla Lorentz kiiresi (De Sitter space) ve Lorentz

hiperbolik uzay1 (anti-de Sitter space) denir [14].



3. TziTZEiCA SPACELIKE VEYA TiMELIKE EGRILER

Tamm 3.1. (Birinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egrisi) L 4, 4- boyutlu Lorentz
uzaymda o = o(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = a(s) egrisinin Frenet catist
{V1(5), V5(s),V5(5), V4 (s)} ve Frenet egrilikleri kq(s), k2 (s), k3(s)olsun. Eger o = a(s) birinci tip
Tzitzeica spacelike veya timelike egri ise

k) 3.1)

iz
V1($)V2(5)Va(s)}

esitligi saglanir.
Burada d{zvl(s),vz(s),v4(s)} keyfi bir o(s) noktasinda orijinden {V; (s), V,(s), V4 (s)} ile gerilen

hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
A, vy = (< als),Va(s) >)? (3.2)

seklide tanimlanir. Burada a; # 0 reel sabittir.

Tamm 3.2. (ikinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egrisi) L *, 4- boyutlu Lorentz
uzayinda o = a(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = o(s) egrisinin Frenet catisi
{V1(5), V5(s),V5(5), V4 (s)} ve Frenet egrilikleri k4 (s), k5 (s), k3(s)olsun. Eger o = a(s) ikinci tip
Tzitzeica spacelike veya timelike egrisi ise

ke 33)

a2
V1) V3(s)Va(s)}

esitligi saglanir.
Burada d{zvl(s),v3(s),v4(s)} keyfi bir o(s) noktasinda orijinden {V;(s), V3(s),V4(s) } ile

gerilen hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
Ay yvsvas)y = (L als),Va(s) >)? (3.4)

seklide tanimlanir. Burada a, # 0 reel sabittir.

Tamm 3.3. (Uciincii tip Tzitzeica spacelike veya timelike egrisi) L *, 4- boyutlu Lorentz
uzayinda o = a(s) bir spacelike veya timelike egri ve a = o(s) egrisinin Frenet catisi
{V1(s),V5(s),V5(s), V4(s)} ve Frenet egrilikleri k4 (s), k5 (s), k3 (s) olsun. Eger a = a(s) ti¢iincii tip
Tzitzeica spacelike veya timelike egri ise

ks(s) —q, (3.5)

2
V1(s)V2()V3(9)}

esitligi saglanir.



Burada d{zvl(s),Vz(s),V3 (s)} keyfi bir a(s) noktasinda orijinden {V; (s), V2 (s), V3(s) } ile gerilen

hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
Ay v} = (< a(s),Va(s) >)? (3.6)

seklide tanimlanir. Burada a; # 0 reel sabittir.

Teorem 3.4. o = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5),V5(s),V5(5), V,4(s)} egrinin Frenet catist ve k;(s), k,(s), k3(s) egrinin Frenet egrilikleri
olsun. Eger a = a(s) spacelike veya timelike egri birinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri
1Se

e3(8)k5($)B3(s) + 2k3(s)B(s) — 2k, (s)k3(s)Bs(s) = 0 3.7

diferensiyel denklemi saglanir.
Ispat: Kabul edelim ki o = a(s) birinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri olsun. O

zaman (3.1) ve (3.2) esitliklerinden

ka(s) _
<A Vs>?2 1 (3.8)

yazilabilir. (3.8) esitliginin tiirevi alinirsa
k5 (s) (< a(s),V5(s) >)% — 2k, (s) < a(s),Vs(s) >< a(s),V4(s) >=0 3.9

elde edilir. (3.9) da (2.1) yazilsa
ka(s) (< a(s),V3(s) >)? = 2ky(s) < a(s),V3(s) >
< a(s), —&2(8)k2(s) Va(s) + €1(5)e2(5)e3(s)kz(S)Va(s) >=0

ve diizenlenirse
k3 (s) (< a(s), Va(s) >)? + 2&,(s)k3 (s) < a(s), Vs(s) >< a(s), Va(s) >
—2&1(5)e5(5)ez3(8)ky(8)k3(s) < as),V3(s) >< a(s),Vu(s) >=0 (3.10)

elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa
e3()k5()B5(s)  + 2 £5(8)e3(8)kF (5)B2(5)B3(s)
—2 £1(8)2(8)e3 (ks ($)ks (5)B3(s)Ba(s) = 0
bulunur. Burada S5 (s) # 0 kabul edilirse
e3(8)k3()B3(5) + 2k3(5)B2(s) — 2k, (5)k3(s)Ba(s) = 0

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.



Teorem 3.5. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5), V5 (s), V5(s), V4(s)} egrinin Frenet catisi ve k4 (s), k,(s), k3(s) egrinin Frenet egrilikleri

olsun. Eger a = a(s) ikinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri ise

&2(S)k1 ()P (5) + 2k ()B1(5) — 2ky ($)kz(5)B3(s) = O (3.11)

diferensiyel denklemi saglanir.
Ispat: Kabul edelim ki o = a(s), ikinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri olsun. O

zaman (3.3) ve (3.4) esitliklerinden

k1(s) _
(<a(s) Va(5)>)2 %2 (3.12)

yazilabilir. (3.12) esitliginin tiirevi alinirsa
k1(s)(< a(s),Vo(s) >)% — 2k, (s) < a(s),V,(s) >< a(s),V,(s) >=0 (3.13)
ve . (3.13) da (2.1) yazilip diizenleme yapilirsa
k1 ($)(< a(s), Vo (s) >)? — 2ky (s) < afs), Va(s) >
< a(s), —€1(S)k1(S)V1(s) + €3(8)k,(s)V3(s) >=0 (3.13)
veya
ki(s) (< a(s),Va(s) >)? + 2e1()ki(s) < a(s), Va(s) >< a(s), V1(s) >
23 ()1 (8)ky (5) < a(s), Vy(s) >< a(s), Vs(s) >= 0 (3.14)

elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa
3 ($)ki(5)B3(s) + 2 ef(8)ex(8)ki (5)B1(5)B2(s)
—2 &,(5)e5(8)ky ()ks ()B2(s)B5(s) = 0
bulunur. g, (s) # 0 kabul edilirse
£2(8)k1(5)B2(s) + 2k3 (8)B1(s) — 2k1 ()k2(s)B5(s) = 0

bulunur ki bu da ispati tamamlar.

Teorem 3.6. o = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L # de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5), V5 (s), V5(s), V4(s)} egrinin Frenet catisi ve k4 (s), k,(s), k3(s) egrinin Frenet egrilikleri
olsun. Eger o = a(s) spacelike veya timelike egri ligiincii tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri

ise
£4(8)k3(5)Ba(s) + 2k5(s)B5(s) = 0 (3.15)

diferensiyel denklemi saglanir.



Ispat: Kabul edelim ki a = a(s) iigiincii tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri olsun. O

zaman (3.5) ve (3.6) esitliklerinden

k3(s) _
<a®) va(m)>)E B (3.16)

yazilabilir. (3.16) esitliginin tiirevi alinirsa

ki(s) (< a(s),Vu(s) >)? — 2k3(s) < a(s),Vu(s) >< a(s),Vi(s) >=0 (3.17)
elde edilir. (3.17) da (2.1) yazilip diizenleme yapilirsa

ki (s) (< a(s), Va(s) >)? + 2&5(s)k2(s) < a(s), V5(s) >< a(s),Vu(s) >=0 (3.18)

elde edilir. Bu son esitlikte (2.3) kullanilirsa
£ ()k3($)PE(s) +2 e3(8)ea(9)kF()B3(5)Pa(s) = 0
veya gerekli kisaltmalar sonucu
£4(5)k3(5)Ba(s) + 2k3(s)B3(s) = 0
bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.
Ornek 3.7 a = a(s) = ( V2shs, /2 chs, sins, coss) egrisini géz 6niine alalm. a = a(s)
egrisinin tiirevi:
o' (s) = (V2chs, V2 shs, coss, —sins)
ve
< a'(s),d (s) >=< (\/Echs, V2 shs, coss, —sins), ( v2chs, V2 shs, coss, —sins) >
= —2ch?s + 2sh?s + cos?s + sin?s = —1

oldugundan a = a(s) egrisi timelike bir egridir. Buradan

I Il = VI< «(s), () > =1

ve

_ o)
R IS
den
V1(s) = (V2chs, V2 shs, coss, —sins)

bulunur. Buradan hareketle

9= (12 02 e s o)
ZS—\/§SS,\/§CS,\/§SII’IS, \/§COSS,

V3(s) = (— chs, — shs, —V2 coss, V2 sins)

ve

V,(s) = (—% shs,—% chs,—% sins, — % coss>



elde edilir. Ayrica egrilikleri

1

ki(s) = V3, ky(s) = %? ve ky(s) =— =

olur ki o halde egri sabit egrilikli bir timelike egridir. Diger taraftan

V2 1 1 )

— chs,—— sins,— — coss
V3 V3

2
<a(s),V,(s) >=< ( V2shs, V2 chs, sins, coss), (% shs, 7

2 2 1 1
>= ——sh?s+ —ch?s — — sin®s — — cos?s

V3 V3 V3 V3

= 2—(—ShZS + ch?s) — = (sin®s + cos?s)
V3

V3
2 1 1

V3 V3 V3
1
(< als) Va(s) >)* = =
ve
< a(s), V3(s) >=< ( \/2shs, V2 chs, sins, coss), (— chs, — shs, —V/2 coss, V2 sins) >
= +/2shschs — v2shschs — V2 coss sins + V2 coss sins = 0
ve
< als), Vals) >=

1 1 V2 V2
< ( \2shs, V2 chs, sins, coss), <—— shs,—— chs,—— sins,— — coss | >
V3 V3 V3 V3

=% shzs—% ch?s —% sin?s — % cos?s
= —% (ch?s — sh?s) —% (sin®s + cos?s)
__V2 vz 22
V3 V3 V3

(< a(s), Va(s) >)? =2

bulunur. O halde (3.8) esitliginden a, = 3+/3 olacag: igin egri ikinci tip Tzitzeica timelike egri v

(3.16) esitliginden a3 = % olacagi i¢in egri ti¢linci tip Tzitzeica timelike egridir.



4. KURESEL SPACELIKE VEYA TIMELIKE TZIiTZEIiCA EGRILER

Teorem 4.1. o. = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5), V5(s),V5(5), V,4(s)} egrinin Frenet catist ve k;(s), k,(s), ks(s) egrinin Frenet egrilikleri

olsun. Kabul edelim ki a(s) kiiresel egri olsun o zaman

P1(s) =0, (4.1)
£1(s)

P(s) =~ (4.2)

Ba(s) = ——2M© (4.3)

£2(5) £3(S)kZ()k2(s)

ve

2
1 | e 2(Me) ek ks (5)

Ba(s) = -

k3(s) |[k2(9)ka(s)  k3()ka(s) KE(KE(S)|  e1()ea(s)es(s) ky(s) ks(s)

(4.4)

Ispat: Kabul edelim ki o(s) spacelike veya timelike egrisi kiiresel egri olsun. O zaman

<a(s), a(s) >= r? (4.5)
esitligi vardir. Bu ifadenin her iki yaninin tiirevi alinirsa

< a(s), Vi(s) >=0 (4.6)
ve (2.4) ile birlikte diistiniiliirse

< afs), Vi(s) >= 0= By(s) (4.7)

elde edilir. (4.7) nin tiirevi alinirsa

< Vi(s), Vi(s) > +< a(s), V{(s)>= 0 (4.8)

ve (2.1) kullanilip gerekli diizenleme yapilirsa

_ &l
< a(s), Vo(s) >= ATRE) (4.9)

ve (2.5) ile birlikte diistiniiliirse

&1(s)

F) =~ S oa®

bulunur. (4.9) nin tiirevi alinirsa



£1()k; (s)

< Vi(s), Vu(s) > +< , Vs = .
L(5), V2(5) > +< a(9), Vi(5) >= 2300 (4.10)
ve (2.1) kullanilip gerekli diizenleme yapilirsa
_ _ 51(5)’(1(5)
< ), — GOV () +eEkEV; () >= 2040
veya
—1(Di(5) < a(s), Vi (5) > +&3(Dka(s) < a(®), V3 (5) >= 2250
£2(8)k1(s)
bulunur. Bu son ifadede (4.7) esitligi yerine yazilirsa
_ £1(8)ki(s)
< als), Vs 9>= o5 oen® (4-11)
elde edilir. (4.11) ve (2.6) ile birlikte diistiniiliirse
- 51(5)"1(5)
() = e ren®
bulunur. Son olarak (4.11) in her iki tarafinin tiirevi alinirsa
< a(s), V5(s) >=
51(5)52(5)53(s)k{'(s)k%(s)kz(s)—2£1(s)ez(5)83(s)(ki(s))zkl(s)kz(s)—sl(s)sz(s)@(s)k{(s)k%(s)ké(s)
(£2(5))?(e3(5))2kT (S)k3 ()
ve gerekli sadelestirmelerle
2
, a1k ()KkE () (5) 281 () (K1 (9)) K ($)ka(s)—e1 (S)K] ()KE()K5 (5)
< als), Vs(s) >= £2(9)£3(KSKE(S)
bulunur. Bu ifade daha sade bir formda
2
el E8@ e o a®Ee) e @kEke)
<) V) >= o oReR® L amaeRen ®  a0s0ReRe)
veya
n ! 2 A !
, £1(s) ky'(s) 2(k1(s))”  ki(s)kz(s)
< a(s), Vi) >= P — 3 TR
£2(8)e3(s) |kZ()k2()) k3 ()k, () ki()k3(s)
yazilir. Bu son esitlikte (2.1) kullanilirsa
—&(8)ka(s) < als),  Va(s) > +e1(s)ex(s)es(s)ks(s) < als),  Vals) >
, 2
__ae | e 2MO) Kok 4.12)
£2()e3(s) [k (ko (s)  ki(S)ka(s)  kF($)k3() '

elde edilir. (4.12) de (4.9) goz oniine alinirsa

&1(s)

—&(8)ky(s) (— &)

>+ £1(s)e2(s)e3(s)ks(s) < als),  Vals) >

10



_a® [ e 2(ke) kEkis)
£2()&:(5) [k (5) ki (ka(s) k(K3

sonucuna varilir. Gerekli sadelestirme sonucu (yani &; (s) ler sadelstirilirse)

( £2(8)k,(s)
&2 (8)kq(s)

_ 1 ) 2(k©)° ki©)k(s)
£()es () [k2(ka(s)  I5(a(s)  kE(SKE(S)

ve esitlik diizenlenirse

) +&2(5)e3($)k3(s) < als), Vu(s) >

< al(s), Vu(s) >

_ 1 [ k' (s) 2 (14) _ki(s)k;(s)]_( ka(s) )

T 2,()23()k3()e2 ()3 () [ K2 (ka(s)  K3()ka(s)  KE()KE(S)| \ e2()e3()kz()ky(s)

e2,(s)=1,e%(s) =1

oldugu goz Oniine alinirsa

< a(s), Vu(s) >=

HOICIO) AGLAC!
k3(s) |k ()ka(s) k3 ()ka(s)  ki(s)k3(s)
_ k, (s)

£2()es(s) Ky (s) k3(s)
bulunur ve nihayet (2.7) ile birlikte diistiniiliirse
1 [ K6 2(K6)°  KEkEs)
k3(s) [k ()ka(s) k3 (S)ka(s)  ki(s)k3(s)
_ k, (s)
£2(s)e3(s) kq () ks(s)
bulunur ki bu da ispati tamamlar.

Ba(s) =

(4.2), (4.3) ve (4.4) esitlikleri (3.7) esitliginde yerine yazilirsa
e3(8)k3()B3(5) + 2k3(5)B2(s) — 2ky(5)k3(s)Ba(s) = 0

, £1()I4(5) £1(s)
()3 (s) (sz ©) & (S)kf(S)kz(S)> +2k3() <‘ 5 (s)kl(s>>

2
" 2 (k] ’ /
—2k,(s)ks (S)( 1 [ ki(s) ( 1(5)) _ kl(s)kz(s)] _ ko (s) ) o

k3(s) | k2()kz(s)  k3()ka(s)  KkZ(KZI(S)|  e2(s)es(s) ka(s) kz(s)
veya
< £1(8)k1(s)kz(s) > 3 < 2¢;(s)k3 (S))
&(s) kf(s)kz(s) £2(8)k,(s)

k2()ka(s)  k3(kz(s)  kZ(S)k3(s)

' 2
(oK | e 2(HO)  keke | 2kekeke o,
k3(s) £2(5)e3(s) kq1(s) k3(s)

olur. Buradan
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<€1(S)ki(5)ké (S)) 3 < 281(S)k§(5)>
&2(5) ki (s)ka(s) €2(8)k1(s)

’ 2
_ <2k2 (s) [ ki'(s) 2 (kl(s)) _ k;(s)k;(s)] _ 2k2(s) ) -0

k2()ka(s)  K3(ka(s) K2(KZ()|  ex(s)ez(s) ky(s)

veya
<£1 ($)k1(s)ks (s)) 3 < 2& (s)k%(s)>

£2(8) kZ()k,(s) £2(8)k(s)

2k} (s) 2(k1(5>)2 2k (s)k} (s) 2k3(s) _
<[_ e ke T k2(s)k, (s)] t e kl(s))‘o

yada

&1()k1()ka(s)  2& (s)k3(s) _2k'(s) N 2 (ki(s))2 2k; ()ky(s) 2k3(s)
&,(8) kZ(S)ky(s)  &2()ki(s)  ki(s) k3 (s) k2(s)k, (s) €2(s)es(s) kqi(s)

=0
ve gerekli islemler sonucunda
_ 2ki(s) 2 (ki(s))* i (e1(s) + Dk1(s)k;(s) yra (—&1(s) + Dk (s) _
e (kF(s)  ki(s) &2(s) kf(s)k2(s) &2(5)e3(s) ki(s)
elde edilir. Paydalar esitlenirse
_ 262(8)e3(5) k1 (s) ko (s) ki'(s) N 2 £1(5) £(5)e5(5) ka(s) (k1 (S))2
£1(5) &2(5)e3(s) k3 (s) k2 (s) €1(s) €2(s)ez(s) ka(s)

+ (e1(8) + ey (s) e3(s) Ky () k1(8)k5(s) 2 (—&1(s) + Deg($IKE(s) ko (s) k3(s) _
£1(5) £2(5)e3(s) ko(s) £1(5) £2(5)e3(s) ko(s)

bulunur. Béylece
~2e,(5)e3(5) k1 (5) ka (5) kY (5) + 2 £1(5) £2(8)es(s) ka(s) (ki (s))°
(e1(s) + Der(s) e3(5) ky (5) k1 ()k3(s) + 2 (—&1(s) + Der(9)ki(s) k3(s) =0

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

0

Teorem 4.2. o = of(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L  de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5),V5(s),V5(5), V,4(s)} egrinin Frenet catist ve k4 (s), ko (), ks(s) egrinin Frenet egrilikleri
olsun. Eger o = ofs) kiiresel birinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri ise

—2e,(5)e3(5) ky (5) ko (5) K (5) + 2 &1(5) £2(S)es(s) ka(s) (Ki())°

(e1(5) + Der(s) e3(5) ky () k1(s)kz(s) + 2 (—&1(s) + Dy ($)ki(s) k3(s) =0
diferensiyel denklemi saglanir.

Sonuc.4.3. Teorem 4.2 de 6zel olarak k, (s) sabitse k, (s) =0 dir

(4.1), (4.2) ve (4.3) esitlikleri (3.11) esitliginde yerine yazilirsa,

£2(8)k1()B2(5) + 2ki()Br(s) — 2k ()kz(5)Bs(s) = 0

12



&1(s)
&2(8)k4(s)

&2(s)k1(s) <—

) + 2k% ()0 — 2kq(s)k2(s) ( &1(s)ka(s) ) _

£(s) & (S)k%(s)kz (s)

<_ ki(S)) B < 2k1(s) ) _0
ky(s) £2(s) £3(8)k4(s)

£,(s) = &3(s) oldugu goz oniine alinirsa 3k (s) = 0 ve k,(s) = sabit

veya

elde edilir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 4.4. o. = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5), V5(s),V5(5), V4 (s)} egrinin Frenet catist ve k;(s), ko (), k3(s) egrinin Frenet egrilikleri
olsun. Eger o = a(s) kiiresel ikinci tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri ve &,(s) = &3(s) ise
k,(s) = sabit olur.

(4.3) ve (4.4) esitlikleri (3.15) esitliginde yerine yazilirsa,

e4(8)k5()Ba(s) + 2k3(s)P3(s) = 0

1 [ K(s) 2 (k) k;(s)kxs)] ka(s) ]

£4(s)k3(s) [

ks(S) [K2()ka(s)  k3()ky(s)  K2()kZ()|  e2()es(s) kyls) ks(s)
£1(s)ki(s) 4
+2k5(9) [ez ® &ORERE)|
veya
aKE | kE 2(kE) MEBE)] AQNAOIAG)
ks(s)  [kZ()ko(s)  K3()ka(s) kZ(SKE()|  er()ea(s)es(s) ky(s) ka(s)

N [ 26,(IKEOKG(s) | _
&2(5) &3()ki ($)k2(s)
diferensiyel denklemi saglanir. Boylece asagidaki teorem verilebilir.
Teorem 4.5. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir spacelike veya timelike egri,
{V1(5), V5(s),V5(5), V,4(s)} egrinin Frenet catist ve k4 (s), k,(S), ks(s) egrinin Frenet egrilikleri

olsun. Eger a = a(s) kiiresel tiglincii tip Tzitzeica spacelike veya timelike egri ise

[s4(s)kg(s>[ K 2(ke) _k;@)k;(s)] £ (5)k5 (ks (s)

ka(s)  |K2()ky(s)  K3()ky(s) KkZ(S)kZ(s)| e1(s)ex(s)es(s) kyls) ks(s)

[ 26, (DKFkI() ] _
£(5) & (E )k (5)

diferensiyel denklemi saglanir.

13



5. NULL EGRILER ICiN TziTZEiCA EGRILERI

Egriler, Oklid uzayindan farkli olarak Lorentz uzayinda iig fakli tip olarak spacelike timelike
egri veya null egriler olarak tamimlanir. Spacelike ve timelike egriler iizerine ingaa edilen teoriler
Oklid uzayinda incelenenlerle benzer sonuglar vermesine ragmen null egriler ¢ok daha ilging
sonuglar vermektedir. Bu sebepten &tiirii null egriler teorisine ¢aligmak birtakim sikintilart da
beraberinde getirmektedir.

Calisgmanin bu boliimiinde 3.boliimde elde edilen teoriler null egriler igin yapilmaya
calisilacaktir.

Tanim 5.1. « = a(s), L* de birim hizl1 bir null egri olsun. Bu durumda

a = a(s) nin teget vektor alani V; (s) = a’(s) bir null vektor alani,

a = a(s) nin normal vektor alan1 V,(s) = V{ (s) bir spacelike vektor alani,

a = a(s) nin birinci binormal vektor alan1 V5 (s) bir null vektor alani,

ve a = a(s) nin ikinnci binormal vektor alan1 V,(s) bir spacelike vektor alant olmak tizerre

k1(s), ky(s) ve ks(s) olmak tizere Frenet formiilii,
Vi(s) = ki (s)V2(s),
V3(8) = ko ($)V1(s) — k1 ($)V5(s), (5.1)

V3(s) = —ka(s) Vo (s) + k3 ($)Va(s),
Vi () = —ks(s)V1(s),
seklinde tanimlanir [ 16 ]. Burada V;(s), V,(s), V3(s) ve V,(s) ler igin

V1(5),V1(8)) = 0, (V1(5),V2(s)) = 0, (Vi(s),V3(s)) = 1, (V1(s),Va(s)) = O,

(V2(5), Vi(8)) = 0, (V2(5), V() = 1, (V2(s), V3(8)) = 0, (V2(5),Va(s)) = 0,

V3(5),Vi(s)) = 1, (V3(5),V2(5)) = 0, (V3(5),V3(5)) = 0, (V3(s5),Va(s)) =0 (5.2)
ve

(Va (), V1(8)) = 0, (Va(s), V2 (5)) = 0, (Va(s),V3(s)) = 0, (Va(5),Va(s)) = 1

bagntilar1 saglanir.
a = o(s), L4 4-boyutlu Lorentz uzaymnda birim hizli null egri olsun. o = a(s) konum

vektori

a(s) = o1($)Vi(s) + a2 (s)V2(s) + a3(s)V3(s) + a4 (s)Va(s) (5:3)



seklinde tanimlanir. Eger (5.3) ifadesi sirasiyla, V;(s), V,(s), V5(s) ve V,(s) ile i¢ carpima tabi

tutulup (5.2) esitlikleri gdozoniine alinirsa

< a(s),Vi(s) > = a3(s), (5.4)
< a(s),Va(s) > = 0,(s), (5.5)
< a(s),Va(s) > = o,(s), (5.6)
ve
< a(s),Va(s) > = au(s), (5.7)

seklinde ifade edilir. Son olarak (5.4), (5.5), (5.6) ve (5.7) esitlikleri (5.3) de yazilirsa
a(s) =< a(s),Vz(s) > Vi(s) +< a(s),Va(s) > V,(s)+< a(s),Vz(s) > Vz(s)
+< a(s), V4 (s) > Vu(s) (5.8)

olarak yeni bir formda yazilir.

Tamm 5.2. (Birinci tip Tzitzeica null egrisi) L #, 4- boyutlu Lorentz uzayinda o. = o(s) bir
null egri ve o = a(s) egrisinin Frenet catist {V;(s),V,(s),V5(s),V,(s)} ve Frenet egrilikleri
k1(s), k,(s), k3(s) olsun. Eger o = a(s) birinci tip Tzitzeica null egrisi ise

g (5.9)

a2
V1) V2(8)Va(s)}

esitligi saglanir.
Burada d{zvl $)Va(s)va(s) 3 KeYTi bir a(s) noktasinda orijinden {V1(s), V2 (s), Va(s)} ile gerilen

hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
Ay vasvacs)y = (< als),Va(s) >)? (5.10)

seklinde tanimlanir. Burada a; # 0 reel sabittir.
Tamm 5.3. (ikinci tip Tzitzeica null egrisi) L %, 4- boyutlu Lorentz uzayinda o = a(s) bir
null egri ve o = a(s) egrisinin Frenet gatist {V;(s),V,(s),V5(s),V,(s)} ve Frenet egrilikleri

k1(s), k5 (s), k3(s)olsun. Eger a = a(s) ikinci tip Tzitzeica null egrisi ise

MO (5.11)

2
V1()V3()Va(s)}

esitligi saglanir.
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Burada d{zvl(s),v3(s),v4(s)} keyfi bir a(s) noktasinda orijinden {V;(s), V3(s),V,(s) } ile

gerilen hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
Ay = (< als),Va(s) >)? (512)

seklinde tanimlanir. Burada a, # 0 reel sabittir.

Tamm 5.4. (Ugiincii tip Tzitzeica null egrisi) L 4, 4- boyutlu Lorentz uzayinda a = a(s) bir
null egri ve o = a(s) egrisinin Frenet gatist {V;(s),V,(s),V5(s),V4(s)} ve Frenet egrilikleri
k1(s), k5 (s), k3(s)olsun. Eger o = a(s) tigiincii tip Tzitzeica null egrisi ise

S 10N (5.13)

2
V1) V2()V3(s)}

esitligi saglanir.
Burada d{zvl $)Va(s)va(s) } KeYFi bir a(s) noktasinda orijinden {V; (s), V2 (s), V3 (s) } ile gerilen

hiperdiizleme olan uzakligin karesi olup
Ay vasvasy = (< als),Va(s) >)? (5.14)

seklinde tanimlanir. Burada az # 0 reel sabittir.

a = a(s), L* de birim hizli {V;(s),V,(s),V5(s) } Frenet gati ve {k;(s), k,(s), ks(s) }
Frenet egrilikli bir null egri olsun. O zaman a = a(s) egrisinin birinci egriligi k;(s) = 1 veya
k,(s) = 0 dir [16]. Bu ¢alisma boyunca k;(s) = 1 oldugu g6zoniine alinacaktir. Boylece (5.1)

denklemleri:
Vi(s) = Va(s),

V3(s) = ko ($)V4(s) — Vs(s), (5.15)
Vs(s) = —kz(s) V2(8) + k3 (s)Va(s),

Vi(s) = —k3($)V1(9),

Teorem 55. a = as), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L * de bir null egri,
{V1(5),V5(s),V5(5),V4(s)} egrinin Frenet gatisi ve kqi(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Eger o= a(s) birinci tip Tzitzeica null egri ise agagidaki durumlar vardir.

01(s) # 0 ve kj(s)01(s) + 2k3(s)a2(s) — 2ky($)ks(s)ou(s) = 0

01(s) = 0ve 2k2(s)0,(s) — 2k, (s)k3(s)o4(s) = 0

o.(s) =0ve

2k3(5)02(s) — 2ka(s)k3(s)o4(s) = 0 (5.16)
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Ispat: Kabul edelim ki a = a(s) null egri birinci tip Tzitzeica null egri olsun. O zaman (5.9)
ve (5.10) esitliklerinden

ka(s) _
(<a(s)V3(s)>)?2 a1 (5.17)

yazilabilir. (5.17) esitliginin tlirevi alimirsa
k5 (s)(< a(s),V5(s) >)? — 2k,(s) < a(s),V5(s) >< a(s),V3(s) >=0 (5.18)
elde edilir. (5.18) da (5.15) yazilip diizenleme yapilirsa
ky(5)(< a(s), V() >)? — 2k3(s) < a(s), Va(s) >< a(s), Va(s) >
+2k,(s)k3(s) < a(s),V3(s) >< a(s),Va(s) >=0 (5.19)

elde edilir. (5.19) da (5.5), (5.6) ve (5.7) esitlikleri kullanilirsa
ky($)of(s) +2k3(s)a5(s)a1(s) — 2 ky (8)ks (5)o1(s)aa(s) = 0

bulunur. Bu son esitlik yorumlanirsa

01(s) # 0 ve k3(s)01(s) + 2k3(5)0,(s) — 2k, (5)ks(5)o4(s) = 0

01(s) = 0 ve 2k2(s)o,(s) — 2k, (8)k3(s)o,(s) # 0

01(s) = 0 ve 2k3(5)a5(s) — 2k, ($)ks(s)au(s) = 0
bulunur ki buda ispati tamamlar.

Teorem 5.6. a = afs), 4- boyutlu Lorentz uzayr L * de bir null egri,
{Vi(s),V5(s),V5(s),V4(s)} egrinin Frenet catisi ve kq(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Eger a = a(s) ikinci tip Tzitzeica null egri ise

ky(s) = 2 (5.20)

a3(s)

dir..
Ispat: Kabul edelim ki a. = o(s) null egri ikinci tip Tzitzeica null egri olsun. O zaman (5.11),
(5.12) esitlikleri ve k,(s) = 1 ifadelerinden

1

<as) ae)>? %2 (5.21)

yazilabilir. (5.21) esitliginin tiirevi alinirsa
=2 < a(s),Vy(s) >< a(s),V,(s) >=0

veya

< as),Vo(s) >< a(s),V,(s) >=0 (5.22)
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elde edilir.(5.22) da (5.15) yazilip diizenleme yapilirsa
< a(s),V2(s) > (< als), kz(s)Vi(s) = V3(s) >) = 0
veya
ky(s) < a(s),Va(s) >< als), V4(s) > —< a(s), Vo (s) >< a(s),Vz(s) >=0
olur. Burada ister < a(s),V,(s) >= 0 isterse < a(s),V,(s) >= 0 olsun, her iki durumda da

ky(s) < a(s),Vi(s) > —< a(s),V3(s) >=0 (5.23)

yazilabilir. Bu son esitlikte (5.4) ve (5.6) géz 6niine alinirsa

01(s)
k =——
2(s) 75(5)
bulunur ki bu da ispati tamamlar.
Teorem 57. a = as), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L * de bir null egri,

{Vi(s),V5(s),V5(s),V4(s)} egrinin Frenet catisi ve kq(s) =1,k,(s),k3(s) egrinin Frenet

egrilikleri olsun. Eger o= a(s) null egri tigiincii tip Tzitzeica null egri ise
ki (s)o,(s) + 2k3(s)os(s) =0 (5.24)

diferensiyel denklemi saglanir Burada a,(s) # 0 dir.
Ispat: Kabul edelim ki o = a(s) null egri tigiincii tip Tzitzeica null egri olsun. O zaman (5.13)
ve (5.14) esitliklerinden

k3(s) _
(<a(s) Va(s)>)2 as (5.25)

yazilabilir. (5.25) esitliginin tlirevi alinirsa

ki(s) (< a(s),Vu(s) >)? — 2ks(s) < a(s),Va(s) >< a(s),Vi(s) >=0 (5.26)
elde edilir.(5.26) da (5.15) yazilip diizenleme yapilirsa

ki(s) (< a(s),Va(s) >)? — 2k3(s) < a(s),V3(s) >< a(s), Vu(s) >= 0. (5.27)

elde edilir. Bu son esitlikte (5.6) ve (5.7) kullanilirsa
k3(s)of(s) +2k3(s)as(s)au(s) =0
olup ya g, (s) # 0 kabul edilirse
k3(s)o4(s) +2k3(s)as(s) =0

bulunur ki bu da ispati tamamlar.
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6. NULL EGRIiLER ICiN KURESEL TZIiTZEiCA EGRILER

Teorem 6.1. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzayr L * de bir null egri,
V1(5), V5(s),V5(5),V4(s)} egrinin Frenet gatisi ve kqi(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Kabul edelim ki a(s) kiiresel egri olmak tizere

a(s) = 01 ($)V1(s) + a2 (s)V2(s) + a3(s)V3(s) + 04(s)V4(s)

konum vektdriiniin katsayilar1 arasinda
2 0,(s) 05(s) + 02(s) + 02(s) = r? (6.0)

bagmtis1 vardir.
Ispat: o = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L *de bir null egri, {V;(s), V,(s), V3(s), V4(s)}
egrinin Frenet ¢atis1 olmak {izere a(s) egrisinin konum vektoriiniin (5.3) den:
a(s) = 01 (SIV1(s) + 02 (s)V2(s) + a3(s)V3(s) + 04(s)V4(s)
olarak yazildigin1 biliyoruz. a(s) kiiresel egri olugundan
< afs), a(s) >= r?
esitliginden
< als), als) > =< 01()Vi(s) + 02(s)V2(s) + 04(s)Va(s),
01($)V1(5) + 02()V2(s) + a4 (s)V4(s)) >
= 0 (s) <V1(8),Vi(s) > + 01(5) 02(s) < V1(5),Vo(s) > + 01(5) a3(s) < V4 (s), Va(s) >
+01(5) 04(s) <Vi(s), Va(s) > + 02(5) 01(s) < Vo(8),Vi(s) > +03(s) < Vo (s), Vo(s) >
+ 01(s) 03(5) < V1(5),V3(s) > + 02(5) 04(s) < V3(5),Vuls) > + a3(s) 01(s) < V3(s), V1 (s)
>
+03(5) 02(s) < V5(5),V2(s) > +05(s) < V5(5),V3(s) > + 03(5) 04(s) < V3(s),Va(s) >
+ 04(5) 01(5) < Vy(5),V1(s) > + 04(s) 02(s) < Viu(s),V2(s) > + a4(s) a3(s) < Vy(s), V5(s)
>
+02(s) < V,(5),V,(s) >= r?

elde edilir. (5.2) esitlikleri géz 6niine alinirsa
2 01(s) 03(s) + 05(s) + 0f(s) = r?
bulunur.
Teorem 6.2. a = as), 4 boyutlu Lorentz uzay1 L * de bir null egri,
{V1(5), V5 (s), V5(s), V4(s)} egrinin Frenet catisi ve k4 (s), k,(s), k3(s) egrinin Frenet egrilikleri

olsun. Kabul edelim ki a(s) kiiresel null egri olsun. O zaman

0.(s) =0, (6.1)
0,(s) =0, (6.2)



o3(s) = 0,

ve

04(s) = )

Ispat: Kabul edelim ki o(s) bir kiiresl null egri kiiresel egri olsun. O zaman

< a(s), a(s) >= r?

esitligi vardir. Bu ifadenin her iki tarinin tiirevi alinirsa
< a(s), Vi(s) >=0

olacagindan (5.4) ve (6.6) birlikte g6zoniine alinirsa
o3(s) =0

elde edilir. (6.6) nin tiirevi alinirsa
< Vi(s), Vi(s) > +< a(s), V{(s)>= 0

olur. (5.2) ve (5.15) kullanilip gerekli diizenleme yapilirsa
< afs), Vo(s)>=0

ve (5.5) ile birlikte diisiiniiliirse
0,(s) =0,
bulunur. (6.9) nin tiirevi alinirsa
< Vi(s), Vo(s) > +< a(s), V3(s) =0
ve (5.15) yazilirsa

k,(s) < a(s), Vi(s) > =< a(s),V3(s) >=0

olup (6.6) ile beraber degerlendirilirse
< a(s),V3(s) >=0

olur ki (5.11) ve (5.6) birlikte gbz oniine alinirsa
0,(8)=0
bulunur. Son olarak (5.11) in tiirevi alinirsa
< Vi(s), V3 (s) > +< a(s),
(5.2) ve (5.15) kullanilirsa

1—k,(s) < a(s), V,(s) > + k3(s) < a(s),
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V3(s)>= 0

Vy(s) >=0

(6.3)

(6.4)

(6.5)

(6.6)

6.7)

6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)



elde edilir. (6.9) g6z oniine alinip diizenlenirse
1— k3(s) < a(s),V4(s) >=0
veya

1

< a(s),Vu(s) >= )

(6.12)

bulunur. (6.12) ile (5.7) birlestirilirse

04(s) = m

olarak yazilir.

(6.1), (6.2), (6.3) ve (6.4) esitlikleri sirastyla (5.16), (5.20) ve (5.24) esitliklerinde yazilirsa
asagidaki teoremler elde edilir.

(6.1), (6.2) ve (6.4) ifadeleri ile (5.16) esitligi ile birlikte diistiniiliirse asagidaki teorem
verilebilir.

Teorem 6.3. a = as), 4- boyutlu Lorentz uzay1 L * de bir null egri,
{Vi(s),V5(s),V5(s),V,(s)} egrinin Frenet catisi ve kq(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Eger o= a(s) birinci tip Tzitzeica null egri ise k,(s) = 0 dir

(6.1) ve (6.3) ifadeleri ile (5.20) esitligi ile birlikte birlikte diisiintiliirse asagidaki teorem
verilebilir.

Teorem 6.4. a = a(s), 4- boyutlu Lorentz uzayr L 4 de bir null egri,
{Vi(s),V5(s),V5(s),V,(s)} egrinin Frenet catisi ve kq(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Eger o= a(s) ikinci tip Tzitzeica null egri ise k, (s) tanimsizdir.

(6.3) ve (6.4) ifadeleri ile (5.24) esitligi ile birlikte diistiniiliirse asagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.5. a = a(s), 4 boyutlu Lorentz uzayi L 4 de bir null egri,
{V1(5),V5(s),V5(5),Vu(s)} egrinin Frenet gatisi ve kqi(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet
egrilikleri olsun. Eger o = a(s) tiglincii tip Tzitzeica null egri ise k5 (s) sabittir.

(6.1), (6.2), (6.3) ve (6.4) esitliklerini (6.0) esitliginde yazilirsa agsagidaki teorem verilebilir.

Teorem 6.6. a = a(s), 4 boyutlu Lorentz uzayi L 4 de bir null egri,
{Vi(s),V5(s),V5(s),V4(s)} egrinin Frenet catisi ve kq(s) =1,k,(s),ks(s) egrinin Frenet

egrilikleri olsun. Eger o= a(Ss) null egrisi kiiresel ise o,(s) = r = sabittir.
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7. SONUC

Bu calismada 4-boyutlu Lorentz uzayinda ti¢ farkli tip Tzitzeica egrisi tanimlanmigtir. Daha
sonra tanimlanan bu ii¢ farkli tip Tzitzeica egrisi timelike, spacelike ve null egriler ve kiiresel
timelike, spacelike ve null egriler i¢in tamimlanarak yeni teoriler ifade edilmis ve bazi
karakterizasyonlar bulunmustur.

4-boyutlu Oklid uzayinda da ii¢ farkli tip Tzitzeica egriler tanimanmis ve teoriler insa
edilmistir. Bu uzaydaki ¢aligmalar timelike ve spacelike egriler i¢in yapilan teorilere benzer yapilar
olustururken null egriler i¢in yapilan karakterizasyonlar ¢ok daha farkli olup ilging sonuglar
bulundurmaktadir. Béylece null egriler i¢in olusturulan teoriler literatiirde 6nemli bir kaynak
olusturmasinin yani sira bundan sonra yapilacak calismalar i¢cin yol gdsterici olma niteligi

tagimaktadir.
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