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ONSOZ

Reel say1 dizilerinde istatistiksel yakinsaklik ve kuvvetli Cesaro toplanabilme gibi temel kavramlar,
fark dizilerinin de dahil edilmesiyle daha kapsamli bir arastirma alan1 haline gelmistir. Son yillarda fuzzy
say1 dizilerinin tanimlanmasi ve dereceli istatistiksel yakinsaklik kavrammin gelistirilmesi, bu alana olan
ilgiyi artirmustir. Fuzzy fark dizileri lizerine yapilan ¢alismalarda, yiiksek mertebeden fark islemleri ile a-
seviye kiimelerine ait iiyelik fonksiyonlarinin belirlenmesi 6nemli bir analitik caba gerektirmektedir. Bu
tezde, fuzzy sayi1 dizileri igin A™-fark operatorii ve bir (A,) dizisi kullanilarak B-dereceden istatistiksel
yakinsakhik ve f —dereceden kuvvetli A}, —toplanabilme kavramlari incelenmis, buna ilaveten bir f
modiilis fonksiyonu yardimiyla daha genel dizi kiimeleri tanimlanmistir. Konunun ve elde edilen
sonuglarm daha iyi anlagilabilmesi amaciyla verilen orneklerde ikinci ve m’inci fark dizileri de ele

alinmustir.
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OZET

Fuzzy Sayi Dizilerinde Genellestirilmis Istatistiksel Yakimsaklik
Murat TEMIZKAN

Yiksek Lisans Tezi

FIRAT UNIVERSITESI
Fen Bilimleri Enstitiisi

Matematik Anabilim Dali

Haziran 2025, Sayfa: vii + 34

Bes boliimden olusan ¢alismanin ilk iki boliimiinde konuyla ilgili kisa bir tarihgeden bahsedilmis
ve calismada kullanilan bazi temel kavramlara yer verilmistir. Uciincii béliimde fuzzy sayr dizileri igin
A™ —genellestirilmis fark operatorii kullanilarak [ —dereceden AJ* —istatistiksel yakmsaklik ve

B —dereceden kuvvetli A}, —toplanabilme tanimlar1 verilmis ve bunlar arasindaki bazi kapsama bagntilari
ifade edilmistir. Dordiincti bolimde bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla WAB (A™,F, f,p) dizi kiimesi

tanimlanarak Sf (A™, F) dizi kiimesiyle arasindaki iliskiler incelenmistir. Son boliim olan besinci boliimde

¢alismanin sonuglar kisaca dzetlenmistir.

Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Cesaro toplanabilme, Fark dizisi, Fuzzy say1 dizisi
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ABSTRACT

Generalized Statistical Convergence in Sequences of Fuzzy Numbers
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The first two sections of the five-chapter study provide a brief history of the subject and some basic
concepts used in the study. In the third section, the definitions of A}* —statistical convergence of order 8
and strong A", —summability of order B are given using the A™ —generalized difference operator for fuzzy
number sequences and some coverage relations between them are stated. In the fourth section, the sequence
set WAB (A™,F, f,p) is defined with the help of a modulus function f'and its relations with the sequence set
Sf (A™,F) are examined. In the fifth section, the final section, the results of the study are briefly

summarized.

Keywords: Statistical convergence, Cesaro summability, Difference sequence, Fuzzy sequence
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1. GiRis

Ik defa Zygmund [1] tarafindan ortaya atilan istatistiksel yakinsaklik diisiincesinin matematiksel
tanimin1 1951 yilinda Steinhaus [2] ve Fast [3] birbirlerinden bagimsiz olarak vermis ve daha
sonraki yillarda yine bunlardan bagimsiz olarak Schoenberg [4] yeniden tanimlamustir. Ilerleyen
zamanlarda istatistiksel yakinsaklik kavrami farkli isimler altinda Fourier analizi, Ergodik teori,
Say1 teorisi, Olgiim teorisi, Trigonometrik seriler, Turnpike teorisi ve Banach uzaylarinin
yapisinda kullanilmis olup sonradan dizi uzaylarmmda incelenmis ve toplanabilme teorisi ile
iligskilendirilmistir (bkz. [5-8]). Daha sonralar1 Cakalli [9] tarafindan topolojik gruplara ve Caserta
[10] tarafindan fonksiyon uzaylarma uygulanmistir.

Fuzzy kime kavrammin temeli Zadeh [11] 'in 1960 Ilarda yaptigi calismalara
dayanmaktadir. Klasik kiimeler ger¢ek diinyadaki matematiksel metotlara tam olarak yetmemesi
bu kavramin ortaya ¢ikmasinda etkili olmustur. Klasik kiimelerde bir elemanin kiimeye ait olup
olmamasi gibi sadece iki secenek varken fuzzy kiimelerde bu durum [0,1] araligina genisletilerek
sadece iki degerden olusan sistem sonsuz degerli bir sisteme doniismiis ve klasik kiimelerde bazi
durumlarda olusabilecek belirsizlik yeni sistemle formiillestirilmistir. Klasik kiimelerde herhangi
bir eleman kiimeye ya iiyedir ya da degildir, fakat fuzzy kiimelerde hassasiyet artirildigindan
dolay1 elemanin kiimeye iiyeliginin derecesinden bahsedilmekte olup klasik kiimelere nazaran
daha uygun ve gercekei bir yaklasim metodudur. Bu sebeple Zadeh [11] 'in 1965 de yaptigi
caligmadan itibaren gerek miihendislik alanlarinda gerekse matematigin tiim dallarinda en ¢ok
caligilan konulardan biri olmustur. 1986 yilinda Matloka [12] fuzzy say1 dizilerini ve bu dizilerin
yakinsakligin1 tammlarken 1989 da Nanda [13] bu dizilerin sinirliligindan da bahsetmis ve
yakinsaklikla aralarinda bazi bagintilar vermistir. Nuray ve Savag [14] istatistiksel yakinsaklik
tanimin1 fuzzy sayi dizilerine uygulayarak bu alanda ¢alisan matematikgiler i¢in ¢ok dnemli bir
adim atmistir. Daha sonra fuzzy say1 dizilerinin toplanabilme ile iligskisi Kwon [15] tarafindan
calisildi. Fuzzy say1 dizilerine Colak vd. [16], Altinok vd. [17], Altinok [18] ve Et vd. [19] gibi
bir ¢ok matematikgi tarafindan ¢aligilmustir.

1981 yilinda Kizmaz [20] reel say1 dizileri i¢in fark dizisini tammlamig ve baz1 fark dizi
uzaylarmi tanimlayarak bu uzaylarin BK uzay1 olduklarini gdstermistir. Daha sonra Kizmaz [20]
m tanimladig1 fark dizi uzaylar1 Et ve Colak [21] tarafindan m-inci dereceden genellestirilerek
yeni genellestirilmis fark dizi uzaylari elde edilmis ve bunlar i¢in de benzer 6zellikler verilmistir.

Reel dizilerde tamimlanmis olan istatistiksel yakinsaklik kavramimi daha hassas bir
yakinsaklik tiirline doniistiirmek amaciyla derecelendirme fikri ilk olarak Gadjiev ve Orhan [22]
tarafindan ortaya atilmis, zamanla bu fikir a€(0,1] igin Colak [23] tarafindan a-dereceden

istatistiksel yakinsaklik ve bir pozitif p sayist i¢in o-dereceden kuvvetli p-Cesaro yakinsaklik



kavramlarmin verilmesiyle daha kullanigsh ve somut bir sekil almis olup toplanabilme alaninda
calisan matematik¢iler tarafindan oldukga fazla calisilan bir konu haline gelmistir. Son
zamanlarda a€(0,1] icin Colak ve Bektas [24], kompleks say1 dizileri i¢in Mursaleen [25]
tarafindan yeni bir metod olarak verilmis olan A-istatistiksel yakinsaklik kavramini genellestirerek
a-dereceden A-istatistiksel yakinsaklik ve a-dereceden giiclii (V, A)-toplanabilirligi tammladi.

Modiiliis fonksiyonuyla ilgili ¢aligmalarin temeli Nakano'nun 1953 yilinda yapmis oldugu
"Concave modulars" isimli makalesine dayanmaktadir [26]. O zamandan itibaren gerek
istatistiksel yakinsaklikla gerekse farkli alanlarda bu konuya rastlanmaktadir. Son zamanlarda
Aizpuru [27], smursiz bir f modiiliis fonksiyonu yardimiyla f-istatistiksel yakinsakligin tanimini
vererek istatistiksel yakinsaklik konusuna yeni bir bakis agis1 getirmistir. Sonradan Bhardwaj ve
Dhawan [28] bu kavramu bir a€(0,1] reel sayisim1 kullanarak derecelendirmis ve tamimlamis
oldugu yeni uzaylar arasinda kapsama bagntilarini vermistir. Diger yandan Bhardwaj ve Dhawan
[28] tarafindan tanimlanmis olan kavramlar Altmmok ve Deniz [29] in A™-genellestirilmis fark
operatoriinii de uygulamasiyla genel bir hal durumunu alarak daha zengin sonuglar elde
edilmistir.

Bu ¢alismada, Karakas vd. [30] tarafindan tanimlanmis olan fuzzy sayi dizileri igin
genellestirilmis istatistiksel yakinsaklik kavramiyla ilgili temel sonuglar ve aralarindaki iliskiler

incelenerek konunun daha iyi anlagilabilmesi adina pek ¢ok aciklayici 6rneklere yer verilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Tezin bu bolimiinde ana boliimlerde kullanilacak konulardan olan istatistiksel yakinsaklik ve

fuzzy say1 dizileriyle ilgili temel tanimlar yer almaktadir.

Tamm 2.1. S € N olmak iizere bir S kiimesinin dogal (asimptotik) yogunlugu
1
§8)=lim—-[{k<n:keS}
n—-oon
veya ayni sey demek olan

1
6(S) = lim —|Sn{1,2,3,...,n}|
n—-oon

bigiminde tanimlanir. Tanimda |{k < n: k € S}| ifadesi S kiimesinin n den biiyiikk olmayan
elemanlarinin sayisii, |S N {1,2,3,...,n}| ifadesi ise S kiimesinin ilk 7 pozitif tam say1 i¢indeki
eleman sayisini gostermektedir. Eger bu limit 0 ise, kiimenin "dogal yogunlugu sifirdir" denir, bu

da sezgisel olarak kiimenin pozitif tam sayilar i¢inde "¢ok seyrek" oldugu anlamina gelir. [31].

Ornek 2.2. A={246,...,2n,...} seklinde taniml1 bir A kiimesinin dogal yogunlugu
8(A) = 1/2 dir. Ciinkii dogal sayilar kiimesi olan N nin eleman sayisinin n oldugu kabul edilirse
bu durumda ¢ift sayilarin (ve tek sayilarin) toplam sayisi n/2 olacagindan dogal yogunluk
n/2 1

lim — =
n—-oo N

bi¢iminde basit bir limit islemiyle 1/2 olarak bulunabilir.

Tamm 2.3. A kiimesi sifir yogunluklu herhangi bir kiime olsun. Eger kompleks terimli
bir x = (x;.) dizisinin terimleri herhangi bir S 6zelligini A kiimesinin haricinde tiim k indisleri
i¢in sagliyorsa, verilen (x;) kompleks terimli dizisi hemen hemen her k i¢in S ozelligini sagliyor
denir ve bu durum kisaca h. h. k bigiminde yazilir [32].

Istatistiksel yakinsakliktaki "hemen hemen her k i¢in" 6zelligi, bir dizi olay veya kosulun
cok biiylik bir k degerinden sonra (yani yeterince biyiikliikte) neredeyse kesin olarak
gerceklestigi anlamina gelir. Bu ifade, olasilik teorisinde ve istatistiksel analizde Onemli bir
kavramdir. Daha agik bir sekilde ifade etmek gerekirse: Bir 6zellik "hemen hemen her k igin"

saglaniyorsa, bu, yalnizca sonlu sayida k degeri i¢in bu 6zelligin saglanmayacagi anlamina gelir.



Bagka bir deyisle, 6zelligin saglanmadig k degerlerinin kiimesi sonludur. Bu ifade genellikle bir
dizi rastgele degiskenin veya olaylarm asimptotik davramsim tanimlarken kullamilir. Ornegin,
biiyiik sayilar yasasi gibi teoremlerde, 6rneklem ortalamasinin gergek ortalamaya "hemen hemen
her n i¢in" yakinsadig1 ifade edilir. Burada n 6rneklem biiyiikliigiinii temsil eder. Bu, érneklem
bliyiikligli yeterince biiyiik oldugunda, o6rneklem ortalamasinin gergek ortalamaya ¢ok yakin

olma olasiliginin 1'e yaklastig1 anlamina gelir.

Istatistiksel yakinsaklik kavramimin temeli dogal yogunluk kavramma dayali oldugundan

tanim su sekildedir.

Tamm 2.4. Terimleri kompleks sayilardan olusan bir x = (x;) dizisini g6z 6niine alalim.
Eger her € > 0 ve h.h.k i¢in |x;, — y| < € esitsizligi saglanacak bigimde bir y sayis1 varsa veya

ayni anlama gelen

1
lim—|{k<n:|x,—y|l=¢e}=0

n—-oon

limiti mevcutsa bu durumda x = (x;) dizisi y sayisina istatistiksel yakinsaktir denir ve bu
yakinsama cesidi kisaca st — limx = y seklinde gdsterilir. Istatistiksel yakinsak dizilerin uzayi
genellikle S ile gosterilir.

Bu tanimda dogal yogunluk, dizinin y 'den & veya daha fazla uzaklikta bulunan
terimlerinin indislerinin olusturdugu kiimenin "ne kadar biiyiik" oldugunu 6lgmek i¢in kullanilir.
Eger bu kiimenin dogal yogunlugu sifir ise, bu, dizinin y 'den keyfi olarak kii¢iik bir pozitif &
degerinden daha uzak olan terimlerinin "¢ok seyrek" oldugu anlamma gelir. Baska bir deyisle,
dizinin terimlerinin biiyiik bir cogunlugu y 'ye keyfi olarak yakinsar.

Istatistiksel yakmsaklik tammindaki dogal yogunluk, bir olayin (burada, dizinin bir
teriminin limitten belirli bir uzaklikta olmasi) ne siklikta gergeklestigini 6lgmek icin kullanilan bir
olasilik benzeri bir kavramdir. Dogal yogunlugun sifir olmasi, bu olayin "uzun vadede neredeyse
hi¢ ger¢eklesmedigi" anlamina gelir. Bu sayede istatistiksel yakinsaklik, klasik yakinsakliktan

daha zayif bir yakinsaklik tiirii olarak, bazi "seyrek" istisnalara izin verir.

Teorem 2.5. Eger x = (x;) dizisi yakinsak ise istatistiksel yakinsaktir. Yani limx;, =y
ise st — limx,, = y dir [33].

Yukaridaki teoremin tersi, yani “istatistiksel yakinsak bir dizinin klasik anlamda yakinsak
olacag1” ifadesine her zaman dogru diyemeyiz. Gergekten x = (x;) dizisi asagidaki gibi

tanimlansin:



{1, k=m?ise (m=12..)
Xk = 2.
0, k#m-ise

Her € > 0 igin
l{k<n:lxl=e} <vn

oldugundan gerekli limit islemi yapildiginda esitsizligin solunda verilen kiimenin dogal
yogunlugunun sifir oldugu goriilecektir. Buradan verilen dizinin sifira istatistiksel yakinsak yani
st —limx =0 oldugu anlagilr. Diger yandan x = (x;) dizisinin yakinsak oldugunu
sOyleyemeyiz. Cilinkii dizinin yakinsayabilecegi herhangi bir say1 yoktur. Eger dyle bir s sayisi
olsaydi s nin & komsulugunun disinda mutlaka diziye ait sonlu tane terim bulunmasi gerekirdi.
Bununla birlikte yukarda tamimlanan x = (x;,) dizisi istatistiksel yakinsak bir dizi oldugu halde
siirli da degildir.

Diger taraftan, x = (—1,1,—1,1,—1,1...) dizisi smurli bir dizi olmasma ragmen
istatistiksel yakinsak bir dizi degildir. Ciinkil istatistiksel yakinsakligin tanimi geregi bir saymin
istatistiksel limit olabilmesi i¢in tanimdaki limit hesaplamalar1 yapildiginda dogal yogunlugun
sifir olmas1 gerekir. Halbuki burada dizinin terimleri gbz Oniine alindiginda ne 1 ne de —1
sayisinin istatistiksel limit olamayacagi agiktir. Bu sayilarin disinda bir saymin da istatistiksel
limit olamayacagi kolayca goriilebilir. Bu ornekten yola ¢ikarak smirli diziler uzayi [ ile
istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 olan S birbirlerini kapsamazlar, fakat bu iki dizi uzaymnin

arakesiti bos degildir.

Teorem 2.6. Eger bir x = (x;,) dizisi istatistiksel yakinsak ise limiti sadece bir tanedir

[33].

Teorem 2.7. st — limx;, = y;, st — limy, = y, ve c bir reel say1 olsun. Bu taktirde

(1) st — limexy, = cyy

(ii) st — lim(xy + yi) = y1 + y dir [33].

Yukarida verilen teoremin bir sonucu olarak istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 olan S

nin bir vektdr uzay oldugu anlasilir.

Tamm 2.8. Kompleks terimli bir x = (x;.) dizisi verilsin ve € > 0 sayisini alalim. Eger

h.h.k igin |xk - xk0| < & olacak sekilde € sayisina bagl bir ky € N sayis1 bulunabiliyorsa yani;

1
TP_I)IC}O;HkSn: |xk—xk0|2£}|=0



limiti meveutsa x = (x;.) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [33].

Bu dizi, klasik anlamdaki Cauchy dizisinin istatistiksel yakinsaklik fikriyle
genellestirilmis halidir. Bir reel sayir dizisinin istatistiksel Cauchy dizisi olup olmadigini
belirlemek igin, dizinin terimlerinin "neredeyse tiim" indisler i¢in birbirine keyfi olarak yakin
olup olmadigina bakilir, yani dizinin terimleri arasindaki farkin belirli bir esigi asan indis
ciftlerinin kiimesinin seyrek olmasi istenir.

Ornegin, asagidaki diziyi goz 6niine alalim:

{1, k=m?ise (m=12..)
Xk = 2.
0, k#m-ise

Bu dizi klasik anlamda Cauchy dizisi degildir ¢iinkii terimleri keyfi olarak birbirine yaklagsmaz.
Fakat, herhangi bir € > 0 i¢in |xk — X 0| < & kosulu kare olmayan tiim k ve kq dogal sayilar1 i¢in
saglanir. Kare sayilarin kiimesinin dogal yogunlugu sifir oldugundan, bu dizi bir istatistiksel
Cauchy dizisidir. Bu dizi ayn1 zamanda 0'a istatistiksel olarak yakinsaktir.

Istatistiksel Cauchy dizileri, klasik analizde yakinsak olmayan ancak "¢ogu zaman"
Cauchy benzeri davrams gosteren dizileri incelemek icin &nemli bir aragtir. Istatistiksel
yakinsaklik ve istatistiksel Cauchy dizisi kavramlari, say1 teorisi, 0l¢ii teorisi ve fonksiyonel

analiz gibi matematigin ¢esitli alanlarinda uygulamalar bulmustur.

Tamm 2.9. p € R* olsun. Eger,

n
1
1 o
T{grc}onZka yIP =0
k=1

saglanacak bicimde bir y sayist varsa, o zaman x = (x) dizisi kuvvetli p —Cesaro
toplanabilirdir denir.

Bu sekildeki dizilerden olusan uzay kisaca W, ile gosterilecektir. Yani,
1 n
W, = {x = (xx): lim ;Zka —yIP = 0,en az bir y icin
n—oo
k=1

dir [5].

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilme, analiz ve toplanabilme teorisinde 6énemli bir kavramdir
ve dizilerin ortalama davramsimi incelemek igin giiclii bir ara¢ saglar. Dizi veya serilerin
limitlerinin klasik anlamda var olmadigi durumlarda bile bir anlamda yakinsama saglayan bir
toplama yontemidir. Ayrica, klasik Cesaro toplanabilirligin bir genellestirilmesidir ve dizinin

terimlerinin ortalama davramisim daha detayli incelemeye olanak tamir. Teknik agidan



bakildiginda, bir sayr dizisinin Cesaro anlaminda ortalamalarimin p-inci  kuvvetlerinin
ortalamasinin bir limite yakinsamasi kavramdir.
Buradaki |x; — y|P ifadesi, dizinin k-inc1 terimi ile y arasindaki farkin mutlak degerinin

p-inci kuvvetini temsil eder.
& Y. lx, — y|P ifadesi, bu p-inci kuvvetlerin ilk n terim i¢in aritmetik ortalamasini alir.
n&k=11%k p

Limitin 0 olmasi, bu ortalamanin »n sonsuza giderken sifira yaklastig1r anlamina gelir. Bu

da sezgisel olarak, dizinin terimlerinin "ortalama olarak" y 'ye yaklastig1 anlamina gelir.

Kuvvetli p-Cesaro toplanabilme
e p =1 i¢in, bu tanim standart Cesaro toplanabilme tanimiyla denk olur.

e p> 1 i¢in, daha hizli yakinsama gerektirir ve bu yiizden Cesaro toplanabilmeye gore

daha gii¢lii bir toplanma seklidir.

e p =2 i¢in Kuvvetli 2-Cesaro toplanabilme, dizinin kare ortalamasinin limitini kontrol

eder ve istatistikte veya sinyal islemede kullanilabilir.

Bu yontem, oOzellikle diizensiz salmimlar yapan serilerde kullanighdir, ¢iinkii klasik limit
tanimiyla yakinsamayan dizilerin bile bir anlamda toplamini belirlemeye yardimer olabilir.
Ayrica, normlu uzaylarda dizilerin yakinsaklik tiirlerini genisletmek amaciyla da kullanildigi

goriilmektedir.

Bu toplanabilme yontemi, Ozellikle diizensiz salinimlar yapan serilerde kullanighdir,
clinkii klasik limit tanimiyla yakinsamayan dizilerin bile bir anlamda toplamini belirlemeye
yardimei olabilir.

Tanimin daha iyi anlagilabilmesi agisindan L=0 durumunda kuvvetli p-Cesaro
toplanabilirlik ile ilgili asagidaki drneklere goz atalim. (x;) = (—1)* dizisini gbz oniine alahm.

n — oo i¢in limit durumunda
n
1 X p
—2|(—1) -0 »1%0
=

elde edilir ki bu limit sifir olmadig1 icin (x;) = (—1)* dizisi herhangi bir p > 0 sayis1 igin
kuvvetli p-Cesaro toplanabilir degildir.

Simdi de Tamim 2.8 deki (x},) dizisini alalim. Basit cebirsel islemler yapilirsa

1% 1 v

n
- E |x — 0P ==(1P + 0P + 0P + 17 + 0P + -+ ) = —
nk=1 n n



yazilabilir. Buradan yine n — oo iizerinden limit alinirsa sifir bulunacagindan verilen (xj) dizisi
sifira kuvvetli p-Cesaro toplanabilir olur. Diger yandan bu dizi klasik anlamda yakinsak bir dizi

degildir.

Teorem 2.10. Kompleks terimli bir x = (x;,) dizisi istatistiksel Cauchy dizisidir ancak ve

ancak x = (x;,) istatistiksel yakinsaktir [33].

Tamm 2.11. Kompleks terimli bir (x;) dizisi verilsin. A —fark operatdrii Ax = x;, —

X141 seklinde tamimlanmak tizere
loo(B) = {(xx) : Ax € Lo}
c(d) = {(xx) : Ax € ¢}

dizi uzaylar1 ||x||; = |x1| + ||Ax|lc normu ile birer BK uzayidir [20]. m €N ve A™x =
A 1x, — A 1x, 4 olmak iizere [, (A™) ve c(A™) uzaylari birer BK uzayidir [21].

Fark dizi uzaylari, dizi uzaylarimn bir alt kiimesi olup, fark operatorleri kullanilarak
tanimlanan 6zel uzaylardir. Bu uzaylar, 6zellikle analizde ve fonksiyonel analizde, sayisal analiz
ve yakinsaklik teorisinde &nemli bir rol oynar. Ornegin, diferansiyel denklemlerin sayisal
¢oziimiindeki sonlu farklar yonteminde; zaman serilerinde trend analizi i¢in; bir serinin duragan
olup olmadiginin tespit edilmesinde; elektronikte sistemlerde sinyal degisim oraninin 6l¢iimiinde

fark dizileri kullanilmaktadir.
Asagida Zadeh [11] tarafindan tanimlanan bazi tanimlari verelim:

Tamm 2.12. Herhangi bir X kiimesi ve bu kiimenin bir A alt kiimesi verilsin. Bu taktirde

eger bir f, : X = R fonksiyonu

1, x €Aise
faCx) = {0, x & Aise

bi¢ciminde tanimlanmigsa bu fonksiyona A nin karakteristik fonksiyonu denir. Bu tanimdan

hareketle karakteristik fonksiyon yardimiyla bir A € X alt kiimesi
A={xeX:f(x) =1}

bi¢ciminde tanimlanabilir. Bu tamima gore herhangi bir x € X elemani verildiginde x € A olup

olmadig1 karakteristik fonksiyonu yardimiyla kolaylikla anlasilabilmektedir.



Tamm 2.13. y herhangi bir kiime olarak verilsin. y kiimesindeki bir A kiimesinin bir
fuzzy kiime olabilmesi i¢in, X, : y — [0,1] seklinde bir karakteristik fonksiyonun mevcut olmasi
gerekir. Bu fonksiyon, x ler A kiimesinin elemani oldugunda X,(x) € (0,1] ve A kiimesinin
eleman olmadiginda X,(x) = 0 bigiminde tamimlanir. Eger bir karakteristik fonksiyon burada
oldugu gibi tanimlanmigsa bu fonksiyona tiyelik fonksiyonu denir.

Bir A fuzzy kiimesi yukarida verilen X, iiyelik fonksiyonunun tanimindan faydalanilarak
A={x€y:X,(x) € (0,1]}

seklinde de tanimlanabilir.

Simdi de fuzzy sayimin taniminda kullanilacak olan bazi tanimlari vermeye baglayalim:

Tamm 2.14. Eger X(x,) = 1 olacak sekilde bir x, € y sayis1 varsa A fuzzy kiimesine

normal fuzzy kiime denir.

Tamm 2.15. A bir fuzzy kiime olsun ve a € (0,1] verilsin. A fuzzy kiimesinin a —kesimi

A% ile gosterilir ve
A ={x€ y:X,(x) = a}

seklinde tanimlanir. Ozel olarak 0 —kesim kiimesi cl{x € R : X,(x) > 0} seklinde tanimlanr.

Tamm 2.16. Bir A fuzzy kiimesi verilsin.
supp(A) = {x € y : X4(x) > 0}

seklinde tanimlanan kiimeye A fuzzy kiimesinin support’u yada destegi denir. Bu kiime iyelik

derecesi sifir olmayan biitiin noktalardan olusan bir kiimedir.

Tamm 2.17. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her a € (0,1] i¢in A% kiimesi konveks ise
A fuzzy kiimesi konvekstir.

Simdi de bu tanima denk olan farkli bir konvekslik tanimini verelim:

Tamm 2.18. Bir A fuzzy kiimesi verilsin. Eger her A € [0,1] ve her x4, x, € y igin
Xa(Ax; + (1 = Dx) = min{X,(x1), X4 (x2)}

esitsizligi saglaniyorsa A ya konveks fuzzy kiimedir denir.



Tamm 2.19. Eger bir X : R - [0,1] fonksiyonu asagida verilen dort sarti saglarsa X
fonksiyonuna bir fuzzy say1 denir.

1) X normaldir,

ii) X fuzzy konvekstir,

iii) X°={x € R: X(x) > 0} kiimesinin kapanis1 olan cl{x € R : X,(x) > 0} kiimesi

kompakttir,

iv) X tst-yar siireklidir [34].

Biitiin reel fuzzy sayilar kiimesi kisaca L(R) semboliiyle gosterilecektir.

Geleneksel matematik, kesin ve net degerlerle calisir. Ancak gergek diinya ¢cogu zaman
belirsizlikler ve muglakliklar igerir. Fuzzy sayilar, bu tiir durumlari modellemek ve {izerinde
islem yapmak icin daha uygun bir ara¢ saglar. Ozellikle insan dilindeki belirsizlikleri, 6lgiim
hatalarini veya kesin smirlarm olmadigr durumlari ifade etmek igin kullanilirlar.

Fuzzy sayilar, fuzzy mantik, kontrol sistemleri, karar verme siiregleri, yapay zeka ve veri analizi

gibi bir¢ok alanda uygulama alam bulmaktadir.

Fuzzy say1 dizileriyle ilgili temel islemlerde (yakinsaklik ve smirlilik vs.) en yaygin
olarak kullanilan metriklerden birisi Hausdorff metrigidir:

X ve Y gibi iki fuzzy sayis1 arasindaki uzaklig1 hesaplamak igin

d:L(R) x L(R) » R
d(X,Y) = sup dy(X%,Y%)

O<a<1

metrigi kullanilacaktir. Burada dy Hausdorff metrigidir ve
dy (X%, Y%) = max (l{“ -y, |Ya - 7a|)
seklinde tanimlanir. L(R) uzay1 yukarida verilen d metrigine gore tamdir [35].

Tamm 2.20. Bir X = (X)) fuzzy say1 dizisi, dogal sayilar kiimesini fuzzy sayilar
kiimesine doniistiiren bir fonksiyondur. Buna gore bir X = (X},) fuzzy dizisinin her bir terimi

aslinda birer fuzzy sayidir [12].

Tamm 2.21. L(R) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X, fuzzy sayisin1 goz oniine
alahm ve &> 0 sayisi verilsin. X, in & —komsulugu d(X,X,) < & esitsizligi saglanacak
bigimdeki X sayilarindan olusan bir kiimedir. Buna gore K(X,, €) kiimesi ile herhangi bir X,
fuzzy sayisinin & —komsulugundan bahsedilecektir [12].
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Tamm 2.22. L(R) fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X = (X},) bir fuzzy say1 dizisini
g6z oniine alalim. Her & > 0 sayist ve k >k, dogal sayilar1 igin d(Xy,X,) < & esitsizligi
saglanacak bigimde bir kg sayis1 bulunabiliyorsa bu taktirde (X;) fuzzy dizisine yakinsak bir dizi
denir ve bu dizinin yakinsadig1 say1 yani limiti de X, fuzzy sayisidir denir [12].

Biitlin yakinsak fuzzy say1 dizilerinin kiimesini ¢ (F) ile gosterecegiz.

Ornek 2.23. X = (X;) fuzzy say1 dizisi

( k 2 — 2k [Zk -2 3] ]

| % + 2* k vz o
Xk(x={ +4k+2 [ 4k+2]_

| "k + k+z S e

k diger durumlarda

biciminde tamimlanmis bir dizi olarak verilsin. X = (X}) dizisinin limitinin gerekli aritmetik

islemlerden sonra asagidaki gibi tiggensel bir fuzzy say1 oldugu kolayca goriilebilir.

x—2, x € [2,3] ise
Xo(x) =<—x+14, x € [3,4] ise
0, diger durumlarda

Tamm 2.24. Her £€>0 i¢in N <k,m saglandiginda d(Xy, X,,) < ¢ esitsizligi
saglanacak bicimde bir N € N sayis1 bulunabiliyorsa X = (X)) fuzzy say1 dizisine bir Cauchy
dizisi denir.

Yakinsak her fuzzy say1 dizisi tipki reel say1 dizilerinde oldugu gibi bir fuzzy Cauchy
dizisidir [12].

Tamm 2.25. L(R) fuzzy sayilar kiimesinde verilen bir X = (X;,) fuzzy sayis1 dizisini
alalim. Eger X = (X}) fuzzy sayis1 dizisinin tiim terimleri alttan ve {istten en az birer tane fuzzy
say1 tarafindan smirlandirilmis ise X = (X) fuzzy say1 dizisine simrl bir dizi denir. Bu sekilde

verilen tim X = (X},) dizilerinin kiimesi kisaca [, (F) ile sembolize edilecektir [36].

Tamm 2.26. X = (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger {A™X,:k € N} bigiminde
tammlanmis bir fuzzy say1 kiimesi simirli bir kiimeyse (Xj) fuzzy say1 dizisine A™ —sinirlidir
denir. Bu durumda (A™X},) fark dizisinin her terimi i¢in K < A™X, < M esitsizligi saglanacak
bi¢imde alttan ve tistten smirlayan birer K ve M fuzzy sayilar1 vardir [16].

Eger (A™X},) fark dizisinin sonlu sayida terimi hari¢ € > 0 olmak tizere d(A™ X}, X,) <
€ esitsizligi saglaniyorsa (Xj) fuzzy sayr dizisi, (X,) fuzzy sayisma A™ —yakinsaktir denir.

11



Burada [, (A™, F) ile tim A™ —sinirh, c(A™, F) ile tiim A™ —yakinsak ve c¢,(A™, F) ile tiim
sifira A™ —yakinsak fuzzy say1 dizilerinin siniflar1 sembolize edilecektir.

lo(A™, F) fuzzy dizi smifi yapisi geregi sinirli fark dizilerinden olusmasina ragmen
smirsiz (X) dizilerini de iginde barmdirir. Benzer durum c(A™,F) ve ¢o(A™, F) fuzzy dizi
smiflar1 i¢in de gecerlidir. Ornegin c(A™, F) fuzzy dizi sifi yapisi geregi yakisak fark
dizilerinden olusmasina ragmen yakinsak olmayan (X;) dizilerini de igine alir. Bu durumu

asagidaki ornek iizerinde daha iyi anlayabiliriz.
Ornek 2.27. Uyelik fonksiyonu
x—k+1, x€lk—1k]ise
Xe(x) ={—x+k+1, x€lkk+1]ise

0, x¢[k—1,k+1]ise

bigiminde verilen fuzzy sayi dizisini g6z Oniine alalim. Verilen bu dizinin A™ —yakinsak ve
A™ —sinirlt oldugunu kolaylikla sdyleyebiliriz. Yani burada (Xj) dizisinin fark islemlerinden
olusan (A™X,) dizisi yakinsak ve smrlidir. Halbuki (X)) dizisinin kendisi yakinsak degildir.
Diger taraftan rutin islemler sonucunda bu dizinin sinirli olmadig da agikga goriiliir.

Gergekten, @ € (0,1] igin @ —kesim kiimesi islemleri sonucunda
Xel*=k—-1+ak+1—a]
elde edilir, bundan faydalanarak fark islemleri yapildiginda
[AX]* = [2a — 2,2 — 2a]

elde edilir. Bu taktirde [X(]% = [-2(1 — @), 2(1 — a)] olmak tizere (AX)) fuzzy say1 dizisi X,
fuzzy sayisina yakinsaktir. Ayrica bu dizinin siirlilik tanimi géz Oniine alindiginda alttan ve
iistten sinirl olmasi sebebiyle sinirh olacagr da agikga goriiliir.

Benzer sekilde ikinci dereceden fark dizisinin a —seviye kiimesi
[A%X,]% = [4a — 4,4 — 4a]
ve m —inci dereceden fark dizilerinin ¢ —seviye kiimesi ve {iyelik fonksiyonu sirastyla
[A™X ]* = [2™(a — 1), 2™ (1 — a)]

veE
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+1, x€[-2™,0]ise

[ 5m
m — X
A™X(x) = { —omt1 x€[02mise
k 0, diger durumlarda

bulunur. Bu taktirde [X)]% = [2™(a — 1), 2™(1 — a)] olmak iizere (A™ X)) fuzzy say1 dizisi X
fuzzy sayisina yakinsaktir. Ayrica (A™X),) dizisi siurhdir.

Diger yandan co(A™,F) c c(A™,F) € lo,(A™,F) olup bu kapsama kesindir. Yani
secilecek bir (A™X; ) fuzzy say1 dizisi sinirli olmasma ragmen yakinsak olmayabilir. Bu durum

asagidaki ornekte ayrmtili bir bigcimde gosterilmistir.

Ornek 2.28. Uyelik fonksiyonu

(x — 2, x € [2,3] ise
—x +4, X € [3,4] ise k tek ise
0, diger durumlarda
X (x) =4 .
x—5, x € [5,6] ise
7, x € [6,7] ise kgiftise
\ O, diger durumlarda

bigiminde verilen (Xj) fuzzy say: dizisini ele alalim. Bu dizinin fark dizisi olan (AX}) fuzzy
dizisinin sinirh olmasi nedeniyle (Xj) dizisinin kendisi A —smirhdir. Halbuki (AX;) fuzzy dizisi
yakinsak olmadigi igin (X ) dizisi A —yakinsak olamaz. Simdi bu durumlarla ilgili islemlerimizi
yapmak i¢in ilk olarak a € (0,1] i¢in (Xj) fuzzy sayi dizisinin @ —kesim kiimesini bulalim.

Gerekli islemler sonucunda @ —kesim kiimesi

[2+a,4—al], ktekise

Xl = {[5 +a,7 —al, kgiftise

olarak bulunur. (X) dizisinin @ —kesim kiimesinden faydalanilarak (AX)) fuzzy fark dizisinin

a —kesim kiimesi de

[AX ]zx _ {[_(5 - 2a), —(1+ Za)], k tek ise
KUT1 0 [1+2a,5-2al, kgiftise

biciminde bulunur. Smirhlik ile ilgili islemler sonucunda hem alt sinir hem de iist simir
bulunabileceginden dolayr (AX,) dizisi sinirlh olur. Diger yandan yakinsakhik tammini
saglamamasi sebebiyle (AX},) dizisinin yakinsak oldugunu sdyleyemeyiz.

Benzer sekilde ikinci dereceden fark dizisinin a —seviye kiimesi

[A2X,]* = [4a — 10, -2 — 4q]
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[AZX ]Lx — {[4“ - 10; -2 - 4’“], k tek ise
k [2+ 4a,10 — 4a], kciftise

ve m —inci dereceden fark dizisinin a —seviye kiimesi ve iiyelik fonksiyonu sirastyla

[AMX, ] = {[Zm‘l(Za —5),2" 1 (=2a —1)], ktekise
KT U [2m1(1 4 2a), 2™ (5 — 2a)],  kcift ise
ve
( i+5 x € [5.2m~1 —3,2m"1] ise\
om 2 y . B . |¥
x 1 k tek ise
- _ m-1 _ym—-17;
o T x € [-3.2m"1, -2 ]lSé’J
0, diger durumlarda
m —
A™ X (x) = S i_l . (o .
2m 2 ' i
y db [3m71,5.2m M ise | ciftise
\ 0, diger durumlarda J

seklinde bulunur. Burada elde edilen (A™X},) dizisi smirli oldugu halde yakinsak degildir. Bu

taktirde bunun sonucu olarak c(A™, F) c 1, (A™, F) kapsamasinin dogrulugu gosterilmis olur.

Tamm 2.29. L(R") fuzzy sayilar kiimesinde herhangi bir X = (X;) fuzzy say1 dizisi

verilsin. Eger her € > 0 sayisi igin
1
llmzl{k <n:dX,,X,) =€} =0
n

limiti saglanacak bigimde bir X, fuzzy sayisi varsa X = (Xj) fuzzy dizisi X, sayisina istatistiksel
yakinsaktir denir ve bu yakinsama kisaca S(F) — limX, = X, veya X; — Xo(S(F)) seklinde
yazilir [14].

Tamm 2.30. Asagidaki sartlar1 saglayan bir f:[0,) — [0,0) fonksiyonuna modiiliis
fonksiyonu denir:
i.  f(x) = 0ancak ve ancak x = 0,
i. x,y=0icinf(x+y)<fx)+f(Q),
iii.  f artandr,
iv.  f fonksiyonu x = 0 noktasinda sagdan stireklidir.

Smirlilik kavrami modiiliis fonksiyonlarinda siklikla yer almakta olup en ¢ok kullanilan

sinirh ve sinirsiz modiiliis fonksiyonlarindan ikisi sirasiyla f(x) = lj—x ve f(x) =xP, p € (0,1]
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fonksiyonlaridir. Bunlara ilaveten f(x) = In(1 + x) fonksiyonu da bir modiiliis fonksiyonudur.
[26].

Modiiliis fonksiyonu, 6zellikle fonksiyonel analizde ve dizi uzaylarinin teorisinde 6nemli
bir aragtir. Bu fonksiyon kullanilarak yeni ve daha genel dizi uzaylar1 tanimlanabilir ve bu
uzaylarin topolojik ve yapisal 6zellikleri incelenebilir. Modiiliis fonksiyonlari, 6zellikle dizi
uzaylari, fuzzy say1 dizileri, istatistiksel yakinsaklik ve Orlicz fonksiyonlariyla iliskilendirilerek

daha genel uzaylarin tamimlanmasina olanak vermektedir.

Tamm 2.31. N dogal sayilar kiimesinin bir A4 alt kiimesinin § —yogunlugu

dg(4) = lim |k <n:k € A} 1)

nf
seklindeki limitle tamimlanir. Burada B sayisi (0,1] araligmin herhangi bir elemanidir. (1)

ifadesinde 8 sayisinin 6zel olarak 1 olmasi halinde § —yogunluk, dogal yogunlukla denk olur
[27].

Tamm 2.31. § yukaridaki gibi bir reel say1 ve f fonksiyonu da sinirsiz bir modiiliis

olmak tizere N dogal sayilar kiimesinin bir A alt kiimesinin fg —yogunlugu
LAY — (i <.
df () = lim —2 F (e < ik € A}) @

bigiminde tanimlanir [27].

Uyan 2.32. Eger (2) ifadesinde B =1 ve f(x) = x alinirsa bu durumda bir kiimenin
fp —yogunlugu dogal yogunluga indirgenir. Sadece f = 1 alinirsa f —yogunluga ve yine sadece

f(x) = x alinmas1 durumunda da f —yogunluga indirgenmis olur [27].

Tamm 2.33. 0 < 8 < 1 sayisi1 ve sinirsiz bir f modiiliis fonksiyonu verilsin. Eger her bir
e > 0 igin

] 1
lim

lim o £k < d(A™ X0 Xo) = £}) = 0

limiti mevcut ise X = (X,) bulanik sayr dizisi X, bulanik sayisina S —dereceden
(A™, f) —istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda (X) dizisi X,” a S#(A™,F, f) —yakinsak
olur. Bu yakinsama aymi zamanda SP(A™,F,f) —limX, = X, seklinde de yazlabilir. Bu
sekildeki biitiin bulanik sayi dizilerin kiimesi S (A™,F,f) ile gosterilecektir. Eger dizi 6zel

olarak 0 sayisina 8 —dereceden (A™, f) —istatistiksel yakinsak ise bu durumda boyle dizilerin
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kiimesi de SB°(A™, F, f) ile gosterilecektir. Ayrica tanimladigimuz bu iki dizi kiimesi arasinda bir

SBO(A™ F, f) c SB(A™,F, f) seklinde bir kapsama bagimtisinin oldugunu da belirtelim. [29]

Uyar1 2.34. f° min 1’ den bilyiik degerleri i¢in f —dereceden (A™, f) —istatistiksel
yakinsaklik iyi tammli degildir.

Tamm 2.35. n - oo i¢in A,, - oo seklinde tamimli azalmayan bir A = (4,,) dizisi ; = 1
ve Ap41 < Ay, + 1 kosullarina sahip olsun. A sembolii ile bu sekildeki dizilerin kiimesi gosterilir.

(1,,) dizilerinin kullanilmasiyla genellestirilmis de la Vallee-Pousin ortalamasi

b =7 ) %

" kel

seklinde tanimlanir. Burada k degerlerinin ait oldugu I, araliklar1 I, = [n — A, + 1,n]
bi¢iminde olup n nin degerlerine gore farkl araliklar elde edilir.

Eger yukarida tammli b,(x) dizisinin limiti L sayisi ise (x;) dizisi L sayisina
(V, 1) —toplanabilirdir denir [37].

A, = n olmasi durumunda bu toplanabilme tiirii, (C, 1) —toplanabilme ile ayn1 anlamda
olur.

Ozellikle polinomlar kullanarak fonksiyonlari yaklastirma baglaminda, de la Vallée
Poussin ortalamalari, fonksiyonun bir seri gdsteriminin (6rnegin, Fourier serisi, polinom serisi)
kismi toplamlarmin belirli dogrusal kombinasyonlaridir ve Fourier serilerinin diizgiin
yakinsakligimi iyilestirmek i¢in kullanilir. Bu ortalamalar genellikle siirekli fonksiyonlar igin

diizgiin yakinsama gibi iyi yaklagim 6zelliklerine sahiptir.
Tamm 2.36. Her € > 0 igin
o1
lim A_l{k ElL:|lxy—Ll =€} =0

n—-oo n

sart1 saglaniyorsa x = (x,,) dizisi L’ ye A —istatistiksel yakinsaktir denir [25]. Bu durumda S; —
limx = L veya x;, = L(S,) yazilir.

A, = n 6zel halinde S; ile S uzaylari birbirine denk olur.

Teorem 2.37. S € S, olmasi i¢in gerek ve yeterli sart lim inf%” > 0 olmasidir [25].
n—oo
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3. GENELLESTIRILMIS ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Kuvvetli toplanabilme ve istatistiksel yakinsaklik kavramlari, klasik yakinsakliktan daha farkli
yakinsaklik tiirleri olup reel say1 dizilerinden daha genel olan fuzzy say1 dizileri gibi genis bir
gergevede bunlarin davranislarmi 6grenmek amaciyla bu alanda ¢alisan arastirmacilarin dikkatini
cekmistir. Kuvvetli Cesaro toplanabilme, istatistiksel yakinsakliktan daha giiglii bir yakinsaklik
kavramidir. Kuvvetli Cesaro yakinsaklik istatistiksel yakinsakligi gerektirirken, tersi genel olarak
dogru degildir. Ancak, dizinin smirli olmast durumunda, bu iki kavram esdeger hale gelir. Bu
iligkiler, fonksiyonel analiz, dizi teorisi ve summabilite teorisi gibi alanlarda 6nemli rol oynar. Bu
kisimda, hangi durumlarda bu yeni kavramlarin daha genel veya daha giiglii oldugunu
incelenmesi amaciyla Karakas v.d [30] tarafindan tamimlanmig olan [ —dereceden

A}* —istatistiksel yakinsaklik ve S —dereceden kuvvetli A}{_‘p —toplanabilme tanimlar1 ile bu

tanimlarin klasik yakinsaklik ile olan iliskilerine yer verilmistir.

Tamm 3.1. (X},) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger her € > 0

1
lim — |{k € In:d(Aka,Xo) = S}l =0
n—oo

n

olacak sekilde bir X, fuzzy sayis1 varsa (X},) fuzzy say1 dizisi, Xy fuzzy sayisina f —dereceden
A}* —istatistiksel yakimsaktir denir. Bu durumda, Sf (A™,F) — lim X;, = X, yazilir. Sf (A™, F) ile
bu sekildeki tiim fuzzy say1 dizilerin kiimesini gosterecegiz.

B —dereceden A" —istatistiksel yakinsaklik, 8 = 1 i¢in A}" —istatistiksel yakinsaklik ile
aymdir. 8 € (0,1] i¢in B —dereceden A}* —istatistiksel yakinsaklik iyi tammli olmasina ragmen
B > 1 igin iyi tamml degildir. (Bkz. Ornek.3.2)

Ornek 3.2.
( x, 0<x<1
| —x + 1<x<2} k tek ise
0,
Xie() = {x+, —2<x<-1
I —x, —-1<x<0 } kgiftise
k 0, d.d

fuzzy say1 dizisini g6z Oniine alalim. Bu taktirde (X)) ve (A™X),) dizilerinin @ —seviye kiimeleri

m € N i¢in agagidaki gibi hesaplanir.

X ]a_{[a,z—a], k tek ise
" la=2,—a], kgiftise



veE

[2a,4 — 2a], ktekise
a —
[AX]* = {[Za —4,-2al, kgiftise

dir. [A2X;]% ifadesi

[4a,8 — 4], ktekise

2 a —
[A%X, " = {[4—6! —8,—4a], kgiftise

seklinde olup (AX}) ve (A2X,,) fuzzy fark dizilerinin iiyelik fonksiyonlari

x
(5 o<x<2)
4 —x j
= ZSXS4|¥' k tek ise
o dd )
AXk(.X')—<x+4 \
v w
- C2<x<0 } kciftise
L 0, dd )
ve
x
(7 0<x<4)
8—x i
=, 4§x§8}' k tek ise
0, dd )
2 _ )
AXk(.X')—<x+8 \
7 —8<x< 4|
" o
-2 4<x<0 } kciftise
L 0,  dd )

seklindedir. Burada m defa fark islemi sonucunda [A™ X} |* a —seviye kiimesi

[2™. a,2™. (2 — a)]|, ktekise

[A™ X, ]% = {[Zm_ (@ —2),-2™.«a], kciftise

olarak bulunur. (A" X ) dizisinin {iyelik fonksiyonu da
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al , 0<x<2"
2"‘!
X m m+1 .
—2m, 2" <x<L2 k tek ise
0, dd.
(Aka): B
, - 2m+l <x< _pm
2"‘!
X m . .
—2m, -2"<x<0 k ¢ift ise
0, dd.

seklindedir. Buradan f > 1 i¢in

1 A+ 1
lim — |{k € I,: d([A™X;]%, [L]%) = e}| < lim M+t
n—ooo \B n—oo ZAEL
veE
1 A +1
lim A_ﬁ |{k € In: d([Aka]a, [lz]a) > S}l < lim [ Tl] =0
n—oo

LYY,
elde edilir. Burada

[[{]* =[2™. a,2™. (2 — a)]
ve

[1,]% = [2™. (a — 2),—2™. a]

dir.
Boylece (Xj) dizisi l; ve I, fuzzy sayilarma  —dereceden A" —istatistiksel yakinsak

olur. Bu ise istatistiksel limitin tekliginden dolay1 imkansizdir.

Tamm 3.3. (X;,) bir fuzzy say1 dizisi olsun. g € (0,1] igin p > 0 olmak {izere

n—->oo

1
lim —ﬁE[d(Aka,XO)]p —0
n
olacak sekilde bir X, fuzzy say1 varsa (Xj) dizisi X, fuzzy sayisina  —dereceden kuvvetli

A/T{"p —toplanabilirdir ~ denir. Eger S =1 ise [ —dereceden A,T{_‘p —toplanabilme,

Aj, —toplanabilmeye indirgenir.
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Fuzzy say1 dizileri i¢in tiim  —dereceden kuvvetli A}{_‘p —toplanabilen dizilerin kiimesini

I/I/;lﬁ (A™,F,p) ile gosterecegiz.

Teorem 3.4. B € (0,1] ve (Xy) ile (Yy) iki fuzzy say1 dizisi olsun. Bu taktirde
i.  Eger SP(A™ F) - limX, = X, ve ¢ € Rise S (A™, F) —lim cX;, = X, dir.
ii. Eger SP(A™F)-limX,=X, ve SP(A™F)—limY, =Y, ise S’ (aA™F)—
lim(X, + Yy) = Xy + Yy dir.
Ispat. (i) Asikardir.
(ii) Ispat asagidaki esitsizlikten gikar:

1 1
7 [{k € L,: d(A™X,, + A™Y,, X, + Yp) = e}| < 7 [{k € L;: d(A™X,,, Xo) + d(A™Y,, Y,) = €}
n

n

< % |{k € L: d@a™x,, Xo) = §}| + % |{ € 1: da™y, v) = §}|

Ap=n, =1 ve m =0 durumunda istatistiksel yakinsaklik, A —istatistiksel yakinsaklik ve

B —dereceden AJ* —istatistiksel yakinsaklik birbirine denktir. Ayrica, [10] ’da tanimlanan
S, (A™, F) ile Sf (A™, F) kiimeleri birbirinden farklidir.

Eger 0 < < 1 i¢in A,, = n¥ alirsa
SE(A™ F) € 5;(A™, F)

olur.

B =1vem = 0i¢in 1, = n alinirsa
SP(A™, F) = $,(a™, F) = S(F)
elde edilir.
Teorem 3.5. 0 < f <y <1 olsun ve (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger bir (X;)

fuzzy say1 dizisi, X, fuzzy sayisina f —dereceden A} —istatistiksel yakinsak ise aymi X, fuzzy

sayisina y —dereceden A} —istatistiksel yakinsak olup
Bram Y(am

kapsama bagintis1 vardir. Buradaki baginti y > £ olmasi sartiyla bazi  ve ¥’ lar i¢in kesindir.

Ispat. 0 < B <y <1 olsun. Bu taktirde her £ > 0 igin

1 1
/,{_yl{k € In: d(Aka,Xo) = S}l < /’{_ﬁ |{k € In:d(Aka,Xo) = S}l

n n
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elde edilir ve bdylece

sBam, F) c sY(a™, F)
A A

olur.
Asagida verilen 6rnek bu kapsama bagintisinin kesinligi igindir.

Ornek 3.6.
(x—k+1, x €k —1,k]
| -x+k+1, xelkk+ 1]}, k=n3ise(n=1.23,..

0, d.d
X (x) = { x+2, x€[-2-1]

| —x,  xe[-1,0] } =X, d.d
k 0, d.d

Bu taktirde (X;) ve (AXy)’ nin @ —seviye kiimeleri
[X ]a:{[a+k_1;_a+k+1], k =n3 ise

p [a o 2! _a]l d d
ve

[2a +k—1,-2a+k+3], k=n3
[AX,]* =3 [2a — k — 4, —2a — k], k+1=nd
[2a — 2,—2a + 2], d.d
dir. [A2X;]% ifadesi
(l4a +k—3,-4a+k+5], k=n’

[
[Azx]az{[zta—zk 8 —4a —2k], k+1=n3
“ k[40c+k—1 —da+k+7], k+2=n3
[

4a — 4, —4a + 4], d.d
seklinde olup (AX}) ve (A%X},) fuzzy fark dizilerinin iiyelik fonksiyonlar
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(—k+1+x \
———— k-1<x<k+1]|
k+3—x , =nd
— =, k+1<x<k+3|

2

0, d.d )
x+k+4 \

—— “k-4<x<-k-2|
AX,(x) =13 k+x ¥ k+1=nd
———  —k-2<x<-k |
0, d.d )

2+x \
> —-2<x<0|
2—X &, d.d
> 0SXS2|
L "o, dd )
ve
(—k+3+x \
—— k-3<x<k+1|
k+5—x / k=n3
k4 1<x<k+5|
4
0, d.d )
2k+8+x \
—— ~2k-8<x<-2k-4|
2k +x 5 k+1=n?
- —k-4<x<-2k |
2 _ 0, d.d )
AX@ =9 ) 414x \
—— k-1<x<k+3|
k+7—x ¥ k+2=n3
7 k+3<x<k+7
0, d.d )
4+x \
4 ) _4SXSOI
4 —x &, d.d
4 ] OSXS4’ I
\ 0, d.d J

seklinde bulunur. Burada m defa fark islemi sonucunda [A™ X}, ]* a —seviye kiimesi

[A"X, ]

o _

[U,1%, k=n

[U,1%, k+l=n’

[U,]%, k+2=n’
2™(a -1).2"(1-a)]%, dd.
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seklinde bulunur. Burada [U,]*, [U,]%, [U3]%, ... @ —seviye kiimelerine karsilik gelen iiggen

fuzzy sayilar U, U,,Us,, ... olmak iizere (A" X} ) dizisinin iiyelik fonksiyonu

U]a k:n3
U,, k+1=n’
U,, k+2=n’

— 41, —2"<x<0

2m

_x m

—— 41, 0<x<2" =X,

om dd.

0, dd.

seklinde hesaplanir. 4, = n durumunda m defa fark islemi sonucunda

1
1 n3
lim = |{k € L: d([A™X, ] [Xo]) = €}| < lim —

n—>oo}\_rl n-on

yazilabilir.
Boylece, y € G, 1] i¢in (Xy) dizisini X, fuzzy sayisina y —dereceden A}" —istatistiksel

yakinsak oldugu goriiliir. Burada
[Xo]* =[2™. (¢ —1),2™. (1 — a)]

dir. (X;) dizisi B € (0, %] i¢in B —dereceden AJ* —istatistiksel yakinsak degildir. Boylece ispat

tamamlanmus olur.

Sonug 3.7. (X;) bir fuzzy say1 dizisi olsun. Eger her bir g € (0,1] i¢in (X}) fuzzy sayi
dizisi, X, fuzzy sayiya § —dereceden A}* —istatistiksel yakinsaktir. Yani

sP(am, F) c s, (am, F)

dir ve kapsama kesindir.

Teorem 3.8. S(A™,F) c Sf (A™, F) olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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lim inf—=> 0
n—oo n

olmasidir.

2

Ispat. (<): Oncelikle ispati tersini yapalim. Bunun i¢in lim inf T:‘ > 0 oldugunu kabul

n—-oo

edelim. & > 0 verilsin. Bu taktirde

{k <n: d(Aka,Xo) = S} - {k € In: d(Aka,Xo) = S}

ve boylece
1 m 1
;{kﬁnd(A Xk!XO) 25} Zzl{kEInd(AkapXO) 28}'
PLEE] "
= __ﬁl{k € Ind(A Xk!XO) > S}l
noak
yazilabilir.

n — oo durumunda esitsizligin sol tarafi sifira giderceginden istatistiksel yakinsaklik
B —dereceden AJ* —istatistiksel yakinsakligi gerektirir.

B
(=): Simdi de ispatmn diger yonii i¢in lim inf %" =0 oldugunu kabul edelim.

n—-oo

Bunun i¢in agagidaki drnegi verebiliriz.

. B
Ornek 3.9. lim inf%" =0 oldugu i¢in (j = 1,2,3, ...) olmak lizere dyle bir (nj) alt dizisi
n—oo
L
vardir ki — < = dir.
le ]

Simdi (X},) fuzzy say1 dizisini

(x—6, 6<x<7
| 8 — x, 7£x£8}, kelnj

0, dd
Xﬂ”={x—4 4<x<5
} d.d

l6—x, 5<x<6
Vo ad

seklinde tanimlayalim.

Bu taktirde, (X}) dizisinin a —seviye kiimesini

X ]a:{[6+a,8—a], k€l
§ 4+a6—al dd

24



seklinde bulabiliriz. Buna gore (Xj) dizisinin istatistiksel yakinsak fakat A} —istatistiksel

yakinsak olmadigim gérmek kolaydir. Sonug.3.7” den dolayi Sf (A™,F) c S(A™, F) oldugundan

B
(X)) dizisi B —dereceden istatistiksel yakinsak olamaz. Bu bir ¢eliski olup lim inf%" >0 dir.
n—-oo

Teorem 3.10. 0 < <y <1 ve p >0 olsun. Eger bir (X;) fuzzy say1 dizisi, bir X,
fuzzy sayiya B —dereceden kuvvetli A}* —toplanabilir ise ayn1 X, fuzzy sayiya y —dereceden

kuvvetli A", —toplanabilirdir. Yani

WP (a™,F,p) € W) (A™, F, p)

olup kapsama f < y olacak sekilde 8 ve y’ lar i¢in kesindir.
Ispat. Kabul edelim ki (X) fuzzy say1 dizisi bir X, fuzzy sayiya § —dereceden kuvvetli
A}{"p —toplanabilir olsun. Bu taktirde 0 < § < y < 1 seklindeki 8 ve y reel sayilar1 ve bir p > 0

reel sayisi igin

1 1
7 2 [d(A™ X, X)]P < A—ﬁZ[d(Amxk,xo)]v

M kel,

yazilabilir. Bu nedenle (X},) dizisi X, fuzzy sayiya y —dereceden kuvvetli A}{_’p —toplanabilirdir.

Kapsamanin kesinligini gérmek i¢in asagidaki 6rnegi géz oniine alalim.
Ornek 3.11. (X;,) fuzzy say1 dizisini asagidaki gibi tanimlayalim.

|8—x 7<x<8
0, d.d

(x—6, 6<x<7
}, k =n*
Xﬂﬂz{x—& 4<x<5
}, d.d

l6—x, 5<x<6
Vo ad

Bu durumda (X;) ve (AX},) dizilerinin @ —seviye kiimeleri

[6+a8—a], k=n*
4+a6—al dd

el = {
Ve
[2a,4 — 2a], k=n*

[AXj ] = [~4 + 2a, —2a], k+1=n*
[—2 +2a,2 — 2a], d.d
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dir. [A2X;]% ifadesi

(l4a —2,6 —4a], k=n*
[AZX ]az{[4a—8,—4a], k+1=n*
k [4a—2l_4a+6]l k+2:n4
4w — 4, —4a + 4],  d.d
seklinde olup (AX}) ve (A%X},) fuzzy fark dizilerinin iiyelik fonksiyonlar
X
(3, 0<x<2)
X = n%
2-3, 23xs4}' fe=n
0, dd )
x \
E+2, —4<x< -2
— — — a4
AXk(.X')—<7x’ _ZSXSO }, k+1—n
0, dd )
x \
E+ , —2<x<0]
X
5 0<x<?2 }’ d'd
Lo, dd )
ve
x 1
(Z+E' —2SXS2\|
3 x ¥ k=n*
>3 2<x<6 |
0, dd )
x \
Z+2' —8<x< 4|
X = n%
-3 —4<x<0 } k+1=n
0, dd )
2 _ )
AXk(X)—<x 1 N
Z+E' —2<x<?2
3 x 2 k+2=n*
5w 2<x<6
0, d.d
X )
Z+1, —4<x<0
X
1-7, 0<x<4 (7 d.d
\ 0, d.d

seklindedir. Burada m defa fark islemi sonucunda [A™ X, |* a —seviye kiimesi
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[A" X, ] =

2™ -D2"1-a)], dd.

seklinde bulunur. Burada [U,]*, [U,]%, [U3]%, ... @ —seviye kiimelerine karsilik gelen iiggen

fuzzy sayilar U, U,,U,, ... olmak iizere (A" X ) dizisinin iiyelik fonksiyonu

U]a k:n3
U,, k+1=n’
U,, k+2=n’
(A"X,)= )

X 41, —2"<x<0

2m

—x m

2—m+1, OSxS2 XO dd

seklinde hesaplanir.

Ornegin 4, = n alinirsa ve m € N i¢in m defa fark islemi yapilirsam > 1 icin
2m+1)[¥n
LA, [l < 2 olil 0
n

bulunur. (1) esitsizliginin sag tarafi n — oo i¢in sifira gittiginden (X) dizisi Xy fuzzy sayisina
y —dereceden kuvvetli A}’ —toplanabilirdir.

Buraday € G, 1] ve p = 1 igin
[Xo]* = [2™.(a — 1),2™. (1 — a)]
dir. Diger yandan

B < 5 ™K IO @
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yazilabilir. (2) esitsizliginin sol tarafi n — co durumunda f € (O,ﬂ ve p=1 igin sifira
gittiginden dolayr (X,) dizisi X, fuzzy sayisina f —dereceden kuvvetli A}{_‘p —toplanabilir

degildir. Bu ispati tamamlar.

Sonu¢ 3.12. 0 < f <y <1 vep > 0 olsun. Bu taktirde
i wl@mFp)=w@amF.p) e B =y

ii. W™ F,p) € Wy(A™ F,p) (her bir B € (0,1] ve p > 0 igin)

Teorem 3.13. 0 <p < q < o ve B € (0,1] olsun. Eger bir (X;) fuzzy say1 dizisi, X,
fuzzy sayiya [ —dereceden kuvvetli A}{_‘q —toplanabilir ise bu taktirde X,” a [ —dereceden

kuvvetli A", —toplanabilirdir. Yani

wr ™ F,q) c wf @™, F,p)
dir.

Ispat. Ispat asikardr.

Teorem 3.14. 0 < f <y <1 ve p > 0 bir reel say1 olsun. Eger (X)) fuzzy say1 dizisi,
X, fuzzy sayiya f —dereceden kuvvetli A}{_‘p —toplanabilir ise bu durumda aym X, fuzzy sayisina

y —dereceden AJ* —istatistiksel yakinsaktir. Yani

w (a™ F,p) < s (a™, F)

dir.
Ispat. & > 0 verilsin ve herhangi bir (X)) fuzzy say1 dizisi gdz Oniine alalim. Bu
durumda
Y@ K XP = > @@ KP Y [dAm K X)P
kely, k€T, kel,
d(A™X,Xg)<e d(A™Xy,Xo)zeE
> ) @O XX
k€T,
d(A™X,Xg)ze
> |{k € In:d(Aka,Xo) > S}l.gp
ve boylece
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1 1
_ﬁz:[d(Aka!XO)]p Zgl{k EIn:d(Aka,Xo) > S}l.gp
kel
1
= E |{k € In: d(Aka,Xo) = S}l.gp
yazilabilir. Buradan gerekli limit islemleri sonucunda

w (a™,F,p) < s (a™, F)
oldugu kolayca goriilebilir.
Sonug 3.15. p bir pozitif reel say1 ve € (0,1] olsun. Bu durumda
wf ™, F,p) c s8(am, F)
A ) ) p A )
dir ve limitler korunur.
Sonug 3.16.p > 0 ve B € (0,1] olsun. Bu durumda

olup B € (0,1) olmasi durumunda kapsama kesindir ve limitler korunur.
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4. MODULUS FONKSIiYONU VE ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Tamm 4.1. f bir modiiliis fonksiyonu p = (py) kesin pozitif reel say1 dizisi, 8 € (0,1] ve
(Xi) bir fuzzy sayr dizisi olsun. Bu taktirde I/I/;lﬁ (A™,F,f,p) dizi kiimesi asagidaki gibi

tanimlanir:

1
wf@amF,f,p) = x:(xk):,lilE‘oEE[f(d(Aka.Xo))]”"=0
kel

Teorem 4.2. B, € (0,1] sayilari, B < a olacak sekilde herhangi reel sayilar ve f bir

modiiliis fonksiyon olsun. Bu taktirde
WP @™ F, f,p) c S¥(A™, F).
Ispat. £ > 0 verilsin ve kabul edelim ki x € Vl/f (A™,F, f,p) olsun ve Her bir n igin

Af’: < A% oldugundan dolay1

1 k 1 k 1 k
tim > (@@ x ) = Y @ ) Y e, x)]
Y N X
A(A™Xy,Xo)2e A(A™X g, Xo)<e
1 k 1 k
2 ). @) v > [ x))
kel A ke,
AA™X g, Xo)2e A(AM Xy, Xo)<e
1
— Pk
> oL [f(e)]
AA™X g, Xo)2e
1
> e min ([f()]", [f()]")
i€y
AA™X g, Xo)2e
= é“k € I,:d(A™X,, X,) = e}l x min ([f(&]", [f()]H)

yazilabilir. x € I/I/;lﬁ (A™,F, f,p) oldugundan yukaridaki esitsizligin sol tarafi n — oo igin sifira
gider. min([f ()], [f(£)]¥) > 0 oldugundan sag taraf da sifira gider. Bu da

W (™, F, f,p) c S¥(A™, F)

olmasini gerektirir.



Teorem 4.3. B, a € (0,1] sayilar1 B < a olacak sekilde herhangi reel sayilar olsun. Eger

f modiiliisii smirli ise
sy (a™ F) ¢ wf (o™, F, f,p)

dir.
Ispat. x € Sf (A™, F) olsun ve f’ nin sinirli oldugunu kabul edelim. € > 0 verilsin. & ve

&, sirastyla k € I, d(A™X,, X,) = e ve k € I,,,d(A™ X}, X,,) < € lizerindeki toplamlar1 gostersin.

f smirh oldugundan her x > 0 igin f(x) < K olacak sekilde bir K tamsayis1 mevcuttur.

Her bir n i¢in A5 < /15 oldugundan

1 , 1 .
EZ [Fla@mxex)™ <32 ) [z, )l
ke ke,

_ é(Z[f(dmmxk.Xo))]” +Q I (d(AmX"’X"))]pk)

< é(Z max(K", K" + Z[f(s)]pk>

< max(K", K") xél{k € L:d(A™X,, X,) = €} + max (f(s)h,f(s)H)

yazilabilir. x € Sf (A™, F) oldugundan dolay1 n — oo iken yukaridaki esitsizligin sag tarafinin ilk

terimi sifira gider ve ikinci terim istenildigi kadar kiiciik yapilabilir. Bu nedenle yukaridaki

esitsizligin sol tarafi sifira gider. Bu nedenle
x e W™, F, f,p)

olur.

Teorem 4.4. 8 € (0,1] herhangi bir reel say1 olsun. Bu taktirde
sy @™, F) = wf (o™, F, f,p)
A ’ A ’ ’ ’

olmasi i¢in gerek yeter sart f” nin siirlt olmasidir.

Ispat. f siirl olsun. Bu durumda Teorem 4.2. ve Teorem 4.3. ten
Sy @™, F) = W (@A™, F, f,p)
A ) A ) 1]

elde edilir.
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5. SONUCLAR

Bu ¢alismada, B € (0, 1] olmak iizere fuzzy say1 dizileri i¢in A™ —istatistiksel yakinsaklik ve
kuvvetli AT* —Cesaro toplanabilme kavramlar1 genellestirilerek Sf (A™, F) ve I/I/;lﬁ (A™,F,p) dizi
kiimeleri tanimlanmig ve bunlar arasindaki kapsama bagmntilarma yer verilmistir. Ayrica bir f
modiilis fonksiyonu yardimiyla I/I/;lﬁ (A™,F,f,p) dizi kiimesi tanimlanarak Sf (A™,F) dizi

kiimesiyle arasindaki iligkiler incelenmistir. Konunun daha iyi anlasilabilmesi amaciyla {iggensel

fuzzy sayi dizisi kullanilarak pek ¢ok érnek verilmistir.
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