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OZET
ASIMETRIK METRIK UZAYLAR
Fikriye INCE DAGCI

Bu tez calismasinda, ilk olarak asimetrik metrik uzaylardaki temel kav-
ramlardan yola gikilarak bu uzaylar iizerinde tanimli fonksiyon dizilerinde
baz1 sonuclara ulagilmig ve bu sonuclardan yararlanilarak fonksiyon dizi-
lerinin diizgiin yakinsakligi icin bir Cauchy oOlgiitii verilmisgtir. Sonrasinda
asimetrik metrik uzaylarda kuazi-Cauchy ve istatistiksel kuazi-Cauchy di-
zileri tanimlanmig, bu dizilerden faydalanilarak yukari (asag1) kompaktlik
ve istatistiksel yukar: (asagi1) kompaktlik kavramlari ele alinmig ve tam si-
nirlilik i¢cin gerek ve yeter bir kogsul sunulmustur. Ayrica, asimetrik metrik
uzaylarda yukar1 (asagi) siirekli fonksiyon tanimlari verilerek bu fonksi-
yonlarla ileri (geri) siirekli fonksiyonlarin iligkisi incelenmistir. Sonrasinda

asimetrik metrik uzaylarda bir sabit nokta teoremi elde edilmistir.

Son olarak, genel kompakt olmama 6lgiisii kavrami asimetrik metrik uzay-
larda ele alinmis olup, 6ncelikle bu uzaylarda Kuratowski ileri ve geri kom-
pakt olmama oOlgiileri tanimlanmis ve bu oOlgiilere ait elde edilen baz1 temel
sonuglar yardimiyla asimetrik metrik uzaylarda Genellestirilmis Arzela-
Ascoli Teoremi ifade ve ispat edilmigtir. Daha sonra, asimetrik metrik
uzaylarda Hausdorff ileri ve geri kompakt olmama 6lgiileri tanimlanmig ve

bu Olciilere ait bazi1 temel sonucglar elde edilerek, Kuratowski ve Hausdorff



ileri ve geri kompakt olmama o6lgiileri icin gecerli olan Genellestirilmis

Cantor Kesigsim Teoremi tipi bir teorem verilmigtir.

Anahtar Kelimeler : asimetrik metrik uzay, kuazi-Cauchy dizisi, is-
tatistiksel kuazi-Cauchy dizisi, kompakt olmama O0lgiisii, Genellegtirilmis

Arzela-Ascoli Teoremi.
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ABSTRACT
ASYMMETRIC METRIC SPACES
Fikriye INCE DAGCI

In this thesis, firstly, starting from the basic concepts in asymmetric metric
spaces, some results have been obtained on function sequences defined on
these spaces and by using these results, a Cauchy criterion has been given
for the uniform convergence of function sequences. Then, quasi-Cauchy
and statistical quasi-Cauchy sequences have been defined in asymmetric
metric spaces, by using these sequences, the concepts of upward (down-
ward) compactness and statistical upward (downward) compactness have
been discussed and a necessary and sufficient condition for totally boun-
dedness has been presented. In addition, upward (downward) continuous
function definitions have been given in asymmetric metric spaces and the
relationship between these functions and forward (backward) continuous
functions has been investigated. Then, a fixed point theorem has been

obtained in asymmetric metric spaces.

Finally, the concept of general measure of non-compactness is discussed
in asymmetric metric spaces, firstly Kuratowski forward and backward
measures of non-compactness are defined in these spaces and with the help
of some basic results obtained from these measures, (Generalized Arzela-

Ascoli Theorem is stated and proved in asymmetric metric spaces. Then,

vii



Hausdorff forward and backward measures of non-compactness are defined
in asymmetric metric spaces and some basic results obtained from these
measures, a theorem of the type Generalized Cantor Intersection Theorem
is given which is valid for Kuratowski and Hausdorff forward and backward

measures of non-compactness.

Keywords : asymmetric metric space, quasi-Cauchy sequence, statis-
tically quasi-Cauchy sequence, measure of non-compactness, generalized

Arzela-Ascoli theorem.
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Boliim 1
GIRIS

Metrik, analizde temel bir kavram olup, (metrik) uzaydaki her iki nokta arasmdaki
uzakligr tanimlayan metrik fonksiyonlarla karakterize edilir. Geleneksel metrik uzay-
larda, bu uzaklik fonksiyonu simetriktir, yani d(z,y) = d(y,x) bigimindedir. Ancak
bazi uygulamalarda veya problemlerde, uzakligin simetri ozelligini saglamadigi du-
rumlarla kargilagilabilmektedir. Bu tiir durumlari ele almak i¢in gelistirilen ve simetri
ozelliginin saglanmadigl asimetrik metrik uzaylar, son yillarda matematiksel model-

lemede ve uygulamali disiplinlerde biiyiik ilgi gérmektedir.

Asimetrik metrik uzaylar, 6zellikle optimizasyon problemleri, ulagim modelleri, bilgi-
sayar bilimleri ve yapay zeka gibi alanlarda kullanilan giiclii bir ara¢ haline gelmistir.
Bu tiir uzaylar, bir noktadan digerine olan uzaklhigin yéne bagh oldugu durumlar:
modellemek icin kullamilmaktadir. Ornegin, iki nokta arasindaki seyahat siiresi veya

maliyeti, seyahat yoniine bagh olarak degisiklik gosterir.

Asimetrik metrik kavrami ilk kez 1914 yilinda F. Hausdorff tarafindan tanimlanmigtar.
Asimetrik metrik uzaylar ise ilk olarak 1931 yilinda Wilson [28] tarafindan kuazi-
metrik uzaylar olarak galigilmigtir. Asimetrik metrik uzaylar, Albert [2]| ve Stoltenberg
[27] tarafindan kuazi-metrik uzaylar olarak galigihirken, Ribeiro [26] bu uzaylari zayif
metrikli uzaylar adi altinda ¢aligmigtir. Reilly [25] ve Kiinzi [20] ise kuazi-pseudo
metrik uzaylarda caligmiglardir. Son zamanlarda ise bu konu bir ¢ok matematik¢i

tarafindan galigilmaya devam etmektedir [3, 11, 12, 19, 15].

Uygulamali matematik ve malzeme biliminde, asimetrik metrik uzaylarin plastisite
i¢in orandan bagimsiz modeller, sekil hafizali alagimlar ve malzeme arizas1 modelleri
gibi konularda uygulamalarini géormek miimkiindiir. Ayrica asimetrik metrik uzaylarin

soyut ve uygulamali matamatikteki diger uygulamalarindan biri olarak Hamilton-



Jacobi denklemlerinin varhig: ve tekligi konusundaki ¢aligmalar goriilmektedir [22].
Bu tez ¢aligmasi Giris boliimiiyle birlikte bes ana boliimden olusmaktadir.

Ikinci boliimde, metrik uzaylarm bu calismaya temel saglayacak bilinen kavramlar:

verilmigtir.

Uciincii boliimde asimetrik metrik uzay kavrami ele alinmis olup, ilk olarak bu uzay-
lara ait temel tanim ve teoremler sunulmugtur. Ardindan bazi temel sonuglara ulagil-
mig ve fonksiyon dizilerinde diizgiin ileri yakinsaklik i¢in Cauchy 6lgiitii verilmistir.
Daha sonra asimetrik metrik uzaylarda kuazi-Cauchy ve istatistiksel kuazi-Cauchy di-
zileri tanimlanmisg, bu dizilerden faydalanarak ileri biitiiniiyle simirlilik i¢in bir gerek
ve yeter kosul sunulmustur. Son olarak, asimetrik metrik uzaylarda bir sabit nokta

teoremi elde edilmigtir.

Dordiincii béliimde genel kompakt olmama Ol¢ilisii kavrami asimetrik metrik uzay-
larda ele alinmig olup, oncelikle bu uzaylarda Kuratowski ileri ve geri kompakt ol-
mama Olgiileri tanimlanmig ve bu olclilere ait elde edilen bazi temel sonuglar yar-
dimiyla asimetrik metrik uzaylarda Genellestirilmis Arzela-Ascoli Teoremi ifade ve
ispat edilmigtir. Daha sonra, asimetrik metrik uzaylarda Hausdorff ileri ve geri kom-
pakt olmama 6l¢iileri tanimlanmig ve bu 6lgiilere ait bazi temel sonuglar elde edilerek,
Kuratowski ve Hausdorff ileri ve geri kompakt olmama oOlciileri i¢in gegerli olan Ge-

nellegtirilmis Cantor Kesisim Teoremi tipi bir teorem verilmistir.

Sonug boéliimiinde ise bu tez ¢aligmasinda elde edilen sonuglar 6zetlenmigtir.



Bolum 2

ON BILGILER

Metrik uzay kavramim ilk kez Fransiz matematik¢i Maurice Fréchet 1906 yilinda
doktora tezinde tanimlamigtir. Fréchet, bir kiimedeki iki nokta arasindaki uzakligi
belirleyen bir fonksiyonun varligina dayanan metrik kavramini vermistir. Bu tanim,
metrik uzaylarin modern anlamda kullanilmasinin yolunu a¢migtir. Metrik kavrami
reel eksende iki noktanin birbirine olan uzakligi, yani iki noktay1 belirleyen reel sayinin
farkinin mutlak degeri kavraminin bos olmayan bir kiimenin herhangi iki noktasina
negatif olmayan bir sayiy1 esleme oldugu diistincesinden ortaya ¢ikmigtir. 20. yiizyi-
lin ortalarindan itibaren, metrik uzaylar alaninda biiyiik ilerlemeler kaydedilmistir.
Metrik uzaylar, diferansiyel geometri, karmagik analiz, olasilik teorisi, fizik, bilgisayar
bilimleri, ekonomi ve diger pek ¢ok bilim dalinda temel bir ara¢ olarak kullanilmak-

tadir.

2.1 Metrik Uzaylar

Bu kisimda metrik uzaylara ait temel kavramlar verilecek olup, ardindan metrik uzay-
larda Kuratowski ve Hausdorff kompakt olmama Ol¢iilerinin tanimlar: ve temel 6zel-
likleri tizerinde durulacaktir. Ayrintilar ve ispatlar i¢in [1], [5], [6] ve [21] numaral

kaynaklara bagvurulabilir.

2.1.1 Temel Kavramlar ve Tanimlar

Tanim 2.1.1. X bos olmayan herhangt bir kiime olmak tzere, asaqidaki ti¢ kosulu

saglayan reel degerli bir d : X x X — R fonksiyonuna bir metrik, (X, d) ikilisine de



bir metrik uzay denair.

(M1) d(z,y) > 0; d(xz,y) = 0 gerek ve yeter kosul x = y.
(M2) Her z,y € X i¢in d(z,y) = d(y, ).
(M3) Her z,y,z € X i¢in d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

x € X ve r > 0 bir reel say1 olmak iizere B(x,r) = {y € X : d(z,y) < r} kiimesine
x merkezli r yaricapl agik yuvar adi verilir. Tiim agik yuvarlarin sinifi X tizerindeki

metrikten tiretilen topoloji i¢in bir taban olusturur.

Tamim 2.1.2. (X,d) bir metrik uzay, A C X bir alt kiime ve a € A olmak fizere
B(a,r) C A olacak sekilde bir r pozitif reel sayisi bulunabiliyorsa A kiimesine a
noktasinin bir komsulugu denir. Her noktasinin komsulugu olan kimeye agik kiime

ady verilir. Timleyent agik olan kimeye kapalr kime denir.

Tanim 2.1.3. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik oyle bir ng € N sayist varder ki
her n > ng i¢cin
d(z,x,) < e

saglamyorsa (x,,) dizisine x elemanina yakinsaktir denir.

Tanim 2.1.4. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik oyle bir ng € N sayisy varder ki
her n,m > ng i¢in

d(zp, xy) <

saglamyorsa (x,,) dizisine Cauchy dizisi denir.

Metrik uzaylarda her yakinsak dizi Cauchy dizisidir, ancak kargiti dogru degildir,
yani Cauchy dizisi olup da yakinsak olmayan diziler vardir. Ornegin, (0,1) kiimesi
reel sayilar kiimesinin olagan metriginden elde edilen alt uzay metrigi ile gézoniine

almdiginda (z,) = () dizisi bir Cauchy dizisidir ancak yakinsak degildir.

Tanim 2.1.5. Her Cauchy dizisinin yakinsak oldugu metrik uzaya tam metrik uzay

denir.

Tanim 2.1.6. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik oyle bir ng € N sayist varder ki
her n > ng i¢in
d(xp, Tpy1) < €

saglamyorsa (x,,) dizisine kuazi-Cauchy dizisi denir.



Metrik uzaylarda her Cauchy dizisi kuazi-Cauchy dizisidir, ancak kargit1 dogru degil-
dir, yani kuazi-Cauchy dizisi olup da Cauchy dizisi olmayan diziler vardir. Ornegin,
reel sayilar kiimesi olagan metrigiyle gozoniine ahndiginda (x,,) = (y/n) dizisi kuazi-

Cauchy dizidir ancak Cauchy dizisi degildir.

Tanim 2.1.7. (X, d), (Y, p) metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. xy € X
olmak tizere, herhangi bir € > 0 sayisina karsiik € sayst ve xy elemanina bagl 6yle
bir 6 > 0 sayst vardur ki her x € X i¢in d(xo,x) < 0 olduk¢a p(f(xo), f(z)) < €

saglanwyorsa f fonksiyonuna xy noktasinda streklidir denir.

Teorem 2.1.8. (Surekliligin dizisel tanama) (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar olmak
tzere bir f : X — Y fonksiyonunun x € X noktasinda sirekli olabilmesi i¢in gerek

ve yeter kosul (X,d) uzayinda x,—x iken (Y, p) uzayinda f(x,)— f(z) olmasidar.

Tanim 2.1.9. (X, d), (Y, p) metrik uzaylar ve f : X — Y bir fonksiyon olsun. Eger
her z,y € X wve her e > 0 i¢in d(x,y) < ¢ oldugunda p(f(z), f(y)) < € olacak sekilde
yalniz € saysina bagh bir 6 > 0 sayist bulunabiliyorsa f fonksiyonuna X dzerinde

diizgiin sureklidir denir.

Diizgiin stirekli her fonksiyon siireklidir ancak kargiti dogru olmak zorunda degildir.
Ornegin; reel sayilar kiimesi olagan metrigiyle gézoniine alindiginda,
f:R—=R, f(x)= a2 fonksiyonu her x € R noktasinda siireklidir ancak R iizerinde

diizgiin siirekli degildir.

Tanim 2.1.10. (X, d) bir metrik uzay, A C X ve I herhangi bir indis kiimesi olmak
tizere X wzayiman agik alt kimelerinin herhangi bir simfs {U; : i € 1} olsun. Eger
A C U, Ui oluyorsa {U; : i € 1} siafina A kiimesinin bir agik ortisi denir. Eger

bu sinafin elemanlarinin sayise sonlu ise bu sinifa A kiimesinin bir sonlu 6rtisi denir.

Asagidaki Lemma, topolojik uzaylar arasinda tanimlanan siirekli fonksiyonlarin

karakterize edilmesi igin 6nemli bir aragtir [23, Theorem 18.1].
Lemma 2.1.11. X veY topolojik uzaylar; f : X — Y olsun. Asagidakiler esdegerdir.
(a) f siireklidir

(b) B, Y uzaynda agik = f~1(B), X uzaynda agikter



(¢c) BCY = f~1(B°) C (f1(B))°

(d) AC B = f(A)C [(4)

(e) B, Y wuzaynda kapal = f~1(B), X uzayinda kapaldar.
Sonug 2.1.12. (X, 7y) ve (X, 1) topolojik uzaylar olsun. i : (X, 1) — (X, m2) birim
tasvirinin siureklt olmast i¢in gerek ve yeter kosulun 7 C 7 olmasidir.

Kamit. i: (X, 1) = (X, ) slirekli & VB € igini ' (B)=BenenCn. O

Sonug 2.1.13. (X, 1) ve (X, ) topolojik uzaylar olmak tizere bir (x,) dizisinin T
topolojosinde bir x noktasina yakinsamasimin o topolojisinde yakainsamasiny gerek-

tirmesi i¢in gerek ve yeter kosulun 7 C 1 olmasidar.
Kanit. ,C 1 < i:(X,7) — (X, 1) siirekli
& [, B v =i(z,) =z, = i(x) = 2. O

Tanim 2.1.14. (X, d) bir metrik uzay olmak tizere ejer A C X alt kiimesinin her

a¢k ortisiinidn sonlu bir alt ortisi varsa A kiimesine kompakt kiime denir.

Tanim 2.1.15. (X, d) bir metrik uzay olmak izere ejer A C X alt kiimesinin ele-
manlarindan olusan her dizinin A kiimesinin bir elemanina yakinsayan bir alt dizisi

bulunabiliyorsa A kiimesine dizisel kompakt kiime denir.

Tanim 2.1.16. (X, d) bir metrik uzay olmak tzere eger her € > 0 igin
X € JB(xi.¢)
i=1

olacak sekilde X kiimesinin sonlu sayrda 1, xo, ..., x, elemanlary bulunabiliyorsa X

uzaywna bitindyle sinwrhdir denir.

Teorem 2.1.17. Bir metrik uzayin kompakt olmasi i¢in gerek ve yeter kosul tam ve

bitiniyle sinwrly olmasidr.

Teorem 2.1.18. (X, d) bir metrik uzay ve A C X olsun. Asaqidaki ifadeler denktir:

(a) A kompakttur;

(b) A dizisel kompakttur;



(c) A kiimesinin sonsuz her alt kiimesinin en az bir yigilma noktasy vardar.

Tanim 2.1.19. (X, d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f ve her bir f, fonksiyonu X uzayin-
dan'Y uzayina fonksiyonlar olsun. Her x € X wve herhangi bir € > 0 sayisina karsilik

oyle bir ng € N sayist vardur ki her n > ng i¢in

p(fnlx), f(2)) <e

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine f fonksiyonuna X tzerinde noktasal yakinsaktur

denir.

Tanim 2.1.20. (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f ve her bir f,, X uzayindan Y
uzayna fonksiyonlar olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsiik oyle bir ng € N

sayst vardwr ki her n > ng ve her v € X i¢in;

p(fn(2), f(2)) <e

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine f fonksiyonuna X dzerinde dizgiin yakinsakter

denir.

2.1.2 Banach Sabit Nokta Teoremi

Metrik uzaylarin ilging uygulalamalarindan birisi de Banach daralma fonksiyonu pren-
sibi olarak da adlandirilan Banach Sabit Nokta Teoremi’dir. Bu teorem, tamligin
¢Oziimiin varligindaki énemini gosterirken varligi garanti eden bir metot saglamasi

acisindan hem teorik hem de pratiktir.

Tanim 2.1.21. X bos olmayan bir kiime ve T : X — X bir fonksiyon olsun.
Tr=x
esitligini saglayan x € X elemanina T fonksiyonunun bir sabit noktast denir.

Tanim 2.1.22. (X, d) bir metrik uzay ve T : X — X bir fonksiyon olsun. Eger her
x,y € X 1¢in
d(Tx,Ty) < ad(z,y)

olacak sekilde bir 0 < a < 1 sabiti varsa T fonksiyonuna bir daralma ya da biizilme

fonksiyonu denir.



Teorem 2.1.23. (Banach Sabit Nokta Teoremi) (X,d) bir tam metrik uzay olmak

tizere T : X — X bir daralma fonksiyonu ise

(a) T fonksiyonunun bir ve yalniz bir sabit x € X noktasi vardur.

(b) Herhangi bir xy € X igin {T"xy} iterasyon dizisi, T fonksiyonunun bu sabit
noktasina yakinsar (yani hern € N igin x, = T(x,—1) ile tanaml {z,,} iterasyon

dizisi T fonksiyonunun bu sabit x noktasina yakinsar ).

2.1.3 Arzela-Ascoli Teoremi

Belirli baz1 metrik uzaylara su ana kadar verilen kompaktlik kriterlerini uygulamak
her zaman kolay olmayabilir. Boyle durumlarda, kompakthgin aragtirilmasinda 6zel
kriterler vermek daha uygundur. Bu boliimde bu 6zel kriterlerden énemli biri olan

Arzela -Ascoli Teoremi verilecektir.

Tanim 2.1.24. X bir topolojik uzay ve (Y, d) bir metrik uzay olsun.

B(X,Y):={f: X = Y| f sirekli} olmak tizere F C B(X,Y) olsun. Eger bir xy € X
ve her € > 0 i¢in xg noktasinin oyle bir U ac¢ik komsulugu vardwr éyle ki Vx € U wve
Ve F icin d(f(x), f(xo)) < € oluyorsa F kiimesi xo noktasinda es stireklidir denir.
Eger F kimest X uzayinin her noktasinda es strekli ise, F kiimesine X dizerinde es

stireklidir denir.

Lemma 2.1.25. X ve Y uzaylar kompakt ve F C B(X,Y) olsun.
F, X izerinde es streklidir <= F bitiniyle sinwrlidur
Teorem 2.1.26. (Ascoli Teoremi) X kompakt uzay ve F C B(X,R") olsun.
F kompakt <= F kapali, stmarl ve es stureklidir

Teorem 2.1.27. (Arzela-Ascoli Teoremi) (X,d) bir kompakt metrik uzay ve K,
(Ce(X),|]-|lo) Banach uzayinan kapaly bir alt kimesi olsun. Bu durumda agagida-
kiler denktir.

(a) K kompakttur.

(b) K sumrhdur ve X tizerinde es streklidir.



2.1.4 Kompakt Olmama Olciileri

Tanim 2.1.28. (X, d) bir tam metrik uzay ve B, X uzayimn sinarl alt kiimelerinin

bir ailesi olsun.
¢o:B— [0, +oo)

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saghyorsa ¢ fonksiyonuna kompakt olmama 6l¢iist

denir.
(i) (Regiilerlik) ¢(B) = 0 < B goreceli kompakt kiimedir (B € B),
(ii) (Kapams altinda degismezlik) ¢(B) = ¢(B) (VB € B),
(111) (Yary toplamsallik) ¢(By U By) = max {¢(B1), #(B2)} (VBy, Bs € B).

Bir metrik uzayda A kiimesinin capi,

Cap(A) = sup {d(z,y) | z,y € A}

olarak tamimlanir. Ayrica Cap(A) = Cap(A) esitligi saglanir.

Tanim 2.1.29. X bir metrik uzay ve Q C X simrl bir alt kiime olsun. Q) kiimesinin

Kuratowski kompakt olmama ol¢iisti
a(@)=inf{e>0: QCc U, S SiCcX, Cap(S;) <e, (i=1,2,..,n)}
olarak tanimlanar.

Bu tammma gore X kiimesinin her siirh alt kiimesi i¢in a(Q) < Cap(Q) esitsizligi

saglanir.

Lemma 2.1.30. Q, Q1 ve Qy; X tam metrik uzayimn swnarl alt kiimeleri olsun. Bu

durumda asagidaki ozellikler gerceklenir.
(a) (Regiilerlik) a(Q) = 0 < @Q gdoreceli kompakt kimedir,
(b) (Kapanis altinda degismezlik) a(Q) = a(Q),

(c) (Yari toplamsallik) a(Q1 U Q9) = max{a(Q1), a(Q2)},



(d) (Monotonluk) Q1 C Qs = a(Q1) < a(Q2),
(e) a(Q1NQ2) < min{a(Q),a(Q2)}.

Tanim 2.1.31. X bir metrik uzay ve Q C X swmrl bir alt kiime olsun. QQ kiimesinin

Hausdorff kompakt olmama 6l¢iisii

X(Q) :inf{5>0: Q C UB(QUuTi), neX,rm<e (i= 1,2,...,n)}

=1

olarak tanimlanar.

Lemma 2.1.32. Q, Q1 ve Qy; X tam metrik uzayimn simrl alt kiimeleri olsun. Bu

durumda asagidaki 6zellikler gergeklenir.

(a) (Regiilerlik) x(Q) = 0 < Q biitiniyle simwrbdur

(b) (Kapamss altinda degismezlik) x(Q) = x(Q),

(c) (Yare toplamsallik) x(Q1 U Qs) = max {x(Q1), x(Q2)},
(d) (Monotonluk) Q1 C Q2 = x(Q1) < Xx(Q2),

(e) x(Q1 N Q2) < min{x(Q1), x(Q2)}

Teorem 2.1.33. (Genellestirilmis Cantor Kesigim Teoremi) (X,d) bir tam
metrik uzay olsun. ¢, x veya « olmak tzere, ejer {B,}, X in bostan farkl, kapali ve
sumarly alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve lim, o ¢(B,) = 0 ise, (-, B, kiimesi

bostan farkl ve kompakttur.
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Bolum 3

ASIMETRIK METRIK UZAYLAR

Bu boéliimde asimetrik metrik uzaylarda temel tanim ve 6zelliklere yer verilerek bazi
sonugclar ifade edilecektir. Ayrica asimetrik metrik uzaylarda kuazi-Cauchy dizileri ve

istatistiksel kuazi-Cauchy dizileri tanimlanarak bu dizilerin 6zellikleri incelenecektir.

3.1 Tanimmlar ve Temel Ozellikler

Bu kisimda asimetrik metrik uzay kavrami, asimetrik metrik uzaylarda ileri ve geri
topoloji kavramlar1 ve bu topolojilerdeki temel kavramlar verilecektir. Bunlara iligkin

ayrintilar i¢in [3], [11], [12] numaral kaynaklara bagvurulabilir.

Tanim 3.1.1. Bir X kimes: tizerinde asagidak: kosullary saglayan d : X x X — R

fonksiyonuna bir asimetrik metrik denir.
(1) Vz,y € X igin d(x,y) >0,
(2)Vr,y € X i¢in d(z,y) = 0 ancak ve ancak x =y,
(3) Va,y,z € X igin d(z,z) < d(x,y) + d(y, 2).

Uzerinde bir asimetrik metrik tanimlanan X kiimesine asimetrik metrik uzay denir.

Bu tamimda metrik uzaylarim simetri 6zelliginin (d(z,y) = d(y, z)) saglanmadig
goriilmektedir. Her metrigin asimetrik metrik oldugu agiktir. Buna karsin, asagidaki

ornekten de goriilecegi iizere asimetrik metrik, metrik olmak zorunda degildir.
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Ornek 3.1.2. (Sorgenfrey asimetrik metrik)

y—x, yZJU
d(:v,y)Z{1 )<

ile tamamlanan d : RxR — R fonksiyonu bir asimetrik metriktir ancak metrik degildir.

Gergekten;
(1) d fonksiyonunun tanimindan Yz,y € R igin d(z,y) > 0 oldugu agiktr.
(2) Y,y € R igin d(z,y) =0 < x =1y olduju agiktir.
(8)Vx,y,z € R igin;

z<y<uwzxise dx,z)=1,dx,y)=1,d(y,z) =1 vel <1+1=2 oldugundan,
d(z,z) < d(x,y)+d(y, z) bulunur.

z=y<xise dz,z)=1,dx,y) =1, d(y,z) =0vel <140 =1 oldugundan,
d(z,z) < d(z,y)+ d(y, z) bulunur.

z<y=uwaise dz,z)=1,dx,y) =0,dy,z) =1vel <0+ 1=1 oldugundan,
d(z,z) < d(z,y)+d(y, z) bulunur.

y<z<uwzise dz,z)=1,d(z,y)=1,d(y,z) =z—y vel < 1+z—y oldugundan,
d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) bulunur.

y<z=uwise dlz,z)=0,d(z,y) =1,d(y,z) = z—y ve 0 < 1+ 2z—y oldugundan,
d(z,z) < d(x,y) +d(y, z) bulunur.

z<z<yise, dlx,z)=1,d(x,y) =y—=z,dy,z) =1vel <y—z+1 oldugundan,
d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) bulunur.

z=x<yise, d(x,z) =0,d(x,y) =y—=z,dy,z) =1ve0 <y—z+1 oldugundan,
d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) bulunur.

r<z<yise dx,z)=z—z,dz,y)=y—=x,dy,z) =lvez—zx<y—x+1
oldugundan, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) bulunur.

r<z=yise, dx,z)=z—z,dz,y)=y—=x,dy,z) =0vez—ax<y—x+0
oldugundan, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) bulunur.

y<z<zise dz,z)=z—x,dz,y)=1,dy,z) =z—yvez—z<1+z—y
oldugundan, d(zx,z) < d(z,y) + d(y, z) bulunur.

y=uz<zise dz,z)=z—x,dz,y) =0,dy,z) =z—yvez—x<0+z—y

12



oldugundan, d(x,z) < d(x,y) + d(y, z) bulunur.

r<y<zise, dx,z)=z—z,dz,y)=y—=x,dy,z) =2z—y ve
z—r<y—x+z—y==z—2z oldugundan, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) bulunur.

r=y=zise d(z,z) =d(z,y) = d(y,z) =0 oldugundan,
d(z,z) < d(x,y)+d(y, z) bulunur.

Dolapsiyla, d fonksiyonu asimetrik metriktir. Buna karsin, ornegin
d(5,7)=2#1=4d(7,5)
oldugundan d fonksiyonu metrik degildir.
Not 3.1.3. (X,d) bir asimetrik metrik uzay olmak tzere,
d*(z,y) = max{d(z,y),d(y, )}
ile tanimlanan d°, X dzerinde bir metriktir.
Asimetrik metrikte, metrik fonksiyonunda gergeklenen simetrigi ozelligi saglanmak

zorunda olmadigindan ileri ve geri yuvar kavramlar1 kargimiza c¢ikar ve bu yuvarlar

tarafindan iki tiirlii topoloji iiretilir. Ileri ve geri yuvarlar asagidaki sekilde tanimlanir.
r € X, e>0 igin,

Bt(z,e) ={y € X : d(z,y) < e} (ileri agik yuvar)

Btlz,e] ={y € X : d(z,y) < e} (ileri kapali yuvar)

B (z,e) ={y € X : d(y,x) < e} (geri agik yuvar)

B [z,e] ={y € X : d(y,z) < e} (geri kapali yuvar)

Bys(z,e) ={y € X : d(z,y) < e} (agik yuvar)

Bys[z,e] ={y € X : d(z,y) < e} (kapal yuvar)

Agiktir ki, Bgs(x,¢) = BT (x,e) N B~ (x, ¢) seklindedir.

Tamim 3.1.4. Bir d asimetrik metrigi tarafindan elde edilen 7 ileri topolojisi her
x € X vee > 0 igin BT(x,e) ileri agik yuvarlary tarafindan dretilen topolojidir.
Benzer sekilde, bir d asimetrik metrigi tarafindan elde edilen 7~ geri topolojisi, her
x € X vee > 0 igin B~ (x,¢) geri agik yuvarlary tarafindan dretilen topolojidir.
Dahasi, d° metrigi tarafindan elde edilen 745 topolojisi her x € X wve ¢ > 0 i¢in

Bys(x,€) agik yuwvarlary tarafindan tretilen topolojidir.
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Not 3.1.5. A¢iktur ki, Bys(x,e) C BT (x,e) ve Bgs(x,e) C B~ (x,¢) olup, 77 C 74s
ve 7= C 745 kapsamalary saglanir [11, Proposition 1.1.8]. Ayrica, 45 metrik topolojisi
7t ve 77 topolojilerinden daha ince olan en kii¢iik topoloji oldugundan, 7+ C 7~ ise
77 C 77 = 745 olur. Benzer gekilde, 7~ C 77 ise 7~ C 71 = 745 olur [11, Proposition
1.1.13].

Ornek 3.1.6. Sorgenfrey asimetrik metrigi ele alwrsa 7, R tzerindeki alt limit

topolojisi ve 7, R dizerindeki st ltmit topolojisidir.

Asimetrik metrik uzaylarda iki tiirli topoloji oldugundan dizilerin de ileri ve geri

yakinsaklik adini alan iki tiirlii yakinsakligi olacaktir.

Tamim 3.1.7. [12] (X,d) bir asimetrik metrik uzay, (x,) C X bir dizi ve x € X
olsun. Eger lim, ., d(z,x,) =0 ( lim, o d(z,,x) = 0) ise (z,) dizisi x noktasina
ileri (geri) yakinsar denir ve x,, ENgS (xn, pA x) seklinde ifade edilir.

Teorem 3.1.8. Bir (X, d) asimetrik metrik uzay: i¢in asagidaki ifadeler denktir :

(a) 7" Hausdorff uzayidar.

(b) X uzayindaki her ileri yakinsak dizinin limiti tektir.
Teorem 3.1.9. lleri yakinsak bir dizinin her alt dizisi de ileri yakinsaktur.

Teorem 3.1.10. [12]| (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (x,), X kiimesinde bir dizi
olsun. Eger (z,,), xo € X noktasina ileri yakinsak ve yo € X noktasina geri yakinsak

1se 0 zaman xo = yo dor.

Sonug 3.1.11. Bir asimetrik metrik uzayda ilert yakinsaklik geri yakinsakhgu gerek-

tiriyorsa ileri limit tektir.

Teorem 3.1.12. (X, d) asimetrik metrik uzay olsun

(a) X tzerinde ileri yakinsakligin geri yakinsaklige gerektirmesi icin gerek ve yeter

kosulun 7= C 7% = 745 olmasidar.

(b) X dzerinde geri yakinsakhgin ileri yakinsaklige gerektirmesi icin gerek ve yeter

kosulun 77 C 77 = 74 olmasudar.

Kamit. Sonug 2.1.13 ve Not 3.1.5 kullanilarak istenen elde edilir. O]
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Metrik uzaylardaki sinirlilik tanimindan yola gikarak asimetrik metrik uzaylarda si-

nirlilik kavraminm diigiindiigiimiizde iki tiirli simirhilik ile kargilagiriz.

Tamim 3.1.13. Bir S C X alt kiimesine, ejer S C Bt (x,e) (S € B~ (x,¢)) olacak

sekilde v € X |, € > 0 varsa ileri (geri) sumrlhdur denir.

Tanim 3.1.14. Her n pozitif tamsayst i¢in d(x,x,) < M (d(z,,z) < M) olacak
sekilde bir x € X we bir M pozitif tamsayisi varsa (x,,) dizisine ileri (geri) sinwrlidur

denir.

Buna gore (x,) dizisinin ileri (geri) sinirh olmasi igin gerek ve yeter kogul
{z,: neN} C Bt (z, M) ({z,: n €N} C B (x, M)) olacak sekilde bir x € X ve

bir M pozitif tamsayisinin var olmasidir.

Teorem 3.1.15. Bir asimetrik metrik uzayda ileri yakinsak olan her dizi ilert sinar-
Ludar.

Onerme 3.1.16. [12] ¢ : X x X — R fonksiyonu, C' yalnizca x elemanina bagl bir

fonksiyon olmak tizere,
Ve X Je>0>3 ye€ B (z,e) = c(z,y) < C(x)

kosulunu saglasin. Eger her x,y € X i¢in d(y,z) < c¢(x,y)d(z,y) ise ileri limitlerin

varhgr geri limitlerin varhgine gerektirir ve boylece limitler tektir.

Ornek 3.1.17. [12] a > 0 olsun.

xZ, =
! oz(:v—y), y<zx

seklinde tamimlanan d : R X R — R asimetrik metrigi C' = max {a, é} olmak tizere
her z,y € R i¢in d(y,z) < Cd(z,y) ifadesini saglar. Dolayiswyla bu asimetrik met-
rik tstteki Onermedeki kosulu saglar. Bu drnekte 6zel olarak o = 1 alindiginda R

tzerindek: olagan metrigin elde edilecegini goriiyoruz.

Ornek 3.1.18. Sorgenfrey asimetrik metriginde (z,) = (z + %) seklinde tanimlanan
dizi ileri yakinsak olup geri yakinsak olmayan bir dizidir. Gercekten Vo € R veVn € N
1¢in

1
T+ —>x
n
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oldugundan,

1 1 1
lim d(z,z,) = lim d(z,z+ —) = lim (z+ — —2) = lim — =0

n—00 n—00 n n—o0 n n—oo 1

bulunur. Bu durumda, (z,) = (z + %) dizist x noktasina ileri yakinsaktir. Ancak,

1
lim d(z,,z) = lim d(zx + —,z) = lim 1 =1
n

n—o0 n—o0 n—oo

olur. Su halde, (x,) = (x + %) dizisi x noktasina geri yakinsak degildir. Dolayisiyla,

Sorgenfrey asimetrik metrik uzaynda ileri yakinsaklik geri yakinsakhgr gerektirmez.

Asagidaki 6rnekte goriildiigii gibi iistteki Onermenin karsit1 dogru degildir.

Ornek 3.1.19. [12] z # 0 i¢in d(z,0) = L‘ ve d(0,z) = = olmak tizere,

| =2
d(z,0) +d(0,y), y#xise,
d(z,y) = .
0, Yy =T ise
ile tanamlb d : R™ X R™ — R asimetrik metrigi verilsin.
0 # x € R™ olsun. Bir (z,) dizisi igin ejer x, g 1se, her n > N i¢in x,, = x olacak
sekilde N € N wvardwr. Bu durumda, x, Y 2 bulunur. Benzer sekilde x = 0 olsun.

||zn|| — oo ise x, Iy % olur ki bu durumda T, — x dir. Béylece her durumda ileri

yakinsaklik geri yakinsaklgu gerektirir. Ote yandan, © = 0 ve € > 0 i¢in

B*(0,e) = {0}u {y e R [lyll > \/g}

oldugundan ||y|| swnarle degildir ve

d(y,0)  TT

=1 =1yl
d0,y)

-

<

olur. Dolaysiyla, her x,y € R™ i¢in d(y,x) < c(z,y)d(x,y) saglayan bir ¢ fonksiyonu

sifirin herhangt bir ileri ag¢ik yuvarinda sinirsiz olacaktor.

Simdi, asimetrik metrik uzaylarda kargimiza ¢ikan ileri Cauchy ve geri Cauchy dizisi

tanimlarim verelim.

Tanim 3.1.20. (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. Herhangi bir € > 0 sayi-
sina karsiik dyle bir N € N sayise vardir ki her m > n > N igin d(zp, ) < €

(d(xpm, xn) < €) saglanwyorsa (x,,) dizisine ileri (geri) Cauchy dizisi denir.
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Asgagidaki 6rnekte gosterildigi gibi bir asimetrik metrik uzayda bir dizinin ileri yakin-

sak olmasi ileri Cauchy dizisi olmasini gerektirmez.

Ornek 3.1.21.

y—x, Z/Zﬂf
d(fv,y)Z{1 v <

ile tanamly d : R x R — R Sorgenfrey asimetrik metriginde, sabit herhangi bir x € R

o =(e)

dizisi ileri yakinsak olmasina ragmen ileri Cauchy dizisi degildir.

1¢in

Gergekten, m > n > N i¢in
d(xp, xm) = d(x + %,x + %) =1

oldugundan, (x,) = (:U + %) dizisi ileri Cauchy dizisi degildir.

Teorem 3.1.22. Bir asimetrik metrik uzayda, eger bir ileri Cauchy dizisi ileri ya-

kinsak bir alt diziye sahipse kendisi de ileri yakinsaktur.

Simdi asimetrik metrik uzaylarda siireklilik kavramini verelim. Diger kavramlara ben-

zer olarak, siireklilik kavramai i¢in de birden fazla tanim kargimiza ¢ikmaktadir.

Tanim 3.1.23. (X,dy) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar ve f : X — 'Y bir fonk-

siyon olsun. Eger, her ¢ > 0 i¢in

y € B (z,0) = f(y) € B (f(x),¢) (f(y) € B~ (f(x),¢))

olacak sekilde bir 6 > 0 varsa f fonksiyonu x € X noktasinda ff-streklidir ( fb-

streklidir) denir.

Benzer sekilde, eger, her € > 0 i¢in

y€ B (x,0) = fly) € B~ (f(z),e) (fly) € B"(f(z)¢))

olacak sekilde bir § > 0 wvarsa f fonksiyonu x € X noktasinda bb-siireklidir ( bf-

streklidir) denir.
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Bu calisma boyunca aksi ifade edilmedigi siirece, f f-siireklilik yerine ileri siireklilik,

bb-siireklilik yerine de geri stireklilik terimleri kullanilacaktir.

Teorem 3.1.24. 12| (Surekliligin dizisel tanyma) Bir f : X — Y fonksiyonunun
x € X noktasinda ileri strekli olabilmesi igin gerek ve yeter kosul (X,dx) uzayinda

2 L 2 iken (Y, dy) uzayinda f(x,) EN f(z) olmasidur.

Ustteki ifadenin benzeri diger ii¢ siireklilik tanimi icin de gecerlidir.

Tamim 3.1.25. S C X olmak dzere terimleri S kiimesinde olan her ileri (geri)

Cauchy dizisi ileri (geri) yakinsak ise S kiimesine ileri (geri) tamdir denir

Sonug 3.1.26. Bir asimetrik metrik uzayda, eger her ileri Cauchy dizisi ilert yakinsak

bir alt diziye sahipse bu uzay ileri tamdar.

Asimetrik metrik uzaylarda kompaktlik cesitleri agsagidaki gibi tanimlanir.

Tanim 3.1.27. Bir S C X kiimesinin ileri topolojideki her agik ortisinidn sonlu bir
alt ortisi varsa S kiimesine ileri kompakt denir. St ileri kompakt ise S kiimesine go-
receli ileri kompakt denir. Terimleri S kiimesinde olan her dizinin, limiti S kiimesinde

olan ilert yakinsak bir alt dizisi varsa S kiimesine iler: dizisel kompakt denar.

Ustteki tanimda ileri yerine geri yazilarak geri kompakthk cesitleri elde edilir.

Ornek 3.1.28. [12] z # 0 i¢in d(z,0) = x ve d(0,2) = L olmak izere, d : Z+ xZ+ —

R asimetrik metrigi

i) d(z,0) +d(0,y), y#xise,
x,1y) =
Y 0, Y = T 1S€

olarak tanimlansin. Bu asimetrik metrik icin geri topoloji ayrik topolojidir ve Z+
sonsuz oldugundan geri kompakt degildir. Ancak sifirin herhangi bir ileri acik yuvar

sonlu sayrda nokta disinda tiim noktalar icerdiginden Z+ ileri topolojide kompakttur.

Lemma 3.1.29. [12] d : X x X — R bir asimetrik metrik olsun. Eger (X,d) ileri

.. b .
dizisel kompakt ve x,, — x ise x, i> x dir.

Lemma 3.1.30. [12| X kimesi ileri kompakt ise ileri dizisel kompakttor.
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Tanim 3.1.31. Bir S C X kiimesi, eger her € > 0 i¢in sonlu sayrda € yaricapl iler:
(geri) yuvar tarafindan ortilebiliyorsa X tzerinde ileri (geri) bitintyle sinurlidur

denir. Agiktir ki, her ileri (geri) bitindyle siarl kime ileri (geri) sinarlidor.

Onerme 3.1.32. [12| (X, d) asimetrik metrik uzay: ileri dizisel kompakt ve ileri bii-

tindyle simarl ise, X ileri kompakttor.

Onerme 3.1.33. [12] Ejer (X, d) asimetrik metrik uzay ileri dizisel kompakt ve X

tizerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakhgu gerektiriyorsa, X ileri bitintyle sinwrlidar.

Teorem 3.1.34. (X,d) asimetrik metrik uzay. ileri (geri) kompakt ve X tzerinde
ileri (geri) yakinsaklik geri (ileri) yakinsaklige gerektiriyor ise X geri (ileri) bitiniyle

stnarldur.

Kanat. X ileri kompakt olsun. Varsayalim ki 36 > 0 > X, sonlu sayida

B~ (y,0) (y € X) geri yuvar tarafindan ortiilemesin. Bu durumda,

Jy € X 5 X € B (y1,9). Su halde, y, € X \ B~ (y1,0). Boyle devam ederek,
Fynt1 € X \Ur, B~ (v:,0) 2 X € U, B~ (i, 0). Dolayisiyla, (y,,) C X ve Vn € N,
V1 <i < nigin d(yny1,y:) > 6 olur.

X ileri kompakt = X ileri dizisel kompakt
I
(Yn,) C (Yn) D Yn, >y € X (k— 00)

=
= Yn, LN y (k — o0)
0 )
= Jko €N > Vk > ko, d(y,yn,) < 5 Ve A(Yn,,y) < 3
)
= 0 < dYngt1,Uny) < AdYnpt1,Y) + AW, Yny,) < 5T5= J

olur. Bu ise geligkidir. Dolayisiyla X geri biitiiniiyle sinirhidir. Diger durum benzer

sekilde kanitlanir. O

Onerme 3.1.35. [12] (X, d) asimetrik metrik uzayinn ileri kompakt olmast i¢in gerek

ve yeter kosul ileri tam ve ileri bitintyle sinirl olmasidar.

Tanim 3.1.36. (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar ve F, X uzayindan
Y wzayina fonksiyonlarin bir kimesi olmak tzere, her y € Y wve her f € F i¢in
dx(z,y) < 0 oldugunda dy (f(x), f(y)) <e (dy(f(y), f(z)) < €) olacak sekilde her
x € X ve her e > 0 igin bir § > 0 bulunuyorsa, F kiimesine ileri (geri) essirekli

denir.
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YX, X uzaymdan Y uzayma taniml tiim fonksiyonlarin uzaymni; C (X, Y), X uza-
yindan Y uzayima taniml tiim ileri siirekli fonksiyonlarin uzayimi gostersin. dy, Y

tzerindeki asimetrik metrik ve

d(z,y) := min {dy(z,y), 1}

olmak iizere, Y iizerindeki diizgiin asimetrik metrik

p(f.g) :==sup{d(f(z),g9(z)) |z € X}

bicimindedir. Bu asimetrik metrik, Y X {izerindeki diizgiin topolojiyi iiretir.

Tanim 3.1.37. (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar, f ve her bir f, fonksi-
yonu X wzayndan Y uzayina fonksiyonlar olsun. Her x € X wve herhangi bir € > 0

sayisina karsilik oyle bir ng € N sayise vardur ki her n > ng i¢in

dy (f(z), fu(@)) <& (dy(fulz), f(z)) <e)

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine f fonksiyonuna X dzerinde noktasal ileri (geri)

yakinsaktir denir. Burada ng sayist hem € sayisina hem de x noktasina baglhdar.

Tanim 3.1.38. (X, dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar , f ve her bir f, fonksi-
yonu X uzayindan Y uzayina fonksiyonlar olsun. Herhangi bir e > 0 sayisina karsilik

oyle bir ng € N sayist vardur ki her n > ng i¢in

ﬁ(f?fn><€ (ﬁ(fn7f)<€)

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine f fonksiyonuna X tzerinde dizgiin ileri (geri)

yakinsaktir denir.
Asimetrik metrik uzaylardaki diizgiin yakinsaklik tanimi, metrik uzaylardaki tanima
benzer olarak asagidaki bicimde de ifade edilebilir.

Tanim 3.1.39. (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar, f ve her bir f, fonksi-
yonu X wzayindan 'Y wuzayina fonksiyonlar olsun. Herhangi bir ¢ > 0 sayisina karsilik

oyle bir ng € N sayist vardur ki her x € X ve her n > ng i¢in

dy (f(2), fu(2)) <& (dy(fulz), [(x)) <€)

saglanwyorsa (fy,) fonksiyon dizisine f fonksiyonuna X tzerinde dizgiin ileri (geri)

yakinsaktir denir. Burada ng sayisy sadece € sayisina bagldur.
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Not 3.1.40. (f,), X wzayindan Y uzayina tanwmle ileri sirekli fonksiyonlarin bir
dizist ve f, X wzayindan Y wzayina tamvmly bir fonksiyon olmak dzere (f,) fonksi-
yon dizisinin [ fonksiyonuna dizgin ileri yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter kosul

sup,ex dy (f(x), fu(z)) dizisinin sifira yakinsamasidor.

Teorem 3.1.41. [12| (X, dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak tzere, (fy),
X uzaymdan Y uzayina dizgin ileri sirekli fonksiyonlarin p dizgin asimetrik met-
riginde f fonksiyonuna dizgiin gert yakinsayan bir dizisi olsun ve Y dzerinde iler:

yakinsaklk geri yakinsakhgu gerektirsin. Bu durumda f dizgin ileri streklidir.

Tanim 3.1.42. (X, dx) ve (Y, dy) asimetrik metrik uzaylar ve (f,), X uzayindan Y
uzaywna fonksiyon dizisi olsun. Herhangi bir ¢ > 0 sayisina karsilik oyle bir ng € N

sayst vardwr ki her m > n > ng i¢in

pfn fm) <& (p(fns fn) <€)

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine dizgin ileri (geri) Cauchy dizisi denir.

Yukaridaki tanim asagidaki bicimde de ifade edilebilir.

Tanim 3.1.43. (X, dx) ve (Y, dy) asimetrik metrik uzaylar ve (f,), X uzayindan Y
uzaywna fonksiyon dizist olsun. Herhangi bir € > 0 sayisina karsilik oyle bir ng € N

sayist vardwr ki her m > n > ng ve her x € X i¢in

dy (fo(2), fm(2)) <& (dy (fm(2), fu(2)) <€)

saglanwyorsa (f,) fonksiyon dizisine dizgiin ileri (geri) Cauchy dizisi denir. Burada

ng sayst sadece € sayisina baglhdar.

Lemma 3.1.44. [12| (Y,d) ileri kompakt olsun ve (Y, d) tuzerinde ileri yakinsaklik

geri yakinsakhge gerektirsin. Bu durumda,
1. Bir F C Cp(X,Y) kiimesi ileri esstrekli ise, geri esstreklidir.

2. Eger X uzaywndan Y uzayina bir fonksiyon dizisi dizgin geri yakinsak ise diiz-

gtin ileri yakinsaktir (ve karsity da dogrudur).

Lemma 3.1.45. [12] (X, dx) ve (Y, dy) ileri kompakt asimetrik metrik uzaylar olsun
ve (Y, dy) tzerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakhge gerektirsin. Eger F C Crp(X,Y)
alt kiimesu ileri essirekli ise, F, dy asimetrik metrigine karsihik gelen p dizgin

astmetrik metrigi altinda ileri bitindyle sinirldr.
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Lemma 3.1.46. [12] (Y, d) asimetrik metrik uzay ileri kompakt olsun ve bu asimetrik
metrik uzayda ileri yakimsakhk geri yakimsakhgr gerektirsin. Bu durumda Y uzap,

p diizgiin asimetrik metrigi ile ileri tamdar.

Lemma 3.1.47. [12] (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak izere Y
tizerinde ileri yakinsakhk gert yakinsakhga denk olsun. Eger X uzaymndan Y uzayina
ileri stirekli fonksiyonlarin bir (f,,) dizisi bir f fonksiyonuna dizgin ileri yakinsak ise

f fonksiyonu ileri stireklidir.

Yukaridaki lemmada ileri ve geri yakinsakliklarin denkligi hipotezi gereklidir. Zira
asagidaki Ornek 3.1.48, bunun ileri yakinsakligin geri yakinsaklig: gerektirmedigi met-
rikler icin ileri limitlerin tek olmamasina dayanan ters bir 6rnegidir. Asagidaki Ornek
3.1.49 ise, bu hipotez kaldirilirsa siirekli fonksiyonlar dizisinin diizgiin limitinin tek

olsa bile siireksiz olabilecegini géstermektedir.

Ornek 3.1.48. [12] X = [0,1] Euclid metrigi ile donatims ve Y C R? kiimesi
Y :={(y1,42) y1 =0wveys € (0,1]} U{(—1,0)} U{(1,0)} olsun. Y dizerindeki
asimetrik metrik, yo > 0 olmak tzere (y1,y2) € Y igin
d((y1,92), (£1,0)) = d((£1,0), (¥1,0)) = 1,d((£1,0), (y1,42)) = .
olarak genisletilen Sorgenfrey asimetrik metrigi segilsin.
Y bir Hausdorff asimetrik metrik uzaydwr. f : X =Y,
(—=1,0), z=01ise,
flx) =
(1,0), x> 0ise.
olsun.

faz) = (0,2) ile tanamly f, : X — Y fonksiyon dizisi [ siireksiz limitine dizgiin

ileri yakinsaktir. Asimetrik metrik uzaylarda, limitlerin tek olmasit gerekmediginden,
bu drnekte sonsuz sayrda dizgin limit vardur. Ornegin,

XY f (x) = (1,0) olmak tzere f,, f e diizgiin ileri yakmsaktur ve f stireklidir.
Ornek 3.1.49. [12] X :=[0,1], Buclid metrigiyle donatimas ve
Y i={(y1,12) [0<y <1, 0 <y < 1}

olsun. |.| , R* deki Oklid metrigi olmak iizere, Y kiimesi, Sorgenfrey metriginin
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0 , Y =19 ise,
dly,9) =S ly =39 . y1 <1 veg #0ise,
1 , d.d.

bigiminde tanymlanan varyants ile donatildiginda, (Y, d) asimetrik metrik uzay olur.

fulz) = (%,x) ile tanamly f, : X =Y fonksiyon dizisi, f(x) = (0,x) ile taniml
tek bir f : X — Y fonksiyonuna ileri dizgin yakinsar. Buna karsin, f, fonksiyon
dizisi f fonksiyonuna geri diizgiin yakinsamaz. Ayrica, her n € N igin f, fonksiyonu

ilers stirekli olurken f fonksiyonu ileri sirekl degildir. Gergekten,

1 1 1 1
oldugundan, N = || % || + 1 alimarsa, (f,) fonksiyon dizisinin f fonksiyonuna ileri

dizgin yakinsadign gorilir. Ayrica, bu yakinsama tektir. Gergekten, g(z) = (x1,x2)

olmak tzere f, fonksiyon dizisi g # f fonksiyonuna ileri dizgin yakinsak olsun.

r < % 1S€,

Ag@), (1) >0 = |g(@) — () |50
= (G —mf 4 @ —m)) =0
1
= T =29, (E—xl)—>O:>x1:O
= g(z) =(0,z) = f(z)
olur. Bu ise g # [ kosulu ile ¢eligir.

xrp > % ise, d(g(z), (%,x)) = 1 olacagindan f, fonksiyon dizisi g fonksiyonuna

ilert diizgiin yakinsamaz.

Sonugta, f, fonksiyon dizisinin tek bir f fonksiyonuna ilert dizgin yakinsadige

gorilir.

Bununla birlikte,

A(fule), (@) = d(( ), (0,2)) =1

oldugundan, (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna geri dizgin yakinsamaz.

Her n € N igin f, fonksiyonunun ileri sirekli olmasi i¢in her € > 0 i¢in dyle

bir 6 > 0 saysy bulunmablidir ki y € Bt (x,9) iken f(y) € BT (f(x),e) kosulunun
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saglanmasy gerekir. Gergekten, her € > 0 i¢in

y € BY(z,0) d(z,y) <9

1 1

=
= |lz—y|<§
= [(=2) = (= =10,z-y)|=lr—yl<d=¢

vl

= 2
—~ 3

e
=

= [y

bulunur. Buradan her n € N i¢in f,, fonksiyonunun ileri sirekli oldugu gorilir. Buna
karsin, f fonksiyonu ileri sirekli degildir. Bunu gostermek i¢in f fonksiyonunun ileri
dizisel sirekli olmadigine géstermemiz yeterli olacaktur. (x,) = (+) dizisini alalum.

T EN) oldugu a¢ik¢a gorilmektedir. Ancak,
1

oldugundan, f(x,) ER f(0) gerceklenmedigi goriliir.

Onerme 3.1.50. [12| (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak iizere Y
ileri kompakt olsun ve Y Jdizerinde ileri yakinsaklhik geri yakinsakligy gerektirsin. Bu

durumda Cyr(X,Y) kiimesi p dizgin asimetrik metriginde ileri tamdor.

Tanim 3.1.51. (X, dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak izere, ejer her bir
be X iginS, = {f(b) : f eS8} kimesi dy asimetrik metrigine gore ileri sinirly ise
S C Crp(X,Y) kiimesine dy altinda ilert noktasal sinirlidur denir.

Teorem 3.1.52. [12]| (Asimetrik Metrik Uzaylarda Arzela-Ascoli Teoremi)

(X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak tzere, X ileri kompakt olsun ve Y
tzerinde kapaly ve sinarly kiimeler ileri kompakt olsun. Ayrica Y tzerinde ileri yakin-
saklik geri yakinsakhge gerektirsin. Crr(X,Y), dy asimetrik metrigine karsiik gelen
p dizgiin asimetrik metrigi ile donatilsin. Bu durumda, eger bir F C Crp(X,Y) alt

kiimesi ileri esstirekli ve dy altinda ileri noktasal sinirl ise F ileri gorecelt kompakttor.

Agagida bir asimetrik metrik uzayda ileri yakinsakhigin geri yakinsaklhigi gerektirme-

digi durumda yukaridaki Arzela-Ascoli Teoreminin gerceklenmedigi gosterilmektedir.
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Not 3.1.53. Ornek 3.1.45te, séz konusu asimetrik metrikte ileri yakinsakligin geri
yakinsaklhge gerektirmedigi gorilmisti. Dahasi, F = { fn}nen kiimesi ileri egsiirekli
ve ilert noktasal sinwrlidir. Buna karsin, F kiimesi ileri goreceli kompakt degildir. Bu
durum ileri yakinsaklhigin geri yakinsaklhgr gerektirmemesi nedeniyle, Arzela-Ascoli

Teoreminin varsayimayla celigir.

3.2 Asimetrik Metrik Uzaylarda Bazi Sonuclar

Bu kisimda, asimetrik metrik uzaylarda temel kavramlardan yola ¢ikilarak elde edilen

baz1 sonuglar sunulmugtur [15].

Tanim 3.2.1. (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve A C X alt kiime olsun. Eger her
e > 0 igin BT (z,e)N(A\z) # @ oluyorsa yani x noktasin iceren her ileri agik kiime,
A Ekiimesinin x noktasindan baska en az bir elemanini iceriyorsa X kimesinin bu x

noktasina A kimesinin bir ileri yigilma noktasy denir.

Teorem 3.2.2. Bir asimetrik metrik uzaywn ileri dizisel kompakt olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul sonsuz her alt kiimesinin en az bir ileri yigilma noktasimin var olmasidar.

Kanat. (X, d) bir asimetrik metrik uzay olmak tizere X ileri dizisel kompakt olsun
ve X in sonsuz bir A alt kiimesi verilsin. Terimleri A kiimesinde olan, farkli nok-
talardan olusan bir (z,) dizisi olugturabiliriz. X ileri dizisel kompakt oldugundan,
(xy,) dizisinin ileri yakinsak bir (z,,) alt dizisi vardir. Bu alt dizinin ileri yakinsadig
noktaya x diyelim. Burada, = noktasinin A kiimesinin ileri yigilma noktasi oldugunu
gosterecegiz. Bir ¢ > 0 verilsin. z,, ENgS oldugundan Yk > N i¢in z,, € Bt (z,¢)
olacak sekilde bir N € N vardir. Burada (z,) dizisinin terimleri birbirinden farklh
oldugundan k£ > N icin z,, # z olacak sekilde bir £ € N vardir. Dolayisiyla & > N
icin B*(z,¢), A kiimesinin = noktasindan farkli en az bir z,, elemanmmni igerir. Bu
da x noktasinin, A kiimesinin bir ileri yigilma noktasi oldugunu gosterir. Boylece X

kiimesinin her sonsuz alt kiimesi, X kiimesinde bir ileri y1gilma noktasina sahiptir.

X kiimesinin her sonsuz alt kiimesi, X kiimesinde bir ileri yigilma noktasina sahip
olsun. (x,), X kiimesinde herhangi bir dizi olsun. A, (z,,) dizisinin farkl terimlerinin
olusturdugu kiime olmak {izere, A kiimesi ya sonlu kiimedir ya da sonsuz kiimedir. A

sonlu kiime ise (z,,) dizisinin bir tane elemani sonsuz kere tekrar edeceginden terimleri
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bu elemandan olusan sabit alt dizi ileri yakinsak olur. A sonsuz kiime olsun. Kabulden
A kiimesinin en az bir ileri yigilma noktas1 vardir. Bu ileri yigilma noktasi x olsun.
Simdi BT (z,1) ileri agk yuvarimi alalm. Bu ileri a¢ik yuvar A nin z noktasindan
farkh bir z,,, elemanim igerir. B*(x, %) ileri agik yuvar1 A kiimesinin x noktasindan
ve x,, elemanindan farkl bir x,,, elemanini igerir. Benzer gekilde ng > no olmak {izere
bir z,, vardir. Bu gekilde devam ederek (z,,) dizisinin

VEk € N i¢in z,,, € BT (z, %)

d(z,x,,) < % —0

f

Ty —> T

gergekleyen bir (x,,, ) alt dizisi bulunmus olur. Bu durumda X kiimesindeki her dizinin

ileri yakinsak bir alt dizisi bulundugundan X ileri dizisel kompakttir. O]

Teorem 3.2.3. Bir (X, d) asimetrik metrik uzayinda ileri yakinsaklk geri yakinsak-
hgur gerektirsin. X wzaywmn ileri biutintyle sinwrly olmast i¢in gerek ve yeter kosul

terimleri X kiimesinde olan her dizinin bir ileri Cauchy alt dizisinin olmasidar.

Kanat. (X, d) asimetrik metrik uzay: ileri biitiiniiyle sinirli olsun. Keyfi bir (a,,) C X
dizisi alahm. Bu durumda, verilen her £ > 0 sayisina kargilik oyle zq, x5, ...,x, € X
elemanlar: vardir ki {B*(x;,¢) : ¢ =1,2,...,n} agk yuvarlar ailesi X kiimesini orter.
Buna gore, &1 = 1 i¢in, X kiimesini érten sonlu bir {BT(x;,e1) : i =1,2,...,n} agik
yuvarlar ailesi vardir. Bu durumda, &yle bir 1 < 4y < n vardir ki B™(x;,,&1) =: B
agik yuvarl (a,) dizisinin sonsuz sayida elemanini igerir. Boylece dyle bir k; € N
bulabiliriz ki a,, € Bj olur. Ileri biitiiniiyle sinirh bir kiimenin her alt kiimesi
de ileri biitiiniiyle smmirh oldugundan Bj acik yuvari da ileri biitiiniiyle smirhdir.
% sayisina karsilik oyle azgl),xgl), ...,935111) € X elemanlar1 vardir ki
{B+(x£1),€2) i=1,2, ...,nl} agik yuvarlar ailesi B]" agik yuvarmi érter. Bu du-
rumda, dyle bir 1 < iy < ny vardir ki Bf N B*(ac(l)

i1

Buna gore, g5 =

g9) =: By acik kiimesi (a,)
dizisinin sonsuz sayida elemanini igerir. Boylece ko > ky olacak sekilde 6yle bir k;, € N
bulabiliriz ki ay, € By olur. Ayrica By C B dir. Benzer sekilde, ileri biitiiniiyle simirh
bir kiimenin her alt kiimesi de ileri biitiiniiyle sinirh oldugundan By agik kiimesi de

ileri biitiiniiyle sinirhdir. Buna gore, e3 = % sayisina kargilik oyle x?), xéz), ey x%) eX
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elemanlar1 vardir ki {B+(ZL'Z(-2),€3) c1=1,2, ...,ng} acik yuvarlar ailesi By acik kii-
mesini orter. Bu durumda, éyle bir 1 < iy < ny vardir ki By N B*(xg),ag) =: B
acik kiimesi (a,,) dizisinin sonsuz sayida elemanin igerir. Boylece k3 > ko > k; olacak
sekilde &yle bir k3 € N bulabiliriz ki ag, € By olur. Ayrica Bf C By C B dir. Boyle
devam ederek, B] D By O ... ve Cap(B;) < % olacak sekilde B;f i¢ i¢e agik kiimeler
dizisi ve boylece ay, € B; olmak tizere (a,) dizisinin bir (ay, ) alt dizisini elde ederiz.
(ax, ) dizisi bir ileri Cauchy dizisidir. Gergekten, £ > 0 verilsin. Bu durumda nio <eve
béylece Cap(B; ) < ¢ olacak sekilde bir ng € N vardir. Bu ise, k, > k, > ky, oldukca
g

ar,, € B, olmasimi ve bu da d(ay,, ax,,) < € olmasmi gerektirir ki buradan (ax, )

n? m

dizisinin bir ileri Cauchy dizisi oldugu goriiliir.

Simdi X igindeki her dizinin bir ileri Cauchy alt dizisi var olsun. X ileri biitiiniiyle
sinirli olmasin. Bu durumda yeterince kiiciik bir € > 0 sayisi icin, sonlu bir e-ortiisii
yoktur. Herhangi bir a; € X secelim. Bt (a1, £) = By agik yuvarim diigiinelim. Kabiil-
den By yuvar1 X kiimesini értemeyeceginden a; € X \ By segilebilir. BT (ay, 5) = By
agik yuvarimi ele alahm. B UB;, X kiimesini értemeyeceginden bir az € X\ (B UBy)
secilebilir. Bu sekilde devam ederek m > n i¢in d(ay,,am) > 5 olacak sekilde bir (ax)
dizisi elde edilebilir. Bu dizinin bir ileri Cauchy alt dizisi var olamayacagindan X ileri

biitlintiyle sinirli bulunur. O]

Teorem 3.2.4. (X,dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak tzereY ileri kom-
pakt olsun ve Y dizerinde ileri yakinsaklhk geri yakinsakligy gerektirsin. X wuzayindan
Y wzayina tanamly fonksiyonlarin bir (f,) dizisinin dizgin ileri yakinsak olmasu i¢in

gerek ve yeter kosul diizgin ileri Cauchy olmasidar.

Kanat. (f,), X kiimesinden Y kiimesine tanimli diizgiin ileri yakinsak bir dizi ve
ileri limit fonksiyonu f olsun. Ve > 0 i¢in N, € N > Vn > N, ve Vx € X igin
d(f(z), fu(z)) < § olur. (f,), f fonksiyonuna diizgiin ileri yakinsadigindan diizgiin
geri de yakinsar ve buradan Ve > 0 i¢cin AM, € N > Vn > M, ve Vx € X i¢in
d(fu(z), f(x)) < § olur. N = max {N,, M.} alahm. Vm > n > N ve Vo € X icin

d(fu(x), fm(z)) < d(fu(x), f(z))+d(f(z), fm(x)) < e bulunur. Yani (f,) diizgiin ileri
Cauchy dizisidir.

Simdi (f,), X uzayindan Y uzayma taniml bir diizgiin ileri Cauchy dizisi ol-
sun. Her bir sabit € X i¢in (f,(z)) dizisi bir ileri Cauchy dizisidir. (Y,dy) ileri

tam oldugundan (f,(x)) dizisi bir ileri limite sahiptir. Ayrica ileri yakinsaklik geri
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vakinsaklig1 gerektirdiginden bir geri limite sahiptir. Bu geri limiti f(x) ile gosterir-
sek, bu gekilde f : X — Y geri limit fonksiyonu tanimlariz ve f, LA f (noktasal)
olur. Boylece verilen ¢ > 0 ve her bir z € X icin AN, € N > Vm > N, i¢in
d(fm(x), f(x)) < 5 olur. (f,) bir diizgiin ileri Cauchy dizisi oldugundan Ve > 0 igin
dM. € N > Vm > n > M, ve Vo € X i¢in d(fy(x), fm(z)) < § gergeklenir.
Simdi n > M. olmak iizere m > max {M., N.,} alinirsa m > n > M. oldugunda
d(fu(x), f(x)) < d(fu(x), fm(z)) + d(fin(x), f(2)) < & bulunur ki bu (f,,) dizisinin f

fonksiyonuna diizgiin geri yakinsamasidir. O halde (f,,) dizisi ileri diizgiin yakinsak-
tir. [

Teorem 3.2.5. (X, dx) ve (Y,dy) asimetrik metrik uzaylar olmak tzere'Y ileri kom-
pakt olsun ve Y dzerinde ileri yakinsaklik geri yakinsaklgu gerektirsin. (f,), X uza-
yindan Y uzayna tamaml ileri sinarl fonksiyonlarin bir dizisi ve f, X wuzayindan
Y wzayina tanamly bir fonksiyon olmak tzere (f,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna

diizgiin ileri yakinsak ise f fonksiyonu X dzerinde ilert sinirlidor.

Kanat. Lemma 3.1.40’tan (f,,) fonksiyon dizisi f fonksiyonuna diizgiin ileri yakinsak
oldugundan diizgiin geri yakinsaktir. Buradan Ve > 0 icin AN, € N 2 Vn > N, ve
Vo € X icin d(f. (), f(z)) < € olur. Ozel olarak € = 1 i¢cin 3N; € N > Vn > N ve
Vo € X icin d(f.(z), f(z)) < 1 saglanir. Ote yandan (f,), ileri sinirh fonksiyonlarim
bir dizisi oldugundan Vz € X i¢in d(y, f.(x)) < M olacak sekilde biry € Y ve M >0
vardir. Bu durumda d(y, f(x)) < d(y, fu(x)) + d(fu(z), f(x)) < 1+ M elde edilir.

Yani f fonksiyonu ileri sinirhdir. O]

3.3 Asimetrik Metrik Uzaylarda Kuazi-Cauchy

Dizileri

Bu kisimda asimetrik uzaylarda ileri (geri ) kuazi-Cauchy dizisi kavrami tanimlanmig
ve bu dizilerden yararlanilarak asimetrik metrik uzaylarda yeni tipte kompakthiklar

ve stireklilikler tammlanmig ve aragtirilmigtir [16].

Tanim 3.3.1. Bir asimetrik metrik uzayda

Atz, =d(xn, Tui) (A2, = d(Tpy1, T0))
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olmak tzere (AT x,,) (A~x,,)) dizisi sifira yakinsworsa (x,) dizisine ileri (geri) kuazi-

Cauchy dizisi denir.

Cao ve Kanibir tarafindan ileri (geri) kuazi-Cauchy yerine sol (sag) kuazi-K-

Cauchy terimi kullanilmigtir.
Bu tanima gore bir ileri Cauchy dizisinin ileri kuazi-Cauchy dizisi oldugu agiktir,

ancak agagidaki ornekte gosterildigi gibi karsit1 dogru degildir.

Ornek 3.3.2. d: R xR — R i¢in

y—x, yzl'
d(fv,y)Z{1 Y <

olarak tanimlanan Sorgenfrey asimetrik metriginde (x,) = (\/n) dizisi ileri kuazi-

Cauchy dizisidir, ancak ileri Cauchy dizisi degildir.

Bir ileri Cauchy dizisinin herhangi bir alt dizisi de ileri Cauchy dizisi iken bu 6zelli-
gin ileri kuazi-Cauchy dizilerinde saglanmadigy, iistteki ornekte (x,) = (y/n) dizisinin

(z,2) = (n) alt dizisinin ileri kuazi-Cauchy dizisi olmamasimdan goriilmektedir.

Burada agik¢a goriilmektedir ki bir ileri Cauchy dizisinin herhangi bir alt dizisi

ileri kuazi-Cauchy dizisidir.

Simdi bir X asimetrik metrik uzaymin bir alt kiimesinin yukar (agag1) kompaktlik

kavramini tanimlayalim.

Tanim 3.3.3. Terimler: bir X asimetrik metrik uzayinin bir E alt kiimesinde olan
her (x,,) dizisinin bir ileri (geri) kuazi-Cauchy alt dizisi varsa E C X alt kimesine

yukary (asagi) kompakttir denir.

Bu tanima gore X kiimesinin sonlu her alt kiimesi yukar1 ve agagi kompakttir.

Lemma 3.3.4. Yukari kompakt bir kiimenin her alt kiimesi de yukary kompakttor.

Kanit. E yukar1 kompakt bir kiime olsun. Herhangi bir A C E alalim. Terimleri A
kiimesinde olan herhangi bir (z,) dizisini alahm. A C E oldugundan (z,) dizisinin
terimleri E kiimesinde bulunur. F yukar1 kompakt bir kiime oldugundan (x,,) dizisinin

bir (z,, ) ileri kuazi-Cauchy alt dizisi vardir. O halde A kiimesi yukar: kompakttir. [
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Sonug 3.3.5. Bir asimetrik metrik uzayin yukart kompakt alt kimelerinin keyfi ke-

sisimi yukary kompakttur.

Lemma 3.3.6. Bir asimetrik metrik uzayin yukar, kompakt iki alt kiimesinin birle-

simi yukary kompakttor.

Kamt. A ve B, X asimetrik uzaymin yukar: kompakt iki alt kiimesi olsun. A U B
kiimesinin yukar1 kompakt oldugunu gostermek igin terimleri A U B kiimesinde olan
herhangi bir (z,) dizisini alalim. Bu dizinin sonsuz ¢oklukta indislere kargilik gelen
terimleri A kiimesinde veya B kiimesinde olmak zorundadir. A kiimesinde oldugunu
kabul edelim. (z,,) dizisinin sonsuz ¢oklukta indislere kargilik gelen terimleri igin olus-
turulan alt diziyi (z,,) ile gosterelim. A kiimesi yukar1 kompakt oldugundan (x,, )
dizisinin bir (mnkj) ileri kuazi-Cauchy alt dizisi vardir. (a:nkj), () dizisinin bir alt

dizisi oldugundan A U B kiimesi yukar1 kompakt bulunur. m

Bir asimetrik metrik uzaym sonlu adette yukar1 kompakt alt kiimesinin birlesiminin

yukar1 kompakt oldugu tiimevarim yontemi kullanilarak gosterilebilinir.

Asgagidaki teorem, asimetrik metrik uzaylarda ileri tam sinirlilik ile yukar1 kompakt-

ligin denk oldugunu gostermektedir.

Teorem 3.3.7. (X,d) asimetrik metrik uzay olmak tzere bir E C X alt kimesinin

ilery butindyle swnirl olmasy i¢in gerek ve yeter kosul yukar: kompakt olmasidar.

Kanat. E kiimesi ileri biitiiniiyle sinirh ise yukar1 kompakt oldugu aciktir.

Karsit olarak, elemanlar1 E kiimesinden alinan her dizinin bir ileri kuazi-Cauchy alt
dizisinin var oldugunu ve E kiimesinin ileri tam smirli olmadigini kabul edelim. Bu
durumda F kiimesinin sonlu bir e-ag1 olmayacak sekilde bir ¢ > 0 vardir. BT (x1,¢) =
S:(z1) olmak {izere E kiimesinin herhangi bir x; elemanimi alahm. E ileri tam sinirh
olmadigimdan S.(z;) # E olur, aksi takdirde {x;}, F kiimesinin sonlu bir e-ag1 olurdu.
Buradan xo ¢ S.(z1), yani d(z1,x2) > € olacak sekilde xo € E vardir. O halde,
Se(z1) U Se(z2) # E gerceklenir, aksi takdirde {xy,x2} sonlu bir e-ag1 olurdu. x3 ¢
Se(z1) U S:(x2) olsun, yani;

d(xy,x3) > € ve d(xg,x3) > €

gerceklenir. Bu gekilde devam ederek;
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T, ¢ U;:ll Se(x;)) (n=2,3,..)

yani

d(zj,x,) >e, (i=1,2,..,n—1lven=23,..) (i<n)
olacak sekilde, elemanlar1 E kiimesinden aliman bir (x,,) dizisi olugturabiliriz.

Sonug olarak n < m gergekleyen her n,m i¢in d(z,,z,) > ¢ oldugundan bu (z,)
dizisinin hig bir ileri kuazi-Cauchy alt dizisi yoktur. Bu ¢eligkiden dolay1 E ileri tam

sinirlidir. O

Asimetrik metrik uzaylarda bir dizinin ileri yakinsak olmasinin ileri Cauchy olma-
sin1 gerektirmedigi Boliim 3.1 de 6rneklenerek gosterilmigti.Asagidaki lemma ile ileri

yakinsak bir dizinin hangi sart altinda ileri Cauchy olacag ifade edilmistir.

Lemma 3.3.8. (X,d) asimetrik metrik uzayinda ileri yakinsaklk geri yakinsaklig

gerektiriyorsa ileri yakinsak her dizi ileri Cauchy dizisidir.

Kanat. (x,) dizisi  noktasima ileri yakinsasm. X tizerinde ileri yakimsaklik geri ya-
kinsakligi gerektirdiginden bu dizi x noktasina geri yakinsar.Bir ¢ > 0 verilsin. Bu
durumda m > n > N oldugunda d(x,,r) < § ve d(z,r,) < § olacak sekilde bir
N € N vardir. O halde m > n > N igin

d(Tp, Tm) < d(xn,x) +d(z,20) < €
olup (z,,) dizisi bir ileri Cauchy dizisidir. O

Tanim 3.3.9. X bir asimetrik metrik uzay olmak tzere bir E C X alt kiimesinden
Y asimetrik uzayina tanvml bir f fonksiyonu eger ileri (geri) kuazi-Cauchy dizilerini
ileri (geri) kuazi Cauchy dizilerine donistiriyorsa, yani terimleri E kiimesinde olan

dizist oluyorsa f fonksiyonuna yukary (asagu) sireklidir denir.

Teorem 3.3.10. X bir asimetrik metrik uzay olmak tzere f, bir E C X alt ki-
mesinden Y uzayina tanimly yukary sirekli bir fonksiyon olsun ve X dzerinde ileri

yakinsaklk geri yakinsakhge gerektirsin. Bu durumda f ileri stireklidir.
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Kamt. f, E {izerinde yukan siirekli bir fonksiyon olmak tizere (z,), F de ileri limiti

[ olan ileri yakinsak bir dizi olsun.Bu durumda
(x1,l, 29,1, .y, L 00)
dizisi de [ ye ileri yakinsar. Ayrica
(x1,l, 2,1, .y, L 00)
dizisi ileri kuazi-Cauchy dizisidir. f yukari siirekli oldugundan

(f(xl)vf(Da f(x2)7 f(l)7 e f(xn)’f(l% )

dizisi de Y uzayinda ileri kuazi-Cauchy dizisidir. Buradan (f(z,)) dizisinin f(/) nok-

tasina ileri yakinsadigi goriiliir. O halde f fonksiyonu FE {izerinde ileri siireklidir. []

Teorem 3.3.11. f, X asimetrik metrik uzaypndan Y asimetrik metrik uzayna ta-
mimly yukary stirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, X uzaywmin yukary kompakt her

bir alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki gorintisi de yukar: kompakttr.

Kanat. f, X asimetrik metrik uzayindan Y asimetrik metrik uzayina tanimli yukari
siirekli bir fonksiyon ve F, X uzayimin yukar: kompakt bir altkiimesi olsun. Terimleri
f(E) kiimesinden alinan herhangi bir (y,) dizisini alalim. Her bir n € N igin y,, =
f(z,) olacak sekilde F kiimesinin x, elemanlar1 vardir. E kiimesi yukar1 kompakt
oldugundan (z,) dizisinin bir (tx) = (z,,) ileri kuazi-Cauchy alt dizisi vardir. f
yukar: siirekli oldugundan (f(tx)) = (f(xy,)) ileri kuazi-Cauchy dizisi olur. Béoylece
(f(tr)), (f(x,)) dizisinin bir ileri kuazi-Cauchy alt dizisi olarak bulunmug olur. [

Asgagidaki teorem, diizgiin ileri siirekli bir fonksiyonun ileri kuazi-Cauchy dizilerini
ileri kuazi-Cauchy dizilerine doniigtiirdiigiinii ifade eder. Bu 6nemli sonug, Cao ve

Kanibir tarafindan kuazi-pseudo metrik uzaylarda ispatlanmigtir [10].

Teorem 3.3.12. f, bir E C X alt kimest tizerinde diizgiin ileri stirekli ise E tizerinde

yukary streklidir.

Metrik uzaylarda bir siirekli fonksiyonlar dizisinin diizgiin limitinin siirekli oldugu
bilinmektedir. Bu ifade, Y kiimesinin ileri dizisel kompakt olmasi halinde yukar: sii-
reklilik durumu i¢in de dogrudur. Yani Y ileri dizisel kompakt ise, bir yukar: siirekli

fonksiyonlar dizisinin diizgiin ileri limiti yukar1 siireklidir.
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Teorem 3.3.13. Y ilert kompakt olsun ve Y Jizerinde ilert yakinsakhk geri yakin-
saklhgu gerektirsin.. (fy), bir B C X alt kiimesinden Y uzayina taniml yukary sirekli
fonksiyonlarin bir dizisi olmak tzere, (f,) bir f fonksiyonuna dizgin geri yakinsak

1se [ yukary stireklidir.

Kanit. (x,), terimleri £ kiimesinde olan bir ileri kuazi-Cauchy dizisi olmak iizere € >
0 olsun. (f,), f fonksiyonuna diizgiin geri yakinsak oldugundan n > N; oldugunda her
r € Eigin dy (f.(7), f(x)) < § olacak sekilde N; € N vardir. Y ileri dizisel kompakt
oldugundan her x € F igin (f,,(x)), f(z) noktasina ileri yakinsaktir. Buradan, n > N

(f(x), fu(z)) < 3 olacak sekilde No € N vardir. N =
max { N1, Na} olsun. fy yukar siirekli oldugundan n > Ny igin d(fn(xn), fn(Tnt1)) <

oldugunda her x € FE icin dy

3
3
n > Ny icin

olacak gekilde N den biiyiik ve € sayisina bagl bir Ny € N vardir. Bu durumda,

d(f(zn), [(xnt1)) < d(f(wn), fn(@n)) + d(fn(T0), fn(@nt1)) + AN (Tns1), [(Tnt1))

< © + d 4 - = 3
348" 3 4
bulunur, yani (f(z,)) ileri kuazi-Cauchy dizisidir. O

Teorem 3.3.14. Y ileri kompakt olsun ve Y fdizerinde ileri yakinsaklik geri yakin-
saklhga denk olsun. (f,), bir E C X alt kimesinden Y uzayina tanimlb yukary sirekli
fonksiyonlarin bir dizisi olmak tzere, (f,) bir f fonksiyonuna dizgiin ileri yakinsak

ise f fonksiyonu yukar stireklidir.

Kanat. (z,,), terimleri E kiimesinde olan bir ileri kuazi-Cauchy dizisi olmak tizere ¢ >
0 olsun. (f,), f fonksiyonuna diizgiin ileri yakinsak oldugundan n > N; oldugunda
her z € E icin dy(f(z), fu(z)) < § olacak sekilde Ny € N vardir. Y iizerinde ileri
yakinsaklik geri yakinsakliga denk oldugundan her = € E igin (f,(x)), f(x) noktasma
geri yakinsaktir. Buradan, n > N, oldugunda her z € FE icin dy(f.(z), f(7)) < §
olacak gekilde Ny € N vardir. N = max { Ny, Ny} olsun. fy yukar siirekli oldugundan
n > Npigin d(fn(2,), fv(2ng1)) < § olacak sekilde N sayisindan biiyiik ve e sayisina

bagh bir Ny € N vardir. Bu durumda, n > N icin

d(f(xn), f(wn41)) < d(f(2n), fn(zn)) + d(fn(Tn), N (Tni1)) + d(fN(Tni1), f(Tng1))

< E+§+E<€
3 3 3

bulunur, yani (f(z,)) ileri kuazi-Cauchy dizisidir. O
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Teorem 3.3.15. (Y, dy) ileri kompakt olsun ve Y tzerinde ileri yakinsaklk geri ya-
kwnsaklge gerektirsin. X kiimesinden Y kiimesine tanwmly tim yukary strekli fonksi-

yonlarin kiimesi p asimetrik metriginde Y uzaywmn ileri kapal bir alt kiimesidir.

Kanat. X kiimesinden Y kiimesine tanimli tiim yukar siirekli fonksiyonlarin kiimesi
ATC(X) ile gosterilsin ve f, ATC(X) in ileri kapanigindan bir eleman olsun. Bu du-
rumda terimleri ATC(X) kiimesinde olan ve f fonksiyonuna diizgiin ileri yakisayan
bir (f,,) dizisi vardir. f fonksiyonunun yukar siirekli oldugunu gostermek igin bir (x,,)
ileri kuazi-Cauchy dizisi ve € > 0 alinsin. (f,), f fonksiyonuna diizgiin ileri yakinsadi-
gimdan n > N; oldugunda her z € X igin dy (f(2), fu(z)) < § olacak sekilde Ny € N
vardir. Y tizerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakliga denk oldugundan her z € X igin
(fu(z)), f(x) noktasma geri yakinsaktir. Buradan, n > N, oldugunda her x € X
i¢in dy (fn(z), f(x)) < § olacak sekilde Ny € N vardir. N = max { N1, Na} olsun. fy

yukar: siirekli oldugundan n > Ny i¢in d(fn(2n), fv(2n1)) < § olacak sekilde N

sayisindan biiytlik ve € sayisina bagh bir Ny € N vardir. Bu durumda, n > N i¢in

d(f(xn), f(@ns1)) < d(f(2n), fn(zn)) + d(fn(Tn), N (Tni1)) + d(fN(Tn1), f(Tng1))

< £+§+E<€
3 3 3

bulunur, yani (f(x,)) ileri kuazi-Cauchy dizisidir. Béylece f fonksiyonu yukar: stirekli

bulunmus olur. O

Sonug 3.3.16. (Y,dy) ileri kompakt olsun ve Y dzerinde ileri yakinsaklk geri yakin-
sakhgu gerektirsin. X kiimesinden Y kimesine taniymily tiim yukary stirekli fonksiyon-

larn kimesi p asimetrik metriginde ileri tamdar.
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3.4 Asimetrik Metrik Uzaylarda Istatistiksel

Kuazi-Cauchy Dizileri

Bu kisimda asimetrik metrik uzaylarda istatistiksel ileri (geri) kuazi Cauchy dizileri
tanimlanarak istatistiksel yukar1 (agagi) kompakthik kavrami incelenmigtir. Ayrica
istatistiksel yukar1 (agag1) stireklilik ile istatistiksel ileri (geri) siireklilik arasindaki

iligki aragtirilmigtir.

Tanmim 3.4.1. K C N kimesini alalim.
O(K) =limy oo = | {k <n: ke K}|
limiti mevcut ise bu limite K kimesinin asimptotik yogunlugu denir.

Burada N sayilar kiimesi olmak tizere A C N i¢in |A| ile A kiimesinin kardinali

gosterilir.

Tanim 3.4.2. (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xy), X uzayinda bir dizi olsun.

Eger her e > 0 i¢in,
lim, oo = [ {k <n: d(L,zx) > e} |=0

olacak sekilde bir L sayist varsa, yani 6({k: d(L,zg) > ¢c}) = 0 ise, (xy) dizisi L

noktasina istatistiksel ilert yakinsaktir denir.

Benzer sekilde, her € > 0 i¢in,
lim, 0o = [ {k <n: d(ag, L) > e} |=0

olacak sekilde bir L sayist varsa, yani 6({k: d(xy, L) >¢e}) = 0 ise, (xy) dizisi L

noktasina istatistiksel geri yakinsaktir denir.

Teorem 3.4.3. Bir (X,d) asimetrik metrik uzayinda ileri yakinsak her dizi istatis-

tiksel ilert yakinsaktur.

Kanit. (xy), ileri limiti L olan ileri yakinsak bir dizi olsun. ¢ > 0 verilsin. () dizisi

L ye ileri yakinsak oldugundan k > kg oldugunda
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d(L,zy) < ¢
olacak gekilde € a bagh bir kg pozitif tamsayisi vardir. Buradan n > kj igin
{k<n:dL,x;) >e} C{1,2,3,....ko — 1, ko}
elde ederiz. Dolayisiyla
| {k <n: d(L,xy) > e} |< ko
yazabiliriz. Buradan
limy, oo 2 [ {k <n: d(L,zp) > e} |< lim, o 2 =0
elde edilir. O halde (zj) dizisi L noktasina ileri istatistiksel yakinsaktir. []

Teorem 3.4.3. iin karsit1 dogru degildir.Istatistiksel ileri yakinsak bir dizi ileri

yakinsak olmayabilir.

Ornek 3.4.4. d:R xR — R i¢in

y—, yZl‘
d(ﬂf,y)Z{1 .

ile tanvmlanan asimetrik metrik uzayda

2 ,k=m*(meN)
0 ,dd.

T —

olarak tamimlanan (xy) dizisi sufira istatistiksel ileri yakinsaktir ancak ileri yakinsak

degildir. Gergekten her € > 0 icin
{k<n: d0,m) 2} <|{k<n: a0} < Vi
oldugundan

1 1 1
lim —{k<n: a>e} < lim —{k<n: 2, #0} < lim —v/n=0
n—oo 1

n—oo 1 n—oo 1
elde edilir ki bu da (xzy) dizisinin sifira istatistiksel ileri yakinsak olmasy demektir.
Ancak,

lim d(0,zx) = lim x5, # 0
k—o0 k—o0

oldugundan (1) dizisi sifira ileri yakinsak degildir.
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Teorem 3.4.5. (X, d) bir asimetrik metrik uzay olmak tizere X tizerinde ileri yakin-
saklik geri yakinsakhge gerektiriyorsa, istatistiksel ileri yakinsaklk istatistiksel geri

yakinsakligu gerektirir.

Kanat. X tizerinde ileri istatistiksel yakinsaklik geri istatistiksel yakinsakligi gerektir-
mesin ve (zy), terimleri X de olan, L noktasina ileri yakinsayan bir dizi olsun. (zy),
L noktasina istatistiksel ileri yakinsaktir. (zy) dizisi L noktasina geri istatistiksel

yakinsamadigindan, € > 0 i¢in
lim, o0 = | {k <n: d(ag, L) > e} [>0

dir. Yani () dizisinin sonsuz ¢oklukta indisi i¢in d(xy, L) > ¢ olur. Bu ise (xy) dizisi-
nin L noktasina geri yakinsamadigini ifade eder. O halde, X tizerinde ileri yakinsaklik

geri yakinsakligi gerektirmez. Bu ise ispat1 tamamlar. O]

Teorem 3.4.6. (X,d) bir asimetrik metrik uzay olmak tzere X dzerinde ileri ya-
kinsakhk geri yakinsaklhgu gerektiriyorsa, istatistiksel ilert yakinsak bir dizinin limiti

tektir.

Kanat. (zy) dizisi istatistiksel ileri yakinsak bir dizi olsun ve L; ve Ly gibi birbirinden
farkl ileri istatistiksel limitleri olsun. d(Lq, Ly) # 0 dir.
d(L1,Ly) = a olsun. € = § alalm. (), L; noktasina istatistiksel ileri yakinsadigin-

dan
My oo = | {k <n: d(Ly,a) > 5} =0

olur.(xy), Lo noktasina istatistiksel ileri yakinsadigindan istatistiksel geri yakinsar.

Bu durumda
limn_,oo% | {k; <n: d(xy, Ly) > %} =0
elde edilir. Buradan,

1

n—oo 1
o1 € 1 €
< lim —{k <n: d(Li,zg) > =} + lim — | {k: <n: d(zy, L) > —} |=0+0=0
n—oo 1N, 2 n—oco 1, 2
bulunur. Bu celigki ispat1 tamamlar. ]
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Tanim 3.4.7. (X, d) bir asimetrik metrik uzay ve (xy), X kiimesinde bir dizi olsun.

Eger her e > 0 i¢in,
lim, o0 = [ {k <n: d(zy, ) > e} |=0

olacak sekilde bir N sayisi varsa (xy) dizisine istatistiksel ileri Cauchy dizisi denir.

Benzer sekilde, her € > 0 i¢in,
lim, o0 = | {k <n: d(ag,zy) > e} |=0

olacak sekilde bir N sayisi varsa (xy) dizisine istatistiksel geri Cauchy dizisi denir.

Tanim 3.4.8. (X,d) bir asimetrik metrik uzay ve E C X olsun. Eger terimleri E
kimesinden alinan her dizinin E kiimesinin bir elemanina istatistiksel ileri (geri)

yakinsayan bir alt dizisi varsa E kiimesine istatistiksel ileri (geri) kompakt denir.

Tanim 3.4.9. (X,d) bir asimetrik metrik uzay ve (xy) terimleri X kiimesinde olan bir
dizi olsun. Her bir k pozitif tamsayist i¢in ATxy = d(xg, xpy1) (A" 2, = d(Tga1, Tx))

olmak tizere, her € > 0 i¢in
lim, o0 = [{k <n: ATz >e}[ =0
(limy oo {k <n: Az >e}| =0)
oluyorsa (zy) dizisine istatistiksel ileri (geri) kuazi-Cauchy dizisi denir.

Her istatistiksel ileri Cauchy dizisi istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisidir ancak

agsagidaki ornekte gosterildigi gibi karsiti dogru degildir

Ornek 3.4.10. d: R x R — R i¢in

y—z, y==w
ﬂ%wZ{l Y <

ile tanwmlanan asimetrik metrik uzayda

1 , k=m? (meN)
S dd

T =
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olarak tanimlanan (xy) dizisi bir istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisidir ancak ista-
tistiksel ilert Cauchy dizisi degildir. Gergekten herhangi bir € > 0 verilsin. Bu takdirde
k > ko oldugunda = < ¢ olacak sekilde bir ko sayise vardur.

[{k<n: d(xk,a:k+1)>5}| <k +{k<n, k=m?>—-1:1>¢c}+
{k<nk=m?: SF 1= 1>e} |<ko+/n+n

oldugundan

limy, oo = | {k <nt d(ag, mer) > e} | <limpeo(2 + 2y/n+ 2y/n) =0

elde edilir. Fakat istatistiksel ileri Cauchy dizisi degildir, bunun i¢in 6zel olarak ¢ = %

i¢in istatistiksel ileri Cauchy olma tanimanin saglanmadigine gosterelim. Bunun i¢in
N saypsinan bir sayinin karesi olma ve olmama durumlaring ayry ayre inceleyelim. Bir
m sayst icin N # m?, yani N tam kare olmayan herhangz' bir pozitif tamsay: ise,

sonlu adetteki, diyelim ki ng tane indisler hari¢ d(zx,x) > = bulunacagmdan
limy, o0 2[{k < n: d(zy, i) > 3}

=lim, 0 2|{no <k <n: d(zy,zr) > 3}

= limy, 00 =|{no + 1,10 + 2,10 + 3,...,n — 1,n}| =lim, 00 2 (n —1p) =1 #0
elde edilir.

(xy) dizisinin N sayisinan tam kare olmamast durumunda istatiksel ileri Cauchy di-
zist kosulunu saglamadiginy gormiis olduk. Simdi de N sayisiman tam kare olmast
durumunda istatistiksel ileri Cauchy olma kosulunu saglamadigine gosterelim.

e =3 igin

{k<n:dlz) >3 ={k<n k=723Uk<nk#7%: S, 1-1>1
oldugundan, yani

{k<n:d1,zy) > %}

k< k= d(L) = 0> DIk <n, k£ DL o121

= OUlk <n, k# %) = {k <nk# %)

oldugundan

limy, oo 2|k <m: d(1,2p) > 3} =limp oo 2 {k <, k# 2} =1%#£0

olur ki bu da (xy) dizisinin istatistiksel ileri Cauchy olmadiginy gdsterir.
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Lemma 3.4.11. X Jdzerinde ileri yakinsaklik gert yakinsaklgy gerektiriyorsa istatis-

tiksel ileri yakinsak her dizi istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisidir.

Kanit. (xy) dizisi | noktasina istatistiksel ileri yakinsak bir dizi olsun. ¢ > 0 verilsin.
lim, oo = [ {k<n: d(l,z) >5} =0

dir. X iizerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirdiginden istatistiksel ileri

yakinsaklik istatistiksel geri yakinsakligi gerektirir. Bu durumda
limy oo = [ {k < n: d(ay,l) > 5} [=0
olur.
limn_mo% | {k: <n:dl,rg) > %} |=0

oldugundan

lim, oo = | {k <nt d(ag, mp) > e} |[< lmyoe = | {E<n: d(zg, 1) > 5}
—|—limn_>oo% | {k <n: d(l,rgq) > %} |=0+0=0

bulunur. O halde (xy) dizisi istatistiksel ileri kuazi Cauchy dizisidir. O

Tanim 3.4.12. (X, d) asimetrik metrik uzayinda eger terimleri E kiimesinde olan her
dizinin bir istatistiksel ileri (geri) kuazi-Cauchy alt dizisi varsa E C X alt kiimesine

istatistiksel yukary (asagi) kompakt denir.

Bu tanima gore, X kiimesininin sonlu her alt kiimesi istatistiksel yukar1 ve agagi
kompakttir. Istatistiksel yukar: kompakt bir kiimenin her alt kiimesi de istatistiksel
yukar1 kompakttir, sonlu sayida istatistiksel yukar:1 kompakt kiimenin birlegimi ista-
tistiksel yukar1 kompakt ve X kiimesinin istatistiksel yukar1 kompakt alt kiimelerinin

keyfi kesigimi istatistiksel yukar1 kompakttir.

Teorem 3.4.13. (X, d) asimetrik metrik uzay olmak tzere bir E C X in ileri biiti-

niuyle sinirl olmasy i¢in gerek ve yeter kosul istatistiksel yukart kompakt olmasidar.

Kanit. E kiimesinin ileri biitiiniiyle sinirh ise istatistiksel yukari kompakt oldugu

agiktir.
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Karsit olarak, elemanlar1 £ kiimesinden alinan her dizinin bir istatistiksel ileri kuazi-
Cauchy dizisinin var oldugunu ve E kiimesinin ileri biitiiniiyle sinirli olmadigini kabul
edelim. Bu durumda F kiimesinin sonlu bir e-ag1 olmayacak sekilde bir ¢ > 0 var-
dir. B (z,e) = S.(x) olmak iizere E nin herhangi bir x; elemanmi alahm. F ileri
biitiiniiyle siirh olmadigindan S.(z;) # E olur, aksi takdirde {x;}, F nin sonlu bir
e-ag1 olurdu. Buradan zy ¢ S.(x7), yani d(x1,22) > ¢ olacak gekilde zo € E var-
dir. O halde, S.(x1) U Sc(xq) # E dir, aksi takdirde {z1, 22} sonlu bir e-ag1 olurdu.
x3 ¢ Sc(x1) U S:(z2) olsun, yani;

d(z1,x3) > € ve d(z2, x3) > € gergeklenir.

Bu sekilde devam ederek;

rn & UM So(z) (n=2,3,..)
yani
d(zi,xg) >e, (i=1,2,...n—1lven=23..) (i<n)

olacak gekilde, elemanlar1 E den alinan bir (z,,) dizisi olugturabiliriz.

Sonug olarak n < m gergekleyen her n,m i¢in d(z,,,) > ¢ oldugundan bu (z,)
dizisinin hi¢ bir istatistiksel ileri kuazi-Cauchy alt dizisi yoktur. Bu celiskiden dolay1

E kiimesi ileri biitiiniiyle sinirhdir. O

Tanim 3.4.14. (X, d) asimetrik metrik uzayimn bir E alt kimesi tzerinde tanimly
bir f fonksiyonuna ejer istatistiksel ileri yakinsak dizileri koruyorsa, yani (x,) dizisi
[ noktasina istatistiksel ileri yakinsak iken (f(x,)) dizisi f(I) noktasina istatistiksel

ilert yakinsak oluyorsa istatistiksel ileri stireklidir denar.

Tanim 3.4.15. (X, d) asimetrik metrik uzayimin bir E alt kiimesi tzerinde tanvmly
bir f fonksiyonuna eger istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizilerini koruyorsa, yani (x,,)
dizisi istatistiksel ileri kuazi-Cauchy iken (f(x,)) dizisi istatistiksel ileri kuazi-Cauchy

oluyorsa istatistiksel yukary streklidir denir.

Teorem 3.4.16. X ve Y asimetrik metrik uzaylar olmak tizere f, X kiimesinden Y
kiimesine tanimiy bir fonksiyon olsun ve X tizerinde ileri yakinsaklhk geri yakinsaklige

gerektirsin. f fonksiyonu istatistiksel yukary siirekli ise istatistiksel ileri streklidir.
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Kanat. f yukar istatistiksel siirekli bir fonksiyon ve (x,,) istatistiksel ileri limiti [ olan

istatistiksel ileri yakinsak bir dizi olsun. Buradan

(1‘1, l,l’g,l, vy Ly l, )

dizisi de [ noktasina istatistiksel ileri yakinsaktir. X {izerinde ileri yakinsaklik geri
yakinsakligi gerektirdiginden bu dizi istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dir. f istatistiksel

yukari siirekli oldugundan

(f(xl)afa)?f(l?)’ f(l)> (RS f(xn)afa)? )

dizisi de istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisidir. Buradan (f(z,)) dizisinin f(/) nok-
tasina istatistiksel ileri yakinsadigr goriiliir. O halde f fonksiyonu istatistiksel ileri
stireklidir. O]

Teorem 3.4.17. f, bir X asimetrik metrik uzayindan bir' Y asimetrik metrik uza-
yina tanimi istatistiksel yukary siirekli bir fonksiyon olsun. Bu durumda, X kimesinin
istatistiksel yukar, kompakt her alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki gorintisi de is-

tatistiksel yukar, kompakttur.

Kanat. f, X kiimesinden Y kiimesine taniml istatistiksel yukari siirekli bir fonksiyon
ve F, X kiimesininin yukari kompakt bir alt kiimesi olsun. Terimleri f(F) kiime-
sindenden alman herhangi bir (y,,) dizisini alalim. Her bir n € N i¢in y,, = f(x,)
olacak sekilde F kiimesinin z,, elemanlar: vardir. £ kiimesi istatistiksel yukar1 kom-
pakt oldugundan (z,) dizisinin bir (fx) = (x,,) istatistiksel ileri kuazi-Cauchy alt
dizisi vardir. f istatistiksel yukar: siirekli oldugundan (f(tx)) = (f(xn,)) istatistiksel
ileri kuazi-Cauchy dizisi olur. Béylece (f(tx)), (f(x,)) dizisinin bir istatistiksel ileri

kuazi-Cauchy alt dizisi olarak bulunmus olur. O]

Sonug 3.4.18. f, bir X asimetrik metrik uzayindan bir Y asimetrik metrik uzayina
tanwmly istatistiksel yukary strekli bir fonksiyon olsun.Bu durumda, X kiimesinin iler:
bitindyle sinarly her alt kiimesinin f fonksiyonu altindaki gorintiisi de iler: biitindyle

swnarldar.

Teorem 3.4.19. (f,), X asimetrik metrik uzayindan Y asimetrik metrik uzayina
tanimly istatistiksel yukary stirekli fonksiyonlar dizisi olsun ve Y dizerinde ileri yakin-
saklik geri yakinsakhge gerektirsin. (f,), [ fonksiyonuna dizgin ileri yakinswyorsa, f

fonksiyonu istatistiksel yukar:y sireklidir.
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Kanit. (x)) terimleri X kiimesinde olan bir istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisi ve
e > 0 olsun. (f,) dizisinin diizgiin ileri yakinsakhgindan ve Y iizerinde ileri yakinsak-

ligin geri yakinsakligi gerektirmesinden, n > N oldugunda her x € X igin

d(f(x), fu(x)) < § ve d(fulz), f(2)) < 3
olacak gekilde bir N € N vardir. fy istatistiksel yukar: siirekli oldugundan

limy oo = | {k <n: d(fn(ar), fn(zre)) =5} =0
gereklenir. Diger taraftan,
{k <n: d(f(zr), florn) > e} ©{k <n: d(f(ar), fx(ar) > 5}
U{k <n: d(fn(an), fn(@ea)) = 53Uk <n: d(fn(zen), [(@re) > 5}
serceklenir. Buradan
limy, o0 5 [{k < nt d(f(zn), fwr41)) > e} |
< limy o0 [{k < 02 d(f (), fv(zk)) 2 5}
im0 o [{k < n d(fn(an), fn(zrea)) > 53
Flimy, o0 [ {E <0t d(fn(zai), f(2511)) > 5} [=04+0+0=0

elde edilir. Yani f fonksiyonu istatistiksel yukar: siireklidir. O

Teorem 3.4.20. Y dizerinde ileri yakinsaklhk geri yakinsaklhge gerektiriyorsa, X uza-
yindan Y uzayina tanimlb istatistiksel yukary sirekli fonksiyonlarin kimesi, X uza-

yindan Y uzayina tanimly fonksiyonlar kiimesinin ileri kapaly bir alt kimesidir.

Kamit. X uzayindan Y uzayina istatistiksel yukar: siirekli fonksiyonlarin kiimesini A
ile gosterelim. f € A" olsun. Bu durumda ileri limiti f olacak sekilde, terimleri A
kiimesinde olan bir (f,,) dizisi vardir. f € A oldugunu gostermek i¢in terimleri X
kiimesinde olan (zy) istatistiksel ileri kuazi-Cauchy dizisini alahm. € > 0 olsun. (f,)
dizisi f fonksiyonuna ileri yakinsadigindan her x € X ve n > N igin d(f(z), fo(z)) <
5 olacak gekilde N € N vardir. fy istatistiksel yukar: siirekli oldugundan

hmnﬁoo% | {k <n: d(fn(zr), fn(Tr)) > %} =0
gerceklenir. Diger taraftan,

{k <n: d(f(a), f(ze)) > e} C {k <n: d(f(z), fv(ar) > 5}
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U{k <n: d(fx(er), fyv(@re)) = 51U {E <n d(fv(@re), f@re) > 5}
gerceklenir. Buradan

limy, oo o [ {k < nt d(f(zn), f(wr41)) > €} |

<limy ooy | {k < d(f(2n), fr(zr) > 5} |

im0 Lk <nc d(fx(zn), fa(zea)) > 5

+limy oo 2 | {k <0t d(fn(@rs), flae)) > £ [=0+0+0=0

elde edilir. Yani f fonksiyonu istatistiksel yukar: stireklidir.

3.5 Asimetrik Metrik Uzaylarda Bir Sabit

Nokta Teoremi

Bu kisimda asimetrik metrik uzaylarda bazi sabit nokta teoremleri verilmistir.

Tamim 3.5.1. (X,d) asimetrik metrik uzay ve T : X — X ileri (geri) stirekli bir
fonksiyon olsun. Eger her x,y € X i¢in

d(Tz,Ty) < ad(z,y) (d(Tz,Ty) < ad(y,z))

olacak sekilde bir 0 < a < 1 sayst varsa T fonksiyonuna bir ileri (geri) bizilme

dontisimai denir.

Asgagida, Banach biiziilme déniigimii prensibinin [19]| de ispatlanmig olan iki farkh

asimetrik versiyonu ifade edilmistir.

Teorem 3.5.2. (X, d) ileri tam asimetrik metrik uzay ve T : X — X ileri biizilme
dontisimi olsun. X dzerinde ileri yakinsakhk geri yakinsakligr gerektirsin. Bu du-

rumda, T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Teorem 3.5.3. (X, d) iler: dizisel kompakt asimetrik uzay ve T : X — X geri bii-

ziilme dondisimi olsun. Bu durumda, T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi asimetrik metrik uzaylarda yeni bir sabit nokta teoremi verelim.

44



Teorem 3.5.4. (X, d) ileri tam asimetrik metrik uzay ve T : X — X ileri sirekli bir
fonksiyon olsun. X dizerinde ileri yakinsaklk gert yakinsakligi gerektirsin. Eger her

x,y € X 1¢in
d(Tz,Ty) < ofd(z, Tx) + d(y,Ty))
olacak sekilde bir 0 < oo < 1/2 sayise varsa, T tek bir sabit noktaya sahiptir.

Kamt. xq € X olmak iizere,
T = T(l’o), Lo = T(JTl) = T2($0), B T(l’n_l) = Tn(l‘o)
olsun.

d(z1,22) = d(T(z0), T(x1)) < ald(zo,T(x0)) + d(xy, T(x1))]
= ald(zg, 1) + d(x1, 22)]

olur. Buradan,

«

d(wy, 1) < - ad(an-rl)
bulunur. Benzer sekilde,
«
d(zz,23) < (7= a)zd(%,xl)
olur. Boyle devam ederek,
Q@
d(£m£n+1) < (1 — Oé)nd<x0’ 931)

elde edilir.

d(xmxn—i-p) < d(xmxn+1) ""d(xn—&—laxn—f—p)
(03 (6%
< (1 — Oé)”d(l‘g, 56'1) + (m)nﬂd(ﬂ?o, ZC1> + ...
(63
..+ (m)nﬁnild(xo,&}l)
(634 (63
< n — )+ p-1
< (1_a) d(xoaxl)[1+(1_a)+ +(1_a) ]
a L, 1= (%)
= g n)
< () d (g, 1) —0 (n — o0)
- To, T1 s n — 0o
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ve boylece
d(zp, Tpyp) = 0 (n — 00)

olur. Bu durumda, (x,,) dizisi ileri Cauchy dizisidir. X ileri tam oldugundan (z,,) dizisi
ileri yakinsaktir. Bu dizinin yakinsadigi nokta x olsun. T ileri siirekli oldugundan
T(z,) Ly T olur. fleri yakinsakligin geri yakinsakligi gerektirmesi nedeniyle limit
tek olacagindan x,, A olur, ve boylece T'(z) = x bulunur. Su halde x noktas1 T’

doniistimiiniin sabit noktasi olur.

Simdi sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. Varsayalim ki x ve y noktalar1 T’

doniisiimiiniin farkl iki sabit noktasi olsun.

ald(z, Tx) + d(y, Ty)]

= old(z,z)+d(y,y)] =0

IN

oldugundan x = y bulunur. Buradan 7" doniistimiiniin tek bir sabit noktaya sahip

oldugu goriiliir. O
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Bolum 4

ASIMETRIK METRIK
UZAYLARDA KOMPAKT
OLMAMA OLCULERI

Bu béliimde asimetrik metrik uzaylarda Kuratowski ve Hausdorff ileri (geri) kompakt

olmama 6lciileri tanimlanarak temel 6zellikleri incelenecektir.

4.1 Tleri ve Geri Kompakt Olmama Olgiileri

Tanim 4.1.1. (X,d) bir ileri tam asimetrik metrik uzay ve B, X kiimesinin ileri

swnarly alt kimelerinin bir ailesi olsun.
¢t : B — [0, +o0]

fonksiyonuna asaqidaki ozellikleri saghyorsa X dzerinde bir ileri kompakt olmama

Ol¢iist denir
(1) (Regiilerlik) ¢ (B) = 0 < B ileri goreceli kompakt kiimedir.
(ii) (Kapams altinda degismezlik) ¢ (B) = ¢*(B*), VB € B
(1i1) (Yary toplamsallik) ¢ (By U By) = max {¢1(By),¢"(Bs)}, VBi, By €B

Tanim 4.1.2. (X, d) bir geri tam asimetrik metrik uzay ve B, X kiimesinin geri

swnarly alt kiimelerinin bir ailest olsun.
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¢~ B — [0, 4+00]

fonksiyonuna asaqidaki ozellikleri saglwyorsa X dizerinde bir geri kompakt olmama

ol¢iisti denir.
(i) (Regiilerlik) ¢~ (B) = 0 < B geri goreceli kompakt kiimedir.
(i) (Kapamis altinda degismezlik) ¢~ (B) = ¢~ (B~), VB c B
(111) (Yar: toplamsallik) ¢~ (By U By) = max{¢~(B1),¢ (B2)}, VBi,B,€B

Ornek 4.1.3. Bir X asimetrik metrik uzaymda

0 , Buleri goreceli kompakt ise,

1, dd

¢*(B) =

olarak tamimlanan fonksiyon bir ileri kompakt olmama 6l¢isiidir.

4.2 Kuratowski Ileri ve Geri Kompakt Olmama
Olciileri

Bu kisimda asimetrik metrik uzaylarda Kuratowski ileri ve geri kompakt olmama

oOlciileri tamimlanarak temel 6zellikleri {izerinde durulacaktir.

Not 4.2.1. Not 3.1.3 te belirtildigi gibi, X bir asimetrik metrik uzay olmak tzere,
d*(z,y) = max {d(x,y),d(y,x)} ile tanimlanan d° bir metrik oldugundan bir A C X

kiimesinin ¢apr, metrik uzaylarda oldugu gibi
Cap(A) = sup{d(z,y) | =,y € A}
bi¢imindedir.
Metrik uzaylarda Cap(A) = Cap(A) esitliginin saglanmasina ragmen bu ozellik,

asimetrik metrik uzaylarda ileri yakinsakligin geri yakinsakligi gerektirmesi duru-

munda gerceklenir.

Onerme 4.2.2. X bir asimetrik metrik uzay olmak iizere A C X olsun. X tizerinde

ileri yakinsakhk geri yakimsakhgu gerektiriyorsa Cap(A) = Cap(AT) olur.
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Kamt. A C A oldugundan Cap(A) < Cap(AT) oldugu aciktir. Bu durumda,
Cap(A+) < Cap(A) oldugunu géstermemiz yeterlidir. Bunun icin A kiimesinin ileri
kapanigindan x ve y noktalarini alalim. A kiimesi i¢inde x noktasina ileri yakinsayan
bir (x,) dizisi ve y noktasina ileri yakinsayan bir (y,) dizisi vardir. X iizerinde ileri
yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirdiginden (y,) dizisi y noktasina geri yakinsar.
e > 0 olsun. Bu durumda Vn > N; igin d(z,z,) < € ve Vn > Ny icin d(y,,y) < €
olacak gekilde N1, Ny € N vardir. N = max {Ny, Ny} segilirse Vn > N igin

d(z,y) < d(z,z,) + d(@n, yn) + d(Yn, y) < 26 + d(2n, yn) < 2¢ + Cap(A)

ve buradan

Cap(A*) < 2¢ + Cap(A)

elde edilir. ¢ > 0 keyfi oldugundan Cap(A*) < Cap(A4) bulunmug olur. O halde
Cap(A) = Cap(A+) elde edilmis olur. O

Cap(A), d° metrigine gore A'min ¢apidir. Genel olarak, bir (X, d) asimetrik metrik
uzaymda bir A C X alt kiimesi d* metrigine gore simirhi ise A ileri (ve geri) sinirhdir
¢iinkii Vo € X ve r > 0 igin Bys(x,e) C BT (x,¢) ve Bys(z,e) C B~ (z,¢) saglanir.

Ancak bunun tersi dogru degildir.

Ornek 4.2.3. X = R dizerinde d(x,y) = max{y —x,0} asimetrik metrigini gézoniine
alalbim. A = (—00,0) C X alt kiimesi ileri sinwrlidir ¢iinki A C B*(0,1) = (—o0, 1)
saglanwr. Buna karsin, Cap(A) = oo olur. Aksi halde, Vz,y € A i¢in d(z,y) < K
olacak gekilde bir K > 0 sayist var olsun. v = —(K +2) € Avey = -1 € A
alimirsa, d(x,y) = K +1 < K c¢eliskisi elde edilir. Ayrica, bu asimetrik metrikte ileri
(geri) yakinsaklik geri (ileri) yakinsakligin gerektirmez. Gergekten, x, = % dizisi i¢in,

T i) 1 ancak z,, 51 olur.

Asagidaki teorem asimetrik metrik uzaylarda ileri ve geri sinirli alt kiimelerin

asimetrik kosullar1 altinda c¢aplarinin sonlu olacagini ifade etmektedir.

Teorem 4.2.4. (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun.

(a) A C X ileri ssnarly ve X tzerinde ileri yakinsaklk geri yakinsaklgu gerektiri-

yorsa, Cap(A) < 0o olur.
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(b) A C X geri ssnarly ve X dizerinde geri yakinsaklik ileri yakinsakligu gerektiri-
yorsa, Cap(A) < 0o olur.

Kanit. (a) A C X ileri siurh ise Ve € X, 36 > 03 A C B*(z,9) olup, X iizerinde
ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirdiginden, Teorem 3.1.12 geregince,

T CTt =Ty
olur. Su halde,
A C B*(z,0) = Bgs(z,0)

olur. Buradan,
a€ A= aec Bt (x,§) = Bgs(z,0)

bulunur. Bu durumda, d(a,z) < d(x,a) < ¢ elde edilir.

Simdi, y, z € A alalim. Bu durumda,
dly,z) < d(xz,y) <0 ve d(z,z) < d(z,z) <9
olur. Buradan,
d(y, 2) < d(y,z) +d(z,2) <26

ve
d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) <20

elde edilir. Dolayisiyla,
Cap(A) = sup d(y,z) < 26

y,zEA

bulunur.

(b) (a) sikkina benzer gekilde gosterilir. O

Sonug 4.2.5. (X, d) bir asimetrik metrik uzay olsun. X ileri (geri) kompakt ve X
tzerinde ileri (geri) yakinsaklik geri (ileri) yakinsakligu gerektiriyorsa Cap(X) < oo

olur.
Kanit. Onerme 3.1.33 ve Teorem 4.2.4 kullamlarak istenen elde edilir. OJ

Metrik uzaylardaki ileri ve geri kompakt olmama 6lgiilerinin tanimlarinda kapanig

altinda degigmezlik 6zelligi gergeklendigi i¢in, agagida verilen Kuratowski ileri (geri)
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kompakt olmama 6lgiistiniin asimetrik metrik uzay tizerinde ileri (geri) yakinsakl-
g geri (ileri) yakisakligi gerektirmesi kosulu altinda tanimlanmasi uygun olacaktir
ciinkii kapanis altinda degismezligin gerceklenmesi icin yukaridaki Onerme 4.2.2'de
ifade edilen esitlige gerek duyulmaktadir. Ayrica Teorem 4.2.4 sayesinde de, ileri (geri)

sinirlt alt kiimelerin ¢aplarinin sonlulugu garanti altina alinmaktadir.

Tanim 4.2.6. X bir asimetrik metrik uzay ve @ C X ilers sinarly bir alt kiime olsun.
X dzerinde ileri yakinsaklhk geri yakinsaklgr gerektirsin. @QQ kimesinin Kuratowsk:

tleri kompakt olmama 6l¢iisti
at(Q) =inf {e > 0: 3S;(ilert sunarly) C X 5 Q C Ui, Si, Cap(S;) <e (1 <i<n)}
olarak tamimlanar.

Yukaridaki tanima gore, X kiimesinin her ileri sinirh ¢) alt kiimesi i¢in

a™(Q) < Cap(Q) < o0
saglanir.

Tanim 4.2.7. X bir asimetrik metrik uzay ve Q C X geri sinwrly bir alt kiime olsun.
X dzerinde geri yakinsaklk ileri yakinsaklgr gerektirsin. @QQ kimesinin Kuratowski

gert kompakt olmama 6l¢iisi
o™ (Q) =inf {e > 0: 3S;(gert suarl) C X 5 Q C Ui, Si, Cap(S;) <e (1 <i<n)}
olarak tamimlanar.

Yukaridaki tanima gore, X kiimesinin her geri sinirli Q) alt kiimesi i¢in
a”(Q) < Qap(Q) < oo
saglanir.

Teorem 4.2.8. Q, Q1 ve Qy; (X, d) ileri tam asimetrik metrik uzayinin ileri sinarly
alt kimeleri olsun ve X dzerinde ileri yakinsaklk geri yakinsakligy gerektirsin. Bu

durumda asagidaki 6zellikler gergeklenir.
(a) (Regiilerlik) o™ (Q) = 0 < Q ileri goreceli kompakt kiimedir,
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(b) (Kapams altinda degismezlik) ot (Q) = a*(Q7),

(c) (Yar toplamsallik) o (Q1 U Q2) = max {a™(Q1), a™(Q2)},
(d) (Monotonluk) Q) C Qy = a(Q1) < a™(Qy),

(¢) o (Q1NQ2) < min{a™(Q1), a™(Q2)}.

Kamt. (a) = :a™(Q)=0=Ve >0, 35,...5, CX 5 QC U, S Cap(S;) <e
olur. Bu durumda () ileri biitiiniiyle sinirhdir. @ ileri tam oldugundan () ileri goreceli
kompakt bulunur.

< : (@ ileri goreceli kompakt ise, X ileri tam oldugundan, @) ileri biitiiniiyle sinirlidir.
Bu durumda, herhangi bir ¢ > 0 i¢in @, ¢apt € dan kii¢iik ya da esit olan sonlu
sayida kiime tarafindan ortiilebilir. € > 0 keyfi oldugundan a*(Q) = 0 bulunur.
(b) ot (Q) < oF(QF) oldugu aciktir. Herhangi bir ¢ > 0 i¢in S;, X kiimesinin

Cap(S;) < e (i =1,2,...,n) kosulunu gergekleyen ileri sinirh alt kiimesi ve

Q C U Si
i=1
olsun. Bu durumda,
n + n
QJF @ U SZ — U S1+
i=1 i=1

olur. X {izerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektirdiginden,

Cap(S;) = Cap(S;™)

saglanir. Buradan,

at(@QF) < a™(Q)
elde edilir. Dolayisiyla,

a™(Q) =a"(QF)
bulunur.
(¢) a™(@Q1) <at(Q1UQ2) ve a™(Q2) <at(Q;UQ:) oldugundan,

max {a(Q1), " (Q2)} < " (Q1UQ2)

olur. Simdi max{a™(Q1),a™(Q2)} = s ve e > 0 olsun. @Q; ve Q2, ¢ap1 s + ¢

sayisindan kii¢iik olan sonlu sayida alt kiime tarafindan ortiiliir. Bu ortiilerin birlegimi
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de @1 U Q3 kiimesinin bir sonlu értiisii olur. O halde a®(Q1UQ2) < s+¢ bulunur.
e keyfi oldugundan a*(Q1 U Q2) < s elde edilir. Buradan,

o (Q1 UQy) = max {@+(Q1)a 04+(Q2)}

bulunur.

(d) at(Qq) =:t = Ve >0, 35,....,5, C X, Cap(S) <t+e(1<k<n)
> Q2 C Uiy Sk
Q1 C Q2 oldugundan, Q1 C J;_;(Sk N Q1), Cap(Sk N Q1) <t + ¢ bulunur. € > 0
keyfi oldugundan ot (@) < t, yani a™(Q1) < at(Q2) elde edilir. (¢) Q1N Q2 C Q4
ve Q1 N Q2 C @y oldugundan, a™(Q1 NQ2) < at(Q1) ve a™(Q1 N Q2) < at(Q2)
olur. Buradan,

ot (Q1NQ2) < min{a™(Q1), 0" (Q2)}
elde edilir. O]

Not 4.2.9. Teorem 4.2.8°de elde edilen sonuclara benzer sonuclar, geri yakinsakligin

ilert yakinsaklhge gerektirmesi durumunda o~ i¢in de gegerlidir.

4.2.1 Genellestirilmis Asimetrik Arzela-Ascoli Teoremi

Bu kisimda, Teorem 4.2.10’da Banach uzaylar igin verilen Genellegtirilmis Arzela-
Ascoli Teoreminin [4, Theorem 2.11| asimetrik metrik uzay versiyonu verilerek kanit-
lanacaktir. (Bkz. Teorem 4.2.11).

Teorem 4.2.10. (Genellestirilmis Arzela-Ascoli Teoremi) X bir Banach uzayi, D C
R™ alt kimesi kompakt ve B C C(D,X) alt kiimesi sinirly ve egsirekli olsun. Bu
durumda

a(B) =sup{a({f(z): feB}): xe€ D}

esitligi saglanar.

Teorem 4.2.11. (Asimetrik Metrik Uzaylarda Genellestirilmis Arzela-Ascoli Teoremi)
(X,dx) ve (Y,dy) ileri kompakt asimetrik metrik uzaylar olmak izere, (Y,dy) iize-
rinde ileri yakinsaklk geri yakinsaklge gerektirsin. Crp(X,Y) kimesi, dy asimetrik
metrigine karsihik gelen p dizgiin asimetrik metrigi ile donatilmas olsun. Bu durumda,

eger F C Cpp(X,Y) alt kiimesi ileri essiirekli ve dy altinda ileri noktasal sinarly ise

at(F) =sup{a™(F(z)): z€ X} (%)
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esitligi saglanar.

Kanat. (x) esitligini kamtlamak igin
at(F) <a™(F(X)) <sup{a™(F(x)): z € X} < a(F)

esitsizliklerinin saglandigin1 gdstermek yeterli olacaktir.

(i) at(F) < a™(F(X)) esitsizligi saglanir. Gergekten, Lemma 3.1.44’'ten F geri es-
siirekli oldugundan, herhangi bir a € X secildiginde her z € X ve her € > 0 i¢in 6yle
bir 4, > 0 sayist vardir ki dy(a,x) < 0, iken her f € F igin dy(f(a), f(z)) < € ve
dy (f(z), f(a)) < € saglamir. X ileri kompakt oldugundan dyle sonlu sayida ay, ..., ay
elemanlart vardir ki X € |, B*(a;,d,,) olur. Bu durumda, = € B*(a;,,,) ise her
f € Figin dy(f(z), f(a;)) < € olur.

Diger taraftan, Kuratowski ileri kompakt olmama 6l¢iisii tanimindan, Sonug 4.2.5
gbzoniine alinarak, ayni € > 0 sayisina karsilik 6yle Vi, ..., V,, C Y alt kiimeleri vardir
ki F(X) C UjL, Vi ve her 1 < j < m igin Cap(V;) < a*(F(X)) + ¢ olur. Burada
Cap(V;) = max {dy(z,y)} < oo bigimindedir.

RIS

J=A{8| B : {l,...k} — {1,...,m}} kiimesini gozoniine alalim. § € J igin
Lg={f€F: f(a;) € Vg } kiimesi tanimlansin. Bu durumda,

FC UﬁeJ Lﬂ

saglanir. Gergekten, f € F olsun. 5 € J ise, her 1 < i < k i¢in 1 < 5(i) < m olur.
F(X) C UL,V ve a; € X oldugundan f(a;) € V() olur. Bu durumda, f € Uge; Ls
bulunur.

f,9 € Lg ise, dyle bir 1 <4 < k sayis1 vardir ki her z € X igin € B} (a;,d,,) ise

dy (f(x), f(a:)) <& ve dy(g(ai), g(x)) <e

olur. Ayrica,
dy (f(a:), 9(ai)) < o™ (F(X)) +¢

oldugundan,

dy (f(x), g(x)) < dy (f(x), f(a:)) + dy (f(ai), 9(ai)) + dy (9(as), 9(x))
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< at(F(X)) + 3¢

olur ve buradan da

at(F) <a™(F(X))+ 3¢

bulunur. € > 0 keyfi oldugundan, istenen elde edilir.

(ii) at(F(X)) < sup{a™(F(z)) : © € X} esitsizligi saglanir. Gergekten, F geri egsii-
rekli ve X ileri kompakt oldugundan, dyle ay, ..., a; € X elemanlar1 ve d,,, ..., 04, > 0
sayilart vardir ki X € I, B*(a;,d,,) olur. Bu durumda, = € Bt (a;d,,) ise her
e > 0 ve her f € F igin dy(f(z), f(a;)) < € olur. Ayrica, her 1 < i < k i¢in
F(a;) ailesinin Qap(Sj(-i)) < ¢ olacak sekilde sonlu bir {gS'j(-i)}}“:1 ortiliigii vardir.
ﬂi)(ai) = S](-i) N F(a;) diyelim. Bu durumda, Kuratowski ileri kompakt olmama
ol¢iisii tanmimindan, her 1 <4 < k i¢in {}";i)(ai)};”:l ailesi, F(a;) kiimesinin

max (Gap(F{" (@)} < a* (F(ai)) + ¢

kosulunu saglayan sonlu bir ortiiliigii olur.

B;; = ]-"j(i)(BJ“(ai, da;)) diyelim. Bu durumda, {B; ;} 1<i<x ailesi F(X) kiimesinin
1<j<m
bir sonlu ortiiliigiidiir. Dahasi, !

Cap(B; ;) = sup{dy (f(2),9(y)) : f,9 € F\", 2,y € B¥(a;,6,,)} < o0

olur.

dy (f(2),9(y)) < dy (f(x), f(ai)) + dy (f(a:), 9(a:)) + dy (g(ai), 9(y))

< dy(f(ai),g(a;)) + 2
oldugundan

Cap(Bi;) < sup{dy(f(a;), g(a;) : f,g € F'} +2e = Cap(F(ay)) + 2¢

gerceklenir. Buradan,

flgl?g}i {Cap(B;;)} < flgl?g}i {Qap(}"j (a;))} +2¢
1<j<m 1<j<m

olur, ve boylece

ot (F(X)) < max{at(F(a;))} + 3¢ <sup{at(F(z)): z€ X} + 3¢

1<i<k
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bulunur. € > 0 keyfi oldugundan, istenen elde edilir.

(iii) sup{at(F(z) : = € X} < af(F) esitsizligi saglanmir. Gergekten, ot (F) < u
olsun. Bu durumda, 6yle sonlu sayida Fi, ..., F, C Crp(X,Y) alt kiimeleri vardir ki
her 1 < ¢ < p igin Cap(F;) < pu ve F C |Ji_, F; olur. Boylece, her z € X igin

Foyc Ut e m)
saglanir. Su halde,

Cap({f(z): feF}) = sup{dy(f(z),9(x)): f.g€Fi}

< sup{sup{dy(f(2),9(2)): z € X}: f,g€Fi}
= sup{p(f,9): f.g€ Fi}
= Cap(F)
< M
bulunur. Buradan, ot (F(z)) < p olur ve dolayisiyla istenen elde edilir. O

4.3 Hausdorff Ileri ve Geri Kompakt Olmama
Olgciileri

Bu kisimda asimetrik metrik uzaylarda Hausdorff ileri ve geri kompakt olmama 6l¢ii-

leri tanimlanarak temel 6zellikleri iizerinde durulacaktir.

Tanim 4.3.1. X bir asimetrik metrik uzay ve Q@ C X ileri stnarly bir alt kiime olsun.
X dizerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakligy gerektirsin. QQ kimesinin Hausdorff iler:

kompakt olmama ol¢iisi
XxTHQ)=inf{e >0: Fay,29,..., 2, € X 52Q C U, B (z;,13),  <e(1<i<n)}

olarak tanimlanar.

Tanim 4.3.2. X bir asimetrik metrik uzay ve Q C X geri sinarly bir alt kiime olsun.
X dizerinde geri yakinsaklik ileri yakinsaklhge gerektirsin. Q) kimesinin Hausdorff geri

kompakt olmama ol¢iisi
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X (Q)=inf{e >0: a1, 29,...,2, € X >5Q CUj_, B (x5,13), i <e (1 <i<n)}

olarak tanimlanar.

Teorem 4.3.3. @), Q1 ve Qo; X ileri tam asimetrik metrik uzayinin ilert sinwrl
alt kiimeleri olsun ve X dzerinde ileri yakinsakhk geri yakinsaklgr gerektirsin. Bu

durumda asagrdaki 6zellikler gergeklenir.

(a) (Regiilerlik) x*(Q) = 0 & Q ileri biitiniiyle sinrhdar,
(b) (Kapams altinda degismezlik) x+(Q) = x*(Q7),
(¢) (Yare toplamsallik) x*(Q1 U Qs) = max {x*(Q1), x"(Q2)},
(d) (Monotonluk) Q1 C Q2 = x*(Q1) < x"(Q2),
(¢) X" (@10 Q2) < min {}"(Q1),x" (C2)}-
Kamt. (a) ve (d) tanimdan agiktir.

(b) Monotonluktan x*(Q) < x*(QT) oldugu aciktir. Simdi & > 0 verilsin.

Q C Uiy BT (zr, x(Q) + 5) olacak sekilde n = n(e) € N ve k = 0,1,..n i¢in

x, € X vardir. Buradan,

T cUB @ @+3) cUB @ (@+2)

k=0 k=0

bulunur. ¢ keyfi oldugundan, y*(QF) < x*(Q) elde edilir.
() xT(Q1) <xT(Q1UQ2) ve xT(Q2) < xT(Q1UQ2) oldugundan,
max {x*(Q1), xT(Q2)} < xT(Q1UQs)

olur. Simdi max {x"(Q1),x"(Q2)} =~ vee > 0 olsun. @Q; ve Qq, v+ ¢ yarigaph
ileri acik yuvarlarin sonlu birlesimleri tarafindan ortiiliir. Bu ortiilerin birlesimi de
Q1 U Qs kiimesinin bir sonlu ortiisii olur. O halde xT(Q1UQ2) <vy+¢ bulunur. e
keyfi oldugundan x™(Q; U Q2) < v elde edilir. Yani

XT(@Q1UQ2) = max {x(Q1),x"(Q2)}

bulunur.

(e) Monotonluk 6zelliginin dogrudan sonucudur. O

57



Ornek 4.3.4. = # 0 i¢in d(z,0) = z ve d(0,z) = 2 olmak iizere, d : Z+ x Z+ — R
astmetrik metrigi
d(z,0) +d(0,y), y# xise,
d(z,y) = ,
0, Y =T 1ise

olarak tanimlansin.

Z* bu asimetrik metrikte ileri kompakt oldugundan x*(Z*) = 0 olur ancak geri
kompakt olmadigandan x=(Z) # 0 olur.

Teorem 4.3.5. (X,d) bir ileri tam asimetrik metrik uzay olsun ve X fzerinde ileri
yakinsaklik geri yakinsaklhgu gerektirsin. ¢+, x* veya o™ olmak izere, ejer {B,}, X
kiimesinin bostan farkh, ileri kapalr ve ileri sinwrly alt kiimelerinin azalan bir dizisi ve

lim, 0o 7 (By,) =0 ise (., By, kiimesi bostan farkly ve ileri kompakttor.

Kanat. (z,), n=1,2,3,... i¢gin z,, € B, olacak gekilde bir dizi olsun.
Cy, = {xr : k> n} olan, kiimelerin azalan bir (C,,) dizisini gozoniine alahm. ¥n € N
i¢in C,, C B, dir. Buradan Vn € N igin
¢+(Cl) - ¢+(Ofn U {xlu L2, X3y .ey xn—l})

= max {¢+<Cn)7 ¢+({$1, L2, X3y -uy xn—l})}

= ¢"(Cp) < ¢ (By)
elde edilir.
lim,, oo 7 (B,) = 0 oldugundan ¢*(C;) = 0 bulunur. Bu durumda {z, : n € N}
kiimesi ileri relatif kompakttir. z, (x,) dizisinin alt dizisinin ileri limiti olsun. Herbir
B,, kiimesi ileri kapali oldugundan her n € Ni¢in = € B,,, yani [\ ~, B, # @ olur. Her
n € Nigin ¢7 (N2, Bn) < ¢7(B,) oldugundan ¢* ()", B,) = 0 olur. Yani ()2, B,

kiimesi ileri kompakt bulunur. O
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Bolum 5

SONUC

Bu galismada ilk olarak asimetrik metrik uzaylarda fonksiyon dizileri ile ilgili baz
sonuglara ulagilmigtir. (X, dx) ve (Y, dy) asimetrik metrik uzaylar olmak tizere, Y ileri
kompakt ve Y {izerinde ileri yakinsaklik geri yakinsakligi gerektiriyorsa X uzayimdan
Y uzayma tamimh fonksiyonlarin bir (f,) dizisinin diizgiin ileri yakisak olmasi igin

gerek ve yeter kosulun diizgiin ileri Cauchy oldugu kanitlanmistir.

Sonrasinda, bir d asimetrigine sahip bir X asimetrik metrik uzayinda ileri (geri) kuazi-
Cauchy dizisi kavramlar1 tanimlanmisg, yukar: ve agagi kompaktlik tanimlar: verilerek
X in bir E alt kiimesinin ileri biitiintiyle sinirli olmasi i¢in gerek ve yeter kogulun
yukar1 kompakt olmasi oldugu elde edilmistir. X iizerinde ileri yakinsakligin geri ya-
kinsakligi gerektirmesi durumunda X asimetrik metrik uzayinin bir £ alt kiimesinden
bir Y asimetrik metrik uzayina tanimh yukari stirekli her f fonksiyonunun ileri siirekli
oldugu ispatlanmigtir. Ayrica, bir X asimetrik metrik uzayinda istatistiksel ileri (geri)
kuazi-Cauchy dizisi kavramlar1 tanimlanmig, istatistiksel yukar:1 ve istatistiksel agagi
kompaktlik tanimlar: verilerek X in bir £ alt kiimesinin ileri biitliniiyle sinirli olmasi
igin gerek ve yeter kosulun istatistiksel yukar1 kompakt oldugu kanitlanmigtir. Son

olarak, asimetrik metrik uzaylarda bir sabit nokta teoremi ifade ve ispat edilmistir.

Ayrica asimetrik metrik uzaylarda ileri kompakt olmama Ol¢iisii, geri kompakt ol-
mama Ol¢iisii, Hausdorff ileri ve geri kompakt olmama Olg¢iileri, Kuratowski ileri ve
geri kompakt olmama oOlgiileri tanimlanarak bunlara ait temel oOzellikler elde edil-
migtir. Son olarak, asimetrik metrik uzaylarda Genellegtirilmis Arzela-Ascoli Teoremi
ifade ve ispat edilmig olup, ardindan Genellegtirilmis Cantor Kesigim Teoremi tipi bir

teorem elde edilmistir.
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