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OZET

Bu tez, oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilarina gére manyetik egrileri,
dogrusal olmayan Schrodinger (NLS) denklemleri ile ilgili {i¢ siifi ve {i¢c donilistimii ve bu
doniistimlerin diferensiyelleri i¢in ii¢ formiilii, Hasimoto yiizeylerinin genellestirilmis fokal

ylizeylerini incelemeyi amaglamaktadir.

Bu calisma yedi boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde calisma hakkinda genel
bir bilgi verilmis ¢alismanin amaclar1 vurgulanmstir. Tkinci béliimde dnceki arastirmalara
dair literatiir arastirmasina yer verilmistir. Uciincii bdliimde temel formlar ve egrilikler,
Oklidyen 3-uzayda oskiilatér, normal ve rektifyen Darboux catilar;, Oklidyen 3-uzayda

Hasimoto yiizeyi ve genellestirilmis fokal ylizeylere dair tanimlara yer verilmistir.

Dérdiincii boliimde Oklidyen 3-uzayda oskiilatdr, normal ve rektifyen Darboux
catilarina gore manyetik egrilerle ilgili tanim ve teoremlere yer verilmistir. Besinci boliimde
oskiilatdr, normal ve rektifyen Darboux catilarina gore NLS denklemi ile ilgili yeni siiflar
ele alinmistir. Altinci bolimde bu catilara goére NLS ile iliskili Hasimoto benzeri
doniisiimlerin diferensiyel formiilleri verilmistir. Yedinci béliimde Oklidyen 3-uzayda
oskiilator, normal ve rektifyen Darboux c¢atilarina goére Hasimoto yiizeylerinin

genellestirilmis fokal ylizeyleri incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Oskiilator Darboux Catisi, Normal Darboux Catisi, Rektifyen Darboux
Catis1, Hasimoto yiizeyi, Genellestirilmis Fokal Yiizeyler, Manyetik Egriler.
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SUMMARY

This thesis aims to investigate magnetic curves according to osculating, normal, and
rectifying Darboux frames, three classes and three transformations related to nonlinear
Schrodinger (NLS) equations and three formulas for the differentials of these

transformations, and the generalized focal surfaces of Hasimoto surfaces.

This study consists of seven chapters. The first chapter provides general information
about the study and emphasizes its objectives. The second chapter includes a literature
review of previous research. The third chapter includes definitions of fundamental forms
and curvatures, osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space, the

Hasimoto surface in Euclidean 3-space, and generalized focal surfaces.

The fourth chapter includes definitions and theorems related to magnetic curves
according to osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space. In the
fifth chapter, new classes related to the NLS equation according to osculating, normal, and
rectifying Darboux frames are discussed. The sixth chapter provides the differential
formulas of Hasimoto-like transformations associated with NLS according to these frames.
The seventh chapter examines the generalized focal surfaces of Hasimoto surfaces

according to osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space.

Key Words: Osculating Darboux Frame, Normal Darboux Frame, Rectifying

Darboux Frame, Hasimoto surface, Generalized Focal Surfaces, Magnetic Curves.
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TESEKKUR

Bu tez calismasinin her asamasinda, zaman methumunu bir kenara birakarak bana yol
gosteren, engin bilgisiyle ufkumu acan ve degerli rehberligiyle bu ¢alismay1 miimkiin kilan
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1. GIRIS VE AMAC

Diferensiyel geometrinin temelini olusturan kavramlar egriler ve yiizeylerdir. Frenet
ve Serret, birbirinden bagimsiz olarak, egri boyunca hareket eden bir par¢acigin kinematik
ozelliklerini belirleyen bir cati insa etmislerdir. Daha sonra Darboux, ylizey iizerindeki
egrilerin ve yiizeyin kendisinin yapisini incelemek ic¢in kullanish bir ara¢ olan Darboux
catisin1 insa etmistir. Darboux ¢atis1 manyetik egrileri analiz etmek i¢in de kullanish bir

aractir.

Yiiklii bir pargacik, bir manyetik alana girdiginde Lorentz kuvveti
Vyy'=2(y)=V x v

etkisi altinda kalarak bir yoriingeye dogru hareket eder ve parcacigin hareket ettigi bu
yoriingeye manyetik egri denir (Barros ve Romero, 2007). Bu c¢alismada amaglarimizdan
biri Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catisina gore lN?O, U ve Y,, normal Darboux
catisina gore En, T ve Y, ve rektifyen Darboux ¢atisina gore li, V' ve Y,—manyetik
egrilerini tanimlamaktir. Ayn1 zamanda oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilarinin
Lorentz kuvvet denklemlerini elde etmektir. Killing manyetik alanlari, 6zellikle 3 boyutlu

uzayda, fiziksel sistemlerin incelenmesinde 6nemli rol oynar.

Barros ve Romero (2007) Killing manyetik akilarin1 girdap filament akilar1 olarak
goriip manyetik yoriingelerin kiibik Schrodinger denkleminin ¢oziimleri olarak soliton
karakterini belirtmek i¢cin Hasimoto doniisiimiinii kullanmiglardir. NLS denklemi ile iligkili
olan yiizeylere Hasimoto yiizeyi denir. Bu ¢alismadaki amaglarimizdan biri de oskiilator
Darboux, normal Darboux ve rektifyen Darboux c¢atilarina gére NLS denklemi ile iliskili
yeni smiflar ve yeni Hasimoto benzeri doniisiimler, ayn1 zamanda oskiilator, normal ve
rektifyen Darboux catilarina gore NLS denklemi ile iligkili Hasimoto benzeri doniisiimlerin
diferensiyelleri i¢in yeni formiiller ve bu catilara gore Hasimoto ylizeylerini elde etmek,
bunlara iliskin Gauss ve ortalama egriliklerini bulmak, bu egrilikler yardimiyla asli
egrilikleri vermek ve bu c¢atilara gore Hasimoto yiizeylerinin genellestirilmis fokal

ylizeylerini sunmaktir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

18. yiizyilda L. Euler ve C. F. Gauss gibi matematikciler yiizeylerin egriligi ve
egrilerin yay uzunlugu gibi temel kavramlar1 sunmuslardir. G. Monge ise yiizeyler teorisine
onemli katkilarda bulunmus ve diferensiyel geometriyi ayr bir disiplin olarak ele almistir.
19.yy baslarinda Gauss yiizeylerin i¢sel geometrisi iizerinde ¢alismis, ylizeyin egriliginin
Olciilebilecek igsel bir Ozellik oldugunu gostermistir. Frenet (1847) ve Serret (1851)
birbirinden bagimsiz olarak gelistirdikleri ve daha sonra bir araya getirilen ¢aligmalar ile bir
egrinin her noktasindaki teget, normal ve binormal vektorleri tanimlayan bir ¢ati ortaya
koymus, egrilik ve burulmayi1 hesaplayarak egrinin uzaydaki seklini anlamak icin bir temel
olusturmusglardir. Daha sonra J.G Darboux 1887-1896 yillar1 arasinda yayimladigr dort
ciltlik ”Théorie générale des surfaces” isimli eserinde yiizeyleri kapsamli bir sekilde ele
almis ve Darboux catisini inga etmistir. Darboux, bu ¢at1 ile bir ylizey {lizerinde bulunan
hareketli bir egrinin ylizeyle olan iligkisini incelemistir. Darboux catis1 birgok matematik¢i
tarafindan calisilmistir. Balakrishan (1994) Oklidiyen 3-uzayda Darboux ¢atisina gére egri
evoliisyonunun birinci smifim elde etmistir. Dogan ve Yayli (2012) Darboux catisini
incelemis, Gauss ve ortalama egriliklerini hesaplamislardir. Bir¢ok matematikgi tarafindan
baska catilar da insa edilmistir. Coquillart (1987) g¢-catiyr tanimlamistir. Ertug Giirbiiz
(2023), {t,u, g} catisia gore dogrusal olmayan NLS denklemiyle iligkili yeni simiflar ve
yeni Hasimoto benzeri doniistimler elde etmis ve bu Hasimoto benzeri doniisiimlerin

diferensiyelleri i¢in yeni formiiller sunmustur.

Frenet-Serret ¢atisina alternatif olarak bir¢ok cat1 gelistirilmistir. Bu ¢atilardan biri
L. R. Bishop (1975) tarafindan gelistirilen alternatif ¢atidir. Bu cat1 Frenet-Serret ¢atisinin
tanimlanamadigt durumlarda (6zellikle egrinin ikinci tlirevinin sifir oldugu hallerde)
herhangi bir uzay egrisini analiz edebilmesi anlaminda 6nemlidir. Yilmaz ve Turgut (2010)
tarafindan 2. tip Bishop catis1 olusturulmustur. Soliman vd. (2019) 3. tip Bishop catisin
olusturarak bu cat1 ile zamana gore egri evoliisyonunu incelemislerdir. Alkan vd. (2024),
Darboux catisin1 temel alan oskiilatér Darboux, normal Darboux ve rektifyen Darboux

catilarini incelemislerdir.

Matematik ve fizikte 6zel bir dalga tiiriinii ifade eden solitonlar ve uzay egrileri
arasindaki iligkiler fiziksel anlamda genis bir uygulama alanina sahip olduklarindan bir¢ok
matematik¢i bu konular iizerinde caligmistir. Hasimoto (1971) bir girdap filament

hareketini ve bunun elastikler ile olan iliskisini incelemistir. Hasimoto (1972) kendi ad1



verilen asagidaki Hasimoto doniigiimii
1/} _ :‘i@ides

yardimiyla vorteks filament denkleminin, dogrusal olmayan Schrédinger (NLS) denklemine

2
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karsilik geldigini gostermistir. Langer ve Perline (1990), egriler iizerinde integrallanebilir
akilar1 ve Hasimoto ddniisiimiinii incelemislerdir. Nassar vd. (2012) Oklidyen 3-uzayda
Frenet catisina gore Hasimoto yiizeylerini incelemislerdir. Ertug Giirbiiz (2018a), (2018b)
Oklidyen ve Minkowski 3-uzaylarinda Darboux catisina gore egri evoliisyonunun NLS ile
iligkili i¢ smifim1 elde etmis ve {ic geometrik fazi incelemistir. Ertug Giirbliz ve Yoon
(2020) Minkowski uzayinda bir Frenet ¢atisina karsilik gelen ikinci ve ticlincli sinif egri
evollisyonlar1 i¢cin Hasimoto yiizeylerini incelemislerdir. Elzawy (2021) Hasimoto
ylzeylerini Galilean uzayda analiz etmistir. Elsharkawy (2024) ii¢ boyutlu Minkowski
uzayinda Hasimoto yiizeylerinin esbi¢cimli geometrisini inceleyerek bu yiizeylere 6zgii
geometrik Ozellikleri, 6zellikle Gauss ve ortalama esbicimli egriliklerini analiz etmistir.
Abdel-aziz vd. (2024) Minkowski uzayinda bir timelike Hasimoto yiizeyinin temel form
katsayilarindan evoliisyon denklemlerini tanitmis, q-egri kullanarak ti¢ tip Hasimoto ylizeyi

sunmuslardir.

Manyetik egriler matematikte ve fizikte bir ¢ok uygulama alanina sahiptit. Manyetik
egriler, bir manyetik alanin etkisi altinda hareket eden yiiklii bir pargacigin ydriingesini
temsil eder ve Lorentz kuvvet denklemini saglar. Bagka bir deyisle, bir yiiklii par¢acik bir
manyetik alanin etkisi altina girdiginde Lorentz kuvveti aciga cikar ve bu etkiyle yiiklii
par¢acitk bu manyetik alan igerisinde bir yoriingede ilerlemeye baglar. Bu yoriingeye
manyetik egri ad1 verilir. Barros ve Romero (2007) manyetik alanlar i¢indeki girdap benzeri
yapilan fiziksel ve geometrik agidan ayrintili olarak analiz etmislerdir. Romaniuc ve
Munteanu (2011) Oklidiyen 3-uzayda Killing manyetik alanlara karsilik gelen manyetik
egrileri incelemislerdir. Ozdemir vd. (2019) ayn1 manyetik alan gizgilerini ve manyetik
egrileri paylasan ylizey aileleri i¢in parametrik bir gésterim elde etmis, bu yiizeylerle iligkili
olarak hareket eden yliklii pargaciklarin yoriingelerini aragtirmiglardir. Ertug Giirbiiz (2021)
Oklidiyen 3-uzayda Darboux catismna gore elektrik alanimin varyasyonu yardimiyla
manyetik egrileri incelemistir. Ertug Giirbiiz (2024) lightlike ve timelike yiizeyler {izerinde

Darboux catilar1 i¢in manyetik egrileri incelemistir.

Fokal yiizeyler genel olarak ses, 151k ve diger dalga tiirlerinin yansimasi veya
kirilmast sonucu yogunlastig1 noktalarin geometrik yeri olarak tanimlanabilir. Bu baglamda

fokal ylizeyler hem teorik anlamda genis bir ¢alisma alani sunmakta hem de uygulama



anlaminda optik, akustik ve radar sistemleri gibi ¢esitli mithendislik disiplinlerinde 6nemli
yer tutmaktadir. Hagen vd. (1991) fokal yiizeylerin dogrularin kongriianslar1 olarak
anlasilmas1 prensibini kullanarak, bunu goriintiileme alaninda ilk kez kullanmislardir.
Hagen ve Hahmann (1992) genellestirilmis fokal yiizeyleri yiizeyleri analizetmislerdir.
Ozdemir (2008) E" n-boyutlu Oklidiyen uzayda fokal egriler ve yiizeyleri siniflandirmustr.
Simsek (2016) fokal yiizeyleri Lorentz-Minkowski uzayinda ele almistir. Kisi vd. (2020)
Galilean 3-uzaymda yeni bir tip fokal yiizey elde etmislerdir. Eren vd. (2022) girdap
filament akilarinin fokal yiizeylerini incelemis ve bu akilar ile bunlarin fokal ylizeylerini
karsilastirarak yeni karakterizasyonlar elde etmislerdir. Giiler (2022) verilen bir parametrik
ylizeyin offset ylizeyinin fokal yiizeyleri ile yiizeyin geometrisi arasindaki iligkileri
incelemistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, calismada faydalanilan ve calismanin temelini olusturan tanim ve

teoremlere yer verilmistir.

3.1. [E3 Uzayinda Temel Formlar ve Egrilikler

Diferensiyel geometride, yiizeylerin i¢sel ve digsal geometrik 6zelliklerini tanimlamak igin
birinci ve ikinci temel formlardan faydalanilir. Birinci temel form yiizeyin igsel
geometrisini yani yiizeyin kendi iizerinde Olclilen uzunluklari, agilar1 tanimlamak icin
kullanilirken ikinci temel form ylizeyin egrilik, burulma gibi digsal 6zelliklerini tanimlamak
ve yiizeyi siiflandirmak i¢in kullanilir. Bu kisimda birinci ve ikinci temel form ile ilgili

tanimlara yer verilmistir.

3-boyutlu standart reel vektdor uzayr R? ile birlestirilmis R?® afin uzayinda

1 = (z1,79,23) ve y = (y1, Yo, y3) vektorler olmak iizere Oklid i¢ garpimi

(V:R¥*xR* =R

(l’,y) — <(L’,y> = szyz

bigiminde tanimlanir. Béylece R? afin uzay1 3-boyutlu Oklid uzayi olur ve IE? ile gosterilir
(Hacisalihoglu, 1983).

a(s) : I € R — E3 egrisi a(s) = (ai(s),as(s), as(s)) parametrizasyonuyla
verilsin. ||a/(s)|| = 1 iken bu egri (I, @) koordinat komsulugu i¢in birim hizli egri olarak
ifade edilir. Boyle olunca s, yay parametresi adin1 alir. Her s € [a, ] i¢in o/(s) # 0 ise «

egrisi diizenli (regiiler) egri olarak adlandirilir (Hacisalihoglu, 1998).

Bir koordinat yamasi X : D — R3, R?nin agik bir alt kiimesi olan D den R? e giden
birebir ve diizgiin bir doniistimdiir (O’Neill, 1996).

E? uzayinda bir M yiizeyi h(s,u) = (d(s,u),e(s,u), f(s,u)) bigiminde verilmis
olsun. Burada diferensiyellenebilir d, e, f fonksiyonlarina A ’nin koordinat fonksiyonlar1

denir. Birinci ve ikinci temel formun katsayilar1 asagidaki gibi verilir

E= <hghs> F= <hgh,> G= <hyh,> (3.1)



l= <hg,N> m= <hg, N> n= <h,,, N> (3.2)
Burada h h
X
N=__*=*"1%_ (3.3)
| hs X hy ||

ylizeyin birim normal vektor alanidir. (3.1), (3.2) denklemleri kullanilarak yiizeyin 7. ve I 1.
temel formlar1 sirasiyla
I = FEds*+ 2Fdsdu + Gdu? 3.4)

I = 1ds? + 2mdsdu + ndu? (3.5)
seklinde verilir (Gray, 1975; Lopez, 2008)

[E? uzayinda M yiizeyinin Ortalama ve Gaus egrilikleri sirasiyla

_ En+Gl—-2Fm

¢ 2(EG — F?) (3.6)
In —m?

bi¢iminde verilir (Shifrin, 2008).

X : D — FE? regiiler bir yama olsun. X'in asli egrilikleri k; ve ko asagidaki bigimde
verilir (Hacisalihoglu, 2000).
kih=H+VH?>-K (3.8)

ko= H—-VH? - K (3.9)

3.2. [’ Uzayinda Oskiilator, Normal ve Rektifyen

Darboux Catilari

a(s) : I € R — T3 egrisi M iizerinde s yay uzunluguna sahip birim hizli bir egri olsun. «
egrisinin Frenet ¢atis1 {7T', N, B} ile gosterilirse Frenet tiirev formiilleri asagidaki gibi verilir
(Do Carmo, 1976)

T = kN
N = —kT+71B (3.10)
B = —7N

Burada « egrilik, 7 burulmay1 géstermektedir ve 7', N ve B sirasiyla o egrisinin birim teget,
asli normal ve binormal vektorleridir. Diger taraftan, o egrisi bir ylizey egrisi oldugundan,
Darboux ¢atisi olarak adlandirilan baska bir ortonormal ¢atiya sahiptir ve bu ¢at1 {7",V, U}
ile gosterilir; burada 7" egrinin birim tegeti, U egri boyunca M yiizeyinin birim normali ve

V = U x T ile tanimlanan bir birim vektordiir. Birim teget vektorii 7' nin hem Frenet catist



hem de Darboux catis1 i¢gin ortak oldugu gercegi gozoniine alinarak bu ¢atilar arasindaki iligki
asagidaki gibi verilebilir (O’Neill, 1966):

T 1 0 0 T
V1i=1|10 cosf sinf N (3.11)
U 0 —sinf cosf B

Burada 6 agis1 V' ve N vektorleri arasindaki agidir. &, k4 ve 7, sirasiyla o egrisinin normal
egrilik, geodezik egrilik ve geodezik burulmasi olmak {izere « egrisinin Darboux cati tiirev
formiilleri asagidaki gibi verilir (O’Neill, 1966):

T 0 Kg Kn T
Vil=|-r 0 7 % (3.12)
U’ —kp —Tg 0 U

Bu egrilikler ile x ve 7 arasindaki iligski asagidaki gibidir:

kg = Kcosl
Kk, = ksind (3.13)
g = T+ Z—z

Yonlendirilmis bir M yiizeyinde Darboux catist {7',V, U} olan birim hizli bir egri igin
oskiilator Darboux vektdr alani, normal Darboux vektor alani ve rektifyen Darboux vektor

alani sirasiyla su sekilde tanimlanir (Hananoi vd., 2015).

D, = 74(s)T(s) — kn(s)V(s)
D, = —rn(s)V(s )"’"’fg( )U(s) (3.14)
D, = 14(s)T(s) + rg(s)U(s)

a(s) : I € R — M egrisi M lizerinde birim hizli bir yiizey egrisi {7, V, U} Darboux
catistyla verilmis olsun. «,,, k, ve 7, , o egrisinin egrilikleri ve D, = 7,(s)T(s) — kn(s)V (s)
oskiilator Darboux vektor olmak {izere asagidaki egitlik saglanir (Alkan vd., 2024 ).
~ D, n
D0<S) — (S) — Tg(S) T(S) o K (8)

HDO(S)H T;(s) + /{%(S) TQQ(S) + m%(s)

V(s)  3.15)

D, vektérii T ve V tarafindan gerilen uzayda oldugu icin D, ve U vektdrleri birbirine
diktir. Boylece D, L U olur. Dolayisiyla Y, = D, x U birim vektorii tanimlanabilir.
Agikca anlasilabilir ki 50, U ve Y, vektorleri birbirine dik olan birim vektorlerdir. Boylece
bu vektorler kullanilarak yiizey lizerinde « egrisi boyunca yeni bir ortonormal ¢ati inga
edilebilir. {IN)O, U,YO} vektorleriyle kurulan bu ¢atiya oskiilator Darboux catisi denir. «
egrisinin oskiilatdr Darboux catisi su sekilde tanimlanir (Alkan vd., 2024 ).

/

‘50 - _501/;
U= Y, (3.16)
YO/ = (50150 — u,U



Burada 6, = (E)'(KZ?TQ) + kg Vel = /K2 + 72 dir.

Kn

a(s) : I € R — M egrisi M fiizerinde birim hizh bir yiizey egrisi {7, V,U}

Darboux c¢atisiyla verilmis olsun. x,, k, ve 7, , « egrisinin egrilikleri ve
D, = —ku(s)V(s) + k4(s)U(s) normal Darboux vektor olmak iizere asagidaki esitlik
saglanir (Alkan vd., 2024 ).
~ Dn — I
" \/Fa(s) + K (s) \/Fa(s) + R (s)

D,, vektorii U ve V tarafindan gerilen uzayda oldugu i¢in D, ve T vektorleri birbirine
diktir. Boylece D, L T olur. Dolayisiyla Y,, = D,, x T birim vektorii tanimlanabilir.
Acikca anlasilabilir ki lN)n, T ve Y, vektorleri birbirine dik olan birim vektorlerdir. Boylece
bu vektorler kullanilarak yiizey ilizerinde « egrisi boyunca yeni bir ortonormal cat1 insa
edilebilir. {15n,T, Yn} vektorleriyle kurulan bu g¢atiya normal Darboux cati denir. «

egrisinin normal Darboux catisi su sekilde tanimlanir (Alkan vd., 2024 )

D, = —6,Y,
T = wY, (3.18)
Y, = 6,Dp— T

2

/ R .
Burada 6,, = (@) (5—L=) + 7y Ve i = /K2 + K2 dir.

2 2
Kg~ Ky 1 Ky

a(s) : I € R — M egrisi M tizerinde birim hizl bir yiizey egrisi {7, V, U } Darboux
catistyla verilmis olsun. s, k4 ve 7, , a egrisinin egrilikleri ve D, = 7,(s)T'(s) + k4(s)U(s)

rektifyen Darboux vektor olmak ilizere asagidaki esitlik saglanir (Alkan vd., 2024 )

— _ s Kg(s) s
Dels) = 1pam = mg(s)+Tg(S)T(>+ mg(s)wg(s)U() (3.19)

D, vektorii T ve U tarafindan gerilen uzayda oldugu i¢in D, ve V vektorleri birbirine dikir.
Dolayisiyla Y, = ﬁ,. x V' birim vektori tanimlanabilir. Ac¢ik¢a anlasilabilir ki ET, V ve
Y, vektorleri birbirine dik olan birim vektorlerdir. Boylece bu vektorler kullanilarak ylizey
izerinde « egrisi boyunca yeni bir ortonormal ¢at1 insa edilebilir. {5,,, V, Yr} vektorleriyle
kurulan bu ¢atiya rektifyen Darboux ¢at1 denir. « egrisinin rektifyen Darboux ¢atisi su sekilde
tanimlanir (Alkan vd., 2024 )

E; = _57‘Yr
Vo= uY, (3.20)
Y;/ = (5,11 — .V



H2

) (5—2=) — kn ve pp = /K2 + 72 dir.

2 2
Kg Ky +Tg

Tg

Burada 6, = (

3.3. [E? Uzayinda Hasimoto Yiizeyi ve Genellestirilmis

Fokal Yiizeyler
Bir girdap filamentinin konum vektorii = r(s, t) olsun.
T =17Ts X Tgg (3.21)

denklemi Betchov- Da Rios veya girdap filament denklemi olarak adlandirilir. Sekil
degisikligi icermeyen belirli bu tiir girdap hareketlerinin, Dogrusal Olmayan Schrodinger
(NLS) denkleminin hareketli dalga ¢oziimlerine karsilik geldigi Hasimoto (1971) tarafindan
verilmistir. NLS denklemiyle iliskili soliton yiizeyine NLS yiizeyi veya Hasimoto ylizeyi

denir.

Fokal ylizeyler dogru kongriianslar1 alaninda bilinmektedir. Dogru kongriianslar1 bir
ucaktaki basing ve 1s1 dagilimini, sicaklifi, yagislari, atmosferdeki ozonu vb.
gorsellestirmek icin kullanilabilir. Ancak burada fokal yiizeyler, ylizeyin daha fazla
islenmesinden Once, yiizeyin kalitesini analiz etmek icin bir ylizey sorgulama araci olarak

kullanilmaktadir.

E(s,t) birim vektorlerin kiimesi verildiginde bir dogru kongriiansi parametrik olarak
su sekilde tanimlanir:
C(s,t,2) = X(s,t) + zE(s,t) (3.22)

Her (s,t) cifti icin (3.22) ifadesi kongriiansin bir dogrusudur ve bu sebeple C
kongriiansinin iireteci olarak adlandirilir. Burada z parametresi X iizerindeki noktaya
karsilik gelen isaretli uzakliktir. C' nin her bir iiretecinin iizerinde iki 6zel (gercel, sanal,
birim) nokta vardir. Bu noktalar fokal noktalar olarak adlandirilir. Bu noktalar iireteglerin
oskiilator noktalaridir. Bu sebeple fokal yiizey fokal noktalarin geometrik yeridir. Genel
olarak fokal yiizeyler iki kisimdan olusur (Hagen, 1992).

X (s,t) yiizeyi E? uzayinda bir yiizey ve N(s,t) bu yiizeyin normal vektor alani
olsun. Bu durumda X (s,t) yiizeyinin fokal yiizeyi parametrik olarak su sekilde verilir
(Hagen, 1991)

Cls.t) = X(5.6) + kl (5.6),0 = 1,2 (3.23)

Burada k; ve ks ylizeyin asli egrilikleridir (Hagen, 1991).
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4. E? UZAYINDA OSKULATOR, NORMAL VE
REKTIFYEN DARBOUX CATILARINA GORE
MANYETIK EGRILER

Bu béliimde Oklidyen 3-uzayda oskiilatdr, normal ve rektifyen Darboux ¢atilarina

gore manyetik egriler ve Lorentz kuvvet denklemleri incelenecektir.

4.1. [E’ Uzayinda Oskiilator Darboux Catisina Gore
Manyetik Egriler

Bu kesimde, oskiilator Darboux ¢atisina gore 50, U ve Y, manyetik egriler incelenecektir.
[E? uzayinda oskiilator Darboux ¢atisina gore 5O—Manyetik Egriler

Tamim 4.1: v : [ — FE? egrisi, oskiilator Darboux catisina gore bir egri olsun. Eger

50 vektor alam, E® uzayinda oskiilatér Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V., Dy=®(D,) =X x D, (4.1)

saglarsa, bu durumda ~y egrisine oskiilator Darboux ¢atisina gore Eo—manyetik egri denir.

Teorem 4.1: v : I — I3 egrisi, oskiilator Darboux ¢atisina gore birim hizli bir

D,—manyetik egri olsun. Bu durumda, oskiilator Darboux catisina gore Lorentz kuvvet

denklemleri agagidaki gibi elde edilir:

®(D,) 0 0 —d || Do
dU) =10 0 @, U (4.2)
‘P(YO) do —TWor 0 Y,

Burada , w,; = (®(U),Y,) bigiminde tanimlanan bir fonksiyondur.
Ispat: v : I — 3 egrisi, Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux ¢atisina gore birim
hizli bir Bo—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.1) yardimiyla
V. Dy=®(D,) = —8,Y, (4.3)

dir. Ayn1 zamanda
®(U) € Span{D,,U,Y,}



oldugundan
®<U) :polDo + poQU + po3Y;)

dir. (4.3) ve (4.4) denklemleri kullanilarak,
por = (@(U).D,) = = (®(D,).U ) =0
Po2 = (2(U),U) =0
Po3 = (2(U),Yo) = w1
elde edilir. (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) kullanilarak,
q’(U) =Y,

bulunur. Benzer olarak,
O(Y,) € Span{D,, U, Y}

oldugundan
q)(Y:)) :qolDo + QO2U + QO?)Y:)

dir. (4.3) ve (4.9) denklemleri kullanilarak
do1 = <(I)(Y:))750> i <(I>(ﬁo)aY;J> = 50
QOQ = <(I)(}/;)7U> = - <q)<U)7}/O> = —Wo1
do3 = (P(Y,),Y5) =0

elde edilir. (4.3), (4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12) denklemleri kullanilarak,

®(Y,) =6,D, — w1 U

11

(4.4)

(4.5)

(4.6)

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)

(4.13)

bulunur. Boylece (4.3), (4.8) ve (4.13) denklemleri yardimiyla X} vektor alani ve (4.2) elde

edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
Xl = 50U + wolﬁo

dir.

[E? uzayinda oskiilator Darboux ¢atisina gore U —Manyetik Egriler

Tamim 4.2: v : [ — E? egrisi, oskiilator Darboux catisina gore bir egri olsun. Eger

U vektor alam, E3 uzayinda oskiilatér Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet

denklemini
VV/UZCID(U):XZ x U

(4.14)

saglarsa, bu durumda ~y egrisine oskiilator Darboux ¢atisina gére U —manyetik egri denir.
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Teorem 4.2: v : I — I3 egrisi, oskiilator Darboux catisina gore birim hizli bir
U—manyetik egri olsun. Bu durumda, oskiilatér Darboux catisina gére Lorentz kuvvet

asagidaki gibi elde edilir:

o(D,) 0 0 we || D,
oU) |=| 0 0 U (4.15)
o(Y,) —wWe2 —po 0 Y,

Burada , w,, = <<P(1N)O),YO> bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E? egrisi, Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux ¢atisina gore birim
hizl1 bir U —manyetik egri olsun. Bu durumda (4.14) yardimiyla,

V., U=0(U) =poY, (4.16)
dir. Ayn1 zamanda
@(50) € Span{ﬁo, U, Yy}

oldugundan

(I)<Do) :rolﬁo + TOQU + 7“03}/;) (417)
dir. (4.16) ve (4.17) kullanilarak,

For = <c1>(50),f)0> ~0 (4.18)
ro = (®(Do)U) = = (®(U).D,) = = (Yo Do) = 0 (4.19)
rog = <<1>(EO),YO> — (4.20)

elde edilir. (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) ve (4.20) kullanilarak,

&(D,) =Y, @.21)

bulunur. Benzer olarak,

d(Y,) € Span{ﬁo, U, Yy}

oldugundan
O(Y,) =vo1 Dy + 052U + 055, (4.22)

dir. (4.16) ve (4.22) denklemleri kullanilarak

vor = (@(Y).D5) = = (®(D,).Yo ) = ~0o (4.23)
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Voz = (P(Y),U) = —(@(U),Yo) = — (10Yo,Ys) = —pio (4.24)
Uog = (@(Y5),Y,) = 0 (4.25)
elde edilir. (4.16), (4.22), (4.23), (4.24) ve (4.25) kullanilarak,

®(Y,) = — w2 Dy — p1U (4.26)

bulunur. Boylece (4.26), (4.21) ve (4.26) denklemleri yardimiyla X, vektor alan1 ve (4.15)
elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada

Xy = Moﬁo — we2U.

[E? uzayinda oskiilator Darboux ¢atisina gore Y,—Manyetik Egriler

Tamim 4.3: v : I — E? egrisi, oskiilator Darboux catisina gore bir egri olsun. Eger
Y, vektor alani, E® uzayinda oskiilatér Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V., Y,=®(Y,) =X; x Y, = 66D, — ptoU 4.27)

saglarsa, bu durumda ~y egrisine oskiilator Darboux ¢atisina gére Y,—manyetik egri denir.

Teorem 4.3: v : [ — [E3 egrisi, oskiilator Darboux ¢atisina gore birim hizli bir
Y,—manyetik egri olsun. Bu durumda, oskiilatér Darboux c¢atisinin Lorentz kuvvet

denklemleri agagidaki gibi elde edilir:

®(D,) 0 w3 —do D,
dU) | =] —@as 0 po U (4.28)
o(Y5) do —lo 0 Y,

Burada, w,; = <<I>(50),U > bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E3 egrisi, Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux gatisina gore birim
hizl1 bir Y,—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.27) yardimuyla,

V., Yy=®(Y,) =60D, — polU (4.29)

dir. Ayni zamanda
®(D,) € Span{D,,U,Y,}

oldugundan
®(D,) =Yo1 Do + Yo2U + Y3 Yo (4.30)

dir. (4.29) ve (4.30) kullanilarak,

Yo1 = <¢(5o),5o> =0 4.31)
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Yoz = <<1>(50),U> — @y (4.32)

Yo3 = <q)(ﬁo>7}/;3> = - <q)(}/;)750> = - <§OBO - ,uOU7ZjO> = _(50 (433)
elde edilir. (4.29),(4.30), (4.31),(4.32) ve (4.33) kullanilarak,

(I)(Do) =we3lU — 50}/0 (434)
elde edilir. Benzer olarak,
®(U) € Span{D,, U, Y,}

oldugundan
(I)(U) :Zolﬁo + ZO2U + Zo3Yvo (435)

dir. (4.29) ve (4.35) denklemleri kullanilarak

2t = (®(U),D,) = = (¥(D)U) = ~0s (4.36)
Zop = (D(U),U) = 0 (4.37)
20 = ((U).Yo) = = (@(Y).U) = — (8D, = 1ol U ) = (4.38)

elde edilir. (4.29), (4.35),(4.36), (4.37) ve (4.38) denklemleri kullanilarak,
O(U) = ~wo3 Dy + 1Y, (4.39)

bulunur. Boylece (4.29), (4.34) ve (4.39) denklemleri yardimiyla X3 vektor alanit ve (4.28)

elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
X3 = ,uoﬁo + 6OU + wo3YZ)

dir.

4.2. [E’Uzaymnda Normal Darboux Catisina Gore
Manyetik Egriler

Bu kesimde, normal Darboux ¢atisina gore l~)n, T ve Y, —manyetik egriler incelenecektir.
[E? uzayinda normal Darboux catisina gore 5n—Manyetik Egriler

Tamim 4.4:  : I — [E3 egrisi, normal Darboux ¢atisina gore bir egri olsun. Eger D,
vektor alani, E® uzayinda normal Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V., Du=®(D,) =), x D, (4.40)
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saglarsa bu durumda v egrisine normal Darboux ¢atisina gore ﬁn—manyetik egri denir.

Teorem 4.4: v : I — T3 egrisi, normal Darboux catisina gore birim hizli bir

D, —manyetik egri olsun. Bu durumda, normal Darboux catisina gore Lorentz kuvvet

denklemleri agagidaki gibi elde edilir:

®(D,,) 0 0 =0, D,
®T) | =10 0 wn T (4.41)
@(Yn> (sn _wnl O Yn

Burada , w,; = (®(7),Y,,) bi¢giminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E3 egrisi, Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore birim

hizli bir 5n—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.40) yardimiyla,
V., D,=®(D,) = —4,Y, (4.42)

dir. Ayni zamanda
®(T,,) € Span{D,, T, Y,}

oldugundan

dir. (4.42) ve (4.43) denklemleri kullanilarak,

Po1 = <<I>(T),ﬁn> _ <<I>(f)n),T> ~0 (4.44)
Pn2 = (®(T),T) =0 (4.45)
s = (B(T),Y,)) = s (4.46)

elde edilir. (4.42), (4.43),(4.44), (4.45) ve (4.46) kullanilarak,
O(T) =w, Y, (4.47)
elde edilir. Benzer olarak,
®(Y,) € Span{D,,T,Y,}

oldugundan

dir. (4.42) ve (4.48) denklemleri kullanilarak

ot = <<I>(Yn),Dn> — <<1>(Z5n),yn> — 5, (4.49)

qn2 = <(I>(Yn)>T> = = <(I)(T)7Yn> = —Whn1 (450)
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elde edilir. (4.42), (4.48),(4.49), (4.50) ve (4.51) denklemleri kullanilarak,
®(Y,) =0,D,, — wm T (4.52)

bulunur. Boylece (4.42), (4.47) ve (4.52) denklemleri yardimiyla )); vektor alani ve (4.41)

elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
yl = 5nT + wnlﬁn

dir.
E? uzayinda normal Darboux ¢atisina gore 7'—Manyetik Egriler

Tamim 4.5: v : I — E3 egrisi, normal Darboux ¢atisina gore bir egri olsun. Eger T
vektér alami, E® uzaymmda normal Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V T=0(T) =Y, x T (4.53)

saglarsa, bu durumda ~y egrisine normal Darboux ¢atisina gore 7'—manyetik egri denir.

Teorem 4.5: v : I — I3 egrisi, normal Darboux catisina gore birim hizl bir
T'—manyetik egri olsun. Bu durumda, normal Darboux c¢atisina gore Lorentz kuvvet

denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

®(D,,) 0 0 w@u | [ D
oT) |=| 0 0 T (4.54)
o(Y,) —Wp2 —fn 0 Y,

Burada, w,,, = <<I>(Z5n)7Yn> bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E? egrisi, Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atisina gore birim
hizl1 bir T'—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.53) yardimiyla,

Vo, T=3(T) =p1,Y,, (4.55)

dir. Ayn1 zamanda
®(D,) € Span{D,,T,Y,}

oldugundan
®(D,) =rp1 Dy + oo T + 103y, (4.56)

dir. (4.55) ve (4.56) denklemleri kullanilarak,

Foyp = <q>(z~)n),z~)n> —0 (4.57)



17

Foz = <<1>(f)n),T> — <<I>(T),Dn> — <unYn,l~)n> —0 (4.58)

elde edilir. (4.55), (4.56),(4.57), (4.58) ve (4.59) kullanilarak,

O(D,,) =wsY, (4.60)
elde edilir. Benzer olarak,
d(Y,) € Span{ﬁn, T,Y,}

oldugundan
O(Y,) =vp1 Dy, + vnoT + vnsY,, (4.61)

dir. (4.55) ve (4.61) denklemleri kullanilarak

Uny = <<I>(Yn),l~)n> — <<I>(5n),Yn> L _ i (4.62)
Un2 = <(I)(Yn)aT> = — <<I>(T>7Yn> = <:unYn7Yn> = —Hn (4.63)
g = (B(Y,),Y,) =0 (4.64)

elde edilir. (4.55), (4.61),(4.62), (4.63) ve (4.64) denklemleri kullanilarak,
O(Y,) = — @2 Dy — T (4.65)

bulunur. Bdylece (4.55), (4.60) ve (4.65) denklemleri yardimiyla ), vektor alani ve (4.54)

elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
y2 - ,Umﬁn - anT-

[E? uzayinda normal Darboux catisina gore Y,, —Manyetik Egriler

Tamim 4.6: y : [ — E? egrisi, normal Darboux ¢atisina gore bir egri olsun. Eger Y,
vektor alani, E® uzayinda normal Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V., Y,=®(Y,) =Vs X Y, = 6,Dp, — T (4.66)

saglarsa, bu durumda ~y egrisine normal Darboux ¢atisina gére Y,, —manyetik egri denir.
Teorem 4.7: v : I — IE3 egrisi, normal Darboux catisina gore birim hizlh bir

Y, —manyetik egri olsun. Bu durumda, normal Darboux c¢atisina goére Lorentz kuvvet

denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

o(D,) 0 @3 —6, | [ D
O(T) | =| —was 0 py T (4.67)
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Burada , @,3 = <CI>(Dn),T > bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E3 egrisi, Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore birim
hizli bir Y,,—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.66) yardimiyla,

V., Y, =®(Y,) =0,D, — pinT (4.68)
dir. Ayn1 zamanda
(ID(IN)n) € Spcm{lN)n, T,Y,}

oldugundan
(D) =yn1 D + YnoT + YnsYs (4.69)

dir. (4.68) ve (4.69) kullanilarak,

Yot = <<I>(5n),l5n> —0 (4.70)
Uz = <c1>(f)n),T> o 4.71)
Yns = <c1>(f)n),yn> - <c1>(yn),f)n> g <5an - pnT,f)n> — 5, (4.72)

elde edilir. (4.68), (4.69), (4.70),(4.71) ve (4.72) kullanilarak
®(D,,) =wnsT — 0,Y, (4.73)

bulunur. Benzer olarak,
®(T) € Span{D,,T,Y,}

oldugundan
O(T) =231 Dy, + 20T + 203 Y5 (4.74)

dir. (4.68) ve (4.74) denklemleri kullanilarak

ot = <c1>(T),f)n> . <<I>(13n),T> = 4.75)
s = (B(T),T) = 0 (4.76)
2y = (B(T),Y,) = — (®(Y,),T) = — <5nf)n - unT,T> - 4.77)

elde edilir. (4.68), (4.74), (4.75), (4.76) ve (4.77) kullamlarak,
O(T) = —wn3 Dy, + Yy, (4.78)

bulunur. Boylece (4.68), (4.73) ve (4.78) denklemleri yardimiyla )3 vektor alani ve (4.67)

elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
Vi = ,unﬁn + 5nT + @wn3Yn

dir.
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4.3. E? Oklidyen 3-uzayda Rektifyen Darboux Catisina
Gore Manyetik Egriler

Bu kesimde, rektifyen Darboux ¢atisina gore 15“ V' ve Y,.—manyetik egriler incelenecektir.
[E? uzayinda rektifyen Darboux catisina gﬁrefﬁr-manyetik Egriler

Tamim 4.8: v : [ — E3 egrisi, rektifyen Darboux catisina gore bir egri olsun. Eger

D, vektdr alan, E3 uzayinda rektifyen Darboux catisina gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V. D,=®(D,)=2, x D, (4.79)

saglarsa bu durumda ~y egrisine rektifyen Darboux ¢atisina gore Er—manyetik egri denir.

Teorem 4.8: v : [ — [E3 egrisi, rektifyen Darboux ¢atisina gore birim hizli bir

D,—manyetik egri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux ¢atisina gére Lorentz kuvvet

denklemleri agagidaki gibi elde edilir:

o(D,) 0o 0 -6 ][D
oV) |=]0 0 .||V (4.80)
q)(YT) 57’ —Wr1 0 }/:r‘

Burada, w,; = (®(V),Y,) bigiminde tanimlanan bir bir fonksiyondur.
Ispat. v : I — 3 egrisi, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux gatisina gore birim
hizl1 bir IN)T—manyetik egri olsun. Bu durumda (4.79) yardimiyla,
V., D,=®(D,) = —4,Y, (4.81)

dir. Ayni zamanda
(V) € Span{D,,V,Y,}

oldugundan
O(V) =p Dy + ppaV + pisY, (4.82)
dir. (4.81) ve (4.82) denklemleri kullanilarak,
P = <<I>(V),f7r> _ <<I>(1N)T),V> —0 (4.83)
pr2 = ({2(V),V) =0 (4.84)
pr3 = (®(V),Y}) = @1 (4.85)

elde edilir. (4.81), (4.82),(4.83), (4.84) ve (4.85) kullanilarak,

O(V) =w,.Y, (4.86)
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bulunur. Benzer olarak,
®(Y,) € Span{D,,V,Y,}

oldugundan
O(Y,) =¢1 D, + g2V + ¢,3Y; (4.87)

dir. (4.81) ve (4.87) denklemleri kullanilarak

an = (@), ) = = (o(D,).Y,) =6, (4.88)
4 = (B(Y;),Y;) = 0 (4.90)

elde edilir. (4.81), (4.87),(4.88), (4.89) ve (4.90) denklemleri kullanilarak,
O(Y,) =6,D; — @V (4.91)

bulunur. Boylece (4.81), (4.86) ve (4.91) denklemleri yardimiyla Z; vektor alani ve (4.80)

elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada
2, =6,V +wnD,.

[E? uzayinda rektifyen Darboux ¢atisina gore V —Manyetik Egriler

Tamim 4.9: v : [ — E? egrisi, rektifyen Darboux ¢atisina gore bir egri olsun. Eger

V' vektor alam, E? uzayinda rektifyen Darboux catisma gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

V V=0(V) =2, xV (4.92)

saglar ise, bu durumda y egrisine rektifyen Darboux catisina gore IV —manyetik egri denir.
Teorem 4.9: v : I — [E3 egrisi, rektifyen Darboux ¢atisina gore birim hizli bir

V —manyetik egri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux catisina gore Lorentz kuvvet

denklemleri asagidaki gibi elde edilir:

®(D,) 0 0 we]][D
o(V) | = 0 0 Vv (4.93)
q)(YT) —Wr2 —Hr 0 Y;‘

Burada, w,, = <<I>(l~?r) ,Y;> bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — E? egrisi, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux ¢atisina gore birim
hizli bir V —manyetik egri olsun. Bu durumda (4.92) yardimiyla,

V. V=0(V) =Y, (4.94)



21

dir. Ayn1 zamanda
®(D,) € Span{D,,V,Y,}

oldugundan
q)(ﬁr) :Trlﬁr + TT2V + TTSY;” (495)

dir. (4.94) ve (4.95) denklemleri kullanilarak,

roy = <c1>(f)r),f>r> ) (4.96)
ra = (®(D,),V ) = = {@(V),D,) = = (in¥;.Dr ) = 0 (4.97)
ry = (®(D,).Y,) = @ (4.98)

elde edilir. (4.94), (4.95),(4.96), (4.97) ve (4.98) kullanilarak,

&(D,) =wmnY, (4.99)
Benzer olarak,
o(Y,) € Spcm{ﬁr, V. Y.}

oldugundan
(I)(Y;) :Urljjr + vV +0,3Y, (4100)

dir. (4.94) ve (4.100) denklemleri kullanilarak

v = (@), D) = = (®(D,).Y, ) = ~wp2 .101)
v = (B(Y;)V) = — (@(V).Y}) = — (0 V.Y,) = —p, (4.102)
vis = (D(¥;),Y;) = 0 (4.103)

elde edilir. (4.94), (4.100),(4.101), (4.102) ve (4.103) denklemleri kullanilarak,
O(Y,) = — wpa D, — 11,V (4.104)

bulunur. Boylece, (4.94), (4.99) ve (4.104) denklemleri yardimiyla Z5 vektor alan1 ve (4.93)
elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada

Zy = /~’L’I’DT — wrV.

[E? uzayinda rektifyen Darboux ¢atisina gore Y,—Manyetik Egriler

Tamim 4.10: v : I — E3 egrisi, rektifyen Darboux catisina gore bir egri olsun. Eger

Y, vektdr alani, E® uzayinda rektifyen Darboux catisna gore, asagidaki Lorentz kuvvet
denklemini

VoY, =0(Y,) =23 x Y, = 6,D, — 1,V (4.105)
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saglarsa, bu durumda ~ egrisine rektifyen Darboux catisina gore Y, —manyetik egri denir.

Teorem 4.10: v : I — [E3 egrisi, rektifyen Darboux ¢atisa gére birim hizli bir
Y, —manyetik egri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux c¢atisina gore Lorentz kuvvet
denklemleri agagidaki gibi elde edilir:

®(D,) 0 w3 —0, | [ D,
V) | =| —ws 0 p 1% (4.106)
(D(Y;“) 67‘ —Hr 0 Y;"

Burada, w,; = <CI>(ET) ,V> bi¢iminde tanimlanan bir fonksiyondur.

Ispat. v : I — [E? egrisi, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux gatisina gore birim
hizl1 bir Y, —manyetik egri olsun. Bu durumda (4.105) yardimiyla,

V.Y, =®(Y,) =6,D, — i,V (4.107)
dir. Ayni zamanda
®(D,) € Span{D,,V,Y,}

oldugundan
®(D,) =yr1 Dy + Y2V + yrsY; (4.108)

dir. (4.107) ve (4.108) denklemleri kullanilarak,

g1 = (®(D,),D, ) =0 (4.109)
yoz = (@(D,).V ) = 3 (4.110)
g = (8(D,)Y,) = = (2(V;).D,) = = (6D, = V.D,) = =6, (@&111)

elde edilir. (4.107), (4.108), (4.109),(4.110) ve (4.111) kullanilarak,
®(D,) =w,5V —§,Y, (4.112)

elde edilir. Benzer olarak,
®(V) € Span{D,,V,Y,}

oldugundan
O(V) =21Dy + 25V + 2,3, (4.113)

dir. (4.107) ve (4.113) denklemleri kullanilarak,
2 = (®(V).D,) = = (®(D,).V) = ~ s (4.114)

2y = (B(V),V) =0 (4.115)
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zry = (Q(V),Y,) = —(@(Y,),V) = — <6nl~?7« - urv,v> =, (4.116)
elde edilir. (4.107), (4.113),(4.114), (4.115) ve (4.116) denklemleri kullanilarak,

(V) = @Dy + 1Y, (4.117)

bulunur. Boylece (4.107), (4.112) ve (4.117) denklemleri yardimiyla Z5 vektor alani ve
(4.106) elde edilerek ispat tamamlanmis olur. Burada

Z3 = ,urﬁr + 67“/ + wr3§/r

dir.
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5. E? UZAYINDA OSKULATOR, NORMAL VE
REKTIFYEN DARBOUX CATILARINA GORE NLS ILE
ILISKILI UC SINIF

Bu kesimde, Oklidyen 3-uzayda oskiilatdr, normal ve rektifyen Darboux ¢atilarina

gore dogrusal olmayan Schrodinger denklemi (NLS) ile iligkili ti¢ sinif arastirilacaktir.

5.1. [E? Uzayinda Oskiilator Darboux Catisi I¢cin Yeni

Siniflar

Bu kesimde, Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux gatisina gére NLS denklemi ile ilgili ii¢

sinif incelenecektir.
[E? Uzayinda Oskiilatér Darboux Catisi Icin Lsimf

Oklidyen 3-uzay E? de oskiilatdr Darboux catisina gore NLS denklemi ile ilgili birinci
smif i¢in yeni ¢ati {.,41, As, 7\2} asagidaki gibi sunulur:

A = D, 5.1
(Y, +iU) _,
A o i ke 5.2
2 7 (5.2)
— (Y, —iU) ;
Ay, = 2 Lol 53
2 7 (5.3)
(5.1), (5.2) ve (5.3) kullanilarak, {A;, A>, A>} ¢atismn s yay parametresine gore tiirevi
alindiginda
A 0 —o —o Ay
Ay | =00 0 0 Ay (5.4)
Ass o 0 0 Ay

elde edilir. Oskiilator Darboux catisina gore NLS denklemi ile ilgili birinci sinif i¢in birinci

yeni doniisiim
do

V2

bi¢iminde verilir. Ayrica birinci yeni doniistimiin eslenigi su sekilde yazilir:

0= e~ o (5.5)

—_ % i [
= ——¢e"J Ho, 5.6
0 \/56 (5.6)
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{Al, A, 712} catisinin ¢ zaman evoliisyonu, v, = D, ve 7ys = Vs yardimiyla, (5.5) ve (5.6)
kullanilarak Ay, Ay, Ay asagidaki gibi ifade edilir:

Ay 0 —io, o Ay
Ay | = —10s Q2 0 As |- (5.7)
.71275 i@s 0 —as ZQ

Ass = Aoy bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.4), (5.7) kullanilarak repulsive tip NLS™
denklemi asagidaki gibi elde edilir:
ior = 0w —ilol” 0 (5.8)

3 Uzayinda Oskiilatér Darboux Catisi i¢in IL.Simif.

Oklidyen 3-uzay Ede oskiilatér Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili ikinci
sinif i¢in yeni cat1 {Bl, B, BQ} asagidaki gibi sunulur:

B = U (5.9)
B, = Yoo iss 5.10
g N e (5.10)
] (Y;J_iﬁo) —i[ 89

(5.9), (5.10) ve (5.11) kullanilarak {B;, B>, B>} catisinin s yay parametresine gore tiirevi

alindiginda
By, 0 W w B,
Bas | = | —w 0 O B (5.12)
B, -w 0 0 B,

elde edilir. Oskiilator Darboux catisina gore NLS denklemi ile ilgili ikinci smif i¢in ikinci
yeni doniisiim

w= %eiﬂo (5.13)

biciminde verilir. Ayrica ikinci yeni doniisiimiin eslenigi su sekilde yazilir:

w=Leeifd (5.14)

{Bl, Bs, EQ} catisinin t zaman evollisyonu v, = U ve ;5 = 75 yardimiyla, (5.13) ve (5.14)
kullanilarak B¢, Ba:, Bs, asagidaki gibi ifade edilir

Blt O —Zws iws Bl
Bgt = —iws b2 0 82 . (5 1 5)

Bo: W 0 —bs B,
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By = B bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.12) ve (5.15) kullanilarak NLS denklemi
asagidaki gibi elde edilir:

Wy = Wss + baw, by = 1w (5.16)

3 Uzayinda Oskiilatér Darboux Catisi icin ITLSimf

Oklidyen 3-uzay E3de oskiilatdr Darboux ¢atisina gére NLS denklemi ile ilgili ikinci
siif igin yeni ¢ati {Cy, Cs,C> } asagidaki gibi sunulur:

=Y, (5.17)
D, + iU

¢, = =2 5.18

2 7 (5.18)

¢, = U (5.19)

V2

(5.17), (5.18) ve (5.19), kullanilarak {C;,C»,C>} ¢atisnin s yay parametresine gdre tiirevi

alindiginda
Cis 0 ¢ ¢ Ci
Cos | = < 00 Co (5.20)
823 — 0 0 82

elde edilir. Oskiilator Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili tigiincii sinif i¢in liglincli

yeni doniigiim

0o + iflo
= 5.21
7 (5.21)
bigiminde verilir. Ayrica iiglincii yeni doniistimiin eslenigi su sekilde yazilir:
60 —1 o
c=2 8 (5.22)

N
{C1,C5,C,} catisinin t zaman evoliisyonu, v, = Y, ve 7, = 75 yardimiyla Cy, ve (5.22)
kullanilarak Ci4,Cos,Co: asagidaki gibi ifade edilir:

Cut 0  —igs Sy Ci
Cgt = —Z§S Co 0 CQ . (523)
Cay 1G5 0 —c Cs

Cost = Cos bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.20), (5.23) kullanilarak NLS denklemi
asagidaki gibi elde edilir:
St = 7:§55 + CoG, Co = Z§€ (524)

5.2. [E? Uzayinda Normal Darboux Catisi i¢in Yeni

Siniflar

Bu kesimde, Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili ii¢

sinif incelenecektir.
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[E? Uzayinda Normal Darboux Catisi i¢in Lsimf.

Oklidyen 3-uzay E3de normal Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili birinci
sinif i¢in yeni cat1 {Dl, Do, 52} asagidaki gibi sunulur:

D, = D, (5.25)
Dy = O/L\/;T)e—if pn (5.26)
D, = %af o (5.27)

(5.25), (5.26) ve (5.27) kullanilarak {Dl, Do, 7_32} catisinin s yay parametresine gore tiirevi

alindiginda

Dy, 0 —» —¢ D,
Doys | =1 ¢ 0 0 Do (5.28)
Do, 0 0 D,
elde edilir. Normal Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili birinci sinif i¢in birinci yeni
doniistim
o i
@ = Ee—lf tn (5.29)
bi¢iminde verilir. Ayrica birinci yeni doniistimiin eslenigi su sekilde yazilir:
Ol
P = Ee”“" (5.30)

{Dl, DQ,Z_)Q} catisinin ¢ zaman evoliisyonu, v, = ﬁn ve Vs = Ve yardimiyla, (5.29) ve
(5.30) kullanilarak Dy, Doy, Dy, asagidaki gibi ifade edilir

Dlt 0 —ZES ZQOS Dl
Dgt = —Z(ps d2 0 DQ . (531)
Doy ip, 0  —dy D,

Dost = Doyys bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.28), (5.31) kullanilarak repulsive tip NLS™
denklemi asagidaki gibi elde edilir:

ipe = pas —ilol @ (5.32)
3 Uzaymda Normal Darboux Catisi I¢in IL.Sinif.

Oklidyen 3-uzay E3de normal Darboux ¢atisina gére NLS denklemi ile ilgili ikinci
siif igin yeni ¢ati {€1, &, >} asagidaki gibi sunulur:

g = T (5.33)
& %af o (5.34)
g, = YnziDn) e (5.35)

V2
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(5.33), (5.34) ve (5.35) kullamilarak {&;, &>, &>} catisin s yay parametresine gore tiirevi

alindiginda
&1 0 6 ¢ &
Es | = -0 0 0 &y (5.36)
Eas —6 0 0] | &

elde edilir. Normal Darboux ¢atisina gore NLS denklemi ile ilgili ikinci sinif i¢in ikinci yeni
doniistim

- %ei”n (5.37)

biciminde verilir. Ayrica ikinci yeni doniisiimiin eslenigi su sekilde yazilir:

0— %e—i”n (5.38)

{81, &, Eg} catisinin ¢ zaman evoliisyonu v; = T' ve ;5 = 75 yardimiyla, (5.37) ve (5.38)
kullanilarak &, £, Eo asagidaki gibi ifade edilir

i 0 —if, if, &
ggt == —205 €9 0 52 . (539)
ggt ’Lgs 0 —€2 EQ

East = Eo15 bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.36), (5.39) kullanilarak NLS denklemi asagidaki
gibi elde edilir
0, = 10,5 + €50, e = 00 (5.40)

3 Uzaymda Normal Darboux Catisi i¢cin IILSmif

Oklidyen 3-uzay E3de normal Darboux ¢atisia gére NLS denklemi ile ilgili iigiincii
siif i¢in yeni ¢ati {]—"17 Fo, .7'2} asagidaki gibi sunulur:

Fi =Y, (5.41)
D, +iT

F, = ' 5.42

2 \/i ( )
_ D, —iT

F LR 5.43

5 7 (5.43)

(5.41), (5.42) ve (5.43) kullanilarak {F7, F>, F>} catisinin s yay parametresine gore tiirevi
alindiginda

Fis 0 8 B Fi
Fos = -6 0 0 Fi (5.44)
Fos ~B 0 0 Fo

elde edilir. Normal Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili tiglincii sinif i¢in {igiincii

yeni donlisiim
_ Op ity

=T

(5.45)
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bi¢iminde verilir. Ayrica li¢lincii yeni doniisiimiin eslenigi su sekilde yazilir:

On — Thin

V2

{Fl, .7-"2,?2} catisinin ¢ zaman evollisyonu, s = Y, ve s = 75 yardimiyla, (5.45) ve
(5.46) kullanilarak Fi;, Fo, Fou asagidaki gibi ifade edilir

B = (5.46)

Fue 0 if, —if || A
For | = | Bs fo O Fa |- (5.47)
?275 _Z'/Bs 0 _f2 ?2

Fost = JFous bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.44), (5.47) kullanilarak NLS denklemi
asagidaki gibi elde edilir:
B = ifes + fo3, f2 = —iBp (5.48)

5.3. [E? Uzayinda Rektifyen Darboux Catisi Icin Yeni

Siniflar

Bu kesimde, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili ii¢
sinif incelenecektir.

[E3 Uzayinda Rektifyen Darboux Catisi i¢in LSinif.

Oklidyen 3-uzay E3de rektifyen Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili birinci
smif i¢in yeni ¢ati {Ql, Go, 52} asagidaki gibi sunulur:

G = D, (5.49)
Go = %e‘”“r (5.50)
G, = %e”“*. (5.51)

(5.49), (5.50) ve (5.51) kullanilarak {Gi,Gs, G} catisinn s yay parametresine gdre tiirevi

alindiginda
Gis 0 —2¢ —ux g;
Gos | = | > 0 O Gs (5.52)
Gos x 0 0 [

elde edilir. Rektifyen Darboux catisina gore NLS denklemi ile ilgili birinci sinif i¢in birinci

yeni doniisiim
O _,
T \/ﬁeﬂfm (5.53)
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biciminde verilir. Ayrica birinci yeni doniisiimiin eslenigi su sekilde yazilir:

3% = %eif“’“. (5.54)

{G1,Gs, G2} catisiin ¢ zaman evoliisyonu v, = D, ve v, = 7y yardimiyla, (5.53) ve (5.54)
kullanilarak Gy;, Go, Gor asagidaki gibi elde edilir

Gt 0 —1, 13 g1
Gu | = | —ixs g2 0 Gy | - (5.55)
G 17 0 —0o G,

Gost = Gors bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.52), (5.55) kullanilarak repulsive tip NLS™
denklemi asagidaki gibi elde edilir:

136, = o5 — 10 |%|2 » (5.56)

[E3 Uzayinda Rektifyen Darboux Catisi i¢cin IL.Sinif.

Oklidyen 3-uzay E3de rektifyen Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili ikinci
siif i¢in yeni ¢ati {7—[1, Ho, ﬂg} asagidaki gibi sunulur:

H, =V (5.57)
(Y, + ZDT)eifér
V2
A/ Y;” - lﬁ’r —1 T
7, = Dr=iDr) e (5.59)
V2
(5.57), (5.58) ve (5.59) kullanilarak {?—[1, Ha, ﬂQ} catisinin s yay parametresine gore tiirevi
alindiginda

Hy = (5.58)

Hls 0 T T Hl
Hoe | =] =7 0 0 Ho (5.60)
Hoe -7 0 0 Ho

elde edilir. Rektifyen Darboux ¢atisina gére NLS denklemi ile ilgili ikinci sinif i¢in ikinci
yeni doniigiim

= %eiﬁr (5.61)

bi¢iminde verilir. Ayrica ikinci yeni doniisiimiin eslenigi su sekilde yazilir:

7= %e—if 5 (5.62)

{H1,Ha2, H>} catisinin ¢ zaman evoliisyonu v, = V' ve 75 = 7, yardimiyla, (5.61) ve (5.62)
kullantlarak #¢, Ho:, Ho: asagidaki gibi ifade edilir

Hlt 0 _Zﬁs i'ﬂ's Hl
Ho | = | —ime hy 0 1, | (5.63)

Hoy 1T 0 —hsy Ho
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Hos = Hos bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.60), (5.63) kullanilarak NLS denklemi
asagidaki gibi elde edilir
T = iMss + hom, hg = 10 (5.64)

3 Uzayinda Rektifyen Darboux Catisi i¢in ITL.Simf

Oklidyen 3-uzay E3de rektifyen Darboux catisina gore NLS denklemi ile ilgili iigiincii
sinif i¢in yeni cat1 {L,IQ, 72} asagidaki gibi sunulur:

L =Y, (5.65)
D, +iV
7, = 2t (5.66)
V2
_ D, —iV
I, = ———. 5.67
2 7 (5.67)
(5.65), (5.66) ve (5.67) kullanilarak {II,IQ,fg} catisinin s yay parametresine gore tiirevi
alimdiginda
Ils 0 a o Il
Iy | =] —a 0 0 7, (5.68)
Tos —a 0 0 7,

elde edilir. Rektifyen Darboux catisina gére NLS denklemi ile ilgili tigiincii sinif i¢in {igiincii

yeni donilisiim

57’ ) T
o=t (5.69)
V2
bi¢iminde verilir. Ayrica ii¢lincii yeni doniistimiin eslenigi su sekilde yazilir:
67" —1 T
q=r W (5.70)

V2

{7,,7,,7,} catisinin t zaman evoliisyonu v, = Y; ve 735, = 7, yardimuyla, (5.69) ve (5.70)
kullanilarak Z,;, Ty, Zo; asagidaki gibi ifade edilir

Ilt O Zas _Zas I].
T | = | iy 2 0 T |- (5.71)
Zos —ia, 0 —J 7,

Tost = ZIos bagdasabilirlik sartlarindan ve (5.68), (5.71) kullanilarak, repulsive tip NLS™
denklemi asagidaki gibi elde edilir:

Qp = 10gs + Jor, Jo = —lQQ (5.72)
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6. E? UZAYINDA OSKULATOR, NORMAL VE
REKTIFYEN DARBOUX CATILARI iCIN HASIMOTO
BENZERI DONUSUMLERIN DIFERENSIYELLERI
ICIN FORMULLER

6.1. Oskiilator Darboux catisina gore NLS ile iliskili
Hasimoto benzeri donusiimlerin diferensiyelleri icin

formiiller
Oskiilator Darboux catisina gore bir egri boyunca birinci sinif igin vektor alani
F1= f1Do + 91U + Y, (6.1)
seklinde verilsin. Burada f;, g; ve hy diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux catisina gore NLS ile iliskili birinci

Hasimoto benzeri doniisiimiin diferensiyeli i¢cin formiil

$1 in yay uzunlugu koruma sartini saglamasi i¢in

<Sls>50> =0, fis = —hid,

olmalidir. Oklidyen 3-uzayda oskiilatdr Darboux catisina gére (6.1) verilen vektdr alani igin
birinci doniigiimiin normalizasyon operatorii N ve yineleme operatorii R asagidaki bigimde
ifade edilir:

N1 = —( / 5,d5) Doh + iU + uY,
0

RE1= —N(D, x F1,) (6.2)

Oskiilator Darboux catisina gore birinci sinif igin Hasimoto benzeri doniistimiin diferensiyel

formiili O, (§1) asagidaki gibi verilir.
D1(§1) = (A2 D, x (RF1), ) (6.3)

Ornek 6.1: Eger (6.3) §1=0,U vektor alania uygulanirsa, asagidakiler elde edilir

2

Rgl = _Eo o — 5o,uoU + 5053/07
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3 —i [ p
o e~ po

@1(31) = 0t = [@(3 + 6055 - 50”3) + (608#0 + (50Mo)s)]ply P1 = \/5 . (64)

(6.4) kullamlarak, Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux ¢atis1 i¢in birinci déniisiim ¢ nun

diferensiyel formiilii asagidaki repulsive tip NLS denklemini verir:

. . 2
ot = 0ss — 10" 0

Burada 52
5ot = (2505ﬂo + ,uoséo) = ( O;O)s
A\~
163
o:__o 5035_6025-
Mot 50( 2 + Mo)

Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux catisina gore NLS ile iliskili ikinci Hasimoto

benzeri doniisiimiin diferensiyeli i¢in formiil

Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catis1 i¢in normalizasyon operatdrii N,
yineleme operatorii R ve (6.1)de verilen vektor alani igin ikinci Hasimoto benzeri

doniistimiin diferensiyel formiilii ©, sirasiyla su sekilde elde edilir :

s

Ni=( / hitiods)U + fDy + Y, 6.5)
0

RE1= —N(U X 313), (6.6)

Dy(81) = (B2, U x (RE1),) - (6.7)

Ornek 6.2: (6.7) Slzyoﬁo vektor alanma uygulanirsa, (6.5) ve (6.6) kullanilarak

asagidakiler elde edilir:
2

RSI - _%U - 60/10-50 - ,uosyo

13 , oif b0
—= + 0ss 60 o) T 50 0s T 50 0)s 5 = . 6.8
5 TH to) + (Oottos + (Bopto)s)]wr, wi 7 (6.8)

Dy(F1) = wi = [—i(

(6.8) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catis1 i¢in ikinci Hasimoto benzeri

doniisiim w nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir.
Wy = 1Wss + bow, by = 1w

Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catisina gore NLS ile iliskili ii¢iincii Hasimoto

benzeri doniisiimiin diferensiyeli i¢in formiil

Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux catisi i¢in normalizasyon operatdrii N,

yineleme operatériic ‘R ve (6.1)de verilen vektdr alani igin {iglincii Hasimoto benzeri
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doniisiimiin diferensiyel formiili 3 sirasiyla su sekilde elde edilir :

s

NFi = fiD, + qiU + (/(f15o — G1Ho)ds) Y, (6.9)
0

RF1= —N (Y, x F1s). (6.10)

D3(F1) = (Ca, Yo x (RF1),) /V2, (6.11)

Ornek 6.3: (6.11) F,=56,U + ,uof)o vektor alanina uygulanirsa (6.9) ve (6.10) kullanilarak
asagidakiler elde edilir:

po + 0y

Rgl = (605-50 - NosU + ( 9

)Yo) (6.12)

52 2 52 2
D5(F1) = 6 = [(pons + ol 5L2)) 0+ 0,(2TLDY VD (6.13)

(6.13) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catis1 icin iigiincii Hasimoto

benzeri doniisiim ¢ nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir:

Gt = 1Gss + C2G, Co = 16T

6.2. Normal Darboux ¢atisina gore NLS ile iliskili
Hasimoto benzeri donusiimlerin diferensiyelleri icin

formiiller

Normal Darboux catisina gore bir egri boyunca birinci sinif i¢in vektor alani
2 = f25n + g2 T + haYy, (6.14)

seklinde verilsin. Burada f,, go ve hy diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore NLS ile iliskili birinci

doniisiimiin diferensiyeli i¢cin formiil

$2 in yay uzunlugu koruma sartini saglamasi i¢in

(820 Du) = 0, fou = ~had

olmalidir. Oklidyen 3-Uzayda normal Darboux ¢atisia gére (5.6) verilen vektdr alani igin
birinci smif i¢in normalizasyon operatorii A and yineleme operatorii R asagidaki bigimde
ifade edilir:

s

N%Q = <— / h25nds)lN)n —+ ggT + thn,
0



35

RFo= —N(Dy % Fas), (6.15)

Normal Darboux ¢atisina gore birinci siif i¢in Hasimoto benzeri doniisiimiin diferensiyel
formiilii ©(§2) asagidaki gibi verilir.

:1(52) = (D2, D x (RF), ). (6.16)

Ornek 6.4: Eger (6.16) §.=4,T vektor alanina uygulanirsa, asagidakiler elde edilir

2

RS’Q = _571 n 5nﬂnT + 6nsYn7

= nss nHn nsHn nHn)s 9

(6.17) kullanilarak,Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atis1 i¢in birinci Hasimoto benzeri

D1(F2) = ¢ = [i( (6.17)

doniisiim ¢ nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir:
. 2
it = Pas — ]| 0

Burada 5
(571/%)8

5nt = (25ns,un § ,uns(sn) = S

ve L
n:__n 6nss_5n25'
Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore NLS ile iliskili ikinci doniisiimiin

diferensiyeli icin formiil

Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catis1 ig¢in normalizasyon operatdri A/,
yineleme operatoriic R, ve (6.14)da verilen vektor alani i¢in ikinci Hasimoto benzeri

doniisiimiin diferensiyel formiilii © sirasiyla su sekilde ifade edilir:

s

NSQZ(/ hgundS)T + fgﬁn + hQYn, (618)
0

RTa= —N(T x Fas), (6.19)

D5(F2) = (&, T x (RF,),) - (6.20)

Ornek 6.5: (6.20) &zunﬁn vektor alanmna uygulanirsa (6.18) ve (6.19) kullanilarak
asagidakiler elde edilir:

e ~

3
QQ(SZ) = (91‘, = [_Z(% + HUnss — 53;#71) + (5nﬂns + ((5n,un)s)]91> 91 = c
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(6.21) kullamlarak Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisi i¢in ikinci Hasimoto benzeri

doniisiim 6 nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir.
9t = iess + 629, €y — Zeg

Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore NLS ile iliskili ikinci doniisiimiin

diferensiyeli icin formiil

Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catis1 ig¢in normalizasyon operatdri A/,
yineleme operatorii R ve (6.14)da verilen vektor alani i¢in {igiinci Hasimoto benzeri
doniisiimiin diferensiyel formiilii ®©3 sirasiyla su sekilde ifade edilir:

s

NS2 = fQﬁn + gQT + (/(f25n - gQ“n)ds)Yn (622)
0

RFo= —N (Y, X Fas)- (6.23)

D3(Fa) = (Fo, Yo X (RF2),) /V2, (6.24)

Ornek 6.6: (6.24) §>=0,T + 11, D,, vektor alanina uygulanirsa (6.22) ve (6.23) kullanilarak
asagidakiler elde edilir:

o 2 2
RS2 = (OnsDn, — pinsT + (%TW)YH) (6.25)
52 2 52 2
D5(32) = Br = [(ttnss + ftn( 1Y) 1 (50 + 60( 20y /2 (6.26)

2 2
(6.26) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atis1 icin iigiincii Hasimoto benzeri

doniisiim £ nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir

By = iBss + fof, f2 = —iBB

6.3. Oklidyen 3-Uzayda Rektifyen Darboux ¢atisina gore
NLS ile iliskili Hasimoto benzeri dontuisiimlerin
diferensiyelleri icin formiiller

Rektifyen Darboux gatisina gore bir egri boyunca birinci sinif i¢in vektor alani

§s = fsDy + g5V + hsY, (6.27)

seklinde verilsin. Burada f3, g3 ve hs diferensiyellenebilir fonksiyonlardir.

Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisima gore NLS ile iliskili birinci

Hasimoto benzeri doniisiimiin diferensiyeli icin formiil
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§3 in yay uzunlugu koruma sartin1 saglamasi i¢in

<3357 5r> = 07 f38 = _h357"
olmalidir. Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux ¢atisina gére (6.27) verilen vektdr alani i¢in

birinci doniisiimiin normalizasyon operatdrii N ve yineleme operatorii R asagidaki bigimde
ifade edilir:

NEs = (- / hab,ds)D, + gsV + Y,
0

RFs= —N (D, x Fs,), (6.28)

Rektifyen Darboux ¢atisina gore birinci sinif igin Hasimoto benzeri doniisiimiin diferensiyel

formiili D (§3) asagidaki gibi verilir.
D1(83) = <g275r X (R33)5>. (6.29)
Ornek 6.7: Eger (6.29) §3=0,.V vektor alanina uygulanirsa, asagidakiler elde edilir
RFs = —%gﬁr — 6,1V + 6,5Y,

O bres — o) + (4 5 i
5 + rss T:ur) + ( rsfHr + ( TMT)S)]%17 | = \/§

(6.30) kullanilarak, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catis1 igin birinci Hasimoto benzeri

D1(F3) = 2 = [i( (6.30)

doniisiim s nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir:

: g2
iy = g5 — 1 |32|" 3¢

Burada 52
57"1‘, = (26r5ﬂr + ,urs(sr) = ( T;T)s
ve
L :
Nrt - 5_7”(5 + 57“53 - 67",u7‘)s
dir.

Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisma gore NLS ile iliskili ikinci

Hasimoto benzeri doniisiimiin diferensiyeli icin formiil

Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catis1 igin normalizasyon operatdrii N,
yineleme operatorii R ve (6.27)de verilen vektdr alani ic¢in ikinci Hasimoto benzeri

doniistimiin diferensiyel formiilii © 3 sirasiyla su sekilde elde edilir :

s

No—( / hsptnds)V + fD, + haY, 631)
0
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RFs= —N(V x §ss), (6.32)
D(F3) = (Ha, V x (RB3),) - (6.33)

Ornek 6.8: (6.33) ng,urf)r vektor alanina uygulanirsa, (6.31) ve (6.32) kullanilarak

asagidakiler elde edilir:
2

RT3 = _%V - 5rur5r - ,ursY;“

MS ) eif5o
- rss_é T 57‘ ] 57‘ r)s ) - .
5 TH i) + (Orpirs + (Orpr)s)|m, m 7

(6.34) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisi i¢in ikinci Hasimoto benzeri

Dy(F3) = m = [—i(

(6.34)

doniisiim 7 nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir:
dmy = 1Tgs + bom, by = i

(")klidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gore NLS ile iligkili iiciincii Hasimoto

benzeri doniisiimiin diferensiyeli i¢cin formiil

Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux ¢atisi igin normalizasyon operatdrii N,
yineleme operatoriic R ve (6.27)de verilen vektor alami i¢in iliclincii Hasimoto benzeri

doniistimiin diferensiyel formiilii © 3 sirasiyla su sekilde elde edilir:

S

N3 = fiDr oV + ([ (723, = gun)as)Y, (6.35)
0

Rs= —N (Y X Fss)- (6.36)

D5(Fs) = (L, Y, x (R§3),) /V2, (6.37)

Ornek 6.9: (6.37) §3=0,V + ,u,.[)r vektor alanina uygulanirsa (6.35) ve (6.36) kullanilarak
asagidakiler elde edilir:

REs = 00Dy — 15V + (Fet)Y,) (6.38)

52 2 52 2
D4(83) = 1 = (s + (o)) - i(Grs + 0, (LI VE(639)

(6.39) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catis1 i¢in iigiincii Hasimoto benzeri

doniisiim o nin diferensiyel formiilii asagidaki NLS denklemini verir:

Qp = 10 + Cor, Co = TQQX
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7. E? UZAYINDA OSKULATOR, NORMAL VE
REKTIFYEN DARBOUX CATILARINA GORE
GENELLESTIRILMIS FOKAL YUZEYLER

Bu béliimde oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilarina gore genellestirilmis

fokal ylizeyler incelenecektir.

7.1. Oklidyen 3-Uzayda Oskiilator Darboux Catisina Gore
Genellestirilmis Fokal Yiizeyler

3 boyutlu Oklid uzayinda hareketli uzay egrisi v ve v = 7(s,t) hareketli uzay egrisinin
konum vektorii olsun. Burada s yay parametresi ve ¢ zamani gdstermektedir. Oklidyen
3-uzayda egri boyunca bir yiizey lizerinde oskiilatér Darboux catisi {IN?O,U,YO} ile
gosterilsin. D,, ~ egrisinin birim tanjant vektorii, U ylizeyin birim normal vektorii ve
Y, = 150 x U birim vektordiir. {150, U,Y,} oskiilator Darboux gatisinin ¢ zaman

evollisyonu, genel formunda asagidaki gibi verilir

Dot = xolU + 3702}/:)
Ut - _xolﬁo + $033/o (71)
Y:)t = _xOZEO - xo3U

Burada, x,1, 2,2, T,3 diferensiyellebilir fonksiyonlardir. (3.16), (7.1) ve lN)OSt = Eots, Uy =
Uis ve Yoo = Y5 bagdasabilirlik sartlarini kullanarak

Tots = 0o + Holo2
Tozs = —0o— HoTol (7.2)
Tozs = ot — OoTo1
elde edilir.
¥s = Dy (7.3)

olmak iizere _ _
Tt = VSX’}/SS:DOXDOS

= —5,(D,xY,) (74)
= 0,U
(7.1), (7.2) ve (7.4) ve v;s = 75 bagdasabilirlik sartlar1 kullanilarak,
Tor = Oos
Top = Ooflo (7.5)
Soss =012

Loz = 5
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ve ,
ot — 50603 + <5OSS_60MO>

ot o) (7.6)

50t = _5o,uos - 2608”0

elde edilir. (7.3), (7.4) denklemlerinin s ve ¢ ye gore tiirevi alinarak

Vss = _50Y0 (77)
Vs = (505U + 50,“01/:) (78)
Yt = —$0150E0 + 50tU + .T03501/0 (79)

elde edilir. (7.3), (7.4), (7.7), (7.8) ve (7.9) kullanilarak oskiilator Darboux catisina gore

Hasimoto yiizeyinin birim normal vektor alani

S ‘EO 60

No _ Vs X Ve _ ~ X ( U) — }/O (710)
s x el || Dy x (8,U) |l

seklinde elde edilir. Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux gatisina gére Hasimoto yiizeyinin

birinci temel formu
I, = E,ds* + 2F,dsdt + G,dt* (7.11)

biciminde verilir. Burada Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux ¢atisma gore Hasimoto

ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari

EO = <’78778> = <ﬁ0750> = ]'
F, = <757’Yt> = <an 50U> =0
Go - <’7t7’7t> - <50U, 50U> - 55

bigiminde elde edilir. Oklidiyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catismna gére Hasimoto

ylizeyinin ikinci temel formu
11, = ey,ds® + 2f,dsdt + g,dt*

bigiminde verilir. Burada, Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux ¢atisina gére Hasimoto

ylizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

€o = <7837No> = <_§o}/;)7}/;)> = _50
fo = <’78t7 No> = <5osU + 50N0Y;Ja Y:)> - 50,“0 (712)
Go = <fytt’ NO> = <—$0160ﬁ0 + 6otU + x0350Y;n K7> = [E0350

bigiminde elde edilir. (7.11) ve (7.12) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux
catisina gore Hasimoto yiizeyinin sirastyla Gauss ve ortalama egrilikleri asagidaki bicimde

cikarilir:
_ eogo*fo2
K, = E,Go—F?
02w0+021:2
— Saen s (7.13)

= —(wo3+ Mg)
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H — Eogo*ZFofo‘FGoeo
o 2(E,Go—F2)

Z0300—03

?’QT (7.14)
= ﬁ (To3 — 53 )

(7.13) ve (7.14) yardimiyla Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux ¢atisina gére Hasimoto

ylizeyinin birinci ve ikinci asli egrilikleri asagidaki gibi bulunur:

ko = H,++H.-K,
25 (mOS 52) (715)
+¢§gzm—ﬂbﬁ+xﬁ+uz
koo = - VH. - K,
55 (xoa J;) (7.16)
— /(5 (o — 02))2 + o + 123

Girdap filament akisi tarafindan tiretilen genellestirilmis fokal ylizeyin parametrik gosterimi

asagidaki gibi verilir:
Y(s,t) = v(s,t) + (k2 + k2%)N,(s, 1) (7.17)

(7.17) denkleminin oskiilator Darboux ¢atisi kullanilarak s ve ¢ ye gore kismi tiirevleri

Ts(sa t) = ,YS(S? t) + 2(kjolk‘ols + ko2k025)No(Sa t) + (k31 + k22)N05(57 t)
= Do + 2(k:oll{:ols + koQkOQS)Y;) + (k(%l + kEQ)((;oDO - ,uoU) (718)
= (14 0,(k%4 + k%)) Dy — po(k2 + k%) U + 2(ko1kors + koakozs) Yo

Tt(‘Sv t) = %(37 t) + 2<k01k01t + ko2ko2t)No(87 t) + (kgl + kgz)Not<57 t)
= 50U + 2(kolkolt + kOQkOQt)K) - (kgl + k22)(l’02D0 + moSU)

- —$02(k31 + k:EQ)ﬁO + (60 - 1‘03(]{331 + ng))U + 2(kolkjolt + koQkOQt)Y:)
(7.19)

seklinde bulunur. Burada k., ve ks, asli egriliklerin s parametresine gore, k,1: ve koo, t
parametresine gore kismi tiirevlerdir. (7.18) ve (7.19) kullanilarak girdap filament akisi

tarafindan iretilen genellestirilmis fokal ylizeyin birim normal vektor alan1 N asagidaki
sekilde elde edilir:

Ts X Tt o )\0150 + )\02U + )\03Y

No = - NG AL AL A0 7.20
[N R VAL + A2 1 2 3 7 (7.20)
Burada,
TS X Tt = — ’uo(kgl + k2 )(kolkolt + kogkogt DO
+(kotkots + kozkons) (8o — To3(k2, + k02
U

92 ((kolkols + k02k023)( $o2(/€§1 + k
_(1 + 60(k21 + kgz))(kolkolt + ko2k502t>)
4 (1 + 5o<k21 + k22))(5o - $o3(k31 + kgz)) v
—(po(k2y + k) (zoa (K2, + K2))) ’
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veE

)\ol = _2(No<k§1 + ng)(kolkolt + k02k02t) + (kolkols + k02k025)(5o - xo3(k31 + kgg)))
)\02 = 2((kolkols + k02k025)<—3§'02(k31 + k?Q)) - (1 + 5o(k31 + kgz))(kolkolt + koQkOQt))
Aoy = (1+ 5o(k31 + kgz))(éo - Q703<k731 + k32)> - (Mo(kzl + k§2))(:1:02(k31 + kgz))

dir. Oklidyen 3-uzayda oskiilatér Darboux catisina gére YT genellestirilmis fokal yiizeyinin
birinci temel formu
IF = E*ds® + 2F dsdt + G*dt? (7.21)

seklinde verilir. Oklidiyen 3-uzayda oskiilatér Darboux ¢atisina gére Y genellestirilmis fokal

ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari

(1+ 0o(k2) + k2)) Do + (—pto(k2) + k2,))U
+2(ko1kors + Kookozs) Yo,
(1+ 5O(kgl + /{;32))50 + (_:U’O(kgl + kgz))U
+2(ko1kors + Ko2kozs) Yo
= (1 + 50(k31 + kzz))Q r Ng(kgl + k32)2 + 4(kolkols + ko2k025)2
(1+ 5o(kg1 + /{;32))150 — No(kzl + ng)U
Ey o= (T M) = (| +20kotkors + koakons)Yo, (~oa(k2 + k%)) Dy |)
+(00 = o3(k2y + k2))U + 2(korkorr + ko2koat) Yo
= —(1+ 50(k21 + k32)(%2<k31 + k22) - Mo(k?gl + k:§2)(50 - %3(]?31 + k22))
F4(ko1kors + Ko2kozs) (Korkotr + Kozkont)
(—oa (k5 + ng))ﬁo + (00 — o3(k2, + k2,))U
+2(ko1kors + Kozkoot) Yo,
(—:1302(/631 + kgz))ﬁo + (00 — wo3(k3) + k2))U
+2(ko1kors + Kozkoot)Yo)
= x§2<k31 + k32)2 + (50 - J303(k531 + ng))z + 4(kolkolt + k02k02t>2

Ey = (T,T,) = ) (7.22)

GZ = <Tt7Tt> :<

bi¢iminde elde edilir. (7.18) ve (7.19) esitliklerinin s ve ¢ ye gore tlirevleri alinarak

(§os (k31 + kZ) + 200 (Kot kot + Kozkon,)) D
—0o(1+0,(k3) + k2,))Y,
—(tos (k2) + E23) + 2p10(korkors 4 Koakons))U
—M?)(kgl + kgz)Yo
+2(kotskors + Kotkotss + Kopskoos + Kozkoss) Yo
+2(ko1kors + ko2kozs)(5oﬁo — 1oU)

(Oos (k2 + kZy) 4 400 (Korkors + Kozkozs)) Do
~(Hos(k2y + k) + dpto(Korkors + koakons) U
+(2(Korskors + Forkorss + Kozkozs + Kookooss)

— 2 (k2 + ko) — 0o(1 + 6o(k3 + k3)) Yo




+(—$02<k’31 + k22>(1’01U + 13023/0)
+(6o — x03(k731 + ng))(_Iolﬁo + 153Y,)

_Q(kolkolt + ko2k02t>(aj02ﬁo + xoSU)
_(1'0215(]{721 + kg2) + 21’02(k01k301t + koZkOQt))Do

+<5ot - xoSt(kgl + kgz) - 2:Uo3(kolkolt + k02k02t))U

ot (k2 + k25) + 200(korkore + kozkoat) Do
F((1+ 0o (k3 + k2)) (@ U + 2,2Y5)
_(IUO(kZl + kEZ))(_xolﬁo + 263Y5)
+2(Korekors + Korkorst + Koatkons + Kookozst) Yo
+2(korkors + ko2kozs)(—$o2ﬁo — 203U)

(5015(]{/%1 + ng) + 260<k01k01t + kOQkOQt)
+To1 o (K2 + k2y) — 2202 (Korkors + ko2ko2s))ﬁo
F((wor (L + 0o (K2 + k%) — por (k2 + k)
—2410(ko1kors + Kookoot)) — 2%03(Ko1kors + Kozkozs))U
F( o (1 + 0o (k) + k22)) — waapto(k3y + ki)
+2(ko1tkors + Korkorst + Koatkoos + Fozkost)) Yo

—(zo2 (k2 4 k2,))e Do
+(0o — 1'03(]{31 + k§2))tU

+2(kolkolt + k02k02t>t}/o

"‘(—l’og(kgl -+ k?32>(I'01U -+ ‘Z'OQY;))

+(50 - %3(]‘721 + k§2))(_x0150 + $o3yo)
+2(k31t + kol koltt + k(2>2t + ko2ko2tt)Y;>
_2<kolkolt + koQkOQt)<xo2Do + xoSU)
_((xo2t(k31 + kEQ) + 2x02(k01k01t + kOQkOQt)
+Zo1 (60 - x03(k31 + k(%Q)) + 2x02(kolkolt + kOQkOQt)>DO

_(moleQ(kgl + kgz) + ((5015 - xo?)t(kgl + ng) - 2xoSUfolk:olt + ko2ko2t))

_2m03<kolkolt + koQkOQt))U
(@5 (k5 + k%) + 203(00 — wo3(k3y + K3,))
+2(k31t + kol koltt + ngt + ko2k02tt))}/;

esitlikleri elde edilir.

Oklidyen 3-uzayda oskiilator Darboux catisina gére T genellestirilmis fokal

ylizeyinin ikinci temel formu

I = eXds® + 2f dsdt + g:dt*
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Bu esitlikler kullanilarak Oklidyen 3-uzayda T genellestirilmis fokal yiizeyinin ikinci temel

formunun katsayilari

<T587 NZ> - <§0150 + €02U + 503Y07

)\0150 + )\02U + >\03Y;)
VAo X + A
1

\/)‘31 + A2 + A2

<Tst7 NZ> = <¢olﬁo + ¢02U + ¢03Y;7

(é-ol )\ol + 502)\02 + 503/\03)

/\olﬁo + )\OQU + )\033/;7
VAL AL+
1

VAL + A%+ N

<Ttt> NZ> = <¢olﬁo + ¢02U + ¢03Yvo7

(¢01 )\01 + ¢02)\02 + ¢o3)\03)

Aot Do+ Ao2U + A3,
VAL + AL+ A
1

VAL + A2, + A%

(¢01A01 = ¢02A02 ais ¢03A03)

bi¢iminde elde edilir. Oyle ki

501
502

§o3

¢01

¢02

¢o3

¢01

¢02

77003

508(kgl + ng) + 4(So(kol kols i k02k02s)
_(,uos(kgl + k§2) + 4Mo<kolkols + k02k02s))
2(kolskols + kol kolss + ko2ko2s + ko2k0255>
—N3<k31 + k22) — 0o(1 + 5o<kg1 + k'g2)
5015(]{331 + k(272) + 250(k01k01t + kOQkOQt)
+5501,Lbo(k’g1 + ]{%2) - 2x02(k’olkols + k02k028)
(o1 (1 + 0o (k3y + k3) — pot (K31 + K2,)
_2lflo<kolkolt + koZkOQt) - 2xo?)(k;olkols + ko2ko2s)

Toa(1 + 50(1{331 + k‘é)) - $03N0(k§1 + ng)
+2(koltkols + kol kolst + ko2tk023 + k02k02st)

— (o2t (k2 + k%) + 2202 (Kot kors + kookiont) )
+xol (50 - 3303(]?31 + kgz)) + 2xo2<kolkolt + k02k02t))
—(@a1oa (k2 + k2) + (Ot — Tom (k2 + k) )
_2xo3<kolkolt + k02ko2t)) - 2xo3(kolkolt + ko2k02t>>
— (@2 (k2 + k%) + 203 (0 — won(k2 + k2) )
+2(k21, + korkowt + k2 + Kookozt))
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dir. Bu esitlikler kullanilarak genellestirilmis fokal yilizeyin ortalama egriligi ve Gauss egriligi

asagidaki gibi bulunur:

* €95 J:Z
K* — —oJo " Jo _ 724
0 ExGr — F¥ (729

( (Eo1 o1 + E02 02 + €03 Aa3) (Vo1 Aot + Vo202 + Y03 A03) )
—(Po1 o1 + Po2 Aoz + Po3No3)?
(Ao1 A%z + A%s) (1 + 00 (3, + k22))°
(k5 4 k2y)?

F4(ko1kors + kookons)?) (22 (K2) + K2y)?
+(do — 51503(1{531 + ng))Q
+4(korkor + kozkozt)?)

—((1 + 0o (k) + ko)) (=202 (K2y + k)

—tto(k3y + k3) (00 — xo3 (k3 + k)
+4(korkors + kozkozs) (Korkott + kozkozt))?)

ve
- Erg: —2F fr+ Gle:
’ 2(E5Gy — F2?)
(L4 0o (K2 + k%)) + (k5 + k2,)?
+4(Forkors + kozkons)?) (Vo1 Mot + Po2 Aoz 4 Yo3Ao3)
—2((1 + 0o (kZy + k) (—woa (K2, + k,)
—1o(k31 + k25) (00 — wo3(k2) + k,))
+4(ko1kors + ko2kozs) (Korkotr + Koakoot) (@o1Mo1 + Po2 o2 + Po3Ao3))
(@2 (k2 + k25)* + (00 — o3 (k) + k2p))?
F4(korkorr + Kozkooe)?) (Eo1 A1 + Eo2 oz + Eashos)
20/ A2 4 A2 + AL (14 0o (K2, + k2))? + pd(k2) + k2,)?
F4(korkors + Foakons)?) (w2, (K + k2y)?
+(00 — o3 (k2 + k23))* + 4(korkors + koakozt)?)
—((1+ 0o (K2) + K2y) (—2oa (K2, + K2,)
— oKy + k) (00 — o3 (k3 + k2))
+4(korkors + ko2kons) (Korko + koakoat))?)

(7.25)

7.2. Oklidyen 3-Uzayda Normal Darboux Catisina Gére
Genellestirilmis Fokal Yiizeyler

3 boyutlu Oklid uzayinda hareketli uzay egrisi v ve v = 7(s,t) hareketli uzay egrisinin
konum vektorii olsun. Burada s yay parametresi ve ¢ zamani gdstermektedir. Oklidyen 3-

uzayda egri boyunca bir yiizey lizerinde normal Darboux ¢atisi {5,“ V.Y, } ile gosterilsin.
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D,,, v egrisinin birim tanjant vektorii, V' yiizeyin birim normal vektorii ve Y,, = D, xV

birim vektdrdiir. Birinci siif i¢in yiizey iizerinde normal Darboux catisina gore ¢ zaman

evoliisyonunun denklemleri asagidaki gibi verilir:

Dnt = xnlv + anYn
V;: = _gjnlﬁn + xn3Yn
Ynt = _anETL - In3V

(7.26)

Burada, x,,1 , 2, x,,3 diferensiyellebilir fonksiyonlardir. (3.18), (7.26) ve Enst = l~)ms, Vi =

Vis ve Y, = Y bagdasabilirlik sartlarini kullanarak,

Tpls = 6nxn3 + HnTn2
Tnas = _(571 — HnTni
Tn3s = Hntg — 6n$n1
elde edilir.
Vs = Dn

olmak iizere r _
Y = f)/stYss:DnXDns

= Dpx(=6,Y,)
= o0V
(3.20), (7.26), (7.27), (7.28) ve v;s = 7 bagdasabilirlik sartlart kullanilarak,

Tp1 = 5715
Tp2 = 5n,un
xn,?, — 671,555_”677,#%

veE
5nss _577,,“2
Hnt = 5715715 + < on ">
z

(Snt = _5n,ulns - 25ns,un

elde edilir. (7.28), (7.29) denklemlerinin s ve ¢ ye gore tiirev alinarak
Vss = _5nYn

Tts = 5nsv + 5n,unYn

Yie = _xnlénﬁn + 5ntv + xn35nYn

(7.27)

(7.28)

(7.29)

(7.30)

(7.31)

(7.32)

(7.33)
(7.34)

elde edilir. (7.28), (7.29), (7.32), (7.33) ve (7.34) kullanilarak normal Darboux ¢atisina gore

Hasimoto yiizeyinin birim normal vektor alani

N o ’ys X f}/t . Dn X (5nv)
"l xvw Dy x (6,V)

Yy

(7.35)
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seklinde elde edilir. Oklidyen 3-uzayda normal Darboux c¢atisina gére Hasimoto yiizeyinin
birinci temel formu
I, = E,ds* + 2F,dsdt + G, dt* (7.36)

bigiminde verilir. Burada Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gére Hasimoto

yiizeyinin birinci temel formunun katsayilari

E, = (45,7 = (Dn,Dy) =1
Fn - <7$7’yt> - <Dn76nv> =0
G, = <%>%> = <5nVa 5nv> = 57%

biciminde elde edilir. Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gore Hasimoto yiizeyinin
ikinci temel formu
II, = e,ds® + 2f,dsdt + g,dt> (7.37)

biciminde verilir. Burada Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catismma gore Hasimoto

ylizeyinin ikinci temel formunun katsayilari

€n = <7387Nn> - <_5nYn7Yn> =3 _6n
gn = <’ytt> Nn) = <xn16n5n + 5ntV + 'In?)(snyna Yn> - xn?’én

seklinde elde edilir. (7.36) ve (7.38) kullanilarak Oklidiyen 3-uzayda normal Darboux ¢atisina
gore Hasimoto yiizeyinin sirasiyla Gauss ve ortalama egrilikleri asagidaki bigimde ¢ikarilir:
2
— engn—fn
Kn = EnGn—F,
R (7.39)
o

_ 2
= —Tp3 — lu‘n

veE

Hn — Engn—2FnfntGnen

Q(Engn_Frz)

_ masdn b (7.40)

252
= 55 (T3 — 07)

(7.39) ve (7.40) yardimiyla Oklidyen 3-uzayda normal Darboux catisina gére Hasimoto
ylizeyinin birinci ve ikinci asli egrilikleri agagidaki gibi bulunur:

ki = H,++H:-K,

= 55 (a3 —07) + \/(ﬁ (Tnz — 02))2 + Tpg + 12 (7.41)

ve
kno = H,—+H.—K,

= 55 (Tn3 —07) — \/(%n (Tng — 62))% + Tp3 + pi2 (7.42)
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Girdap filament akisi tarafindan iiretilen genellestirilmis fokal yiizeyin normal Darboux

catisina gore parametrik gosterimi agagidaki gibi verilir:
Y(s,t) = (s, t) + (kni-kn2)N, (s, 1) (7.43)
(7.43) kullanilarak,

25(87 t) = 75(87 t) + (knlkHQ)SNn(sv t) + (knlk’VlQ>Nn8(su t)

= (1 + 5nkn1kn2)Dn - ﬂnknlanV + (knlan)sYn

Yi(s,t) = (s, t) + (knikn2)iNu(s,t) + (knikno) Ny (s, t)
= 6,V + (knrkn2) Yo + knikna(—Zn2 Dy — 203V) (7.45)
= —Znoknikna Dy + (65 — Tngkn1kn2)V + (kniknz)eYn
seklinde bulunur. Burada k,,15 ve k,2,, asli egriliklerin s parametresine gore, k,1; ve kno
asli egiriliklerin ¢ parametresine gore kismi tiirevleridir. (7.44) ve (7.45) kullanilarak girdap

filament akisi tarafindan tiretilen genellestirilmis fokal yiizeyinin birim normal vektor alani
N asagidaki sekilde elde edilir:

Do X % A Dy A MgV + AsY,

N = 4 L An A+ AR # 0 7.46
= xS~ /2, 122, 1 A, 1+ A+ Ay 7 (7.46)
Burada,
Es X Et - _(,U/nknlkn2(kn1kn2>t + (571 - anknlan)(knlkn2)s>5n
_((1 + 5nkn1kn2)(k‘n1k3n2)t + xWQkN1kn2(kn1kn2)s)V
+<(1 + 6nkn1kn2)(5n - $n3kn1kn2) — annzkilkiQ)Yn
vE

Ant = —(pnknikna(Knikn2)e + (0n — Tnsknikno) (kpikn2)s)
Az = (14 Oukrk) (Rutknz)t + Tnokur Kz (Kot Kinz).)
An3 = (1 + 5nkn1kn2)(6n - xn3kn1kn2) - Iu’”xn2k72ﬂk72l2

bicimindedir. Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atisina gore ¥ genellestirilmis fokal

ylizeyinin birinci temel formu

I¥ = EXds® + 2F dsdt + G*dt? (7.47)
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seklinde verilir. Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atisia gore 3 genellestirilmis fokal

ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari

EE = (3,5 = (14 6nknikn2) Dy — pinkniknaV + (knikng)s Yo,
(14 pknrknz) Dy — pinknikn2V + (knikno)sYo)
= (14 6pknkn2)® + (nknikns)? + (Knikns)?
Fr = (80,50 = (14 0uknikna) D — prokntknaV + (Knikn)sYa,

—Znoknikno Dy + (60 — Tngknikn2)V + (knikn2)1Yy)
= —Zpokpikno(1 4 Onkpikno) — finknkna(n — Tngknikno) + (Fnikn)s(Knikno)e
G = (8050 = (—Tpoknikna Dy + (60 — Tasku ko) V + (ki kina):Y,
—Znoknikno Do + (60 — Tngkntkn2)V + (kniknz)1 o)
= (Tpoknikn2)? + (00 — Tnskpikng)? + (kpikng)?

bi¢iminde elde edilir. (7.44) ve (7.45) esitliklerinin s ve ¢ ye gore tlirevleri alinarak

(5nkn1kn2)sﬁn + (]- ol 5nkn1kn2)(_5nyn) - (Mnknlkn2)sv - H’nknlan(unYn)
+(kn1kn2)ssyn + (knlkn2)s(5nDn - ,UnV)
((6nkn1kn2)s + 5n(knlkn2)s)5n - ((ﬂnknlan)s + ,un(knlkn2>s)v
+(_5n<1 + 5nknlkn2> - ﬂ%knlan + (knlan)ss)Yn

(6nknlkn2)t5n + (]- + 5nkn1kn2)(xnlv + anYn)
Z:Slf = _(Mnknlkrﬂ)tv - (Nnknlkn2)<_'rn1Dn + $n3Yn)
+(kn1kn2)styn + (knlkn2)s(_xn2Dn - anV)

(((Snknlkn2)t + Tni (Nnknlkn2) - xn2(kn1kn2>s)ﬁn
= +(xn1(1 + (Snknlan) - (ﬂnknlan)t - an(knlan)s)V
_’_(an(]- + 5nkn1kn2) - xn3(unkn1kn2) + (knlan)st)Yn

anknlan) 5n - anknlkTLQ(xnlv + anYn)
Ett = + 571, - InSknlkn2)tV + (571 - anknlan)(_xnan + anYn)

—(
(
+ (knrkn2) 1Yy + (kntkn2)e(—=2na Dy — 23V
—((Znoknrkn2)t + Zn1 (On — Znskniknz) + Tna(knikn2)e) Da
= +(—zmTnoknikna + (0n — Tpsknikn2)t — Tnz(kn1kn2))V
+(—=225kn1kng + T03(6n — Tpsknikng) + (knikno)e) Y

esitlikleri elde edilir.

Oklidyen 3-uzayda normal Darboux ¢atisina gére Y genellestirilmis fokal yiizeyinin
ikinci temel formu
IT = eXds® + 2f dsdt + g dt? (7.48)
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Bu esitlikler kullanilarak Oklidyen 3-uzayda 3 genellestirilmis fokal yiizeyinin ikinci temel

formunun katsayilari

o Anlﬁn + )\n2v + )\nSYn
6:1 - Zsst:L = gn D, +§n V +§n Yo, (749)
ol < N N+ Ve >
1

- \/)\21 ¥+ )\22 n )\23 (fnl)\nl + £n2)\n2 + 5%3)\n3>

~ At Dy + A2V + A3,
f:; - <25t7NZ> = <¢n1Dn + (anV + ¢n3Yn; ! + 2V + 3 >

\/)\7211 + A2 + A5
1

= \//\311 T )\ZQ T )\313 (5nl)\nl + 5n2>\n2 + §n3>\n3)

. . ~ MiDy 4+ AoV 4 \3Y
gn = <Ett7Nn> = <wn1Dn + anV + wnBYn, ! 2 3 >

VAL A2, + A%
1

= \//\7211 T )\%3 (Vn1An1 + Un2An2 + YnsAns)

bi¢iminde elde edilir. Oyle ki

§u = (Onkn1kn2)s + On(knikn2)s

Sna = —(Mnkmk‘nz)s - Mn(kmknz)s

Ens = =0 (14 0nkpikn2) — p2knikne + (knikn2)ss

1 = (Onknikn2)t + Tn1(nknikn2) — Tn2(Knikn2)s

Ona = Tp1 (14 Onkniknz) — (pnknikn2)e — Tns(knikn2)s (7.50)
Ons = Tp2(1+ 0nknikn2) — Tus(nkniknz) + (knikn2)se

V1 = —(fEannlk‘nQ)t - In1(5n - $n3k3n1k’n2) - xnz(k’nlknz)t

Une =  —Tn1Tn2knikne + (0n — Tnsknikn2)e — Tp3(knikn2):

Ypg = — 225 kn1kno + T03(8n — Tusknikno) + (knikn )

dir. Bu esitlikler kullanilarak genellestirilmis fokal ylizeyin ortalama egriligi ve Gauss egriligi
asagidaki gibi bulunur:
] endn — In’
K= m —];;:2
( (En1An1 + EnaAnz + En3An3) (VniAnt + Ynadna + YnsAns) >
—(Pn1An1 + Pn2dnz + dnsns)”
(A% + Ao+ A0a) (1 + Onkonibons )
"‘(:unknlkm)Q + (knlkn2>g)((xn2knlkn2)2
+(0n — $n3kn1kn2)2 + (knlkn2)?>
—(—zp2knikn2(1 + 0pkn1kno)
— k1 kn2(0n — Tnsknikn2) + (kniknz)s(kniknz)i)?)

(7.51)
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veE

7o Ergn —2F [, + Grey,
" 2(ExGr — F?)

(1 + nknikna)?® + (pnknikna)?
+(kn1kn2)2) (Un1 An1 + Yn2Anz + UnsAns)
—2(—xnokn1kna(1 + 0nkn1kno)

— tinknikno(8n — Tpskniknz)
+(kn1kn2)s(kn1kn2)e) (Pn1An1 + Gn2Anz + On3Ans)
+((poknikn2)? + (6, — Tpskniknz)?
+(kn1kn2)?) (EnrAnt + En2Anz + EnzAnz)
20/ A2+ A2y + N2 (14 Onknikng)? + (pinknibing)?
+(knikn2)2) (Tnoknikn2)? + (00 — Tazkpiknz)”
+(knikn2)?) — (—@noknikna(1 + 6nknikns)

— k1 kno(On — Tpsknikng) + (knikno)s(knikne)e)?)

(7.52)

7.3. Oklidyen 3-Uzayda Rektifyen Darboux Catisina Gore
Genellestirilmis Fokal Yiizeyler

3 boyutlu Oklid uzayinda hareketli uzay egrisi v ve v = 7(s,t) hareketli uzay egrisinin
konum vektdrii olsun. Burada s yay parametresi ve ¢t zamani1 gostermektedir. Oklidyen
3-uzayda egri boyunca bir yiizey lizerinde rektifyen Darboux catiy1 {ET,T,YT} ile
gosterelim. D,, v egrisinin birim tanjant vektorli, 7' yiizeyin birim normal vektorii ve
Y, = l~)T x T birim vektordiir. {5,., T,Y,} rektifyen Darboux ¢atisinin ¢ zaman evoliisyonu,

genel formunda asagidaki gibi verilir:

Dy = x24T + 2,0,
T = _xrljjr + 2,3Y; (753)
Yi = _xTQET — 13T

Burada z,1, x,9, x,3 diferensiyellebilir fonksiyonlardir. (3.20), (7.53) ve ﬁmt = Dys, Ty =
Tis ve Y, = Y, bagdasabilirlik sartlarini kullanarak,

Tris = OpTr3 + [rTro
Tras = —0p — [pTp1 (7.54)
Ty3s = Hrt — 0pTp1
elde edilir.
¥ = D, (7.55)

olmak tzere _ _
"t = 75X’7852DTXDTS

= D, x(=4,Y,) (7.56)
- 5. T
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elde edilir. (3.20), (7.53), (7.54), (7.55) ve ;s = 75 bagdasabilirlik sartlar1 kullanilarak,

Tr1 = 57“5
T = 57“,“7” (757)
xr?) — 67‘33 g:s'r‘/»lf?n
ve )
rt — 57'67"3 + (6”576“%)
it ) (7.58)
57‘t = _61",urs - 2-5rsﬂr
elde edilir. (7.55), (7.56) denkemlerinin s ve ¢ ye gore tlirevi alinarak
Vss = _5TY;” (759)
Vts = 5rsT + 57“:“7“}/; (760)
Vit = _170157’-57" + 67"tT + 1'0367‘Y;‘ (761)

elde edilir. (7.55), (7.56), (7.59), (7.60) ve (7.61) kullanilarak rektifyen Darboux ¢atisina gore

Hasimoto yiizeyinin birim normal vektor alani

D T
hs X hy, _ er(ér ) v (7.62)
H hs X hu H H Dr X ((STT) H

seklinde elde edilir. Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gére Hasimoto yiizeyinin

N, =

birinci temel formu,
I, = E,ds* + 2F,.dsdt + G,dt* (7.63)

bi¢iminde verilir. Burada, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux ¢atisina gore birinci temel

formun katsayilari

E. = (’75,73) = <5T7ﬁ7’> =1
Fr - </7877t> - <ﬁ"”757"v> =0
Gr — <’yt7’yt> - <57‘T7 57‘T> = 57%

biciminde elde edilir. Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina goére Hasimoto

ylizeyinin ikinci temel formu
I1, = e,ds* + 2f.dsdt + g,dt* (7.64)

bigiminde verilir. Burada, Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux gatisina goére Hasimoto

ylizeyinin ikinci temel formun katsayilari
€r = <7387NT> = <57“Yr,}/r> - _57'
fr= <78taNr> = <5TST + §rﬂr}/}7n> = Opfly (7.65)
9r = <7tt7 NT> = <_xrl5r5r + 5rtT + xr?)(sry;a Y;> = $r35r
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biciminde verilir. (7.63), (7.65) kullanilarak Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux ¢atisina
gore Hasimoto yiizeyinin sirasiyla Gauss ve ortalama egrilikleri asagidaki bigimde ¢ikarilir:

2

K — ergr—fr
r ErGoe e

— 62$T3§'g6r”‘7 (7.66)

— 2
= —Tp3 — Hy

B = Bl
— % (7.67)
= ﬁ (wrs — 67)

(7.66), (7.67) yardimiyla Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisna gore Hasimoto

ylizeyinin birinci ve ikinci asli egrilikleri asagidaki gibi bulunur:

kn = H,+H —K,
o (T3 — 67) (7.68)
1/ (ok (s — 02))2 + g + 122

Ve
ko = H.—+/H —K,
_ wm(mod) (7.69)
(G (s — @) 4 + 2 |

Girdap filament akis1 tarafindan tiretilen genellestirilmis fokal ylizeyin parametrik gosterimi

asagidaki gibi verilir

krl + kr?
2

(7.70) in rektifyen Darboux catis1 kullanilarak s ve ¢ ye gore kismi tiirevleri

Qs,t) = v(s,t) + ( )N, (s,1) (7.70)

Qu(s,1) = 7s(s,t) + (krlgkw) r(s,t) + (kMHCTQ IN,5(s,1)
ﬁr + %(krls + kr2s) rt+ %( r1t kT2)<5TET - luTT) (7.70)
= (1 + %(Sr(krl + kr2))D - ;,ur(krl + kT‘Q)T + %(krls + kr2s)Y;”

Qu(s.t) = vls,t) + (PFR2) N, (s,) + (B2F52 )Ny (s, 1)
= o1+ §(kr1t + kpo)Ye + §(kr1 + kr2)<_xr2jjr — 2,37 (7.72)
= —%xrz(k?rl + k?r2)l~)r + (6, — %xri’)(krl + ko)) T + %(k’m + krot)Y;
seklinde bulunur. Burada, k,15 ve ko5, asli egriliklerin s parametresine gore, k.15 ve kyos,
parametresine gore kismi tlirevleridir. (7.71) ve (7.72) kullanilarak girdap filament akis1

tarafindan iretilen genellestirilmis fokal ylizeyin birim normal vektor alan1 N asagidaki
sekilde ifade edilir:

N* Qs X Qt o )\Tlﬁ'l’ + /\T2T + )\r3}/;'

_ _ o
S IR s e pr AR A
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Burada,

Qy xQ = (_zl;,“ (k1 + Kra) (krae + Kpoe) — %@T - %xr?)(k’"l * kﬂ)))ﬁr
+(— %(1 + 1(5 (kr1 4 kr2)) (Kr1e + Frot) — ixﬁ(krl + ko) (Kris + ko)) T
F((1 + 500 (kry 4 Fp2) (0 — 52r3(kpn + Kp2)) — trra(Rry + Fp2)?)Y,

ve
1 1 1
A1 = _Zﬂr(krl + kr2) (kr1e + Krat) — 5(& - §$r3(kr1 + kr2))
1 1 1
>\r2 = _5(1 + §5r<kr1 + er))(krlt + szt) - ZQ;TQ(krl + kr2)<krls + ers)
1 1 1
/\r3 = (1 I §5r(kr1 + kr2>(67" an éxr3(kr1 + kr?)) - Z:U’Txﬂ(kﬂ + kT2)2 (774)

Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gére €2 genellestirilmis fokal yiizeyinin birinci
temel formu

I¥ = E*ds® + 2F*dsdt + Grdt? (7.75)
seklinde verilir. Oklidiyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gore €) genellestirilmis fokal

ylizeyinin birinci temel formunun katsayilari

1 ~ 1 1
E: - <Qsa Qs> - <(1 + 557"(]{:7"1 + kr2))Dr - é,ur(krl + kr2)T + §(krls + kr2s)Y;“7
1 ~ 1 1
(1 + §5r(kr1 + kr2))Dr - Eur(krl + kr2)T + §(kr13 + kr2$)n>

1 1 1
= (]- + é(sr(krl + kr2)2 + _,U/z(k’rl + kr2)2 + Z(krls + kr25)2

4
1 ~ 1 1
F* = <Qs, Qt) = <(1 + E(Sr(krl + krg))Dr — §Nr<kr1 + kTQ)T + §(kr15 + kTQS)Y;«,

1 ~ 1 1
_§x7‘2(k3r1 + kr?)Dr + (57“ - §xr3(kr1 + kTZ))T + é(krlt + ert)Y;">

1 1
= _5377“2(1 + §5r(kr1 + er))<kr1 + kTZ)

1 1 1
_Eﬂr(krl + kr2)(5r - 5377”3(]{77”1 + er)) + Zl(krls + ers)(krlt + ert)
1 ~ 1 1
G: - <Qt7 Qt> - <_§xr2(kr1 + kr2)Dr + <5r - 5[[}«3(]9,«1 + k'rZ))T + _(krlt + kr2t)}/'m

2
1 ~ 1 1
_§xr2(kr1 + kp2) Dy + (6, — 596’7«3(/%1 + kpo))T + é(krlt + ko) Yr)

1
_<k77"1t + kr2t>2

1 1
= Z$32(k?r1 + kr2)2 + (6, — §$r3(kr1 + kr2))2 + 4

biciminde elde edilir. (7.71) ve (7.72) esitliklerinin s ve ¢ ye gore tlirevleri alinarak



Qtt -

(3

r(L+ 50, (kr + kr2))
,U/ (les + kr23)

(6,
| (=0

+,ur(k'r1t + kr2)) xr3

_%l‘rfﬂﬂr (krl + kr2)

(—%%&t(k’rl + kya) —
—2,1(6r
+(_%xrlxr2(kr1 + krg)
+(5rt - leSt(k 1+ kr?)
+ (=222 (ke1 + kr2) + 2,36, —
+;(kr1tt + krow)) Yy

5 (Ot (k1 + Kpa) + 0y (Rvrs + Krar)

1ty (K1 + Fr2) = Tra (Kt + Kias)) Dy

+@ﬂu+15(ﬂ+kﬂ)
(kp1s + ko)) T

(2 (1 + 30, (ke + Fr2))

S(krist + krost))Ys

%3’)7‘2 (krlt + ert)

— Lag(kp + kr2)) — Ao (Krae + Kyat)) Dy

- xTS(krlt + kr?t))T
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( rl + er) + (5r(krls + kTZS) + 67'<krls + kr2s>>5r
(,urs(krl + kr2) + ,ur(krls + kr25) + Mr(krls + ers))T

(krlss + kr2ss>>Y;“

(,u'rt( rl + er)

%xr3<kr1 + kr2))

esitlikleri elde edilir. Oklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux catisina gore §) genellestirilmis

fokal yiizeyinin ikinci temel formu

ITF = erds® + 2fFdsdt + g-dt?

Bu esitlikler kullanilarak Oklidyen 3-uzayda ) genellestirilmis fokal yiizeyinin ikinci temel

formunun katsayilari

= <sta N;> = <€7“15r + §r2T + §T3}/7‘7

1

)\7"157” + )\T‘QT + >\r3}/;’ >

VAL AL+ A

== (grl r1+ 51‘2)\7“2 + §n3>\r3>

VAL +

= <Qst7 N:> = <¢T‘15T + ¢r2T + ¢T3K‘7

1
VAL AL A

= <Qtt7 N:> = <wr1ﬁn + wTQT + wr?)Y;a

1
VAL AL A

/\Tlﬁr + /\TQT + )\T‘3Yr‘
VAL AL + A

(erl/\rl + ¢r2)\r2 + ¢r3)\r3)

)\rlﬁr + )\T2T + )\r3lfr>

VAL AL+

<¢r1Ar1 + ¢T2>\7"2 + wr3)\r3)



56

bigiminde elde edilir. Oyle ki

&1 = 5 (0rs(kr1 + Ky2) + 0, (Kr1s + kras) + 600 (Kpis + Kyos)

S = — 5 (prs(kr1 + Kp2) + pr (Frts + Fros) + i (Kris + Fras))

&3 = —0.(1+ %5,«(/%«1 + ko)) — %M%(krls + kyos) + %(krlss + Kross)

b = L0ne(kp1 + ko) + 6, (ke + ko) 4+ @oaptr (bt + ko) — 2o (Krrs + kios)

Or2 = xrl(]- + %5T(k7”1 + er)) - %(Mrt(krl + kr2> + ﬂr(krlt + er)) - %er(krls + kr?s})
brg = Tpo(l 4 %(51«(/%1 + ky2)) — %xrfiluﬂr(krl + ko) + %(krlst + krost)

Y1 = _%xr%(k'rl + kp2) — %xﬂ(krlt + krat) — 21(0 — %1177«3(]%1 + kr2)) — %xTQ(krlt + Kray)
Yy = — 321y (Kt + Kr2) + (O — 32rse(kot + Ky2) — 2p3(Kr1e + Krot)

g = — 522 (k1 + ki) + 23(8, — 53 (kry + Ki2)) + 3 (Krsee + Krone)

dir. Bu esitlikler kullanilarak genellestirilmis fokal yiizeyin ortalama egriligi ve Gauss egriligi
asagidaki gibi bulunur:
" €ndgn = I
SR =
(En1An1 + &n2An2 + &3 An3) (Yn1 Ant + Yn2An2 + VnsAns)
—(Pn1Ant + On2An2 + GnsAnz)?
()‘7211 + )‘7212 F- )‘i3>(((1 + 5nkn1kn2)2 ok (ﬂnknlkrﬂ)Q
+(k’nlkvﬂ)g)((1‘7121{:711]{7712)2 + (571 - $n3kn1kn2)2
+(knikn2)?) — (—Tnoknikno (1 + 6nknikne) — tnkniknz (6 — Tnzkniknz)
+(kn1kn2)s(kn1kn2))?)

ve
Ergn —2E 1, + Grey
2(EGr — F?)
(L + 0pknikn2)?® + (tnknikna)?
+(kn1kn2)2) (U1 An1 + Yn2Anz + UnsAns)
—2(—Tpokni1kn2(1 + 8k kng)

— k1 kno (8 — Tpskniknz)
+(kn1kn2)s(Fnikn2)e) (PniAnt + Gn2Anz + On3Ans)
+((Tn2knikn2)? + (0n — Tpsknikn)?
+(kn1kn2)?) (Eni Ant + EnzAnz + EnzAns)
2/ A%+ Anp + ASs (1 + Gnkina hnz)®
+(tnkn1kn2)? + (kn1kn2)3) (Tnoknikno)?
+(8n — Trzknikn2)? + (knikn2)?)
—(—Zn2kn1kn2(1 + dnkniknz)

— tinknikno(8n — Tpsknikn2)
+(kn1kn2)s(knikn2)e)?)
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8. BULGULAR VE TARTISMA

Bu ¢alismada, Oklidyen 3-uzayda egrileri ve yiizeyleri incelemek igin giiglii araglar
olan oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilarina odaklanilmistir. Darboux ¢atisi
ylizeyler lizerindeki egrilerin 6zelliklerini belirlemede ve manyetik egriler gibi fiziksel
anlami olan egrileri modellemede O6nemli bir yere sahiptir. Alkan vd. (2024) tarafindan
ylizey egrileri i¢in tanimlanan oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilari, yiizeyler ve

egriler arasindaki etkilesimi derinlemesine inceleme potansiyeli sunmaktadir.

Calismanin ilk kisminda yeni tanimlanan bu Darboux ¢atilarina gére manyetik egri
kavramin1 genislettik. Oskiilatdr, normal ve rektifyen Darboux vektdrleri boyunca etkili
manyetik alanlar altinda hareket eden yiiklii parcaciklarin yoriingelerini tanimlayarak yeni
manyetik egri siiflarini ortaya koyduk. Elde ettigimiz Lorentz kuvvet denklemleri, bu yeni
manyetik egri tiirlerinin dinamiklerini anlamak i¢in bir temel ortaya koymaktadir. Bu
denklemlerin analizi farkli manyetik alan yapilar1 altinda pargaciklarin nasil hareket

edecegine dair 6nemli bilgiler saglayabilir.

Ikinci olarak, Hasimoto doniisiimii ve dogrusal olmayan Schrddinger (NLS)
denklemi arasindaki iliskiden yola ¢ikarak (Hasimoto, 1972; Abdel-All vd., 2012; Ertug
Giirbiiz, 2018, 2019), oskiilator, normal ve rektifyen Darboux ¢atilarina gore yeni Hasimoto
benzeri doniigiimler tanimladik. Barros ve Romero (2007) Killing manyetik yoriingelerinin
NLS denkleminin ¢dziimleri olarak ifade edilebilecegini sdyleyerek manyetik egriler ve
dalga teorisi arasinda bir baglanti ortaya koymusladir. Bu c¢alismada tanimlanan yeni
Hasimoto benzeri doniisiimler ve bunlarin diferansiyel formiilleri, bu baglantiy1 farkli bir
acidan inceleme imkani sunmaktadir. Bu doniisiimler araciligiyla elde edilen yeni NLS
denklem simiflari, farkli fiziksel sistemlerin modellenmesinde kullanilabilecek yeni

geometrik araglar saglayabilir.

Son olarak, oskiilator, normal ve rektifyen Darboux ¢atilarina gore yeni Hasimoto
benzeri dontisiimlerle iliskili Hasimoto yiizeylerini insa etmeyi ve bu ylizeylerin geometrik
ozelliklerini (Gauss ve ortalama egrilikleri, asli egrilikleri) incelemeyi ve bu sekilde elde

edilen yeni ylizeylerin sekli ve i¢csel geometrisi hakkinda bilgi sahibi olmay1 amagladik.

Oskiilator, normal ve rektifyen Darboux catilarina gére Hasimoto yiizeylerinin
genellestirilmis fokal yiizeylerinin bulunmasi optik ve akustik gibi farkl fizik alanlarinda

yeni bir bakis sunabileceginden potansiyel uygulamalar agisindan énemlidir.
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9. SONUC VE ONERILER

Bu ¢alismada E? uzaymda oskiilatér, normal ve rektifyen Darboux catilarma gore
manyetik egriler incelendi. Bu catilara gore NLS ile iliskili yeni siiflar ve Hasimoto
benzeri doniisimler ve NLS denklemi ile iliskili Hasimoto benzeri doniisiimlerin
diferensiyelleri i¢in yeni formiiller elde edildi. Oskiilator, normal ve rektifyen Darboux
catilaria gore Hasimoto yiizeyleri elde edilip bu yiizeylerin Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplandi, Hasimoto ylizeylerinin 6zel olarak Gauss egrilik fonksiyonu, ortalama egrilik

fonksiyonu ve enerji fonksiyonu olarak adlandirilan genellestirilmis fokal yiizeyleri verildi.

Calismamiz E? uzaymda oskiilatér, normal ve rektifyen Darboux catilarina gore
yapilmistir. Oklidiyen 3-uzayda baska catilara gore incelenebilir, Minkowski uzayma
aktarilarak aynmi cati ve farkli catilar icin de calismalar yapilarak yeni sonuglar elde
edilebilir.
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