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ÖZET

Bu tez, oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre manyetik eğrileri,
doğrusal olmayan Schrödinger (NLS) denklemleri ile ilgili üç sınıfı ve üç dönüşümü ve bu
dönüşümlerin diferensiyelleri için üç formülü, Hasimoto yüzeylerinin genelleştirilmiş fokal
yüzeylerini incelemeyi amaçlamaktadır.

Bu çalışma yedi bölümden oluşmaktadır. Birinci bölümde çalışma hakkında genel
bir bilgi verilmiş çalışmanın amaçları vurgulanmıştır. İkinci bölümde önceki araştırmalara
dair literatür araştırmasına yer verilmiştir. Üçüncü bölümde temel formlar ve eğrilikler,
Öklidyen 3-uzayda oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatıları, Öklidyen 3-uzayda
Hasimoto yüzeyi ve genelleştirilmiş fokal yüzeylere dair tanımlara yer verilmiştir.

Dördüncü bölümde Öklidyen 3-uzayda oskülatör, normal ve rektifyen Darboux
çatılarına göre manyetik eğrilerle ilgili tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Beşinci bölümde
oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre NLS denklemi ile ilgili yeni sınıflar
ele alınmıştır. Altıncı bölümde bu çatılara göre NLS ile ilişkili Hasimoto benzeri
dönüşümlerin diferensiyel formülleri verilmiştir. Yedinci bölümde Öklidyen 3-uzayda
oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre Hasimoto yüzeylerinin
genelleştirilmiş fokal yüzeyleri incelenmiştir.

Anahtar Kelimeler: Oskülatör Darboux Çatısı, Normal Darboux Çatısı, Rektifyen Darboux
Çatısı, Hasimoto yüzeyi, Genelleştirilmiş Fokal Yüzeyler, Manyetik Eğriler.
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SUMMARY

This thesis aims to investigate magnetic curves according to osculating, normal, and
rectifying Darboux frames, three classes and three transformations related to nonlinear
Schrödinger (NLS) equations and three formulas for the differentials of these
transformations, and the generalized focal surfaces of Hasimoto surfaces.

This study consists of seven chapters. The first chapter provides general information
about the study and emphasizes its objectives. The second chapter includes a literature
review of previous research. The third chapter includes definitions of fundamental forms
and curvatures, osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space, the
Hasimoto surface in Euclidean 3-space, and generalized focal surfaces.

The fourth chapter includes definitions and theorems related to magnetic curves
according to osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space. In the
fifth chapter, new classes related to the NLS equation according to osculating, normal, and
rectifying Darboux frames are discussed. The sixth chapter provides the differential
formulas of Hasimoto-like transformations associated with NLS according to these frames.
The seventh chapter examines the generalized focal surfaces of Hasimoto surfaces
according to osculating, normal, and rectifying Darboux frames in Euclidean 3-space.

Key Words: Osculating Darboux Frame, Normal Darboux Frame, Rectifying
Darboux Frame, Hasimoto surface, Generalized Focal Surfaces, Magnetic Curves.
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1. GİRİŞ VE AMAÇ

Diferensiyel geometrinin temelini oluşturan kavramlar eğriler ve yüzeylerdir. Frenet
ve Serret, birbirinden bağımsız olarak, eğri boyunca hareket eden bir parçacığın kinematik
özelliklerini belirleyen bir çatı inşa etmişlerdir. Daha sonra Darboux, yüzey üzerindeki
eğrilerin ve yüzeyin kendisinin yapısını incelemek için kullanışlı bir araç olan Darboux
çatısını inşa etmiştir. Darboux çatısı manyetik eğrileri analiz etmek için de kullanışlı bir
araçtır.

Yüklü bir parçacık, bir manyetik alana girdiğinde Lorentz kuvveti

∇γ′γ′=Φ(γ′)=V × γ′

etkisi altında kalarak bir yörüngeye doğru hareket eder ve parçacığın hareket ettiği bu
yörüngeye manyetik eğri denir (Barros ve Romero, 2007). Bu çalışmada amaçlarımızdan
biri Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre D̃o, U ve Yo, normal Darboux
çatısına göre D̃n, T ve Yn ve rektifyen Darboux çatısına göre D̃r, V ve Yr−manyetik
eğrilerini tanımlamaktır. Aynı zamanda oskülator, normal ve rektifyen Darboux çatılarının
Lorentz kuvvet denklemlerini elde etmektir. Killing manyetik alanları, özellikle 3 boyutlu
uzayda, fiziksel sistemlerin incelenmesinde önemli rol oynar.

Barros ve Romero (2007) Killing manyetik akılarını girdap filament akıları olarak
görüp manyetik yörüngelerin kübik Schrödinger denkleminin çözümleri olarak soliton
karakterini belirtmek için Hasimoto dönüşümünü kullanmışlardır. NLS denklemi ile ilişkili
olan yüzeylere Hasimoto yüzeyi denir. Bu çalışmadaki amaçlarımızdan biri de oskülatör
Darboux, normal Darboux ve rektifyen Darboux çatılarına göre NLS denklemi ile ilişkili
yeni sınıflar ve yeni Hasimoto benzeri dönüşümler, aynı zamanda oskülatör, normal ve
rektifyen Darboux çatılarına göre NLS denklemi ile ilişkili Hasimoto benzeri dönüşümlerin
diferensiyelleri için yeni formüller ve bu çatılara göre Hasimoto yüzeylerini elde etmek,
bunlara ilişkin Gauss ve ortalama eğriliklerini bulmak, bu eğrilikler yardımıyla asli
eğrilikleri vermek ve bu çatılara göre Hasimoto yüzeylerinin genelleştirilmiş fokal
yüzeylerini sunmaktır.
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2. LİTERATÜR ARAŞTIRMASI

18. yüzyılda L. Euler ve C. F. Gauss gibi matematikçiler yüzeylerin eğriliği ve
eğrilerin yay uzunluğu gibi temel kavramları sunmuşlardır. G. Monge ise yüzeyler teorisine
önemli katkılarda bulunmuş ve diferensiyel geometriyi ayrı bir disiplin olarak ele almıştır.
19.yy başlarında Gauss yüzeylerin içsel geometrisi üzerinde çalışmış, yüzeyin eğriliğinin
ölçülebilecek içsel bir özellik olduğunu göstermiştir. Frenet (1847) ve Serret (1851)
birbirinden bağımsız olarak geliştirdikleri ve daha sonra bir araya getirilen çalışmalar ile bir
eğrinin her noktasındaki teğet, normal ve binormal vektörleri tanımlayan bir çatı ortaya
koymuş, eğrilik ve burulmayı hesaplayarak eğrinin uzaydaki şeklini anlamak için bir temel
oluşturmuşlardır. Daha sonra J.G Darboux 1887-1896 yılları arasında yayınladığı dört
ciltlik ”Théorie générale des surfaces” isimli eserinde yüzeyleri kapsamlı bir şekilde ele
almış ve Darboux çatısını inşa etmiştir. Darboux, bu çatı ile bir yüzey üzerinde bulunan
hareketli bir eğrinin yüzeyle olan ilişkisini incelemiştir. Darboux çatısı birçok matematikçi
tarafından çalışılmıştır. Balakrishan (1994) Öklidiyen 3-uzayda Darboux çatısına göre eğri
evolüsyonunun birinci sınıfını elde etmiştir. Doğan ve Yaylı (2012) Darboux çatısını
incelemiş, Gauss ve ortalama eğriliklerini hesaplamışlardır. Birçok matematikçi tarafından
başka çatılar da inşa edilmiştir. Coquillart (1987) q-çatıyı tanımlamıştır. Ertuğ Gürbüz
(2023), {t, u, g} çatısına göre doğrusal olmayan NLS denklemiyle ilişkili yeni sınıflar ve
yeni Hasimoto benzeri dönüşümler elde etmiş ve bu Hasimoto benzeri dönüşümlerin
diferensiyelleri için yeni formüller sunmuştur.

Frenet-Serret çatısına alternatif olarak birçok çatı geliştirilmiştir. Bu çatılardan biri
L. R. Bishop (1975) tarafından geliştirilen alternatif çatıdır. Bu çatı Frenet-Serret çatısının
tanımlanamadığı durumlarda (özellikle eğrinin ikinci türevinin sıfır olduğu hallerde)
herhangi bir uzay eğrisini analiz edebilmesi anlamında önemlidir. Yılmaz ve Turgut (2010)
tarafından 2. tip Bishop çatısı oluşturulmuştur. Soliman vd. (2019) 3. tip Bishop çatısını
oluşturarak bu çatı ile zamana göre eğri evolüsyonunu incelemişlerdir. Alkan vd. (2024),
Darboux çatısını temel alan oskülatör Darboux, normal Darboux ve rektifyen Darboux
çatılarını incelemişlerdir.

Matematik ve fizikte özel bir dalga türünü ifade eden solitonlar ve uzay eğrileri
arasındaki ilişkiler fiziksel anlamda geniş bir uygulama alanına sahip olduklarından birçok
matematikçi bu konular üzerinde çalışmıştır. Hasimoto (1971) bir girdap filament
hareketini ve bunun elastikler ile olan ilişkisini incelemiştir. Hasimoto (1972) kendi adı
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verilen aşağıdaki Hasimoto dönüşümü

ψ = κei
∫
τds

yardımıyla vorteks filament denkleminin, doğrusal olmayan Schrödinger (NLS) denklemine

1

i

∂ψ

∂t
=
∂2ψ

∂s2
+

1

2

∣∣ψ2
∣∣ψ

karşılık geldiğini göstermiştir. Langer ve Perline (1990), eğriler üzerinde integrallanebilir
akıları ve Hasimoto dönüşümünü incelemişlerdir. Nassar vd. (2012) Öklidyen 3-uzayda
Frenet çatısına göre Hasimoto yüzeylerini incelemişlerdir. Ertuğ Gürbüz (2018a), (2018b)
Öklidyen ve Minkowski 3-uzaylarında Darboux çatısına göre eğri evolüsyonunun NLS ile
ilişkili üç sınıfını elde etmiş ve üç geometrik fazı incelemiştir. Ertuğ Gürbüz ve Yoon
(2020) Minkowski uzayında bir Frenet çatısına karşılık gelen ikinci ve üçüncü sınıf eğri
evolüsyonları için Hasimoto yüzeylerini incelemişlerdir. Elzawy (2021) Hasimoto
yüzeylerini Galilean uzayda analiz etmiştir. Elsharkawy (2024) üç boyutlu Minkowski
uzayında Hasimoto yüzeylerinin eşbiçimli geometrisini inceleyerek bu yüzeylere özgü
geometrik özellikleri, özellikle Gauss ve ortalama eşbiçimli eğriliklerini analiz etmiştir.
Abdel–aziz vd. (2024) Minkowski uzayında bir timelike Hasimoto yüzeyinin temel form
katsayılarından evolüsyon denklemlerini tanıtmış, q-eğri kullanarak üç tip Hasimoto yüzeyi
sunmuşlardır.

Manyetik eğriler matematikte ve fizikte bir çok uygulama alanına sahiptiṙ. Manyetik
eğriler, bir manyetik alanın etkisi altında hareket eden yüklü bir parçacığın yörüngesini
temsil eder ve Lorentz kuvvet denklemini sağlar. Başka bir deyişle, bir yüklü parçacık bir
manyetik alanın etkisi altına girdiğinde Lorentz kuvveti açığa çıkar ve bu etkiyle yüklü
parçacık bu manyetik alan içerisinde bir yörüngede ilerlemeye başlar. Bu yörüngeye
manyetik eğri adı verilir. Barros ve Romero (2007) manyetik alanlar içindeki girdap benzeri
yapıları fiziksel ve geometrik açıdan ayrıntılı olarak analiz etmişlerdir. Romaniuc ve
Munteanu (2011) Öklidiyen 3-uzayda Killing manyetik alanlara karşılık gelen manyetik
eğrileri incelemişlerdir. Özdemir vd. (2019) aynı manyetik alan çizgilerini ve manyetik
eğrileri paylaşan yüzey aileleri için parametrik bir gösterim elde etmiş, bu yüzeylerle ilişkili
olarak hareket eden yüklü parçacıkların yörüngelerini araştırmışlardır. Ertuğ Gürbüz (2021)
Öklidiyen 3-uzayda Darboux çatısına göre elektrik alanının varyasyonu yardımıyla
manyetik eğrileri incelemiştir. Ertuğ Gürbüz (2024) lightlike ve timelike yüzeyler üzerinde
Darboux çatıları için manyetik eğrileri incelemiştir.

Fokal yüzeyler genel olarak ses, ışık ve diğer dalga türlerinin yansıması veya
kırılması sonucu yoğunlaştığı noktaların geometrik yeri olarak tanımlanabilir. Bu bağlamda
fokal yüzeyler hem teorik anlamda geniş bir çalışma alanı sunmakta hem de uygulama
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anlamında optik, akustik ve radar sistemleri gibi çeşitli mühendislik disiplinlerinde önemli
yer tutmaktadır. Hagen vd. (1991) fokal yüzeylerin doğruların kongrüansları olarak
anlaşılması prensibini kullanarak, bunu görüntüleme alanında ilk kez kullanmışlardır.
Hagen ve Hahmann (1992) genelleştirilmiş fokal yüzeyleri yüzeyleri analizetmişlerdir.
Özdemir (2008) En n-boyutlu Öklidiyen uzayda fokal eğriler ve yüzeyleri sınıflandırmıştır.
Şimşek (2016) fokal yüzeyleri Lorentz-Minkowski uzayında ele almıştır. Kişi vd. (2020)
Galilean 3-uzayında yeni bir tip fokal yüzey elde etmişlerdir. Eren vd. (2022) girdap
filament akılarının fokal yüzeylerini incelemiş ve bu akılar ile bunların fokal yüzeylerini
karşılaştırarak yeni karakterizasyonlar elde etmişlerdir. Güler (2022) verilen bir parametrik
yüzeyin offset yüzeyinin fokal yüzeyleri ile yüzeyin geometrisi arasındaki ilişkileri
incelemiştir.
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3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, çalışmada faydalanılan ve çalışmanın temelini oluşturan tanım ve
teoremlere yer verilmiştir.

3.1. E3 Uzayında Temel Formlar ve Eğrilikler

Diferensiyel geometride, yüzeylerin içsel ve dışsal geometrik özelliklerini tanımlamak için
birinci ve ikinci temel formlardan faydalanılır. Birinci temel form yüzeyin içsel
geometrisini yani yüzeyin kendi üzerinde ölçülen uzunlukları, açıları tanımlamak için
kullanılırken ikinci temel form yüzeyin eğrilik, burulma gibi dışsal özelliklerini tanımlamak
ve yüzeyi sınıflandırmak için kullanılır. Bu kısımda birinci ve ikinci temel form ile ilgili
tanımlara yer verilmiştir.

3-boyutlu standart reel vektör uzayı R3 ile birleştirilmiş R3 afin uzayında
x = (x1, x2, x3) ve y = (y1, y2, y3) vektörler olmak üzere Öklid iç çarpımı

⟨, ⟩ : R3 × R3 → R

(x, y) → ⟨x, y⟩ =
3∑

i=1

xiyi

biçiminde tanımlanır. Böylece R3 afin uzayı 3-boyutlu Öklid uzayı olur ve E3 ile gösterilir
(Hacısalihoğlu, 1983).

α(s) : I ⊆ R → E3 eğrisi α(s) = (α1(s), α2(s), α3(s)) parametrizasyonuyla
verilsin. ∥α′(s)∥ = 1 iken bu eğri (I, α) koordinat komşuluğu için birim hızlı eğri olarak
ifade edilir. Böyle olunca s, yay parametresi adını alır. Her s ∈ [a, b] için α′(s) ̸= 0 ise α
eğrisi düzenli (regüler) eğri olarak adlandırılır (Hacısalihoğlu, 1998).

Bir koordinat yamasıX : D −→ R3,R2nin açık bir alt kümesi olanD denR3 e giden
birebir ve düzgün bir dönüşümdür (O’Neill, 1996).

E3 uzayında bir M yüzeyi h(s, u) = (d(s, u), e(s, u), f(s, u)) biçiminde verilmiş
olsun. Burada diferensiyellenebilir d, e, f fonksiyonlarına h ’nin koordinat fonksiyonları
denir. Birinci ve ikinci temel formun katsayıları aşağıdaki gibi verilir

E = < hs, hs >, F = < hs, hu >, G = < hu, hu > (3.1)
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l = < hss,N > m = < hsu,N > n = < huu,N > (3.2)

Burada
N =

hs × hu
∥ hs × hu ∥

(3.3)

yüzeyin birim normal vektör alanıdır. (3.1), (3.2) denklemleri kullanılarak yüzeyin I . ve II .
temel formları sırasıyla

I = Eds2 + 2Fdsdu+Gdu2 (3.4)

II = lds2 + 2mdsdu+ ndu2 (3.5)

şeklinde verilir (Gray, 1975; Lopez, 2008)

E3 uzayındaM yüzeyinin Ortalama ve Gaus eğrilikleri sırasıyla

H =
En+Gl − 2Fm

2(EG− F 2)
(3.6)

K =
ln−m2

EG− F 2
(3.7)

biçiminde verilir (Shifrin, 2008).

X : D −→ E3 regüler bir yama olsun.X ′in asli eğrilikleri k1 ve k2 aşağıdaki biçimde
verilir (Hacısalihoğlu, 2000).

k1 = H +
√
H2 −K (3.8)

k2 = H −
√
H2 −K (3.9)

3.2. E3 Uzayında Oskülatör, Normal ve Rektifyen
Darboux Çatıları

α(s) : I ⊆ R → E3 eğrisiM üzerinde s yay uzunluğuna sahip birim hızlı bir eğri olsun. α
eğrisinin Frenet çatısı {T,N,B} ile gösterilirse Frenet türev formülleri aşağıdaki gibi verilir
(Do Carmo, 1976)

T
′

= κN

N
′

= −κT + τB

B
′

= −τN
(3.10)

Burada κ eğrilik, τ burulmayı göstermektedir ve T,N ve B sırasıyla α eğrisinin birim teğet,
asli normal ve binormal vektörleridir. Diğer taraftan, α eğrisi bir yüzey eğrisi olduğundan,
Darboux çatısı olarak adlandırılan başka bir ortonormal çatıya sahiptir ve bu çatı {T, V, U}
ile gösterilir; burada T eğrinin birim teğeti, U eğri boyunca M yüzeyinin birim normali ve
V = U × T ile tanımlanan bir birim vektördür. Birim teğet vektörü T nin hem Frenet çatısı
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hem de Darboux çatısı için ortak olduğu gerçeği gözönüne alınarak bu çatılar arasındaki ilişki
aşağıdaki gibi verilebilir (O’Neill, 1966): T

V

U

 =

 1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ


 T

N

B

 (3.11)

Burada θ açısı V ve N vektörleri arasındaki açıdır. κn, κg ve τg sırasıyla α eğrisinin normal
eğrilik, geodezik eğrilik ve geodezik burulması olmak üzere α eğrisinin Darboux çatı türev
formülleri aşağıdaki gibi verilir (O’Neill, 1966): T

′

V
′

U
′

 =

 0 κg κn

−κg 0 τg

−κn −τg 0


 T

V

U

 (3.12)

Bu eğrilikler ile κ ve τ arasındaki ilişki aşağıdaki gibidir:

κg = κ cos θ
κn = κ sin θ
τg = τ + dθ

ds

(3.13)

Yönlendirilmiş bir M yüzeyinde Darboux çatısı {T, V, U} olan birim hızlı bir eğri için
oskülatör Darboux vektör alanı, normal Darboux vektör alanı ve rektifyen Darboux vektör
alanı sırasıyla şu şekilde tanımlanır (Hananoi vd., 2015).

Do = τg(s)T (s)− κn(s)V (s)

Dn = −κn(s)V (s) + κg(s)U(s)

Dr = τg(s)T (s) + κg(s)U(s)

(3.14)

α(s) : I ⊂ R → M eğrisi M üzerinde birim hızlı bir yüzey eğrisi {T, V, U} Darboux
çatısıyla verilmiş olsun. κn, κg ve τg , α eğrisinin eğrilikleri veDo = τg(s)T (s)−κn(s)V (s)

oskülatör Darboux vektör olmak üzere aşağıdaki eğitlik sağlanır (Alkan vd., 2024 ).

D̃o(s) =
Do(s)

∥Do(s)∥
=

τg(s)√
τ 2g (s) + κ2n(s)

T (s)− κn(s)√
τ 2g (s) + κ2n(s)

V (s) (3.15)

D̃o vektörü T ve V tarafından gerilen uzayda olduğu için D̃o ve U vektörleri birbirine
diktir. Böylece D̃o ⊥ U olur. Dolayısıyla Yo = D̃o × U birim vektörü tanımlanabilir.
Açıkça anlaşılabilir ki D̃o, U ve Yo vektörleri birbirine dik olan birim vektörlerdir. Böylece
bu vektörler kullanılarak yüzey üzerinde α eğrisi boyunca yeni bir ortonormal çatı inşa
edilebilir.

{
D̃o, U, Yo

}
vektörleriyle kurulan bu çatıya oskülatör Darboux çatısı denir. α

eğrisinin oskülatör Darboux çatısı şu şekilde tanımlanır (Alkan vd., 2024 ).

D̃
′
o = −δoYo

U
′

= µoYo

Y
′
o = δoD̃o − µoU

(3.16)



8

Burada δo = (
τg
κn

)
′
(

κ2n
κ2n + τ 2g

) + κg ve µo =
√
κ2n + τ 2g dir.

α(s) : I ⊂ R → M eğrisi M üzerinde birim hızlı bir yüzey eğrisi {T, V, U}
Darboux çatısıyla verilmiş olsun. κn, κg ve τg , α eğrisinin eğrilikleri ve
Dn = −κn(s)V (s) + κg(s)U(s) normal Darboux vektör olmak üzere aşağıdaki eşitlik
sağlanır (Alkan vd., 2024 ).

D̃n(s) =
Dn(s)

∥Dn(s)∥
=

−κn(s)√
κ2g(s) + κ2n(s)

V (s) +
κg(s)√

κ2g(s) + κ2n(s)
U(s) (3.17)

D̃n vektörü U ve V tarafından gerilen uzayda olduğu için D̃n ve T vektörleri birbirine
diktir. Böylece D̃n ⊥ T olur. Dolayısıyla Yn = D̃n × T birim vektörü tanımlanabilir.
Açıkça anlaşılabilir ki D̃n, T ve Yn vektörleri birbirine dik olan birim vektörlerdir. Böylece
bu vektörler kullanılarak yüzey üzerinde α eğrisi boyunca yeni bir ortonormal çatı inşa
edilebilir.

{
D̃n, T, Yn

}
vektörleriyle kurulan bu çatıya normal Darboux çatı denir. α

eğrisinin normal Darboux çatısı şu şekilde tanımlanır (Alkan vd., 2024 )

D̃
′
n = −δnYn

T
′

= µnYn

Y
′
n = δnD̃n − µnT

(3.18)

Burada δn = (
κn
κg

)
′
(

κ2g
κ2n + κ2g

) + τg ve µn =
√
κ2n + κ2g dir.

α(s) : I ⊆ R →M eğrisiM üzerinde birim hızlı bir yüzey eğrisi {T, V, U}Darboux
çatısıyla verilmiş olsun. κn, κg ve τg , α eğrisinin eğrilikleri veDr = τg(s)T (s)+κg(s)U(s)

rektifyen Darboux vektör olmak üzere aşağıdaki eşitlik sağlanır (Alkan vd., 2024 )

D̃r(s) =
Dr(s)

∥Dr(s)∥
=

τg(s)√
κ2g(s) + τ 2g (s)

T (s) +
κg(s)√

κ2g(s) + τ 2g (s)
U(s) (3.19)

D̃r vektörü T ve U tarafından gerilen uzayda olduğu için D̃r ve V vektörleri birbirine diktir.
Dolayısıyla Yr = D̃r × V birim vektörü tanımlanabilir. Açıkça anlaşılabilir ki D̃r, V ve
Yr vektörleri birbirine dik olan birim vektörlerdir. Böylece bu vektörler kullanılarak yüzey
üzerinde α eğrisi boyunca yeni bir ortonormal çatı inşa edilebilir.

{
D̃r, V, Yr

}
vektörleriyle

kurulan bu çatıya rektifyen Darboux çatı denir.α eğrisinin rektifyen Darboux çatısı şu şekilde
tanımlanır (Alkan vd., 2024 )

D̃
′
r = −δrYr

V
′

= µrYr

Y
′
r = δrD̃r − µrV

(3.20)
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Burada δr = (
τg
κg

)
′
(

κ2g
κ2g + τ 2g

)− κn ve µr =
√
κ2g + τ 2g dir.

3.3. E3 Uzayında Hasimoto Yüzeyi ve Genelleştirilmiş
Fokal Yüzeyler

Bir girdap filamentinin konum vektörü r = r(s, t) olsun.

rt = rs × rss (3.21)

denklemi Betchov- Da Rios veya girdap filament denklemi olarak adlandırılır. Şekil
değişikliği içermeyen belirli bu tür girdap hareketlerinin, Doğrusal Olmayan Schrödinger
(NLS) denkleminin hareketli dalga çözümlerine karşılık geldiği Hasimoto (1971) tarafından
verilmiştir. NLS denklemiyle ilişkili soliton yüzeyine NLS yüzeyi veya Hasimoto yüzeyi
denir.

Fokal yüzeyler doğru kongrüansları alanında bilinmektedir. Doğru kongrüansları bir
uçaktaki basınç ve ısı dağılımını, sıcaklığı, yağışları, atmosferdeki ozonu vb.
görselleştirmek için kullanılabilir. Ancak burada fokal yüzeyler, yüzeyin daha fazla
işlenmesinden önce, yüzeyin kalitesini analiz etmek için bir yüzey sorgulama aracı olarak
kullanılmaktadır.

E(s, t) birim vektörlerin kümesi verildiğinde bir doğru kongrüansı parametrik olarak
şu şekilde tanımlanır:

C(s, t, z) = X(s, t) + zE(s, t) (3.22)

Her (s, t) çifti için (3.22) ifadesi kongrüansın bir doğrusudur ve bu sebeple C

kongrüansının üreteci olarak adlandırılır. Burada z parametresi X üzerindeki noktaya
karşılık gelen işaretli uzaklıktır. C nin her bir üretecinin üzerinde iki özel (gerçel, sanal,
birim) nokta vardır. Bu noktalar fokal noktalar olarak adlandırılır. Bu noktalar üreteçlerin
oskülatör noktalarıdır. Bu sebeple fokal yüzey fokal noktaların geometrik yeridir. Genel
olarak fokal yüzeyler iki kısımdan oluşur (Hagen, 1992).

X(s, t) yüzeyi E3 uzayında bir yüzey ve N(s, t) bu yüzeyin normal vektör alanı
olsun. Bu durumda X(s, t) yüzeyinin fokal yüzeyi parametrik olarak şu şekilde verilir
(Hagen, 1991)

C(s, t) = X(s, t) +
1

ki
N(s, t), i = 1, 2 (3.23)

Burada k1 ve k2 yüzeyin asli eğrilikleridir (Hagen, 1991).
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4. E3 UZAYINDA OSKÜLATOR, NORMAL VE
REKTİFYEN DARBOUX ÇATILARINA GÖRE

MANYETİK EĞRİLER

Bu bölümde Öklidyen 3-uzayda oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına
göre manyetik eğriler ve Lorentz kuvvet denklemleri incelenecektir.

4.1. E3 Uzayında Oskülatör Darboux Çatısına Göre
Manyetik Eğriler

Bu kesimde, oskülatör Darboux çatısına göre D̃o, U ve Yo manyetik eğriler incelenecektir.

E3 uzayında oskülator Darboux çatısına göre D̃o−Manyetik Eğriler

Tanım 4.1: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
D̃o vektör alanı, E3 uzayında oskülatör Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′D̃o=Φ(D̃o) =X1 × D̃o (4.1)

sağlarsa, bu durumda γ eğrisine oskülator Darboux çatısına göre D̃o−manyetik eğri denir.

Teorem 4.1: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre birim hızlı bir
D̃o−manyetik eğri olsun. Bu durumda, oskülatör Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃o)

Φ(U)

Φ(Yo)

 =

 0 0 −δ0
0 0 ϖo1

δ0 −ϖo1 0


 D̃o

U

Yo

 (4.2)

Burada , ϖo1 = ⟨Φ(U),Yo⟩ biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat: γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda oskülator Darboux çatısına göre birim
hızlı bir D̃o−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.1) yardımıyla

∇γ′D̃o=Φ(D̃o) = −δ0Yo (4.3)

dır. Aynı zamanda
Φ(U) ∈ Span{D̃o, U, Yo}
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olduğundan
Φ(U) =po1D̃o + po2U + po3Yo (4.4)

dır. (4.3) ve (4.4) denklemleri kullanılarak,

po1 =
〈
Φ(U),D̃o

〉
= −

〈
Φ(D̃o),U

〉
= 0 (4.5)

po2 = ⟨Φ(U),U⟩ = 0 (4.6)

po3 = ⟨Φ(U),Yo⟩ = ϖo1 (4.7)

elde edilir. (4.3), (4.4), (4.5), (4.6) ve (4.7) kullanılarak,

Φ(U) =ϖo1Yo (4.8)

bulunur. Benzer olarak,
Φ(Yo) ∈ Span{D̃o, U, Yo}

olduğundan
Φ(Yo) =qo1D̃o + qo2U + qo3Yo (4.9)

dır. (4.3) ve (4.9) denklemleri kullanılarak

qo1 =
〈
Φ(Yo),D̃o

〉
= −

〈
Φ(D̃o),Yo

〉
= δo (4.10)

qo2 = ⟨Φ(Yo),U⟩ = −⟨Φ(U),Yo⟩ = −ϖo1 (4.11)

qo3 = ⟨Φ(Yo),Yo⟩ = 0 (4.12)

elde edilir. (4.3), (4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12) denklemleri kullanılarak,

Φ(Yo) =δoD̃o −ϖo1U (4.13)

bulunur. Böylece (4.3), (4.8) ve (4.13) denklemleri yardımıyla X1 vektör alanı ve (4.2) elde
edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

X1 = δoU +ϖo1D̃o

dır.

E3 uzayında oskülator Darboux çatısına göre U−Manyetik Eğriler

Tanım 4.2: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
U vektör alanı, E3 uzayında oskülatör Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′U=Φ(U)=X2 × U (4.14)

sağlarsa, bu durumda γ eğrisine oskülator Darboux çatısına göre U−manyetik eğri denir.
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Teorem 4.2: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre birim hızlı bir
U−manyetik eğri olsun. Bu durumda, oskülatör Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃o)

Φ(U)

Φ(Yo)

 =

 0 0 ϖo2

0 0 µ0

−ϖo2 −µ0 0


 D̃o

U

Yo

 (4.15)

Burada , ϖo2 =
〈
Φ(D̃o),Yo

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda oskülator Darboux çatısına göre birim
hızlı bir U−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.14) yardımıyla,

∇γ′U=Φ(U) =µ0Yo (4.16)

dır. Aynı zamanda
Φ(D̃o) ∈ Span{D̃o, U, Yo}

olduğundan
Φ(D̃o) =ro1D̃o + ro2U + ro3Yo (4.17)

dır. (4.16) ve (4.17) kullanılarak,

ro1 =
〈
Φ(D̃o),D̃o

〉
= 0 (4.18)

ro2 =
〈
Φ(D̃o),U

〉
= −

〈
Φ(U),D̃o

〉
= −

〈
µ0Yo,D̃o

〉
= 0 (4.19)

ro3 =
〈
Φ(D̃o),Yo

〉
= ϖo2 (4.20)

elde edilir. (4.16), (4.17), (4.18), (4.19) ve (4.20) kullanılarak,

Φ(D̃o) =ϖo2Yo (4.21)

bulunur. Benzer olarak,

Φ(Yo) ∈ Span{D̃o, U, Yo}

olduğundan
Φ(Yo) =vo1D̃o + vo2U + vo3Yo (4.22)

dır. (4.16) ve (4.22) denklemleri kullanılarak

vo1 =
〈
Φ(Yo),D̃o

〉
= −

〈
Φ(D̃o),Yo

〉
= −ϖo2 (4.23)
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vo2 = ⟨Φ(Yo),U⟩ = −⟨Φ(U),Yo⟩ = −⟨µ0Yo,Yo⟩ = −µ0 (4.24)

vo3 = ⟨Φ(Yo),Yo⟩ = 0 (4.25)

elde edilir. (4.16), (4.22), (4.23), (4.24) ve (4.25) kullanılarak,

Φ(Yo) =−ϖo2D̃o − µ0U (4.26)

bulunur. Böylece (4.26), (4.21) ve (4.26) denklemleri yardımıyla X2 vektör alanı ve (4.15)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

X2 = µ0D̃o −ϖo2U.

E3 uzayında oskülator Darboux çatısına göre Yo−Manyetik Eğriler

Tanım 4.3: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
Yo vektör alanı, E3 uzayında oskülatör Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′Yo=Φ(Yo) =X3 × Yo = δ0D̃o − µoU (4.27)

sağlarsa, bu durumda γ eğrisine oskülator Darboux çatısına göre Yo−manyetik eğri denir.

Teorem 4.3: γ : I → E3 eğrisi, oskülator Darboux çatısına göre birim hızlı bir
Yo−manyetik eğri olsun. Bu durumda, oskülatör Darboux çatısının Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃o)

Φ(U)

Φ(Yo)

 =

 0 ϖo3 −δ0
−ϖo3 0 µo

δ0 −µo 0


 D̃o

U

Yo

 (4.28)

Burada, ϖo3 =
〈
Φ(D̃o),U

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda oskülator Darboux çatısına göre birim
hızlı bir Yo−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.27) yardımıyla,

∇γ′Yo=Φ(Yo) =δ0D̃o − µoU (4.29)

dır. Aynı zamanda
Φ(D̃o) ∈ Span{D̃o, U, Yo}

olduğundan
Φ(D̃o) =yo1D̃o + yo2U + yo3Yo (4.30)

dır. (4.29) ve (4.30) kullanılarak,

yo1 =
〈
Φ(D̃o),D̃o

〉
= 0 (4.31)
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yo2 =
〈
Φ(D̃o),U

〉
= ϖo3 (4.32)

yo3 =
〈
Φ(D̃o),Yo

〉
= −

〈
Φ(Yo),D̃o

〉
= −

〈
δ0D̃o − µoU,D̃o

〉
= −δ0 (4.33)

elde edilir. (4.29),(4.30), (4.31),(4.32) ve (4.33) kullanılarak,

Φ(D̃o) =ϖo3U − δ0Yo (4.34)

elde edilir. Benzer olarak,
Φ(U) ∈ Span{D̃o, U, Yo}

olduğundan
Φ(U) =zo1D̃o + zo2U + zo3Yo (4.35)

dır. (4.29) ve (4.35) denklemleri kullanılarak

zo1 =
〈
Φ(U),D̃o

〉
= −

〈
Φ(D̃o),U

〉
= −ϖo3 (4.36)

zo2 = ⟨Φ(U),U⟩ = 0 (4.37)

zo3 = ⟨Φ(U),Yo⟩ = −⟨Φ(Yo),U⟩ = −
〈
δ0D̃o − µoU,U

〉
= µo (4.38)

elde edilir. (4.29), (4.35),(4.36), (4.37) ve (4.38) denklemleri kullanılarak,

Φ(U) = −ϖo3D̃o + µoYo (4.39)

bulunur. Böylece (4.29), (4.34) ve (4.39) denklemleri yardımıyla X3 vektör alanı ve (4.28)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

X3 = µoD̃o + δ0U +ϖo3Yo

dır.

4.2. E3Uzayında Normal Darboux Çatısına Göre
Manyetik Eğriler

Bu kesimde, normal Darboux çatısına göre D̃n, T ve Yn−manyetik eğriler incelenecektir.

E3 uzayında normal Darboux çatısına göre D̃n−Manyetik Eğriler

Tanım 4.4: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer D̃n

vektör alanı, E3 uzayında normal Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′D̃n=Φ(D̃n) =Y1 × D̃n (4.40)
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sağlarsa bu durumda γ eğrisine normal Darboux çatısına göre D̃n−manyetik eğri denir.

Teorem 4.4: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre birim hızlı bir
D̃n−manyetik eğri olsun. Bu durumda, normal Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃n)

Φ(T )

Φ(Yn)

 =

 0 0 −δn
0 0 ϖn1

δn −ϖn1 0


 D̃n

T

Yn

 (4.41)

Burada , ϖn1 = ⟨Φ(T ),Yn⟩ biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre birim
hızlı bir D̃n−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.40) yardımıyla,

∇γ′D̃n=Φ(D̃n) = −δnYn (4.42)

dır. Aynı zamanda
Φ(Tn) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(Tn) =pn1D̃n + pn2T + pn3Yn (4.43)

dır. (4.42) ve (4.43) denklemleri kullanılarak,

pn1 =
〈
Φ(T ),D̃n

〉
= −

〈
Φ(D̃n),T

〉
= 0 (4.44)

pn2 = ⟨Φ(T ),T ⟩ = 0 (4.45)

pn3 = ⟨Φ(T ),Yn⟩ = ϖn1 (4.46)

elde edilir. (4.42), (4.43),(4.44), (4.45) ve (4.46) kullanılarak,

Φ(T ) =ϖn1Yn (4.47)

elde edilir. Benzer olarak,
Φ(Yn) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(Yn) =qn1D̃n + qn2T + qn3Yn (4.48)

dır. (4.42) ve (4.48) denklemleri kullanılarak

qn1 =
〈
Φ(Yn),D̃n

〉
= −

〈
Φ(D̃n),Yn

〉
= δn (4.49)

qn2 = ⟨Φ(Yn),T ⟩ = −⟨Φ(T ),Yn⟩ = −ϖn1 (4.50)
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qn3 = ⟨Φ(Yn),Yn⟩ = 0 (4.51)

elde edilir. (4.42), (4.48),(4.49), (4.50) ve (4.51) denklemleri kullanılarak,

Φ(Yn) =δnD̃n −ϖn1T (4.52)

bulunur. Böylece (4.42), (4.47) ve (4.52) denklemleri yardımıyla Y1 vektör alanı ve (4.41)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Y1 = δnT +ϖn1D̃n

dır.

E3 uzayında normal Darboux çatısına göre T−Manyetik Eğriler

Tanım 4.5: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer T
vektör alanı, E3 uzayında normal Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′T=Φ(T ) =Y2 × T (4.53)

sağlarsa, bu durumda γ eğrisine normal Darboux çatısına göre T−manyetik eğri denir.

Teorem 4.5: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre birim hızlı bir
T−manyetik eğri olsun. Bu durumda, normal Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃n)

Φ(T )

Φ(Yn)

 =

 0 0 ϖn2

0 0 µn

−ϖn2 −µn 0


 D̃n

T

Yn

 (4.54)

Burada, ϖn2 =
〈
Φ(D̃n),Yn

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre birim
hızlı bir T−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.53) yardımıyla,

∇γ′T=Φ(T ) =µnYn (4.55)

dır. Aynı zamanda
Φ(D̃n) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(D̃n) =rn1D̃n + rn2T + rn3Yn (4.56)

dır. (4.55) ve (4.56) denklemleri kullanılarak,

rn1 =
〈
Φ(D̃n),D̃n

〉
= 0 (4.57)
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rn2 =
〈
Φ(D̃n),T

〉
= −

〈
Φ(T ),D̃n

〉
= −

〈
µnYn,D̃n

〉
= 0 (4.58)

rn3 =
〈
Φ(D̃n),Yn

〉
= ϖn2 (4.59)

elde edilir. (4.55), (4.56),(4.57), (4.58) ve (4.59) kullanılarak,

Φ(D̃n) =ϖ2Yn (4.60)

elde edilir. Benzer olarak,
Φ(Yn) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(Yn) =vn1D̃n + vn2T + vn3Yn (4.61)

dır. (4.55) ve (4.61) denklemleri kullanılarak

vn1 =
〈
Φ(Yn),D̃n

〉
= −

〈
Φ(D̃n),Yn

〉
= −ϖn2 (4.62)

vn2 = ⟨Φ(Yn),T ⟩ = −⟨Φ(T ),Yn⟩ = −⟨µnYn,Yn⟩ = −µn (4.63)

vn3 = ⟨Φ(Yn),Yn⟩ = 0 (4.64)

elde edilir. (4.55), (4.61),(4.62), (4.63) ve (4.64) denklemleri kullanılarak,

Φ(Yn) =−ϖn2D̃n − µnT (4.65)

bulunur. Böylece (4.55), (4.60) ve (4.65) denklemleri yardımıyla Y2 vektör alanı ve (4.54)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Y2 = µnD̃n −ϖn2T.

E3 uzayında normal Darboux çatısına göre Yn−Manyetik Eğriler

Tanım 4.6: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer Yn
vektör alanı, E3 uzayında normal Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′Yn=Φ(Yn) =Y3 × Yn = δnD̃n − µnT (4.66)

sağlarsa, bu durumda γ eğrisine normal Darboux çatısına göre Yn−manyetik eğri denir.

Teorem 4.7: γ : I → E3 eğrisi, normal Darboux çatısına göre birim hızlı bir
Yn−manyetik eğri olsun. Bu durumda, normal Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃n)

Φ(T )

Φ(Yn)

 =

 0 ϖn3 −δn
−ϖn3 0 µn

δn −µn 0


 D̃n

T

Yn

 (4.67)
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Burada , ϖn3 =
〈
Φ(D̃n),T

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre birim
hızlı bir Yn−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.66) yardımıyla,

∇γ′Yn=Φ(Yn) =δnD̃n − µnT (4.68)

dır. Aynı zamanda
Φ(D̃n) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(D̃n) =yn1D̃n + yn2T + yn3Yn (4.69)

dır. (4.68) ve (4.69) kullanılarak,

yn1 =
〈
Φ(D̃n),D̃n

〉
= 0 (4.70)

yn2 =
〈
Φ(D̃n),T

〉
= ϖn3 (4.71)

yn3 =
〈
Φ(D̃n),Yn

〉
= −

〈
Φ(Yn),D̃n

〉
= −

〈
δnD̃n − µnT ,D̃n

〉
= −δn (4.72)

elde edilir. (4.68), (4.69), (4.70),(4.71) ve (4.72) kullanılarak

Φ(D̃n) =ϖn3T − δnYn (4.73)

bulunur. Benzer olarak,
Φ(T ) ∈ Span{D̃n, T, Yn}

olduğundan
Φ(T ) =zn1D̃n + zn2T + zn3Yn (4.74)

dır. (4.68) ve (4.74) denklemleri kullanılarak

zn1 =
〈
Φ(T ),D̃n

〉
= −

〈
Φ(D̃n),T

〉
= −ϖn3 (4.75)

zn2 = ⟨Φ(T ),T ⟩ = 0 (4.76)

zn3 = ⟨Φ(T ),Yn⟩ = −⟨Φ(Yn),T ⟩ = −
〈
δnD̃n − µnT ,T

〉
= µn (4.77)

elde edilir. (4.68), (4.74), (4.75), (4.76) ve (4.77) kullanılarak,

Φ(T ) = −ϖn3D̃n + µnYn (4.78)

bulunur. Böylece (4.68), (4.73) ve (4.78) denklemleri yardımıyla Y3 vektör alanı ve (4.67)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Y3 = µnD̃n + δnT +ϖn3Yn

dır.
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4.3. E3 Öklidyen 3-uzayda Rektifyen Darboux Çatısına
Göre Manyetik Eğriler

Bu kesimde, rektifyen Darboux çatısına göre D̃r, V ve Yr−manyetik eğriler incelenecektir.

E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre D̃r-manyetik Eğriler

Tanım 4.8: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
D̃r vektör alanı, E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′D̃r=Φ(D̃r)=Z1 × D̃r (4.79)

sağlarsa bu durumda γ eğrisine rektifyen Darboux çatısına göre D̃r−manyetik eğri denir.

Teorem 4.8: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre birim hızlı bir
D̃r−manyetik eğri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃r)

Φ(V )

Φ(Yr)

 =

 0 0 −δr
0 0 ϖr1

δr −ϖr1 0


 D̃r

V

Yr

 (4.80)

Burada, ϖr1 = ⟨Φ(V ),Yr⟩ biçiminde tanımlanan bir bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre birim
hızlı bir D̃r−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.79) yardımıyla,

∇γ′D̃r=Φ(D̃r) = −δrYr (4.81)

dır. Aynı zamanda
Φ(V ) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(V ) =pr1D̃r + pr2V + pr3Yr (4.82)

dır. (4.81) ve (4.82) denklemleri kullanılarak,

pr1 =
〈
Φ(V ),D̃r

〉
= −

〈
Φ(D̃r),V

〉
= 0 (4.83)

pr2 = ⟨Φ(V ),V ⟩ = 0 (4.84)

pr3 = ⟨Φ(V ),Yr⟩ = ϖr1 (4.85)

elde edilir. (4.81), (4.82),(4.83), (4.84) ve (4.85) kullanılarak,

Φ(V ) =ϖr1Yr (4.86)
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bulunur. Benzer olarak,
Φ(Yr) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(Yr) =qr1D̃r + qr2V + qr3Yr (4.87)

dır. (4.81) ve (4.87) denklemleri kullanılarak

qr1 =
〈
Φ(Yr),D̃r

〉
= −

〈
Φ(D̃r),Yr

〉
= δr (4.88)

qr2 = ⟨Φ(Yr),V ⟩ = −⟨Φ(V ),Yr⟩ = −ϖr1 (4.89)

qr3 = ⟨Φ(Yr),Yr⟩ = 0 (4.90)

elde edilir. (4.81), (4.87),(4.88), (4.89) ve (4.90) denklemleri kullanılarak,

Φ(Yr) =δrD̃r −ϖr1V (4.91)

bulunur. Böylece (4.81), (4.86) ve (4.91) denklemleri yardımıyla Z1 vektör alanı ve (4.80)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Z1 = δrV +ϖr1D̃r.

E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre V−Manyetik Eğriler

Tanım 4.9: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
V vektör alanı, E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′V=Φ(V ) =Z2 × V (4.92)

sağlar ise, bu durumda γ eğrisine rektifyen Darboux çatısına göre V−manyetik eğri denir.

Teorem 4.9: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre birim hızlı bir
V−manyetik eğri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃r)

Φ(V )

Φ(Yr)

 =

 0 0 ϖr2

0 0 µr

−ϖr2 −µr 0


 D̃r

V

Yr

 (4.93)

Burada, ϖr2 =
〈
Φ(D̃r),Yr

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre birim
hızlı bir V−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.92) yardımıyla,

∇γ′V=Φ(V ) =µrYr (4.94)
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dır. Aynı zamanda
Φ(D̃r) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(D̃r) =rr1D̃r + rr2V + rr3Yr (4.95)

dır. (4.94) ve (4.95) denklemleri kullanılarak,

rr1 =
〈
Φ(D̃r),D̃r

〉
= 0 (4.96)

rr2 =
〈
Φ(D̃r),V

〉
= −

〈
Φ(V ),D̃r

〉
= −

〈
µrYr,D̃r

〉
= 0 (4.97)

rr3 =
〈
Φ(D̃r),Yr

〉
= ϖr2 (4.98)

elde edilir. (4.94), (4.95),(4.96), (4.97) ve (4.98) kullanılarak,

Φ(D̃r) =ϖr2Yr (4.99)

Benzer olarak,
Φ(Yr) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(Yr) =vr1D̃r + vr2V + vr3Yr (4.100)

dır. (4.94) ve (4.100) denklemleri kullanılarak

vr1 =
〈
Φ(Yr),D̃r

〉
= −

〈
Φ(D̃r),Yr

〉
= −ϖr2 (4.101)

vr2 = ⟨Φ(Yr),V ⟩ = −⟨Φ(V ),Yr⟩ = −⟨µrYr,Yr⟩ = −µr (4.102)

vr3 = ⟨Φ(Yr),Yr⟩ = 0 (4.103)

elde edilir. (4.94), (4.100),(4.101), (4.102) ve (4.103) denklemleri kullanılarak,

Φ(Yr) =−ϖr2D̃r − µrV (4.104)

bulunur. Böylece, (4.94), (4.99) ve (4.104) denklemleri yardımıyla Z2 vektör alanı ve (4.93)
elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Z2 = µrD̃r −ϖr2V.

E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre Yr−Manyetik Eğriler

Tanım 4.10: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre bir eğri olsun. Eğer
Yr vektör alanı, E3 uzayında rektifyen Darboux çatısına göre, aşağıdaki Lorentz kuvvet
denklemini

∇γ′Yr=Φ(Yr) =Z3 × Yr = δrD̃r − µrV (4.105)
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sağlarsa, bu durumda γ eğrisine rektifyen Darboux çatısına göre Yr−manyetik eğri denir.

Teorem 4.10: γ : I → E3 eğrisi, rektifyen Darboux çatısına göre birim hızlı bir
Yr−manyetik eğri olsun. Bu durumda, rektifyen Darboux çatısına göre Lorentz kuvvet
denklemleri aşağıdaki gibi elde edilir: Φ(D̃r)

Φ(V )

Φ(Yr)

 =

 0 ϖr3 −δr
−ϖr3 0 µr

δr −µr 0


 D̃r

V

Yr

 (4.106)

Burada, ϖr3 =
〈
Φ(D̃r),V

〉
biçiminde tanımlanan bir fonksiyondur.

İspat. γ : I → E3 eğrisi, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre birim
hızlı bir Yr−manyetik eğri olsun. Bu durumda (4.105) yardımıyla,

∇γ′Yr=Φ(Yr) =δrD̃r − µrV (4.107)

dır. Aynı zamanda
Φ(D̃r) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(D̃r) =yr1D̃r + yr2V + yr3Yr (4.108)

dır. (4.107) ve (4.108) denklemleri kullanılarak,

yr1 =
〈
Φ(D̃r),D̃r

〉
= 0 (4.109)

yr2 =
〈
Φ(D̃r),V

〉
= ϖr3 (4.110)

yr3 =
〈
Φ(D̃r),Yr

〉
= −

〈
Φ(Yr),D̃r

〉
= −

〈
δrD̃r − µrV ,D̃r

〉
= −δr (4.111)

elde edilir. (4.107), (4.108), (4.109),(4.110) ve (4.111) kullanılarak,

Φ(D̃r) =ϖr3V − δrYr (4.112)

elde edilir. Benzer olarak,
Φ(V ) ∈ Span{D̃r, V, Yr}

olduğundan
Φ(V ) =zr1D̃r + zr2V + zr3Yr (4.113)

dır. (4.107) ve (4.113) denklemleri kullanılarak,

zr1 =
〈
Φ(V ),D̃r

〉
= −

〈
Φ(D̃r),V

〉
= −ϖr3 (4.114)

zr2 = ⟨Φ(V ),V ⟩ = 0 (4.115)
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zr3 = ⟨Φ(V ),Yr⟩ = −⟨Φ(Yr),V ⟩ = −
〈
δnD̃r − µrV ,V

〉
= µr (4.116)

elde edilir. (4.107), (4.113),(4.114), (4.115) ve (4.116) denklemleri kullanılarak,

Φ(V ) = −ϖr3D̃r + µrYr (4.117)

bulunur. Böylece (4.107), (4.112) ve (4.117) denklemleri yardımıyla Z3 vektör alanı ve
(4.106) elde edilerek ispat tamamlanmış olur. Burada

Z3 = µrD̃r + δrV +ϖr3Yr

dır.
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5. E3 UZAYINDA OSKÜLATÖR, NORMAL VE
REKTİFYEN DARBOUX ÇATILARINA GÖRE NLS İLE

İLİŞKİLİ ÜÇ SINIF

Bu kesimde, Öklidyen 3-uzayda oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına
göre doğrusal olmayan Schrödinger denklemi (NLS) ile ilişkili üç sınıf araştırılacaktır.

5.1. E3 Uzayında Oskülatör Darboux Çatısı İçin Yeni
Sınıflar

Bu kesimde, Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üç
sınıf incelenecektir.

E3 Uzayında Oskülatör Darboux Çatısı İçin I.sınıf

Öklidyen 3-uzayE3 de oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci
sınıf için yeni çatı

{
A1,A2,A2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

A1 = D̃o (5.1)

A2 =
(Yo + iU)√

2
e−i

∫
µo (5.2)

A2 =
(Yo − iU)√

2
ei

∫
µo . (5.3)

(5.1), (5.2) ve (5.3) kullanılarak,
{
A1,A2,A2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  A1s

A2s

A2s

 =

 0 −ϱ −ϱ
ϱ 0 0

ϱ 0 0


 A1

A2

A2

 (5.4)

elde edilir. Oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci sınıf için birinci
yeni dönüşüm

ϱ =
δ0√
2
e−i

∫
µo (5.5)

biçiminde verilir. Ayrıca birinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

ϱ =
δ0√
2
ei

∫
µo . (5.6)
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{
A1,A2,A2

}
çatısının t zaman evolüsyonu, γs = D̃o ve γts = γst yardımıyla, (5.5) ve (5.6)

kullanılarak A1t, A2t, A2t aşağıdaki gibi ifade edilir: A1t

A2t

A2t

 =

 0 −iϱs iϱs

−iϱs a2 0

iϱs 0 −a2


 A1

A2

A2

 . (5.7)

A2st = A2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.4), (5.7) kullanılarak repulsive tip NLS−

denklemi aşağıdaki gibi elde edilir:

iϱt = ϱss − i |ϱ|2 ϱ. (5.8)

E3 Uzayında Oskülatör Darboux Çatısı İçin II.Sınıf.

Öklidyen 3-uzay E3de oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci
sınıf için yeni çatı

{
B1,B2,B2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

B1 = U (5.9)

B2 =
(Yo + iD̃o)√

2
ei

∫
δ0 (5.10)

B2 =
(Yo − iD̃o)√

2
e
−i

∫
δ0 . (5.11)

(5.9) , (5.10) ve (5.11) kullanılarak
{
B1,B2,B2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  B1s

B2s

B2s

 =

 0 ω ω

−ω 0 0

−ω 0 0


 B1

B2

B2

 (5.12)

elde edilir. Oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci sınıf için ikinci
yeni dönüşüm

ω =
µo√
2
ei

∫
δo (5.13)

biçiminde verilir. Ayrıca ikinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

ω =
µo√
2
e−i

∫
δo (5.14)

{
B1,B2,B2

}
çatısının t zaman evolüsyonu γs = U ve γts = γst yardımıyla, (5.13) ve (5.14)

kullanılarak B1t,B2t,B2t aşağıdaki gibi ifade edilir B1t

B2t

B2t

 =

 0 −iωs iωs

−iωs b2 0

iωs 0 −b2


 B1

B2

B2

 . (5.15)
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B2st = B2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.12) ve (5.15) kullanılarak NLS denklemi
aşağıdaki gibi elde edilir:

ωt = iωss + b2ω, b2 = iωω (5.16)

E3 Uzayında Oskülatör Darboux Çatısı İçin III.Sınıf

Öklidyen 3-uzay E3de oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci
sınıf için yeni çatı

{
C1, C2, C2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

C1 = Yo (5.17)

C2 =
D̃o + iU√

2
(5.18)

C2 =
D̃o − iU√

2
. (5.19)

(5.17), (5.18) ve (5.19), kullanılarak
{
C1, C2, C2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  C1s
C2s
C2s

 =

 0 ς ς

−ς 0 0

−ς 0 0


 C1

C2
C2

 (5.20)

elde edilir. Oskülatör Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üçüncü sınıf için üçüncü
yeni dönüşüm

ς =
δo + iµo√

2
(5.21)

biçiminde verilir. Ayrıca üçüncü yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

ς =
δo − iµo√

2
. (5.22){

C1, C2, C2

}
çatısının t zaman evolüsyonu, γs = Yo ve γts = γst yardımıyla C1t ve (5.22)

kullanılarak C1t,C2t,C2t aşağıdaki gibi ifade edilir: C1t
C2t
C2t

 =

 0 −iςs iςs

−iςs c2 0

iςs 0 −c2


 C1

C2
C2

 . (5.23)

C2st = C2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.20), (5.23) kullanılarak NLS denklemi
aşağıdaki gibi elde edilir:

ςt = iςss + c2ς, c2 = iςς (5.24)

5.2. E3 Uzayında Normal Darboux Çatısı İçin Yeni
Sınıflar

Bu kesimde, Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üç
sınıf incelenecektir.
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E3 Uzayında Normal Darboux Çatısı İçin I.sınıf.

Öklidyen 3-uzay E3de normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci
sınıf için yeni çatı

{
D1,D2,D2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

D1 = D̃n (5.25)

D2 =
(Yn + iT )√

2
e−i

∫
µn (5.26)

D2 =
(Yn − iT )√

2
ei

∫
µn . (5.27)

(5.25), (5.26) ve (5.27) kullanılarak
{
D1,D2,D2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  D1s

D2s

D2s

 =

 0 −φ −φ
φ 0 0

φ 0 0


 D1

D2

D2

 (5.28)

elde edilir. Normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci sınıf için birinci yeni
dönüşüm

φ =
δn√
2
e−i

∫
µn (5.29)

biçiminde verilir. Ayrıca birinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

φ =
δn√
2
ei

∫
µn (5.30){

D1,D2,D2

}
çatısının t zaman evolüsyonu, γs = D̃n ve γts = γst yardımıyla, (5.29) ve

(5.30) kullanılarak D1t, D2t, D2t aşağıdaki gibi ifade edilir D1t

D2t

D2t

 =

 0 −iφs iφs

−iφs d2 0

iφs 0 −d2


 D1

D2

D2

 . (5.31)

D2st = D2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.28), (5.31) kullanılarak repulsive tip NLS−

denklemi aşağıdaki gibi elde edilir:

iφt = φss − i |φ|2 φ (5.32)

E3 Uzayında Normal Darboux Çatısı İçin II.Sınıf.

Öklidyen 3-uzay E3de normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci
sınıf için yeni çatı

{
E1, E2, E2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

E1 = T (5.33)

E2 =
(Yn + iD̃n)√

2
ei

∫
δn (5.34)

E2 =
(Yn − iD̃n)√

2
e
−i

∫
δn
. (5.35)
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(5.33), (5.34) ve (5.35) kullanılarak
{
E1, E2, E2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  E1s
E2s
E2s

 =

 0 θ θ

−θ 0 0

−θ 0 0


 E1

E2
E2

 (5.36)

elde edilir. Normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci sınıf için ikinci yeni
dönüşüm

θ =
µn√
2
ei

∫
δn (5.37)

biçiminde verilir. Ayrıca ikinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

θ =
µn√
2
e−i

∫
δn (5.38)

{
E1, E2, E2

}
çatısının t zaman evolüsyonu γs = T ve γts = γst yardımıyla, (5.37) ve (5.38)

kullanılarak E1t, E2t, E2t aşağıdaki gibi ifade edilir E1t
E2t
E2t

 =

 0 −iθs iθs

−iθs e2 0

iθs 0 −e2


 E1

E2
E2

 . (5.39)

E2st = E2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.36), (5.39) kullanılarakNLS denklemi aşağıdaki
gibi elde edilir

θt = iθss + e2θ, e2 = iθθ (5.40)

E3 Uzayında Normal Darboux Çatısı İçin III.Sınıf

Öklidyen 3-uzay E3de normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üçüncü
sınıf için yeni çatı

{
F1,F2,F2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

F1 = Yn (5.41)

F2 =
D̃n + iT√

2
(5.42)

F2 =
D̃n − iT√

2
. (5.43)

(5.41), (5.42) ve (5.43) kullanılarak
{
F1,F2,F2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  F1s

F2s

F2s

 =

 0 β β

−β 0 0

−β 0 0


 F1

F1

F2

 (5.44)

elde edilir. Normal Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üçüncü sınıf için üçüncü
yeni dönüşüm

β =
δn + iµn√

2
(5.45)
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biçiminde verilir. Ayrıca üçüncü yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

β =
δn − iµn√

2
. (5.46)

{
F1,F2,F2

}
çatısının t zaman evolüsyonu, γs = Yn ve γts = γst yardımıyla, (5.45) ve

(5.46) kullanılarak F1t, F2t, F2t aşağıdaki gibi ifade edilir F1t

F2t

F2t

 =

 0 iβs −iβs
iβs f2 0

−iβs 0 −f2


 F1

F2

F2

 . (5.47)

F2st = F2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.44), (5.47) kullanılarak NLS denklemi
aşağıdaki gibi elde edilir:

βt = iβss + f2β, f2 = −iββ (5.48)

5.3. E3 Uzayında Rektifyen Darboux Çatısı İçin Yeni
Sınıflar

Bu kesimde, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üç
sınıf incelenecektir.

E3 Uzayında Rektifyen Darboux Çatısı İçin I.Sınıf.

Öklidyen 3-uzay E3de rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci
sınıf için yeni çatı

{
G1,G2,G2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

G1 = D̃r (5.49)

G2 =
(Yr + iV )√

2
e−i

∫
µr (5.50)

G2 =
(Yr − iV )√

2
ei

∫
µr . (5.51)

(5.49), (5.50) ve (5.51) kullanılarak
{
G1,G2,G2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  G1s

G2s

G2s

 =

 0 −κ −κ
κ 0 0

κ 0 0


 G1

G2

G2

 (5.52)

elde edilir. Rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili birinci sınıf için birinci
yeni dönüşüm

κ =
δr√
2
e−i

∫
µr (5.53)
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biçiminde verilir. Ayrıca birinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

κ =
δr√
2
ei

∫
µr . (5.54){

G1,G2,G2

}
çatısının t zaman evolüsyonu γs = D̃r ve γts = γst yardımıyla, (5.53) ve (5.54)

kullanılarak G1t, G2t, G2t aşağıdaki gibi elde edilir G1t

G2t

G2t

 =

 0 −iκs iκs

−iκs g2 0

iκs 0 −g2


 G1

G2

G2

 . (5.55)

G2st = G2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.52), (5.55) kullanılarak repulsive tip NLS−

denklemi aşağıdaki gibi elde edilir:

iκt = κss − i |κ|2 κ (5.56)

E3 Uzayında Rektifyen Darboux Çatısı İçin II.Sınıf.

Öklidyen 3-uzay E3de rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci
sınıf için yeni çatı

{
H1,H2,H2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

H1 = V (5.57)

H2 =
(Yr + iD̃r)√

2
ei

∫
δr (5.58)

H2 =
(Yr − iD̃r)√

2
e
−i

∫
δr
. (5.59)

(5.57), (5.58) ve (5.59) kullanılarak
{
H1,H2,H2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  H1s

H2s

H2s

 =

 0 π π

−π 0 0

−π 0 0


 H1

H2

H2

 (5.60)

elde edilir. Rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili ikinci sınıf için ikinci
yeni dönüşüm

π =
µr√
2
ei

∫
δr (5.61)

biçiminde verilir. Ayrıca ikinci yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

π =
µr√
2
e−i

∫
δr (5.62){

H1,H2,H2

}
çatısının t zaman evolüsyonu γs = V ve γts = γst yardımıyla, (5.61) ve (5.62)

kullanılarakH1t,H2t,H2t aşağıdaki gibi ifade edilir H1t

H2t

H2t

 =

 0 −iπs iπs

−iπs h2 0

iπs 0 −h2


 H1

H2

H2

 . (5.63)



31

H2st = H2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.60), (5.63) kullanılarak NLS denklemi
aşağıdaki gibi elde edilir

πt = iπss + h2π, h2 = iππ (5.64)

E3 Uzayında Rektifyen Darboux Çatısı İçin III.Sınıf

Öklidyen 3-uzayE3de rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üçüncü
sınıf için yeni çatı

{
I1, I2, I2

}
aşağıdaki gibi sunulur:

I1 = Yr (5.65)

I2 =
D̃r + iV√

2
(5.66)

I2 =
D̃r − iV√

2
. (5.67)

(5.65), (5.66) ve (5.67) kullanılarak
{
I1, I2, I2

}
çatısının s yay parametresine göre türevi

alındığında  I1s

I2s

I2s

 =

 0 α α

−α 0 0

−α 0 0


 I1

I2

I2

 (5.68)

elde edilir. Rektifyen Darboux çatısına göre NLS denklemi ile ilgili üçüncü sınıf için üçüncü
yeni dönüşüm

α =
δr + iµr√

2
(5.69)

biçiminde verilir. Ayrıca üçüncü yeni dönüşümün eşleniği şu şekilde yazılır:

α =
δr − iµr√

2
. (5.70)

{
I1, I2, I2

}
çatısının t zaman evolüsyonu γs = Yr ve γts = γst yardımıyla, (5.69) ve (5.70)

kullanılarak I1t, I2t, I2t aşağıdaki gibi ifade edilir I1t

I2t

I2t

 =

 0 iαs −iαs

iαs j2 0

−iαs 0 −j2


 I1

I2

I2

 . (5.71)

I2st = I2ts bağdaşabilirlik şartlarından ve (5.68), (5.71) kullanılarak, repulsive tip NLS−

denklemi aşağıdaki gibi elde edilir:

αt = iαss + j2α, j2 = −iαα (5.72)
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6. E3 UZAYINDA OSKÜLATÖR, NORMAL VE
REKTİFYEN DARBOUX ÇATILARI İÇİN HASİMOTO
BENZERİ DÖNÜŞÜMLERİN DİFERENSİYELLERİ

İÇİN FORMÜLLER

6.1. Oskülatör Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili
Hasimoto benzeri dönüşümlerin diferensiyelleri için
formüller

Oskülatör Darboux çatısına göre bir eğri boyunca birinci sınıf için vektör alanı

F1 = f1D̃o + g1U + h1Yo (6.1)

şeklinde verilsin. Burada f1, g1 ve h1 diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili birinci
Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül

F1 in yay uzunluğu koruma şartını sağlaması için〈
F1s, D̃o

〉
= 0, f1s = −h1δo

olmalıdır. Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre (6.1) verilen vektör alanı için
birinci dönüşümün normalizasyon operatörü N ve yineleme operatörüR aşağıdaki biçimde
ifade edilir:

NF1 = −(

s∫
0

δods)D̃oh1 + g1U + h1Yo,

RF1= −N (D̃o × F1s) (6.2)

Oskülatör Darboux çatısına göre birinci sınıf için Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyel
formülü D1(F1) aşağıdaki gibi verilir.

D1(F1) =
〈
A2, D̃o × (RF1)s

〉
(6.3)

Örnek 6.1: Eğer (6.3) F1=δoU vektör alanına uygulanırsa, aşağıdakiler elde edilir

RF1 = −δ
2
o

2
D̃o − δoµoU + δosYo,
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D1(F1) = ϱt = [i(
δ3o
2

+ δoss − δoµ
2
o) + (δosµo + (δoµo)s)]ρ1, ρ1 =

e−i
∫
µo

√
2

. (6.4)

(6.4) kullanılarak, Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısı için birinci dönüşüm ϱ nun
diferensiyel formülü aşağıdaki repulsive tip NLS denklemini verir:

iϱt = ϱss − i |ϱ|2 ϱ

Burada
δot = (2δosµo + µosδo) =

(δ2oµo)s
δo

ve
µot =

1

δo
(
δ3o
2

+ δoss − δoµ
2
o)s.

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili ikinci Hasimoto
benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R ve (6.1)de verilen vektör alanı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşümün diferensiyel formülüD2 sırasıyla şu şekilde elde edilir :

NF1=(

s∫
0

h1µods)U + f1D̃o + h1Yo, (6.5)

RF1= −N (U × F1s), (6.6)

D2(F1) = ⟨B2, U × (RF1)s⟩ . (6.7)

Örnek 6.2: (6.7) F1=µoD̃o vektör alanına uygulanırsa, (6.5) ve (6.6) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF1 = −µ
2
o

2
U − δoµoD̃o − µosYo

D2(F1) = ωt = [−i(µ
3
o

2
+ µoss − δ2oµo) + (δoµos + (δoµo)s)]ω1, ω1 =

ei
∫
δo

√
2

. (6.8)

(6.8) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşüm ω nın diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir.

ωt = iωss + b2ω, b2 = iωω

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili üçüncü Hasimoto
benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R ve (6.1)de verilen vektör alanı için üçüncü Hasimoto benzeri
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dönüşümün diferensiyel formülüD3 sırasıyla şu şekilde elde edilir :

NF1 = f1D̃o + g1U + (

s∫
0

(f1δo − g1µo)ds)Yo (6.9)

RF1= −N (Yo × F1s). (6.10)

D3(F1) = ⟨C2, Yo × (RF1)s⟩ /
√
2, (6.11)

Örnek 6.3: (6.11) F1=δoU + µoD̃o vektör alanına uygulanırsa (6.9) ve (6.10) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF1 = (δosD̃o − µosU + (
µ2
o + δ2o
2

)Yo) (6.12)

D3(F1) = ςt = [(µoss + µo(
δ2o + µ2

o

2
)) + i(δoss + δo(

δ2o + µ2
o

2
)]/

√
2 (6.13)

(6.13) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısı için üçüncü Hasimoto
benzeri dönüşüm ς nin diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir:

ςt = iςss + c2ς, c2 = iςς

6.2. Normal Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili
Hasimoto benzeri dönüşümlerin diferensiyelleri için
formüller

Normal Darboux çatısına göre bir eğri boyunca birinci sınıf için vektör alanı

F2 = f2D̃n + g2T + h2Yn (6.14)

şeklinde verilsin. Burada f2, g2 ve h2 diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili birinci
dönüşümün diferensiyeli için formül

F2 in yay uzunluğu koruma şartını sağlaması için〈
F2s, D̃n

〉
= 0, f2s = −h2δn

olmalıdır. Öklidyen 3-Uzayda normal Darboux çatısına göre (5.6) verilen vektör alanı için
birinci sınıf için normalizasyon operatörü N and yineleme operatörü R aşağıdaki biçimde
ifade edilir:

NF2 = (−
s∫

0

h2δnds)D̃n + g2T + h2Yn,
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RF2= −N (D̃n × F2s), (6.15)

Normal Darboux çatısına göre birinci sınıf için Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyel
formülü D1(F2) aşağıdaki gibi verilir.

D1(F2) =
〈
D2, D̃n × (RF2)s

〉
. (6.16)

Örnek 6.4: Eğer (6.16) F2=δnT vektör alanına uygulanırsa, aşağıdakiler elde edilir

RF2 = −δ
2
n

2
D̃n − δnµnT + δnsYn,

D1(F2) = φt = [i(
δ3n
2

+ δnss − δnµ
2
n) + (δnsµn + (δnµn)s)]φ1, φ1 =

e−i
∫
µn

√
2

. (6.17)

(6.17) kullanılarak,Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısı için birinci Hasimoto benzeri
dönüşüm φ nin diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir:

iφt = φss − i |φ|2 φ

Burada
δnt = (2δnsµn + µnsδn) =

(δ2nµn)s
δn

ve
µnt =

1

δn
(
δ3n
2

+ δnss − δnµ
2
n)s.

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili ikinci dönüşümün
diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R, ve (6.14)da verilen vektör alanı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşümün diferensiyel formülüD2 sırasıyla şu şekilde ifade edilir:

NF2=(

s∫
0

h2µnds)T + f2D̃n + h2Yn, (6.18)

RF2= −N (T × F2s), (6.19)

D2(F2) = ⟨E2, T × (RF2)s⟩ . (6.20)

Örnek 6.5: (6.20) F2=µnD̃n vektör alanına uygulanırsa (6.18) ve (6.19) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF2 = −µ
2
n

2
T − δnµnD̃n − µnsYn

D2(F2) = θt = [−i(µ
3
n

2
+ µnss − δ2nµn) + (δnµns + (δnµn)s)]θ1, θ1 =

ei
∫
δn

√
2

. (6.21)
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(6.21) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşüm θ nın diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir.

θt = iθss + e2θ, e2 = iθθ

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili ikinci dönüşümün
diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R ve (6.14)da verilen vektör alanı için üçüncü Hasimoto benzeri
dönüşümün diferensiyel formülüD3 sırasıyla şu şekilde ifade edilir:

NF2 = f2D̃n + g2T + (

s∫
0

(f2δn − g2µn)ds)Yn (6.22)

RF2= −N (Yn × F2s). (6.23)

D3(F2) = ⟨F2, Yn × (RF2)s⟩ /
√
2, (6.24)

Örnek 6.6: (6.24) F2=δnT + µnD̃n vektör alanına uygulanırsa (6.22) ve (6.23) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF2 = (δnsD̃n − µnsT + (
µ2
n + δ2n
2

)Yn) (6.25)

D3(F2) = βt = [(µnss + µn(
δ2n + µ2

n

2
)) + i(δnss + δn(

δ2n + µ2
n

2
)]/

√
2 (6.26)

(6.26) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısı için üçüncü Hasimoto benzeri
dönüşüm β nın diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir

βt = iβss + f2β, f2 = −iββ

6.3. Öklidyen 3-Uzayda Rektifyen Darboux çatısına göre
NLS ile ilişkili Hasimoto benzeri dönüşümlerin
diferensiyelleri için formüller

Rektifyen Darboux çatısına göre bir eğri boyunca birinci sınıf için vektör alanı

F3 = f3D̃r + g3V + h3Yr (6.27)

şeklinde verilsin. Burada f3, g3 ve h3 diferensiyellenebilir fonksiyonlardır.

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili birinci
Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül
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F3 in yay uzunluğu koruma şartını sağlaması için

〈
F3s, D̃r

〉
= 0, f3s = −h3δr

olmalıdır. Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre (6.27) verilen vektör alanı için
birinci dönüşümün normalizasyon operatörü N ve yineleme operatörüR aşağıdaki biçimde
ifade edilir:

NF3 = (−
s∫

0

h3δrds)D̃r + g3V + hrYr,

RF3= −N (D̃r × F3s), (6.28)

Rektifyen Darboux çatısına göre birinci sınıf için Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyel
formülü D1(F3) aşağıdaki gibi verilir.

D1(F3) =
〈
G2, D̃r × (RF3)s

〉
. (6.29)

Örnek 6.7: Eğer (6.29) F3=δrV vektör alanına uygulanırsa, aşağıdakiler elde edilir

RF3 = −δ
2
2

2
D̃r − δrµrV + δrsYr,

D1(F3) = κt = [i(
δ3r
2

+ δrss − δrµ
2
r) + (δrsµr + (δrµr)s)]κ1, κ1 =

e−i
∫
µr

√
2

. (6.30)

(6.30) kullanılarak, Öklidyen 3-uzayda rektifyenDarboux çatısı için birinci Hasimoto benzeri
dönüşüm κ nin diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir:

iκt = κss − i |κ|2 κ

Burada
δrt = (2δrsµr + µrsδr) =

(δ2rµr)s
δr

ve
µrt =

1

δr
(
δ3r
2

+ δrss − δrµ
2
r)s

dir.

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili ikinci
Hasimoto benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R ve (6.27)de verilen vektör alanı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşümün diferensiyel formülüD3 sırasıyla şu şekilde elde edilir :

NF3=(

s∫
0

h3µrds)V + f3D̃r + h3Yr, (6.31)
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RF3= −N (V × F3s), (6.32)

D2(F3) = ⟨H2, V × (RF3)s⟩ . (6.33)

Örnek 6.8: (6.33) F3=µrD̃r vektör alanına uygulanırsa, (6.31) ve (6.32) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF3 = −µ
2
r

2
V − δrµrD̃r − µrsYr

D2(F3) = πt = [−i(µ
3
r

2
+ µrss − δ2rµr) + (δrµrs + (δrµr)s)]π1, π1 =

ei
∫
δo

√
2

. (6.34)

(6.34) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısı için ikinci Hasimoto benzeri
dönüşüm π nin diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir:

dπt = iπss + b2π, b2 = iππ

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre NLS ile ilişkili üçüncü Hasimoto
benzeri dönüşümün diferensiyeli için formül

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısı için normalizasyon operatörü N ,
yineleme operatörü R ve (6.27)de verilen vektör alanı için üçüncü Hasimoto benzeri
dönüşümün diferensiyel formülüD3 sırasıyla şu şekilde elde edilir:

NF3 = f3D̃r + g3V + (

s∫
0

(f3δr − g3µr)ds)Yr (6.35)

RF3= −N (Yr × F3s). (6.36)

D3(F3) = ⟨I2, Yr × (RF3)s⟩ /
√
2, (6.37)

Örnek 6.9: (6.37) F3=δrV + µrD̃r vektör alanına uygulanırsa (6.35) ve (6.36) kullanılarak
aşağıdakiler elde edilir:

RF3 = (δrsD̃r − µrsV + (
µ2
r + δ2r
2

)Yr) (6.38)

D3(F3) = αt = [(µrss + µr(
δ2r + µ2

r

2
)) + i(δrss + δr(

δ2r + µ2
r

2
)]/

√
2 (6.39)

(6.39) kullanılarakÖklidyen 3-uzayda rektifyenDarboux çatısı için üçüncüHasimoto benzeri
dönüşüm α nın diferensiyel formülü aşağıdaki NLS denklemini verir:

αt = iαss + c2α, c2 = iαα
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7. E3 UZAYINDA OSKÜLATÖR, NORMAL VE
REKTİFYEN DARBOUX ÇATILARINA GÖRE
GENELLEŞTİRİLMİŞ FOKAL YÜZEYLER

Bu bölümde oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre genelleştirilmiş
fokal yüzeyler incelenecektir.

7.1. Öklidyen 3-Uzayda Oskülatör Darboux Çatısına Göre
Genelleştirilmiş Fokal Yüzeyler

3 boyutlu Öklid uzayında hareketli uzay eğrisi γ ve γ = γ(s, t) hareketli uzay eğrisinin
konum vektörü olsun. Burada s yay parametresi ve t zamanı göstermektedir. Öklidyen
3-uzayda eğri boyunca bir yüzey üzerinde oskülatör Darboux çatısı {D̃o, U, Yo} ile
gösterilsin. D̃o, γ eğrisinin birim tanjant vektörü, U yüzeyin birim normal vektörü ve
Yo = D̃o × U birim vektördür. {D̃o, U, Yo} oskülatör Darboux çatısının t zaman
evolüsyonu, genel formunda aşağıdaki gibi verilir

D̃ot = xo1U + xo2Yo

Ut = −xo1D̃o + xo3Yo

Yot = −xo2D̃o − xo3U

(7.1)

Burada, xo1, xo2, xo3 diferensiyellebilir fonksiyonlardır. (3.16), (7.1) ve D̃ost = D̃ots, Ust =

Uts ve Yost = Yots bağdaşabilirlik şartlarını kullanarak

xo1s = δoγ + µoxo2

xo2s = −δo − µoxo1

xo3s = µot − δoxo1

(7.2)

elde edilir.
γs = D̃o (7.3)

olmak üzere
γt = γs × γss = D̃o × D̃os

= −δo(D̃o × Yo)

= δoU

(7.4)

(7.1), (7.2) ve (7.4) ve γts = γst bağdaşabilirlik şartları kullanılarak,

xo1 = δos

xo2 = δoµo

xo3 = δoss−δoµ2
o

δo

(7.5)
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ve
µot = δoδos +

(
δoss−δoµ2

o

δo

)
s

δot = −δoµos − 2δosµo

(7.6)

elde edilir. (7.3), (7.4) denklemlerinin s ve t ye göre türevi alınarak

γss = −δoYo (7.7)

γts = δosU + δoµoYo (7.8)

γtt = −xo1δoD̃o+ δotU + xo3δoYo (7.9)

elde edilir. (7.3), (7.4), (7.7), (7.8) ve (7.9) kullanılarak oskülatör Darboux çatısına göre
Hasimoto yüzeyinin birim normal vektör alanı

No =
γs × γt

∥ γs × γt ∥
=

D̃o × (δoU)

∥ D̃o × (δoU) ∥
= Yo (7.10)

şeklinde elde edilir. Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Hasimoto yüzeyinin
birinci temel formu

Io = Eods
2 + 2Fodsdt+Godt

2 (7.11)

biçiminde verilir. Burada Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları

Eo = ⟨γs, γs⟩ = ⟨D̃o, D̃o⟩ = 1

Fo = ⟨γs, γt⟩ = ⟨D̃o, δoU⟩ = 0

Go = ⟨γt, γt⟩ = ⟨δoU, δoU⟩ = δ2o

biçiminde elde edilir. Öklidiyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin ikinci temel formu

IIo = eods
2 + 2fodsdt+ godt

2

biçiminde verilir. Burada, Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları

eo = ⟨γss,No⟩ = ⟨−δoYo, Yo⟩ = −δo
fo = ⟨γst,No⟩ = ⟨δosU + δoµoYo, Yo⟩ = δoµo

go = ⟨γtt,No⟩ =
〈
−xo1δoD̃o + δotU + xo3δoYo, Yo

〉
= xo3δo

(7.12)

biçiminde elde edilir. (7.11) ve (7.12) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux
çatısına göre Hasimoto yüzeyinin sırasıyla Gauss ve ortalama eğrilikleri aşağıdaki biçimde
çıkarılır:

Ko = eogo−f2
o

EoGo−F 2
o

= − δ2oxo3+δ2oµ
2
o

δ2o

= −(xo3 + µ2
o)

(7.13)
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Ho = Eogo−2Fofo+Goeo
2(EoGo−F 2

o )

= xo3δo−δ3o
2δ2o

= 1
2δo

(xo3 − δ2o)

(7.14)

(7.13) ve (7.14) yardımıyla Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin birinci ve ikinci asli eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur:

ko1 = Ho +
√
H2

o −Ko

=

1
2δo

(xo3 − δ2o)

+
√

( 1
2δo

(xo3 − δ2o))
2 + xo3 + µ2

o

(7.15)

ko2 = Ho −
√
H2

o −Ko

=

1
2δo

(xo3 − δ2o)

−
√

( 1
2δo

(xo3 − δ2o))
2 + xo3 + µ2

o

(7.16)

Girdap filament akısı tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyin parametrik gösterimi
aşağıdaki gibi verilir:

Υ(s, t) = γ(s, t) + (k2o1 + k2o2)No(s, t) (7.17)

(7.17) denkleminin oskülatör Darboux çatısı kullanılarak s ve t ye göre kısmi türevleri

Υs(s, t) = γs(s, t) + 2(ko1ko1s + ko2ko2s)No(s, t) + (k2o1 + k2o2)Nos(s, t)

= D̃o + 2(ko1ko1s + ko2ko2s)Yo + (k2o1 + k2o2)(δoD̃o − µoU)

= (1 + δo(k
2
o1 + k2o2))D̃o − µo(k

2
o1 + k2o2)U + 2(ko1ko1s + ko2ko2s)Yo

(7.18)

Υt(s, t) = γt(s, t) + 2(ko1ko1t + ko2ko2t)No(s, t) + (k2o1 + k2o2)Not(s, t)

= δoU + 2(ko1ko1t + ko2ko2t)Yo − (k2o1 + k2o2)(xo2D̃o + xo3U)

= −xo2(k2o1 + k2o2)D̃o + (δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))U + 2(ko1ko1t + ko2ko2t)Yo

(7.19)
şeklinde bulunur. Burada ko1s ve ko2s, asli eğriliklerin s parametresine göre, ko1t ve ko2t, t
parametresine göre kısmi türevlerdir. (7.18) ve (7.19) kullanılarak girdap filament akısı
tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyin birim normal vektör alanı N∗

o aşağıdaki
şekilde elde edilir:

N∗
o =

Υs ×Υt

∥ Υs ×Υt ∥
=
λo1D̃o + λo2U + λo3Yo√

λ2o1 + λ2o2 + λ2o3
, λ2o1 + λ2o2 + λ2o3 ̸= 0 (7.20)

Burada,

Υs ×Υt = −2

(
µo(k

2
o1 + k2o2)(ko1ko1t + ko2ko2t)

+(ko1ko1s + ko2ko2s)(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2)))

)
D̃o

+2

(
((ko1ko1s + ko2ko2s)(−xo2(k2o1 + k2o2))

−(1 + δo(k
2
o1 + k2o2))(ko1ko1t + ko2ko2t))

)
U

+

(
((1 + δo(k

2
o1 + k2o2))(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

−(µo(k
2
o1 + k2o2))(xo2(k

2
o1 + k2o2)))

)
Yo
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ve

λo1 = −2(µo(k
2
o1 + k2o2)(ko1ko1t + ko2ko2t) + (ko1ko1s + ko2ko2s)(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2)))

λo2 = 2((ko1ko1s + ko2ko2s)(−xo2(k2o1 + k2o2))− (1 + δo(k
2
o1 + k2o2))(ko1ko1t + ko2ko2t))

λo3 = (1 + δo(k
2
o1 + k2o2))(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))− (µo(k

2
o1 + k2o2))(xo2(k

2
o1 + k2o2))

dir. Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Υ genelleştirilmiş fokal yüzeyinin
birinci temel formu

I∗o = E∗
ods

2 + 2F ∗
o dsdt+G∗

odt
2 (7.21)

şeklinde verilir. Öklidiyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göreΥ genelleştirilmiş fokal
yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları

E∗
o = ⟨Υs,Υs⟩ = ⟨


(1 + δo(k

2
o1 + k2o2))D̃o + (−µo(k

2
o1 + k2o2))U

+2(ko1ko1s + ko2ko2s)Yo,

(1 + δo(k
2
o1 + k2o2))D̃o + (−µo(k

2
o1 + k2o2))U

+2(ko1ko1s + ko2ko2s)Yo

⟩ (7.22)

= (1 + δo(k
2
o1 + k2o2))

2 + µ2
o(k

2
o1 + k2o2)

2 + 4(ko1ko1s + ko2ko2s)
2

F ∗
o = ⟨Υs,Υt⟩ = ⟨

 (1 + δo(k
2
o1 + k2o2))D̃o − µo(k

2
o1 + k2o2)U

+2(ko1ko1s + ko2ko2s)Yo, (−xo2(k2o1 + k2o2))D̃o

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))U + 2(ko1ko1t + ko2ko2t)Yo

⟩

= −(1 + δo(k
2
o1 + k2o2)(xo2(k

2
o1 + k2o2)− µo(k

2
o1 + k2o2)(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)(ko1ko1t + ko2ko2t)

G∗
o = ⟨Υt,Υt⟩ = ⟨


(−xo2(k2o1 + k2o2))D̃o + (δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))U

+2(ko1ko1t + ko2ko2t)Yo,

(−xo2(k2o1 + k2o2))D̃o + (δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))U

+2(ko1ko1t + ko2ko2t)Yo⟩


= x2o2(k

2
o1 + k2o2)

2 + (δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))

2 + 4(ko1ko1t + ko2ko2t)
2

biçiminde elde edilir. (7.18) ve (7.19) eşitliklerinin s ve t ye göre türevleri alınarak

Υss =



(δos(k
2
o1 + k2o2) + 2δo(ko1ko1s + ko2ko2s))D̃o

−δo(1 + δo(k
2
o1 + k2o2))Yo

−(µos(k
2
o1 + k2o2) + 2µo(ko1ko1s + ko2ko2s))U

−µ2
o(k

2
o1 + k2o2)Yo

+2(ko1sko1s + ko1ko1ss + ko2sko2s + ko2ko2ss)Yo

+2(ko1ko1s + ko2ko2s)(δoD̃o − µoU)



=


(δos(k

2
o1 + k2o2) + 4δo(ko1ko1s + ko2ko2s))D̃o

−(µos(k
2
o1 + k2o2) + 4µo(ko1ko1s + ko2ko2s))U

+(2(ko1sko1s + ko1ko1ss + ko2ko2s + ko2ko2ss)

−µ2
o(k

2
o1 + k2o2)− δo(1 + δo(k

2
o1 + k2o2))Yo


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Υst =


δot(k

2
o1 + k2o2) + 2δo(ko1ko1t + ko2ko2t)D̃o

+((1 + δo(k
2
o1 + k2o2))(xo1U + xo2Yo)

−(µo(k
2
o1 + k2o2))(−xo1D̃o + xo3Yo)

+2(ko1tko1s + ko1ko1st + ko2tko2s + ko2ko2st)Yo

+2(ko1ko1s + ko2ko2s)(−xo2D̃o − xo3U)



=



(δot(k
2
o1 + k2o2) + 2δo(ko1ko1t + ko2ko2t)

+xo1µo(k
2
o1 + k2o2)− 2xo2(ko1ko1s + ko2ko2s))D̃o

+((xo1(1 + δo(k
2
o1 + k2o2)− µot(k

2
o1 + k2o2)

−2µo(ko1ko1t + ko2ko2t))− 2xo3(ko1ko1s + ko2ko2s))U

+(xo2(1 + δo(k
2
o1 + k2o2))− xo3µo(k

2
o1 + k2o2)

+2(ko1tko1s + ko1ko1st + ko2tko2s + ko2ko2st))Yo



Υtt =



−(xo2(k
2
o1 + k2o2))tD̃o

+(−xo2(k2o1 + k2o2)(xo1U + xo2Yo)

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))tU

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))(−xo1D̃o + xo3Yo)

+2(ko1ko1t + ko2ko2t)tYo

−2(ko1ko1t + ko2ko2t)(xo2D̃o + xo3U)



=



−(xo2t(k
2
o1 + k2o2) + 2xo2(ko1ko1t + ko2ko2t))D̃o

+(−xo2(k2o1 + k2o2)(xo1U + xo2Yo)

+(δot − xo3t(k
2
o1 + k2o2)− 2xo3(ko1ko1t + ko2ko2t))U

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))(−xo1D̃o + xo3Yo)

+2(k2o1t + ko1ko1tt + k2o2t + ko2ko2tt)Yo

−2(ko1ko1t + ko2ko2t)(xo2D̃o + xo3U)



=



−((xo2t(k
2
o1 + k2o2) + 2xo2(ko1ko1t + ko2ko2t)

+xo1(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2)) + 2xo2(ko1ko1t + ko2ko2t))D̃o

−(xo1xo2(k
2
o1 + k2o2) + (δot − xo3t(k

2
o1 + k2o2)− 2xo3(ko1ko1t + ko2ko2t))

−2xo3(ko1ko1t + ko2ko2t))U

−(x2o2(k
2
o1 + k2o2) + xo3(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+2(k2o1t + ko1ko1tt + k2o2t + ko2ko2tt))Yo


eşitlikleri elde edilir.

Öklidyen 3-uzayda oskülatör Darboux çatısına göre Υ genelleştirilmiş fokal
yüzeyinin ikinci temel formu

II∗o = e∗ods
2 + 2f ∗

o dsdt+ g∗odt
2 (7.23)
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Bu eşitlikler kullanılarak Öklidyen 3-uzayda Υ genelleştirilmiş fokal yüzeyinin ikinci temel
formunun katsayıları

e∗o = ⟨Υss,N∗
o⟩ =

〈
ξo1D̃o + ξo2U + ξo3Yo,

λo1D̃o + λo2U + λo3Yo√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

〉
=

1√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

(ξo1λo1 + ξo2λo2 + ξo3λo3)

f ∗
o = ⟨Υst,N∗

o⟩ =

〈
ϕo1D̃o + ϕo2U + ϕo3Yo,

λo1D̃o + λo2U + λo3Yo√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

〉
=

1√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

(ϕo1λo1 + ϕo2λo2 + ϕo3λo3)

g∗o = ⟨Υtt,N∗
o⟩ =

〈
ψo1D̃o + ψo2U + ψo3Yo,

λo1D̃o + λo2U + λo3Yo√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

〉
=

1√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3

(ψo1λo1 + ψo2λo2 + ψo3λo3)

biçiminde elde edilir. Öyle ki

ξo1 = δos(k
2
o1 + k2o2) + 4δo(ko1ko1s + ko2ko2s)

ξo2 = −(µos(k
2
o1 + k2o2) + 4µo(ko1ko1s + ko2ko2s))

ξo3 =

(
2(ko1sko1s + ko1ko1ss + ko2ko2s + ko2ko2ss)

−µ2
o(k

2
o1 + k2o2)− δo(1 + δo(k

2
o1 + k2o2)

)

ϕo1 =

(
δot(k

2
o1 + k2o2) + 2δo(ko1ko1t + ko2ko2t)

+xo1µo(k
2
o1 + k2o2)− 2xo2(ko1ko1s + ko2ko2s)

)

ϕo2 =

(
(xo1(1 + δo(k

2
o1 + k2o2)− µot(k

2
o1 + k2o2)

−2µo(ko1ko1t + ko2ko2t)− 2xo3(ko1ko1s + ko2ko2s)

)

ϕo3 =

(
xo2(1 + δo(k

2
o1 + k2o2))− xo3µo(k

2
o1 + k2o2)

+2(ko1tko1s + ko1ko1st + ko2tko2s + ko2ko2st)

)

ψo1 =

(
−(xo2t(k

2
o1 + k2o2) + 2xo2(ko1ko1t + ko2ko2t)

+xo1(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2)) + 2xo2(ko1ko1t + ko2ko2t))

)

ψo2 =

(
−(xo1xo2(k

2
o1 + k2o2) + (δot − xo3t(k

2
o1 + k2o2)

−2xo3(ko1ko1t + ko2ko2t))− 2xo3(ko1ko1t + ko2ko2t))

)

ψo3 =

(
−(x2o2(k

2
o1 + k2o2) + xo3(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+2(k2o1t + ko1ko1tt + k2o2t + ko2ko2tt))

)
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dir. Bu eşitlikler kullanılarak genelleştirilmiş fokal yüzeyin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliği
aşağıdaki gibi bulunur:

K∗
o =

e∗og
∗
o − f ∗2

o

E∗
oG

∗
o − F ∗2

o

(7.24)

=

(
(ξo1λo1 + ξo2λo2 + ξo3λo3)(ψo1λo1 + ψo2λo2 + ψo3λo3)

−(ϕo1λo1 + ϕo2λo2 + ϕo3λo3)
2

)


(λ2o1 + λ2o2 + λ2o3)(((1 + δo(k
2
o1 + k2o2))

2

+µ2
o(k

2
o1 + k2o2)

2

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)
2)(x2o2(k

2
o1 + k2o2)

2

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))

2

+4(ko1ko1t + ko2ko2t)
2)

−((1 + δo(k
2
o1 + k2o2))(−xo2(k2o1 + k2o2)

−µo(k
2
o1 + k2o2)(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)(ko1ko1t + ko2ko2t))
2)


ve

H∗
o =

E∗
og

∗
o − 2F ∗

o f
∗
o +G∗

oe
∗
o

2(E∗
oG

∗
o − F ∗2

o )
(7.25)

=



((1 + δo(k
2
o1 + k2o2))

2 + µ2
o(k

2
o1 + k2o2)

2

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)
2)(ψo1λo1 + ψo2λo2 + ψo3λo3)

−2((1 + δo(k
2
o1 + k2o2)(−xo2(k2o1 + k2o2)

−µo(k
2
o1 + k2o2)(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)(ko1ko1t + ko2ko2t)(ϕo1λo1 + ϕo2λo2 + ϕo3λo3))

+(x2o2(k
2
o1 + k2o2)

2 + (δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))

2

+4(ko1ko1t + ko2ko2t)
2)(ξo1λo1 + ξo2λo2 + ξo3λo3)




2
√
λ2o1 + λ2o2 + λ2o3(((1 + δo(k

2
o1 + k2o2))

2 + µ2
o(k

2
o1 + k2o2)

2

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)
2)(x2o2(k

2
o1 + k2o2)

2

+(δo − xo3(k
2
o1 + k2o2))

2 + 4(ko1ko1t + ko2ko2t)
2)

−((1 + δo(k
2
o1 + k2o2)(−xo2(k2o1 + k2o2)

−µo(k
2
o1 + k2o2)(δo − xo3(k

2
o1 + k2o2))

+4(ko1ko1s + ko2ko2s)(ko1ko1t + ko2ko2t))
2)


7.2. Öklidyen 3-Uzayda Normal Darboux Çatısına Göre

Genelleştirilmiş Fokal Yüzeyler

3 boyutlu Öklid uzayında hareketli uzay eğrisi γ ve γ = γ(s, t) hareketli uzay eğrisinin
konum vektörü olsun. Burada s yay parametresi ve t zamanı göstermektedir. Öklidyen 3-
uzayda eğri boyunca bir yüzey üzerinde normal Darboux çatısı {D̃n, V, Yn} ile gösterilsin.
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D̃n, γ eğrisinin birim tanjant vektörü, V yüzeyin birim normal vektörü ve Yn = D̃n × V

birim vektördür. Birinci sınıf için yüzey üzerinde normal Darboux çatısına göre t zaman
evolüsyonunun denklemleri aşağıdaki gibi verilir:

D̃nt = xn1V + xn2Yn

Vt = −xn1D̃n + xn3Yn

Ynt = −xn2D̃n − xn3V

(7.26)

Burada, xn1 , xn2, xn3 diferensiyellebilir fonksiyonlardır. (3.18), (7.26) ve D̃nst = D̃nts, Vst =

Vts ve Ynst = Ynts bağdaşabilirlik şartlarını kullanarak,

xn1s = δnxn3 + µnxn2

xn2s = −δn − µnxn1

xn3s = µnt − δnxn1

(7.27)

elde edilir.
γs = D̃n (7.28)

olmak üzere
γt = γs × γss = D̃n × D̃ns

= D̃n × (−δnYn)
= δnV

(7.29)

(3.20), (7.26), (7.27), (7.28) ve γts = γst bağdaşabilirlik şartları kullanılarak,

xn1 = δns

xn2 = δnµn

xn3 = δnss−δnµ2
n

δn

(7.30)

ve
µnt = δnδns +

(
δnss−δnµ2

n

δn

)
z

δnt = −δnµns − 2.δnsµn

(7.31)

elde edilir. (7.28), (7.29) denklemlerinin s ve t ye göre türev alınarak

γss = −δnYn (7.32)

γts = δnsV + δnµnYn (7.33)

γtt = −xn1δnD̃n + δntV + xn3δnYn (7.34)

elde edilir. (7.28), (7.29), (7.32), (7.33) ve (7.34) kullanılarak normal Darboux çatısına göre
Hasimoto yüzeyinin birim normal vektör alanı

Nn =
γs × γt

∥ γs × γt ∥
=
D̃n × (δnV )

D̃n × (δnV )
= Yn (7.35)



47

şeklinde elde edilir. Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Hasimoto yüzeyinin
birinci temel formu

In = Ends
2 + 2Fndsdt+Gndt

2 (7.36)

biçiminde verilir. Burada Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları

En = ⟨γs, γs⟩ = ⟨D̃n, D̃n⟩ = 1

Fn = ⟨γs, γt⟩ = ⟨D̃n, δnV ⟩ = 0

Gn = ⟨γt, γt⟩ = ⟨δnV, δnV ⟩ = δ2n

biçiminde elde edilir. Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Hasimoto yüzeyinin
ikinci temel formu

IIn = ends
2 + 2fndsdt+ gndt

2 (7.37)

biçiminde verilir. Burada Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin ikinci temel formunun katsayıları

en = ⟨γss,Nn⟩ = ⟨−δnYn, Yn⟩ = −δn
fn = ⟨γst,Nn⟩ = ⟨δnsV + δnµnYn, Yn⟩ = δnµn

gn = ⟨γtt,Nn⟩ =
〈
xn1δnD̃n + δntV + xn3δnYn, Yn

〉
= xn3δn

(7.38)

şeklinde elde edilir. (7.36) ve (7.38) kullanılarakÖklidiyen 3-uzayda normalDarboux çatısına
göre Hasimoto yüzeyinin sırasıyla Gauss ve ortalama eğrilikleri aşağıdaki biçimde çıkarılır:

Kn = engn−f
2
n

EnGn−F 2
n

= − δnxn3δn+δ2nµ
2
n

δ2n

= −xn3 − µ2
n

(7.39)

ve
Hn = Engn−2Fnfn+Gnen

2(EnGn−F
2
n )

= xn3δn−δ3n
2δ2n

= 1
2δn

(xn3 − δ2n)

(7.40)

(7.39) ve (7.40) yardımıyla Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin birinci ve ikinci asli eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur:

kn1 = Hn +
√
H2

n −Kn

= 1
2δn

(xn3 − δ2n) +
√

( 1
2δn

(xn3 − δ2n))
2 + xn3 + µ2

n (7.41)

ve
kn2 = Hn −

√
H2

n −Kn

= 1
2δn

(xn3 − δ2n)−
√

( 1
2δn

(xn3 − δ2n))
2 + xn3 + µ2

n (7.42)
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Girdap filament akısı tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyin normal Darboux
çatısına göre parametrik gösterimi aşağıdaki gibi verilir:

Σ(s, t) = γ(s, t) + (kn1.kn2)Nn(s, t) (7.43)

(7.43) kullanılarak,

Σs(s, t) = γs(s, t) + (kn1kn2)sNn(s, t) + (kn1kn2)Nns(s, t)

= D̃n + (kn1kn2)sYn + kn1kn2(δnD̃n − µnV )

= (1 + δnkn1kn2)D̃n − µnkn1kn2V + (kn1kn2)sYn

(7.44)

Σt(s, t) = γt(s, t) + (kn1kn2)tNn(s, t) + (kn1kn2)Nnt(s, t)

= δnV + (kn1kn2)tYn + kn1kn2(−xn2D̃n − xn3V )

= −xn2kn1kn2D̃n + (δn − xn3kn1kn2)V + (kn1kn2)tYn

(7.45)

şeklinde bulunur. Burada kn1s ve kn2s, asli eğriliklerin s parametresine göre, kn1t ve kn2t
asli eğiriliklerin t parametresine göre kısmi türevleridir. (7.44) ve (7.45) kullanılarak girdap
filament akısı tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyinin birim normal vektör alanı
N∗

n aşağıdaki şekilde elde edilir:

N∗
n =

Σs × Σt

∥ Σs × Σt ∥
=
λn1D̃n + λn2V + λn3Yn√

λ2n1 + λ2n2 + λ2n3
, λ2n1 + λ2n2 + λ2n3 ̸= 0 (7.46)

Burada,

Σs × Σt = −(µnkn1kn2(kn1kn2)t + (δn − xn3kn1kn2)(kn1kn2)s)D̃n

−((1 + δnkn1kn2)(kn1kn2)t + xn2kn1kn2(kn1kn2)s)V

+((1 + δnkn1kn2)(δn − xn3kn1kn2)− µnxn2k
2
n1k

2
n2)Yn

ve
λn1 = −(µnkn1kn2(kn1kn2)t + (δn − xn3kn1kn2)(kn1kn2)s)

λn2 = −((1 + δnkn1kn2)(kn1kn2)t + xn2kn1kn2(kn1kn2)s)

λn3 = (1 + δnkn1kn2)(δn − xn3kn1kn2)− µnxn2k
2
n1k

2
n2

biçimindedir. Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Σ genelleştirilmiş fokal
yüzeyinin birinci temel formu

I∗n = E∗
nds

2 + 2F ∗
ndsdt+G∗

ndt
2 (7.47)
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şeklinde verilir. Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Σ genelleştirilmiş fokal
yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları

E∗
n = ⟨Σs,Σs⟩ = ⟨(1 + δnkn1kn2)D̃n − µnkn1kn2V + (kn1kn2)sYn,

(1 + δnkn1kn2)D̃n − µnkn1kn2V + (kn1kn2)sYn⟩

= (1 + δnkn1kn2)
2 + (µnkn1kn2)

2 + (kn1kn2)
2
s

F ∗
n = ⟨Σs,Σt⟩ = ⟨(1 + δnkn1kn2)D̃n − µnkn1kn2V + (kn1kn2)sYn,

−xn2kn1kn2D̃n + (δn − xn3kn1kn2)V + (kn1kn2)tYn⟩

= −xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)− µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2) + (kn1kn2)s(kn1kn2)t

G∗
n = ⟨Σt,Σt⟩ = ⟨−xn2kn1kn2D̃n + (δn − xn3kn1kn2)V + (kn1kn2)tYn,

−xn2kn1kn2D̃n + (δn − xn3kn1kn2)V + (kn1kn2)tYn⟩

= (xn2kn1kn2)
2 + (δn − xn3kn1kn2)

2 + (kn1kn2)
2
t

biçiminde elde edilir. (7.44) ve (7.45) eşitliklerinin s ve t ye göre türevleri alınarak

Σss =

(
(δnkn1kn2)sD̃n + (1 + δnkn1kn2)(−δnYn)− (µnkn1kn2)sV − µnkn1kn2(µnYn)

+(kn1kn2)ssYn + (kn1kn2)s(δnD̃n − µnV )

)

=

(
((δnkn1kn2)s + δn(kn1kn2)s)D̃n − ((µnkn1kn2)s + µn(kn1kn2)s)V

+(−δn(1 + δnkn1kn2)− µ2
nkn1kn2 + (kn1kn2)ss)Yn

)

Σst =

 (δnkn1kn2)tD̃n + (1 + δnkn1kn2)(xn1V + xn2Yn)

−(µnkn1kn2)tV − (µnkn1kn2)(−xn1D̃n + xn3Yn)

+(kn1kn2)stYn + (kn1kn2)s(−xn2D̃n − xn3V )



=

 ((δnkn1kn2)t + xn1(µnkn1kn2)− xn2(kn1kn2)s)D̃n

+(xn1(1 + δnkn1kn2)− (µnkn1kn2)t − xn3(kn1kn2)s)V

+(xn2(1 + δnkn1kn2)− xn3(µnkn1kn2) + (kn1kn2)st)Yn



Σtt =

−(xn2kn1kn2)tD̃n − xn2kn1kn2(xn1V + xn2Yn)

+(δn − xn3kn1kn2)tV + (δn − xn3kn1kn2)(−xn1D̃n + xn3Yn)

+(kn1kn2)ttYn + (kn1kn2)t(−xn2D̃n − xn3V )

=

−((xn2kn1kn2)t + xn1(δn − xn3kn1kn2) + xn2(kn1kn2)t)D̃n

+(−xn1xn2kn1kn2 + (δn − xn3kn1kn2)t − xn3(kn1kn2)t)V

+(−x2n2kn1kn2 + xn3(δn − xn3kn1kn2) + (kn1kn2)tt)Yn

eşitlikleri elde edilir.

Öklidyen 3-uzayda normal Darboux çatısına göre Σ genelleştirilmiş fokal yüzeyinin
ikinci temel formu

II∗n = e∗nds
2 + 2f ∗

ndsdt+ g∗ndt
2 (7.48)
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Bu eşitlikler kullanılarak Öklidyen 3-uzayda Σ genelleştirilmiş fokal yüzeyinin ikinci temel
formunun katsayıları

e∗n = ⟨Σss,N∗
n⟩ =

〈
ξn1D̃n + ξn2V + ξn3Yn,

λn1D̃n + λn2V + λn3Yn√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3

〉
(7.49)

=
1√

λ2n1 + λ2n2 + λ2n3
(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)

f ∗
n = ⟨Σst,N∗

n⟩ =

〈
ϕn1D̃n + ϕn2V + ϕn3Yn,

λn1D̃n + λn2V + λn3Yn√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3

〉
=

1√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3

(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)

g∗n = ⟨Σtt,N∗
n⟩ =

〈
ψn1D̃n + ψn2V + ψn3Yn,

λn1D̃n + λn2V + λn3Yn√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3

〉
=

1√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3

(ψn1λn1 + ψn2λn2 + ψn3λn3)

biçiminde elde edilir. Öyle ki

ξn1 = (δnkn1kn2)s + δn(kn1kn2)s

ξn2 = −(µnkn1kn2)s − µn(kn1kn2)s

ξn3 = −δn(1 + δnkn1kn2)− µ2
nkn1kn2 + (kn1kn2)ss

ϕn1 = (δnkn1kn2)t + xn1(µnkn1kn2)− xn2(kn1kn2)s

ϕn2 = xn1(1 + δnkn1kn2)− (µnkn1kn2)t − xn3(kn1kn2)s

ϕn3 = xn2(1 + δnkn1kn2)− xn3(µnkn1kn2) + (kn1kn2)st

ψn1 = −(xn2kn1kn2)t − xn1(δn − xn3kn1kn2)− xn2(kn1kn2)t

ψn2 = −xn1xn2kn1kn2 + (δn − xn3kn1kn2)t − xn3(kn1kn2)t

ψn3 = −x2n2kn1kn2 + xn3(δn − xn3kn1kn2) + (kn1kn2)tt

(7.50)

dir. Bu eşitlikler kullanılarak genelleştirilmiş fokal yüzeyin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliği
aşağıdaki gibi bulunur:

K∗
n =

e∗ng
∗
n − f ∗2

n

E∗
nG

∗
n − F ∗2

n

(7.51)

=

(
(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)(ψn1λn1 + ψn2λn2 + ψn3λn3)

−(ϕn1λn1 + ϕn2λn2 + ϕn3λn3)
2

)


(λ2n1 + λ2n2 + λ2n3)(((1 + δnkn1kn2)
2

+(µnkn1kn2)
2 + (kn1kn2)

2
s)((xn2kn1kn2)

2

+(δn − xn3kn1kn2)
2 + (kn1kn2)

2
t )

−(−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)

−µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2) + (kn1kn2)s(kn1kn2)t)
2)


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ve

H∗
n =

E∗
ng

∗
n − 2F ∗

nf
∗
n +G∗

ne
∗
n

2(E∗
nG

∗
n − F ∗2

n )
(7.52)

=



((1 + δnkn1kn2)
2 + (µnkn1kn2)

2

+(kn1kn2)
2
s)(ψn1λn1 + ψn2λn2 + ψn3λn3)

−2(−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)

−µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2)

+(kn1kn2)s(kn1kn2)t)(ϕn1λn1 + ϕn2λn2 + ϕn3λn3)

+((xn2kn1kn2)
2 + (δn − xn3kn1kn2)

2

+(kn1kn2)
2
t )(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)




2
√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3(((1 + δnkn1kn2)

2 + (µnkn1kn2)
2

+(kn1kn2)
2
s)((xn2kn1kn2)

2 + (δn − xn3kn1kn2)
2

+(kn1kn2)
2
t )− (−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)

−µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2) + (kn1kn2)s(kn1kn2)t)
2)


7.3. Öklidyen 3-Uzayda Rektifyen Darboux Çatısına Göre

Genelleştirilmiş Fokal Yüzeyler

3 boyutlu Öklid uzayında hareketli uzay eğrisi γ ve γ = γ(s, t) hareketli uzay eğrisinin
konum vektörü olsun. Burada s yay parametresi ve t zamanı göstermektedir. Öklidyen
3-uzayda eğri boyunca bir yüzey üzerinde rektifyen Darboux çatıyı {D̃r, T, Yr} ile
gösterelim. D̃r, γ eğrisinin birim tanjant vektörü, T yüzeyin birim normal vektörü ve
Yr = D̃r × T birim vektördür. {D̃r, T, Yr} rektifyen Darboux çatısının t zaman evolüsyonu,
genel formunda aşağıdaki gibi verilir:

D̃rt = xr1T + xr2Yr

Tt = −xr1D̃r + xr3Yr

Ytu = −xr2D̃r − xr3T

(7.53)

Burada xr1, xr2, xr3 diferensiyellebilir fonksiyonlardır. (3.20), (7.53) ve D̃rst = D̃rts, Tst =

Tts ve Yrst = Yrts bağdaşabilirlik şartlarını kullanarak,

xr1s = δrxr3 + µrxr2

xr2s = −δr − µrxr1

xr3s = µrt − δrxr1

(7.54)

elde edilir.
γs = D̃r (7.55)

olmak üzere
γt = γs × γss = D̃r × D̃rs

= D̃r × (−δrYr)
= δrT

(7.56)
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elde edilir. (3.20), (7.53), (7.54), (7.55) ve γts = γst bağdaşabilirlik şartları kullanılarak,

xr1 = δrs

xr2 = δrµr

xr3 = δrss−δrµ2
r

δr

(7.57)

ve
µrt = δrδrs +

(
δrss−δrµ2

r

δr

)
s

δrt = −δrµrs − 2.δrsµr

(7.58)

elde edilir. (7.55), (7.56) denkemlerinin s ve t ye göre türevi alınarak

γss = −δrYr (7.59)

γts = δrsT + δrµrYr (7.60)

γtt = −xo1δrD̃r + δrtT + xo3δrYr (7.61)

elde edilir. (7.55), (7.56), (7.59), (7.60) ve (7.61) kullanılarak rektifyen Darboux çatısına göre
Hasimoto yüzeyinin birim normal vektör alanı

Nr =
hs × hu

∥ hs × hu ∥
=

D̃r × (δrT )

∥ D̃r × (δrT ) ∥
= Yr (7.62)

şeklinde elde edilir. Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Hasimoto yüzeyinin
birinci temel formu,

Ir = Erds
2 + 2Frdsdt+Grdt

2 (7.63)

biçiminde verilir. Burada, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre birinci temel
formun katsayıları

Er = ⟨γs, γs⟩ = ⟨D̃r, D̃r⟩ = 1

Fr = ⟨γs, γt⟩ = ⟨D̃r, δrV ⟩ = 0

Gr = ⟨γt, γt⟩ = ⟨δrT, δrT ⟩ = δ2r

biçiminde elde edilir. Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin ikinci temel formu

IIr = erds
2 + 2frdsdt+ grdt

2 (7.64)

biçiminde verilir. Burada, Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin ikinci temel formun katsayıları

er = ⟨γss,Nr⟩ = −⟨δrYr, Yr⟩ = −δr
fr = ⟨γst,Nr⟩ = ⟨δrsT + δrµrYr, Yr⟩ = δrµr

gr = ⟨γtt,Nr⟩ =
〈
−xr1δrD̃r + δrtT + xr3δrYr, Yr

〉
= xr3δr

(7.65)
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biçiminde verilir. (7.63), (7.65) kullanılarak Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına
göre Hasimoto yüzeyinin sırasıyla Gauss ve ortalama eğrilikleri aşağıdaki biçimde çıkarılır:

Kr = ergr−f
2
r

ErGr−F 2
r

= − δ2rxr3+δ2rµ
2
r

δ2r

= −xr3 − µ2
r

(7.66)

Hr = Ergr−2Frfr+Grer
2(ErGr−F 2

r )

= xr3δr−δ3r
2δ2r

= 1
2δr

(xr3 − δ2r )

(7.67)

(7.66), (7.67) yardımıyla Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Hasimoto
yüzeyinin birinci ve ikinci asli eğrilikleri aşağıdaki gibi bulunur:

kr1 = Hr +
√
H2

r −Kr

=

1
2δr

(xr3 − δ2r)

+
√

( 1
2δr

(xr3 − δ2r))
2 + xr3 + µ2

r

(7.68)

ve
kr2 = Hr −

√
H2

r −Kr

=

1
2δr

(xr3 − δ2r)

−
√

( 1
2δr

(xr3 − δ2r))
2 + xr3 + µ2

r

(7.69)

Girdap filament akısı tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyin parametrik gösterimi
aşağıdaki gibi verilir

Ω(s, t) = γ(s, t) + (
kr1 + kr2

2
)Nr(s, t) (7.70)

(7.70) in rektifyen Darboux çatısı kullanılarak s ve t ye göre kısmi türevleri

Ωs(s, t) = γs(s, t) + (kr1+kr2
2

)sNr(s, t) + (kr1+kr2
2

)Nrs(s, t)

= D̃r +
1
2
(kr1s + kr2s)Yr +

1
2
(kr1 + kr2)(δrD̃r − µrT )

= (1 + 1
2
δr(kr1 + kr2))D̃r − 1

2
µr(kr1 + kr2)T + 1

2
(kr1s + kr2s)Yr

(7.71)

Ωt(s, t) = γt(s, t) + (kr1+kr2
2

)tNr(s, t) + (kr1+kr2
2

)Nrt(s, t)

= δrT + 1
2
(kr1t + kr2t)Yr +

1
2
(kr1 + kr2)(−xr2D̃r − xr3T )

= −1
2
xr2(kr1 + kr2)D̃r + (δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2))T + 1

2
(kr1t + kr2t)Yr

(7.72)

şeklinde bulunur. Burada, kr1s ve kr2s, asli eğriliklerin s parametresine göre, kr1s ve kr2s, t
parametresine göre kısmi türevleridir. (7.71) ve (7.72) kullanılarak girdap filament akısı
tarafından üretilen genelleştirilmiş fokal yüzeyin birim normal vektör alanı N∗

r aşağıdaki
şekilde ifade edilir:

N∗
r =

Ωs × Ωt

∥ Ωs × Ωt ∥
=
λr1D̃r + λr2T + λr3Yr√

λ2r1 + λ2r2 + λ2r3
, λ2r1 + λ2r2 + λ2r3 ̸= 0 (7.73)
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Burada,

Ωs × Ωt = (−1
4
µr(kr1 + kr2)(kr1t + kr2t)− 1

2
(δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2)))D̃r

+(−1
2
(1 + 1

2
δr(kr1 + kr2))(kr1t + kr2t)− 1

4
xr2(kr1 + kr2)(kr1s + kr2s))T

+((1 + 1
2
δr(kr1 + kr2)(δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2))− 1

4
µrxr2(kr1 + kr2)

2)Yr

ve

λr1 = −1

4
µr(kr1 + kr2)(kr1t + kr2t)−

1

2
(δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2))

λr2 = −1

2
(1 +

1

2
δr(kr1 + kr2))(kr1t + kr2t)−

1

4
xr2(kr1 + kr2)(kr1s + kr2s)

λr3 = (1 +
1

2
δr(kr1 + kr2)(δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2))−

1

4
µrxr2(kr1 + kr2)

2 (7.74)

Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göreΩ genelleştirilmiş fokal yüzeyinin birinci
temel formu

I∗r = E∗
rds

2 + 2F ∗
r dsdt+G∗

rdt
2 (7.75)

şeklinde verilir. Öklidiyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Ω genelleştirilmiş fokal
yüzeyinin birinci temel formunun katsayıları

E∗
r = ⟨Ωs,Ωs⟩ = ⟨(1 + 1

2
δr(kr1 + kr2))D̃r −

1

2
µr(kr1 + kr2)T +

1

2
(kr1s + kr2s)Yr,

(1 +
1

2
δr(kr1 + kr2))D̃r −

1

2
µr(kr1 + kr2)T +

1

2
(kr1s + kr2s)Yr⟩

= (1 +
1

2
δr(kr1 + kr2)

2 +
1

4
µ2
r(kr1 + kr2)

2 +
1

4
(kr1s + kr2s)

2

F ∗
r = ⟨Ωs,Ωt⟩ = ⟨(1 + 1

2
δr(kr1 + kr2))D̃r −

1

2
µr(kr1 + kr2)T +

1

2
(kr1s + kr2s)Yr,

−1

2
xr2(kr1 + kr2)D̃r + (δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2))T +

1

2
(kr1t + kr2t)Yr⟩

= −1

2
xr2(1 +

1

2
δr(kr1 + kr2))(kr1 + kr2)

−1

2
µr(kr1 + kr2)(δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2)) +

1

4
(kr1s + kr2s)(kr1t + kr2t)

G∗
r = ⟨Ωt,Ωt⟩ = ⟨−1

2
xr2(kr1 + kr2)D̃r + (δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2))T +

1

2
(kr1t + kr2t)Yr,

−1

2
xr2(kr1 + kr2)D̃r + (δr −

1

2
xr3(kr1 + kr2))T +

1

2
(kr1t + kr2t)Yr⟩

=
1

4
x2r2(kr1 + kr2)

2 + (δr −
1

2
xr3(kr1 + kr2))

2 +
1

4
(kr1t + kr2t)

2

biçiminde elde edilir. (7.71) ve (7.72) eşitliklerinin s ve t ye göre türevleri alınarak
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Ωss =


(1
2
(δrs(kr1 + kr2) + δr(kr1s + kr2s) + δr(kr1s + kr2s))D̃r

−1
2
(µrs(kr1 + kr2) + µr(kr1s + kr2s) + µr(kr1s + kr2s))T

+(−δr(1 + 1
2
δr(kr1 + kr2))

−1
2
µ2
r(kr1s + kr2s) +

1
2
(kr1ss + kr2ss))Yr



Ωst =



1
2
(δrt(kr1 + kr2) + δr(kr1t + kr2t)

+xr1µr(kr1 + kr2)− xr2(kr1s + kr2s))D̃r

+(xr1(1 +
1
2
δr(kr1 + kr2))− 1

2
(µrt(kr1 + kr2)

+µr(kr1t + kr2))− 1
2
xr3(kr1s + kr2s))T

+(xr2(1 +
1
2
δr(kr1 + kr2))

−1
2
xr3µr(kr1 + kr2) +

1
2
(kr1st + kr2st))Yr



Ωtt =



(−1
2
xr2t(kr1 + kr2)− 1

2
xr2(kr1t + kr2t)

−xr1(δr − 1
2
xr3(kr1 + kr2))− 1

2
xr2(kr1t + kr2t))D̃r

+(−1
2
xr1xr2(kr1 + kr2)

+(δrt − 1
2
xr3t(kr1 + kr2)− xr3(kr1t + kr2t))T

+(−1
2
x2r2(kr1 + kr2) + xr3(δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2))

+1
2
(kr1tt + kr2tt))Yr


eşitlikleri elde edilir. Öklidyen 3-uzayda rektifyen Darboux çatısına göre Ω genelleştirilmiş
fokal yüzeyinin ikinci temel formu

II∗r = e∗rds
2 + 2f ∗

r dsdt+ g∗rdt
2

Bu eşitlikler kullanılarak Öklidyen 3-uzayda Ω genelleştirilmiş fokal yüzeyinin ikinci temel
formunun katsayıları

e∗r = ⟨Ωss,N∗
r⟩ =

〈
ξr1D̃r + ξr2T + ξr3Yr,

λr1D̃r + λr2T + λr3Yr√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

〉
=

1√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

(ξr1λr1 + ξr2λr2 + ξn3λr3)

f ∗
r = ⟨Ωst,N∗

r⟩ =

〈
ϕr1D̃r + ϕr2T + ϕr3Yr,

λr1D̃r + λr2T + λr3Yr√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

〉
=

1√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

(ϕr1λr1 + ϕr2λr2 + ϕr3λr3)

g∗r = ⟨Ωtt,N∗
r⟩ =

〈
ψr1D̃n + ψr2T + ψr3Yr,

λr1D̃r + λr2T + λr3Yr√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

〉
=

1√
λ2r1 + λ2r2 + λ2r3

(ψr1λr1 + ψr2λr2 + ψr3λr3)
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biçiminde elde edilir. Öyle ki

ξr1 = 1
2
(δrs(kr1 + kr2) + δr(kr1s + kr2s) + δr(kr1s + kr2s)

ξr2 = −1
2
(µrs(kr1 + kr2) + µr(kr1s + kr2s) + µr(kr1s + kr2s))

ξr3 = −δr(1 + 1
2
δr(kr1 + kr2))− 1

2
µ2
r(kr1s + kr2s) +

1
2
(kr1ss + kr2ss)

ϕr1 = 1
2
(δrt(kr1 + kr2) + δr(kr1t + kr2t) + xr1µr(kr1 + kr2)− xr2(kr1s + kr2s))

ϕr2 = xr1(1 +
1
2
δr(kr1 + kr2))− 1

2
(µrt(kr1 + kr2) + µr(kr1t + kr2))− 1

2
xr3(kr1s + kr2s))

ϕr3 = xr2(1 +
1
2
δr(kr1 + kr2))− 1

2
xr3µr(kr1 + kr2) +

1
2
(kr1st + kr2st)

ψr1 = −1
2
xr2t(kr1 + kr2)− 1

2
xr2(kr1t + kr2t)− xr1(δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2))− 1

2
xr2(kr1t + kr2t)

ψr2 = −1
2
xr1xr2(kr1 + kr2) + (δrt − 1

2
xr3t(kr1 + kr2)− xr3(kr1t + kr2t)

ψr3 = −1
2
x2r2(kr1 + kr2) + xr3(δr − 1

2
xr3(kr1 + kr2)) +

1
2
(kr1tt + kr2tt)

dir. Bu eşitlikler kullanılarak genelleştirilmiş fokal yüzeyin ortalama eğriliği ve Gauss eğriliği
aşağıdaki gibi bulunur:

K∗
n =

e∗ng
∗
n − f ∗2

n

E∗
nG

∗
n − F ∗2

n

=

(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)(ψn1λn1 + ψn2λn2 + ψn3λn3)

−(ϕn1λn1 + ϕn2λn2 + ϕn3λn3)
2

(λ2n1 + λ2n2 + λ2n3)(((1 + δnkn1kn2)
2 + (µnkn1kn2)

2

+(kn1kn2)
2
s)((xn2kn1kn2)

2 + (δn − xn3kn1kn2)
2

+(kn1kn2)
2
t )− (−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)− µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2)

+(kn1kn2)s(kn1kn2)t)
2)

ve

H∗
n =

E∗
ng

∗
n − 2F ∗

nf
∗
n +G∗

ne
∗
n

2(E∗
nG

∗
n − F ∗2

n )

=



((1 + δnkn1kn2)
2 + (µnkn1kn2)

2

+(kn1kn2)
2
s)(ψn1λn1 + ψn2λn2 + ψn3λn3)

−2(−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)

−µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2)

+(kn1kn2)s(kn1kn2)t)(ϕn1λn1 + ϕn2λn2 + ϕn3λn3)

+((xn2kn1kn2)
2 + (δn − xn3kn1kn2)

2

+(kn1kn2)
2
t )(ξn1λn1 + ξn2λn2 + ξn3λn3)




2
√
λ2n1 + λ2n2 + λ2n3(((1 + δnkn1kn2)

2

+(µnkn1kn2)
2 + (kn1kn2)

2
s)((xn2kn1kn2)

2

+(δn − xn3kn1kn2)
2 + (kn1kn2)

2
t )

−(−xn2kn1kn2(1 + δnkn1kn2)

−µnkn1kn2(δn − xn3kn1kn2)

+(kn1kn2)s(kn1kn2)t)
2)


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8. BULGULAR VE TARTIŞMA

Bu çalışmada, Öklidyen 3-uzayda eğrileri ve yüzeyleri incelemek için güçlü araçlar
olan oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına odaklanılmıştır. Darboux çatısı
yüzeyler üzerindeki eğrilerin özelliklerini belirlemede ve manyetik eğriler gibi fiziksel
anlamı olan eğrileri modellemede önemli bir yere sahiptir. Alkan vd. (2024) tarafından
yüzey eğrileri için tanımlanan oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatıları, yüzeyler ve
eğriler arasındaki etkileşimi derinlemesine inceleme potansiyeli sunmaktadır.

Çalışmanın ilk kısmında yeni tanımlanan bu Darboux çatılarına göre manyetik eğri
kavramını genişlettik. Oskülatör, normal ve rektifyen Darboux vektörleri boyunca etkili
manyetik alanlar altında hareket eden yüklü parçacıkların yörüngelerini tanımlayarak yeni
manyetik eğri sınıflarını ortaya koyduk. Elde ettiğimiz Lorentz kuvvet denklemleri, bu yeni
manyetik eğri türlerinin dinamiklerini anlamak için bir temel ortaya koymaktadır. Bu
denklemlerin analizi farklı manyetik alan yapıları altında parçacıkların nasıl hareket
edeceğine dair önemli bilgiler sağlayabilir.

İkinci olarak, Hasimoto dönüşümü ve doğrusal olmayan Schrödinger (NLS)
denklemi arasındaki ilişkiden yola çıkarak (Hasimoto, 1972; Abdel-All vd., 2012; Ertuğ
Gürbüz, 2018, 2019), oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre yeni Hasimoto
benzeri dönüşümler tanımladık. Barros ve Romero (2007) Killing manyetik yörüngelerinin
NLS denkleminin çözümleri olarak ifade edilebileceğini söyleyerek manyetik eğriler ve
dalga teorisi arasında bir bağlantı ortaya koymuşladır. Bu çalışmada tanımlanan yeni
Hasimoto benzeri dönüşümler ve bunların diferansiyel formülleri, bu bağlantıyı farklı bir
açıdan inceleme imkanı sunmaktadır. Bu dönüşümler aracılığıyla elde edilen yeni NLS
denklem sınıfları, farklı fiziksel sistemlerin modellenmesinde kullanılabilecek yeni
geometrik araçlar sağlayabilir.

Son olarak, oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre yeni Hasimoto
benzeri dönüşümlerle ilişkili Hasimoto yüzeylerini inşa etmeyi ve bu yüzeylerin geometrik
özelliklerini (Gauss ve ortalama eğrilikleri, asli eğrilikleri) incelemeyi ve bu şekilde elde
edilen yeni yüzeylerin şekli ve içsel geometrisi hakkında bilgi sahibi olmayı amaçladık.

Oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre Hasimoto yüzeylerinin
genelleştirilmiş fokal yüzeylerinin bulunması optik ve akustik gibi farklı fizik alanlarında
yeni bir bakış sunabileceğinden potansiyel uygulamalar açısından önemlidir.
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9. SONUÇ VE ÖNERİLER

Bu çalışmada E3 uzayında oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre
manyetik eğriler incelendi. Bu çatılara göre NLS ile ilişkili yeni sınıflar ve Hasimoto
benzeri dönüşümler ve NLS denklemi ile ilişkili Hasimoto benzeri dönüşümlerin
diferensiyelleri için yeni formüller elde edildi. Oskülatör, normal ve rektifyen Darboux
çatılarına göre Hasimoto yüzeyleri elde edilip bu yüzeylerin Gauss ve ortalama eğrilikleri
hesaplandı, Hasimoto yüzeylerinin özel olarak Gauss eğrilik fonksiyonu, ortalama eğrilik
fonksiyonu ve enerji fonksiyonu olarak adlandırılan genelleştirilmiş fokal yüzeyleri verildi.

Çalışmamız E3 uzayında oskülatör, normal ve rektifyen Darboux çatılarına göre
yapılmıştır. Öklidiyen 3-uzayda başka çatılara göre incelenebilir, Minkowski uzayına
aktarılarak aynı çatı ve farklı çatılar için de çalışmalar yapılarak yeni sonuçlar elde
edilebilir.
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