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OZET

DIiJITAL TOPOLQJIDE SABIT NOKTA TEOREMLERI
YUKSEK LISANS TEZI
Biisra SELEN
PAMUKKALE UNIVERSITESI FEN BILIMLERI ENSTITUSU
MATEMATIK ANABILIM DALI
TEZ DANISMANI: Dr. Ogr.Uyesi.Giilseli BURAK

DENIZLI, AGUSTOS-2025

Bu tezde, dijital topolojik uzaylarda sabit nokta teoremleri incelenmisgtir.
Oncelikle dijital yakinlik bagintis;, dijital araliklar, baglantihilik, dijital
homeomorfizma ve homotopi kavramlart ele alinmistir.  Ardindan dijital metrik
uzaylar tanitilmis, Hausdorff metrigi, Euler karakteristigi ve Lusternik—Schnirelmann
kategorisi gibi topolojik oOl¢iitler aciklanmistir. Tezin odak noktasi ise dijital metrik
uzaylarda kontraksiyon kosullar1 altinda Banach, Kannan, Chatterjea, Reich ve
Zamfirescu tip sabit nokta teoremleridir. Dijital kontraksiyon doniisiimlerinin sabit
nokta ozellikleri detayli olarak incelenmis ve x-baglantili ya da baglantisiz yapilar
tizerindeki davraniglar1 orneklerle aciklanmistir. Bu ¢alisma, dijital topolojide sabit
nokta teoremlerinin dijital metrik yapilar tizerindeki gegerliliini sistemli bi¢cimde
gostermeyi ve bu alandaki kuramsal altyapiy1 giiclendirmeyi hedeflemektedir.

ANAHTAR KELIMELER: Dijital Topoloji, Dijital Metrik Uzaylar, Sabit Nokta
Teoremleri, Kontraksiyon Doniisiimleri.



ABSTRACT

FIXED POINT THEOREMS IN DIGITAL TOPOLOGY
MSC THESIS
Biisra SELEN
PAMUKKALE UNIVERSITY INSTITUTE OF SCIENCE
MATHEMATICS
(SUPERVISOR: Asst.Prof.Dr. Giilseli BURAK)

DENIZLI, AUGUST-2025

In this thesis, fixed point theorems in the context of digital topology are
examined. Digital topology enables the application of classical topological concepts
to finite and discrete structures, making it possible to analyze digital images. This
study first introduces fundamental concepts such as digital adjacency relations, digital
intervals, connectedness, digital homeomorphism, and homotopy. Then, digital metric
spaces are presented, and topological measures such as Hausdorff distance, Euler
characteristic, and Lusternik—Schnirelmann category are explained. The main focus
of this thesis is to establish digital analogues of fixed point theorems of Banach,
Kannan, Chatterjea, Reich, and Zamfirescu types under contraction conditions in
digital metric spaces. The properties of digital contraction mappings and their behavior
on x-connected and disconnected structures are examined in detail with examples. This
study aims to systematically demonstrate the validity of fixed point theorems in digital
metric spaces and to strengthen the theoretical foundation in this area.

KEYWORDS: Digital Topology, Digital Metric Spaces, Fixed Point Theorems,
Contraction Mappings.
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1. GIRIS VE AMAC

Dijjital topoloji, klasik topolojik kavramlarin sonlu ve ayrik yapilar iizerine
uyarlanmasi ile ortaya ¢ikan bir calisma alamdir. Ozellikle bilgisayarla goriintii
isleme, biyomedikal ve analiz gibi uygulamalarda, dijital goriintiilerin topolojik
ozelliklerini dogru bicimde incelemek biiyiilk 6nem tasir. Dijital topoloji, kafes
yapidaki nokta kiimeleri iizerinde tanimlanan yakinlik bagintisi ile sekillenir ve bu
yapilar iizerinde siireklilik, baglantililik, homeomorfizma ve homotopi gibi kavramlar

yeniden tanimlanir.

Bu calismanin temel amaci, dijital metrik uzaylar iizerinde klasik sabit nokta
teoremlerini incelemek ve bu baglamda dijital kontraksiyon doniisiimlerinin sabit
nokta ozelliklerini aragtirmaktir. Dijital goriintiiler iizerinde tanimlanan metrik yapilar
(6rnegin Oklit metrigi, Manhattan metrigi ve en kisa yol metrikleri) sayesinde,
Hausdorff metrigi gibi kavramlarin dijital versiyonlar1 elde edilir ve bunlar dijital

goriintiilerin benzerligini 6l¢mekte kullanilir.

Calismada ilk olarak dijital topolojinin temel kavramlar1 olan dijital aralik,
baglantililik, siireklilik, homeomorfizma, homotopi, basit kapali efri ve kapali
ylizey gibi yapilar detayli bicimde tanimlanmistir. Ardindan Hausdorff metrigi
baglaminda dijital goriintiiler aras1 mesafe Olctimleri, Euler karakteristigi ve
Lusternik—Schnirelmann kategorisi gibi topolojik 0zelliklerin sayisal Olctimleri

sunulmustur.

Bunu takiben, dijital metrik uzaylarda kontraksiyon doniisiimleri detayli olarak
ele alinmig; Banach, Kannan, Chatterjea, Reich ve Zamfirescu tip kontraksiyonlar i¢in
sabit nokta sonuglarinin dijital versiyonlar1 ortaya konmustur. Ayrica x-baglantili ve
r-baglantili olmayan dijital uzaylarda kontraksiyonlarin farkli davraniglart 6rneklerle

incelenmigtir.

Bu tez ile amagclanan, dijital topolojide sabit nokta teoremlerinin dijital metrik

yapilar tizerindeki gecerliligini sistemli bi¢cimde ortaya koymak ve klasik analizdeki

1



giiclii sabit nokta ilkelerinin dijital uzaylara nasil adapte edilebilecegini gostermektir.
Bu sayede hem kuramsal ac¢idan dijital topolojinin temelleri giiclendirilecek hem de

dijital goriintii isleme uygulamalar icin saglam matematiksel araclar saglanacaktir.



2. On Bilgiler

2.1 k-Yakinhk Bagintisi

7Z tamsayilar kiimesi ve Z" n boyutlu Oklid uzayinda kafes noktalarmin kiimesi
olsun. Bir (ikili) dijital goriintii, yakinlik bagintis1 ile Z" nin bir alt kiimesidir. Yakinlik

bagintist dijital goriintiilerin ¢alisilmasinda kullanilir.

Tamm 2.1.1: p = (p1,...,P0n)s ¢ = (q1,-.-,q,) € Z" ayrik iki nokta ve
1 <1 < n pozitif tam sayist icin

1. |p; — ¢;| = 1 olacak sekilde en ¢ok [ kadar 7 indisi var ve

2. |p; — ¢;] # 1 olacak sekilde diger tiim j indisleri i¢in p; = g,

kosullar1 saglaniyorsa p ve ¢ ya ¢;-yakin denir.

Burada c¢;-yakin dedigimizde bir noktaya yakin olan noktalarin sayisini

anlayacagiz ve genel olarak bu yakinlia s-yakinlik adimi verecegiz. k-yakinlik

bagmtisini (Han 2006) ;

r—2
56{3"—1(7122), 3”—Z(Z)Z"t—1(2§r§n,n23), 2n(n21)}

t=0
ile de belirleyebiliriz. Ornek olarak Z, Z? ve Z?* de yakinlik bagitilar1 Sekil 2.1 ve 2.2

de gosterilmistir.

p
e O e

Sekil 2.1: 2-yakin
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Sekil 2.2: 4-yakin ve 8-yakin

2.2 Dijital Aralik ve Dijital Baglantihlhik

Bir dijital aralik a, b € Z, a < b olmak iizere,
la,b]z ={2€Z:a<2<b}

seklinde tanmimlanir. Herhangi bir kafes noktasinin x-komsulugu ise bu noktaya
r-yakin olan noktalarm kiimesidir. (X, k) C Z" dijital goriintiisii ve ¢ € N olsun.
Dijital goriintiiniin xy elemaninin ¢ yarigapli k-komsulugu, /,,(z¢,x), o dan e en

kisa basit x-yolunun uzunlugu olmak tizere:
Ni(zo,6) ={x € X | lo(xg,x) < e} U{xo}

seklinde tanimlanir. Z" de x-yakinlik bagintis1 tanimli ve X C Z" bir dijital goriintii
olsun. Vz,y € X,z #yi¢cinz = xg, y =z, vei = 0,1,...,r — 1 iken z; ile x;,4
k-yakin olacak sekilde dijital goriintii X in bir {xg, z1,...,z,} altkiimesi var ise X

dijital goriintiisiine ~-baglantili denir (Han 2006).

2.3 Dijital Siireklilik

Tanmm 2.3.1: X C Z™,Y C Z™, (X, ko) ve (Y, k1) dijital goriintiiler olsun.
X in her ko-baglantili U alt kiimesi igin f(U), Y de k;-baglantili ise f : X — YV
fonksiyonuna dijital (o, k1 )-siirekli denir (Boxer 1999, Rosenfeld 1986).

Onerme 2.3.2: f : X — Y fonksiyonu dijital (kg, x1)-siirekli olabilmesi igin

4



gerek ve yeter sart, X in her {x, 1} Ko-yakin noktalar i¢in f(z¢) = f(z;) ya da

f(zo) ile f(x1) K1-yakin olmasidir.

X in her x-baglantili alt kiimesi, x-baglantililik tanimindan dolayi, birbirine
r-yakin ikililerin birlesiminden olusacagindan tanima denk oldugu aciktir (Boxer

1999).

2.4 Dijital Homeomorfizma

Boxer (1994) ve (1999) makalelerinde homeomorfizma kavramimi “f
(X,ko) — (Y,k1) fonksiyonu dijital (Ko, k1)-siirekli, bijektif ve f~' dijital

(K1, Ko)-siirekli ise f ye dijital (Ko, k1)-homeomorfizma denir." seklinde tanimlamigtir.

Dijital homeomorfizma topolojideki tanimiyla ayni sekilde tanimlanmig olsa
da uygulamada farklilik gostermektedir. Bu nedenle L.Boxer (2006) da dijital
homeomorfizma kavrami yerine dijital izomorfizma kavramini kullanmay1 6nermistir.
R deki topolojide biitiin kapali araliklar birbirine homeomorf iken 7Z deki dijital

topolojide dijital araliklar dijital homeomorf degildir. Ornegin;
1,3]z ={1,2,3} ve [2,5]z=1{2,3,4,5}
dijital araliklar1 birbirine dijital (2, 2)-homeomorf degildir. Bu nedenle bu ¢aligmada

dijital homeomorfizma yerine dijital izomorfizma tanimini kullanacagiz.

Benzer sekilde homotopi kavrami da dijital goriintiilerde tanimlanmaya
calistimistir.  Bu tanimlamay1 yaparken arastirmacilarin karsisina c¢ikan sorun, iki
dijital goriintiiniin kartezyen ¢arpiminin olusturdugu yeni dijital goriintiiniin tizerinde
taniml1 yakinlik bagitisinin tespit edilememesi ve siirekli olmas1 gereken homotopi

fonksiyonunun inga edilememesidir.

Bu problemi Boxer (2005), Tanim 2 ve 3 kosullarini ekleyerek ¢6zmiistiir.

2.5 Dijital Homotopi



Tanmm 2.5.1. f.g : (X,k0) — (Y,k;) fonksiyonlar olsunlar. Asagidaki
kosullar1 saglayacak sekilde bir

H: X x[0,m|z =Y
fonksiyonu ve m pozitif tamsayis1 varsa f ve g ye dijital (Ko, x1)-homotopik denir.
I ~(ro,k1) g ile gosterilir,
1. Vz € X i¢in H(z,0) = f(x), H(x,m) = g(x),

2.Vx € Xigin H, : [0,m]|z — Y, Vt € [0,m]z, H,(t) = H(x,t) fonksiyonu
dijital (2, k1 )-siirekli,
3.Vt € [0,m]zicin Hy : X — Y, Ve € X, Hi(z) = H(x,t) fonksiyonu dijital

(Ko, k1 )-stirekli (Boxer 2005).

Tamm 2.5.2. f: X — Y dijital (Ko, 1)-siirekli fonksiyon olsun.

90 f ooy 1x V€ f0 gy ) 1y

olacak sekilde ¢ : Y — X dijital (k1,ko)-stirekli fonksiyonu varsa f ye dijital
(Ko, k1)-homotopi denktir denir (Boxer 2025, Han 2000).

2.6 Biiziilebilirlik ve Retract

Tamm 2.6.1: (X, k) dijital goriintii olsun. (X, ko) tizerindeki birim doniigiim

sabit doniisiime (ko, ko )-homotop ise X e ko-biiziilebilir denir (Boxer 1994).
Tanm 2.6.2: ) # A C X vei : A — X ko-kapsama doniisiimii olsun.

Va € A, roi(a) = a olacak sekilde r : X — A dijital kg siirekli fonksiyonu varsa X

e ro-retract denir (Boxer 1999).

2.7 Dijital Yol ve Dijital Loop



Tanmm 2.7.1: (X, k) C Z" dijital goriintiisiinde = noktasindan y noktasina bir
dijital x-yolu,
fol0mlz = X, f(0) ==, f(m)=y
olacak sekildeki dijital (2, x)-stirekli fonksiyonudur. Eger ilave olarak f(0) = f(m)
ise f ye dijital x-loop (k-kapali yol) denir ve p = f(0) noktasi f loopunun taban
noktasidir. Eger f bir sabit fonksiyon ise asikar loop denir (Khalimsky 1987).

2.8 Dijital Basit Kapah Egri

Tammm 2.8.1: X C Z", x yakinlik bagintisi ile bir dijital goriintii olsun. Eger

oyle m > 3 i¢in asagidaki kosullar1 saglayan bir
f:l0,m—1lz - X
dijital (2, x)-siirekli fonksiyon var ise X e bir dijital basit kapali x-egri denir:
* f birebir ve Ortendir;
* f(0) ve f(m — 1) rk-komsudur;
e Tim ¢ € [0,m — 1]z i¢in, f([0, m — 1]z) i¢indeki f(¢)nin tek x-komgulari
f((t —1) mod (m)) ve f((t+ 1) mod (m))

dir (Boxer 2005).

Bilinen basit kapali egriler Sekil 2.3 de gosterilmistir.

Sekil 2.3: M SC,, MSC{ ve MSCy



2.9 Dijital Kapah Yiizey

Tammm 2.9.1: (X,x) C Z", n > 3 dijital goriintii ve X = Z" — X olsun.
Asagidaki kosullar saglamyorsa X kapali k-ylizey denir.
l. (k,R) € {(k,2n),(2n,3" — 1)} ve n # 3" — 2" — 1 igin:

* Herz € X i¢in | X \ {z} N Nog(x, 1)| kiimesi « e x-yakin olan bir tane eleman

igerir.

* | X", x ve k-yakin iki tane % bilesene sahiptir. (Bu bilesenleri C** ve D™ ile

gosterelim.)

* Hery € N, igin Nz N C** £ () ve Nz N D** = () dir.

Ayrica X kapali k-ylizeyi icin, X basit x-noktaya sahip degil ise X basit kapali

k-ylizey denir.
2. (k,R) = (3" — 2" — 1,2n) i¢in:
* X, k-baglantili

* Her z € X igin | X|* genellestirilmis basit kapali egri

Ayrica | X |* basit kapali x egri ise X basit kapali k-yiizey denir (Han 2006).

Bilinen dijital basit kapal1 ylizeyler Sekil 2.4 te verilmistir.
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Sekil 2.4: (a) M SSys, (b)MSS}g ve (¢)M S Ss

2.10 Dijital Simpleks

Tanmm 2.10.1: P = {po,p1,---,pm} C (Z™ k) da bir dijital gorintii
olsun. Asagidaki kogullar saglaniyorsa P ye dijital (x,m)-simpleks denir ve P =

(Do, P1, - - -, Pm) ile gosterilir. m ye de simpleksin boyutu denir.
1. Z:iotzpz =0ve Z;Z(]tz — Oise, t() SR.° = tm = 0.
2. Heri,j € {0,1,...,m},i # jicin p; ve p; k-yakin (Arslan 2008).

Bu durumda bazi simpleksler Sekil 2.5 te gosterilmigtir.

Sekil 2.5: Sirasiyla (2,0), (2,1), (8,2) ve (26,4)-simpleksler



3. Dijital Metrik Uzaylar

Tamim 3.0.1: X bos olmayan bir kiime olsun ve d : X x X — [0,00) bir

fonksiyon olsun. Her =, y, 2 € X icin asagidaki kosullar saglansin:

* d(z,y) 20,

e d(z,z) =0,

* d(z,y) = d(y,©),

* d(z,z) < d(z,y)+d(y, 2).

Bu durumda d, X iizerinde bir psodometriktir. Eger ayrica d(z,y) = Oise z = y

sonucu da ¢ikiyorsa, o zaman d X lizerinde bir metriktir (Dugundji 1966).

3.1 Euler Karakteristigi

Tanmmm 3.1.1: (X, x) C Z™ bir dijital goriintii ve o, := (X, k) daki dijital
g-simplekslerin sayisi, ¢ > 0 olsun. (X, k) nin Euler karakteristigi;

m

X(X, k) = Z(‘l)qaq

q=0

ile tanimlidir.

(X, k) dijital goriintiisiiniin Euler karakteristigi x (X ') olmak iizere
Sx(4A, B) = x(4) — x(B)|

fonksiyonu Z" deki dijital goriintii i¢in bir psddometriktir (Han 2007).

Ornek 3.1.2: M SS,s in Euler karakteristigini hesaplayalim.

X(MSSlg,lg) =Qpg— Q1+ Qg = 10—-20+8 = -2

10



3.2 Dijital Lusternik—Schnirelmann Kategorisi

Tamm 3.2.1: (X, ) ve (Y, \) bir dijital goriintii ve {Uy,...,Up41} X in bir
ortiisii olsun. f : X — Y, (k, A)-siirekli fonksiyonun LS kategorisi her j i¢in f|y,
(k, A)-nullhomotopik olacak sekilde en kii¢iik n tam sayisidir. f nin LS kategorisi

cat,; \(f) ile gosterilir.

Not 3.2.2: cat,(X) = cat,,(Idx) oldugu agiktir. (Bu durum dijital LS

kategorisinin tanimindan cikar).
(X, k) nin LS kategorisi cat, (X ) olmak iizere

Srsk(A, B) = |cat,(A) — cat.(B)|

fonksiyonu Z" deki dijital goriintii icin bir psddometriktir (Vergili ve Borat 2020).

Lemma 3.2.3: (Boxer 2021) A; : X? — [0, 00) bir psédometrik olsun, 1 <
1 < n. O halde

D=Y A;:X*—0,00)
=1

bir psodometriktir. Ayrica, eger A; lerden en az biri bir metrik ise, o zaman D bir

metriktir.

Bu caligmalarda R" veya Z" in kullandigimiz metriklerinden bahsediyoruz.

r=(T1,...,%n), Yy = (y1,.-.,Y,) olsun. p > 1 oldugunda ¢, metrigi R" i¢in

n 1/p
dp(z,y) = (Z |z — yi\p>

=1

seklinde tanimlanir.

* p = 1, Manhattan veya sehir blogu metrigini verir

dl : (RH)Q — [07 OO), dl(x7y) = Z |'CE7, - yz‘
i=1

11



+ p = 2, Oklid metrigini verir

. 1/2
dy - (R")? = [0,00), da(z,y) = <Z |7 — yz-|2>

Tamm 3.2.4: (Han 2005) (X, ) baglantili bir dijital goriintii olsun. z,y € X

icin seklinde tanimlanan d,; : X x X — [0, co) fonksiyonuna en kisa yol metrigi denir.

d.(z,y) = min{n | X i¢inde x ten y ye uzunlugu n olan bir x-yolu vardir}.

Tamim 3.2.5: (Hausdorff metrigi) d : X? — [0,00) bir metrik ve X C R"
olsun. O halde, X in bog olmayan, sinirli ve kapali altkiimeleri A ve B i¢gin (6zellikle

X C Z" durumunda, A ve B sonlu altkiimelerdir) d ye bagli Hausdorff metrigi

. [ e>0]|Y(a,b)e AxB,3d, V) AxB
H(4,B) = mm{ oyle ki Je > d(a,b')vee > d(d’,b)

seklinde tanimlanir (Nadler 1978).

Tanmm 3.2.6: X C Z", () # A C X, # B C X olsun. «, X iizerinde bir
yakinlik bagintisi olsun. O halde

e > 0|V(a,b) € A x B, 3(d,V) € Ax B oyle ki
Hx (A, B) = min a’ den b ye ve b’ den a ya X i¢inde uzunlugu
< ¢ olan k-yollar1 vardir.

Klasik topolojiden dijital topolojiye uyarlanabilen bir bagka metrik Borsuk
stireklilik metrigidir (Vergili 2020).

Tamim 3.2.7:(X, k) ve (Y, \), Z" de dijital goriintiiler olsun. d Oklid metrigi
olmak iizere Siireklilik metrigi 64(X,Y), f : X — Y, (k, A)-stireklive g : ¥V — X,

(A, k)-stirekli olan ve
Ve € Xicind(x, f(z)) <tveVy e Yicind(y,g(y)) <t

sartin1 saglayan ¢ > 0 sayilarinin en biiyiik alt siniridir.
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Onerme 3.2.8: Z" icinde tanimli sonlu dijital goriintiiler (X, ) ve (Y, x) ile d,

Z™ i¢in bir metrik olsun.O halde
Hy(X,Y) < 04(X,Y)
dir (Boxer 2021).

Ispat: u = Hy(X,Y) olsun. X ve Y sonlu oldugundan z, € X igin u =
min{d(zo,y) | y € Y} alinabilir. O halde f : X — Y, s-siirekli fonksiyonlar i¢in

d(x()v f(xO)) 2 u

olur ve

5d(X7 Y) > u
dur.

Teorem 3.2.9:
X={(z,y) €Z* ||zl =nveyaly| =n}, Y =X\{(n,n)}.
Burada d Manhattan metrigi ve Kk = c; alinirsa
Hi(X,)Y)=1 ve X, Y)>2n—-1
elde edilir (Boxer 2021).
Ispat: H,(X,Y) = 1 oldugu agiktur.

F : (Y, ¢;) den (Z, ;) in bir alt kiimesine bir izomorfizma olsun. f : X — Y
bir c;-stirekli fonksiyon olsun. X iizerinde karsit kutuplu (antipodal) bir nokta cifti

P, — P vardir ve bu ¢ift i¢in |F o f(P) — F o f(—P)| < 1 olur.

F bir izomorfizma olduguna gore f(P), f(—P) ye esittir ya da ¢; yakindir.
Simdi ya
d(P. f(P)) = 2n — 1

yada
d(~P, f(~P)) > 2n — 1
13



oldugunu gosterecegiz.

P = (n,u)ise, —P = (—n, —u) olur. O zaman eger; f(P) = (n, —n) ise,
f(=P)e{(n—1,-n),(n,—n),(n,—n+1)} = d(-P, f(—P)) >2n—1.

Not: (n,n) ¢ Y, bu yiizden f(P) = (n,n) olamaz. Eger f(P) = (n,v) ve |v] < n

ise,
f(_P) € {(nvv - 1)7 (n,U), (n,v + 1)} = d(_P7 f(—P)) > 2n.

Benzer durumlar P = (—n,u), P = (w,n) ve P = (w, —n) i¢in de gecerlidir.
Dolayisiyla 04(X,Y) > 2n — 1 dir. O

Bos olmayan ve sinirlt bir A C R" kiimesinin bir d metrigine gore ¢ap1 soyle
tanimlanir:

diamy(A) = max{d(a,b) | a,b € A}.

d, i¢in diam,, ve d,; i¢in diam, gosterimlerini kullanacagiz.

R"™ icindeki bos olmayan sinirli kiime ciftleri icin bir fonksiyon s; sodyle
tanimlanir:

sa(A, B) = |diam,(A) — diamg(B)].

Ayrica s, gosterimini s, i¢in ve s, gdsterimini de s, igin kullanacagiz.

Teorem 3.2.10: A ve B, R” icindeki bos olmayan, sinirli altkiimeler olsun.
H,, metrigi d, ne baglh Hausdorff metrigi olsun ve H,(A, B) < m olsun. O zaman

sp(A, B) < 2m olur (Boxer 2021).

Ispat: a,a’ € A olacak sekilde d,(a,a’) = diam,(A) vardir. Ayrica b, € B

olacak sekilde d,(a,b) < m ve d,(a’,b") < m vardir. Bu durumda
diam,(A) = d,(a,a’) < d,(a,b) + d,(b,b') + d,(V', a’)

< m + diam,(B) + m = diam,(B) + 2m.
14



bulunur.
Benzer sekilde, diam,(B) < diam,(A) + 2m elde edilir. Buradan
diam,(A) — diam,(B) < 2m....(1)

diam,(B) — diam,(A4) < 2m....(2)
(1) ve (2) den s, (A, B) < 2m elde edilir.

Ornek 3.2.11: (Boxer 2021)

°* | NN a3Vl

PasNPasN

ool o o

Badvas :
Zaricncncrniii

Irﬂr
INCINE:

INEINE:

1 JLNCImE:
| S A

Sekil 3.1: Q ve S Kiimeleri

n ¢ift bir dogal say1 olsun. @ = [0, n)% olarak tamimlansin.

S=Q\ | J{#k +1} x [1,n]z U [ J{4k + 3} x [0,n — 1]z

kEZ kEZ

(Sekil 3.1 e bakimiz.)

Bu durumda s, (@, S) = 0. Ancak diam,, ()) = 2n iken
diam,, (S) =n+n(l+n/2).

Dolayisiyla

n2

5a(Q.8) =
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Ispat: () ve S kiimelerinin her birinin, d; metrigine gore cap1, karsit olarak

secilen noktalar arasindaki maksimum uzakliga sahiptir. Bu nedenle
diam; (S) = diam;(Q) = 2n = $1(Q,S) =0

bulunur. () nun ¢apina karsit noktalar d., metrigine gore maksimum uzaklia sahiptir.
Boylece
diam,, (Q) = 2n

dir. S kiimesinin d., metrigine gére maksimum uzakliktaki noktalar1 sunlardir:
Eger n = 4k + 2 olacak sekilde k € Z varsa : (0,n) ve (n,n) noktalart,

Eger n = 4k olacak sekilde k£ € Z varsa : (0,n) ve (n,0) noktalar.

Her iki durumda da maksimum uzakliktaki noktalar arasinda tek en kisa c;-yolu n
yatay adim gerektirir. Dikey adim sayisi su sekilde hesaplanir. Gegilmesi gereken
dikey ¢izgi sayis1 1 + n/2 dir ve her birinin uzunlugu n dir. Bu nedenle toplam dikey
adim say1s1

nx (1+n/2)

elde edilir. Boylece, S kiimesindeki maksimum uzakliktaki noktalar arasindaki adim
sayisi

diam, (S) =n+n(1+n/2)

dir. Bu nedenle x = ¢; i¢in

TL2
sx(@,8) = [n+n(14n/2) = 2n| = =

olur.

Teorem 3.2.12: A ve B, 7" de c,-baglantili bir X kiimesinin sonlu, bog

olmayan c,-baglantili altkiimeleri olsun. 1 < u < n vem € Nigin

H(X,cu)(Aa B) <m

16



oluyorsa

H,(A, B) < mu'/?
dir (Boxer 2021).

Ispat: Varsayim gere8i, + € A ve y € B verildiginde, 2’ € A, vy’ € B ve z ten
y' ne giden c,-yolu P ile y den 2’ ne giden c,-yolu @ olacak sekilde X i¢inde tanimli

cy-yollar P ve () vardir; 6yle ki her birinin uzunlugu en fazla m dir.

Her bir c,-komsuluk adimi, en fazla «!/? Oklid uzakligina karsilik geldiginden
dy(z,y) <mu'’? ve dy(y,2') < mul/?

olur. Boylece

H

p

(X,Y) < mul/?
dir. ]
2000000 000000

‘000000 o ...
1000000 1000000
3 4 5

0o 1 2 3 4 5 o 1 2

Sekil 3.2: A ve B Kiimeleri

Ornek 3.2.13: Bower (2021)
A =10,n]z x [0,2],
B = A\ ([1,n]z x {1})
Bu durumda H, (A, B) = 1. Ancak;
* k= ¢y icin: diam,(A) = n + 2, diam,(B) = 2n+ 2 = s.(A, B) = n,

* Kk = ¢y icin: diam,(A) = n, diam,(B) = 2n = s.(A, B) = n.
17



Ornek 3.2.14: (Boxer 2021)
B =10,n]z x[0,2]z\ ([1,n]z x {1})
(Sekil 3.2 ye bakiniz.)
C =[0,n]z x {0} C B olsun.

Bu durumda

Hl(B,C) - HQ(B,C) =2

olur. Ancak
Hipey)(B,C)=n+2 ve Hpe) (B,C)=n+1

dir.
Ispat: [,(B,C) = Hy(B,C) = 2 oldugu kolayca goriiliir.

C C B oldugundan, B ile C' arasindaki Hausdorff uzakligin1 bulmak, C' den B

nin en uzak noktasini bulmak demektir.

Kk = ¢1 Ve K = co durumlarinda: Kisa yol metrigine gore C' den B nin en uzak

noktasi b = (n, 2) dir ve C' de ona en yakin nokta ¢ = (0, 0) dir. Bu durumda
de,(b,c) =n+2

dey(byc) =n+1
olur. Dolayisiyla iddia saglanir.

Onerme 3.2.15: (Boxer 2021) A # () # Bve AU B C J = [0,n]% olmak
lizere:

H(A,B) = Hije)(A, B).

Ispat: n = H,(A, B) olsun. € A alahm. O halde y € B olacak sekilde

dy(z,y) < n vardwr. d; in tanim1 geregi, J i¢inde = den y ye en fazla n uzunlugunda
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bir ¢;-yolu vardir. Benzer sekilde © € B icin, uw dan v € A ya J icinde en fazla n

uzunlugunda bir ¢;-yolu vardir. Dolayisiyla
H(J,cl)(A7 B) < Hl(Aa B)

dir.

Simdi n = H(;.,)(A, B) olsun. Bu durumda = € A i¢gin J iginde x ten y € B
ye en fazla n uzunlugunda bir ¢;-yolu vardir. Benzer sekilde w € B icinv € A ya
en fazla n uzunlugunda bir ¢;-yolu vardir. Her c¢;-komgulugu, d; mesafesi 1 olan bir

adima kargilik geldiginden
di(z,y) <n ve di(u,v)<n

elde edilir. Boylece
H1<A7 B) <n= H(J,c1)<A7 B)

bulunur. L]
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4. Dijital Metrik Uzayinda Cesitli Kontraksiyon Kosullar:

Tanim 4.1: (X, k) bir dijital gortintii kiimesi olsun.
d: (X,k) x (X,k) > Z"

fonksiyonu, metrik uzayin tiim 6zelliklerini saglhiyorsa, (X, d, k) yapisina dijital metrik
uzay denir (Ege ve Karaca 2015).

Tamm 4.2: Bir dijital metrik uzay (X, d, k) i¢indeki {z, } noktalar dizisi, her
€ > 01i¢in, n,m > « olmak lizere

d(xp, xm) < €

sartin1 saglayan bir € N varsa bir Cauchy dizisi olarak adlandirilir (Ege ve Karaca
2015).

Teorem 4.3: Bir dijital metrik uzay (X, d, ) i¢in, {z,,} € X C Z" bir Cauchy

dizisi ise, a € N vardir ki tim n, m > « i¢in x,, = x,,, dir (Han 2015).

Ispat: (X, d,«) dijital metrik uzayinda {x,} bir Cauchy dizisi ise, @ € N
olacak sekilde tim n,m > « igin d(z,,z,) < 1 olur. Boylece, x, ve z,, birbirine
esittir. [

Tamm 4.4: (X, d, ) bir dijital metrik uzayinda {x,, } bir dizi olsun. Her ¢ > 0

icin bir &« € N var, hern > a ve [ € X i¢in

d(z,,l) < e

-

sart1 sag8lantyorsa {x,, } dizisi [ noktasina yakinsaktir denir.

Onerme 4.5: (X, d, x) bir dijital metrik uzayinda tammli {z,,} dizisi bir [ € X

noktasina yakinsiyorsa, bir & € N vardir ve tim n > « i¢in z,, = [ olur (Han 2015).

Tanm 4.6: (X, d, «) herhangi bir dijital metrik uzay ve f : (X,d,x) —
(X, d, k) dijital bir fonksiyon olsun. Eger A € (0, 1) olacak sekilde bir A varsa ve
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tim z,y € X i¢in
d(f(z), f(y)) < Ad(z,y)

esitsizligi saglanmiyorsa, f fonksiyonu dijital kontraksiyon fonksiyonu olarak
adlandirilir (Ege ve Karaca 2015).

Onerme 4.7: Her dijital kontraksiyon doniisiimii f : (X,d, k) — (X,d, k)
r-stirekli olur (Ege ve Karaca 2015).

Tamm 4.8: Bir dijital metrik uzay (X, d, k), her Cauchy dizisi {2z, } (X, d, k)

icinde bir [ noktasina yakinsiyorsa tamdir (Ege ve Karaca 2015).
Teorem 4.9: (X, d, k) dijital metrik uzay1 tamdir (Han 2015).

Ispat: (X, d, x) dijital metrik uzayinda herhangi bir Cauchy dizisi {x,, } alalim.
Teorem 4.3 ’e gore, a € N olacak sekilde tim n, m > « icin z,, = z,, olur. Ayrica,
Onerme 4.5’e gore, bu durumda {z,,} dizisi bir | € X noktasma yakinsar ve o € N
olacak sekilde tiim n > « i¢in x,, = [ olur. Dolayisiyla dizi X icinde yakinsar ve X

tamdir. [l
Ege ve Karaca (2015) Bu makalede ele alinmis Ornek 3.8 inceleyelim.
Ornek 3.8 de verilen f(z) = % fonksiyonu, [0, 2]z bir dijital kontraksiyon
doniisiimii olamaz. Daha agik bir sekilde,

f:X:={0,1,2} - X :={0,1,2}

biciminde verilen ve f(x) = § olarak tammlanan bu fonksiyon bir fonksiyon olamaz
clinkil
FX)={f(0)=0, f(1) =3, f(2) =1}
kiimesi X in bir altkiimesi bile degildir.
Bir dijital metrik uzay (X, d, x) iizerinde bir dijital kontraksiyon doniisiimii

f icin, Im(f) tek elemanli bir kiime olmak zorunda olmamakla birlikte (Sekil 4.1 e

bakiniz.), bir dijital aralik asagidaki 6zellige sahiptir.
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Sonuc 4.10: (Han 2016) (Bir dijital aralik ([0, ]z, 2) i¢in Banach kontraksiyon
ilkesi): ([0,]z,2) iizerinde tanimli herhangi bir dijital kontraksiyon doniisiimii sabit

bir fonksiyondur, bu da f nin bir sabit noktas1 oldugu anlamina gelir.

Ispat: f : ([0,1]z,2) — ([0,{]z,2) bir dijital kontraksiyon doniisiimii olsun.
Herhangi bir zy € [0, []z noktasi alahm. f(xg) := to € [0, ]z oldugunu varsayalim. f
nin dijital kontraksiyon varsayimina gore, x € No(x¢, 1) noktalari i¢in f(z) noktasi ¢,
ya gonderilmelidir ve ayrica '’ € Ny(z, 1) noktalarinin gortintiisii de f(2') = ¢, olur.

Ardigik olarak, tiimevarim ile f([0,[]z) gortintiisiiniin {¢o} tek elemanl kiime olmasi

gerektigini goriirliz. Boylece ispat tamamlanir. 0
X
P
; X1
4 s ] \\
R R ey .
X X xs '
S T . :
e A ) N
2% g r
X3 A Xo 1oX%
R E— ] s .
T e
ﬂ - - -
Xol ‘

(a) (b)

Sekil 4.1: M SCs iizerindeki veya 8-bagli olmayan dijital metrik uzay (X,d,8)
izerindeki bir dijital kontraksiyon doniisiimiiniin sabit noktasinin
bulunmasi.

Onerme 4.11: (X, d, k) dijital metrik uzayinda, {z,,} C X dizisinden iki nokta
z;,z; k-komsu ise, bu iki nokta arasindaki Oklid uzunlugu d(z;,z;) en az 1 ve iki

noktanin konumuna bagli olarak en fazla V/t olur (Han 2016).

Ispat x-komsuluk tanimina gore, iki nokta z; = (1,92, ...,1,) V& x; =

(71,72, - - - » jn) icin her bir koordinatta |i;, — ji| < 1 olur.
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Oklid uzunlugu

d(zi, ;) = /(i1 — j1)% + (2 — J2)2 + -+ + (in — Jin)?

dir. Ve en az bir koordinatta |i;, — jx| = 1 olmak zorundadir (yoksa ayni nokta olurlar).
Bu durumda minimum mesafe

d(l’i, .I'j) 2 1

dir. Ote yandan, her bir koordinat farki en fazla 1 oldugundan

d(z;, ;) < Vn-12=+/n.

Burada ¢ = n alinirsa

d(z;, z;) <Vt
olur. Dolayisiyla iddia saglanir.
Teorem 4.12 (X, d, k) Z™ de dijital metrik uzay ve (X, k) xk-baglh olsun,

(1) Eger k = 2nise, f : (X,d,2n) — (X, d, 2n) dijital kontraksiyon doniisiimii sabit

bir fonksiyondur.
(2) Eger k # 2n ve |X| > 3ise, f : (X,d,k) — (X,d, k) dijital kontraksiyon

doniistimii sabit bir fonksiyon olmak zorunda degildir (Han 2016).

Ispat: (1) f : (X,d,2n) — (X,d,2n) bir dijital kontraksiyon doniisiimii
olsun. Herhangi bir zy € X noktasi alahm ve f(zy) := t, diyelim. Ilk olarak,
r1 € Noy(xo,1) ve 7 # 1z olacak sekilde bir nokta ele alalim. f nin dijital

kontraksiyon 6zelligi geregi, A € (0, 1) i¢in
d(f(x1), f(w0)) < Ad(x1,20) = A,

¢linkii d(x1,20) = 1 (bkz. Onerme 4.11). Onerme 4.11 e gore d(f(x1), f(z0)) = 0

olur ki bu da f(z1) = f(x¢) anlamina gelir.
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Ikinci olarak, zo € No,(71,1) ve 2o & {g, 7} olacak sekilde bir nokta ele
alahm. f nin dijital kontraksiyon 6zelligi geregi, A € (0, 1) igin:
d(f(.%’z), f(xl)) < )\d(ﬂ?g,iﬂl) = )‘7
¢linkii d(wg, 71) = 1. Onerme 4.11 e gore d(f(x3), f(x1)) = 0 olur ki bu da f(x5) =
f(x1) anlamna gelir.

Ardisik olarak, timevarim yoluyla f(X') goriintiisiiniin {¢,} tek elemanl kiime

olmasi gerektigini goriiriiz. Boylece ispat tamamlanir. [

Sonuc 4.13: Her f : SCp! — SC3 dijital kontraksiyon doniisiimii sabit
fonksiyon ise ; bu da f nin bir sabit noktas1 vardir. Teorem 4.12 (1)’in ispatina benzer
bir yontemle, minimal basit kapal1 18-yiizeyinin (bkz. Sekil 2.4 (b)) su 6zelligini elde

ederiz:

Sonu¢ 4.14: Herhangi bir dijital kontraksiyon doniisimii f : MSS|y —

M S S sabit bir fonksiyondur; bu da f nin bir sabit noktasi oldugu anlamina gelir.

Ispat: MSS| := {e; | i € [0,5]z} iizerinde tamimli bir dijital kontraksiyon
doniisiimii f yi ele alalm (bkz. Sekil 2 (b)). Herhangi bir nokta secelim, uygunluk
acisindan ey € MSS)g olsun ve f(eg) := ¢ € MSSi; diyelim. Ilk olarak, e; €
Nig(eo, 1), i € {1,3,4,5} noktasin ele alalim. f nin dijital kontraksiyon ozelligi
geregi, A € (0, 1) icin

d(f(ez)v f(e())) < Ad(eiv 60) - )‘\/57

olur. Ciinkii d(e;, eg) = v/2 dir. (bkz. Onerme 4.11). Dolayisiyla

d(f(e:), f(e)) < V2

elde ederiz. M SS1g in 6zelligi geregi d(f(e;), f(ep)) = 0 olur ki bu da

flei) = fleo) = ¢

anlamina gelir. Ardigik olarak, tiimevarim yoluyla f(ASS]g) goriintiisiiniin {e'} tek
elemanli kiime olmasi gerektigini goriiriiz. Boylece ispat tamamlanir (Han 2016). [
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Onerme 4.15: Her dijital daralma fonksiyonu f: (X, d, k) — (X, d, k), dijital

olarak siireklidir.

Ispat: (X, d, k) bir dijital metrik uzay ve f : X — X bir dijital kontraksiyon
doniistimii olsun. a € X alalim ve € > 0 olsun. § = € olarak alalim. Eger d(a,b) < ¢
ise,

d(f(a), f(b)) < Ad(a,b) < Xe < ¢
olur, burada A € (0,1) ve a,b € X i¢in gegerlidir. Bdoylece f bir (k, x)-stirekli
fonksiyondur. ]

Teorem 4.16:(Kannan Kontraksiyon Prensibi) X C Z" olmak iizere, (X, k)
bir dijital goriintii ve x, X iizerindeki bir yakinlik bagintis1 olsun. (X, d, ) dijital

metrik uzay ve 7': X — X fonksiyon olsun. Eger her z,y € X ve 0 < a < % icin
d(Tz,Ty) < ald(z, Tx) + d(y, Ty)]

bu esitsizlik saglaniyorsa, 7' nin X iizerinde tek bir sabit noktas1 vardir (Park ve dig.

2019).

Ispat: 2y € X olsun ve z,,,; = Tz, seklinde bir dizi tanimlayalim. Ik adimda

d(xy,29) = d(Txg, Txq) < ald(xo, Txo) + d(1, T21)]

bulunur.Buradan
o
d(z1,12) < - ad(l’o,l’l)
elde edilir. Benzer sekilde devam edersek
2
o
d(z2, 13) < (1 — a) d(zo, 1)

ve genel olarak

a n
O e

bulunur.
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f = 2= olsun. O zaman yukaridaki ifadeyi su sekilde yeniden yazabiliriz ve
d(xp, xpe1) < fd(xg, x1)
olur. Uggen esitsizligini tekrar kullanirsak
(T, Tpak) < d(@p, Tpy1) + d(Tpa1, Tnao) + -+ d(Tnak—1, Tnak)

< Bd(zo, m1)[1+ B+ B2+ -+ B
< n
<173

olur ve 0 < # < 1 oldugundan bu ifade n — oo iken 15__"Bd(x07x1) 0 a yakinsar.

Dolayisiyla {z,} dizisi (X,d, k) i¢inde bir Cauchy dizisidir. Teorem 4.8 e gore

d(.ﬁlﬁo, $1)

(X, d, k) tam oldugundan, bir limit noktas1 v vardur.

Ayrica T' dijital olarak siirekli oldugundan

Y 8 g g

olur. Bu nedenle 7" nin bir sabit noktas1 vardir.
Simdi 7" nin tek bir sabit noktast oldugunu gosterelim. a ve b, T' nin sabit
noktalar1 ise

d(a,b) = d(Ta,Tb) < ald(a,Ta) + d(b,Th)] = a0+ 0] =0

olur. Sonug olarak d(a,b) = 0 ve a = b olur. O

Teorem 4.17: (Chatterjea Kontraksiyon Prensibi) X C Z" olsun, (X, ) bir
dijital goriintii ve x, X iizerindeki bir yakinlik bagintist olsun. (X, d, ) dijital metrik

uzay1 ve 1" : X — X bir doniisiim olsun. Egerher z,y € X ve 0 < a0 < % icin
d(Tz,Ty) < ald(z, Ty) + d(y, Tz)]

esitsizlik saglaniyorsa, 7" nin X iizerinde tek bir sabit noktas1 vardir (Park ve dig.

2019).
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Ispat: 2, € X olsun ve x,, = T'z,,_ seklinde bir dizi tammlayalim.

Ik adimda
d(x1,29) = d(Txg, Txq) < ald(zo, Tx1) + d(21, T20)]
< ald(xo, o) + d(x1, 1))

< ald(xg, 1) + d(x1, 29)]

Yani

(1 — a)d(zy,22) < ad(zmg, x7)
«
d(z1,12) < Ed(%;l’l)

olur ve benzer sekilde asagidaki esitsizlikler elde edilir.

«
d(x2, x3) < md(%;@) < (1 9, :

Burada f = % alirsak

—a
d(xy, Tpe1) < B d(zo, 1)
elde ederiz.Ucgen esitsizliginden
(T, Tryk) < d(Tpy Tpgr) + -+ d(Tnyp1, Tnyr)

< Brd(wo, a1)[1+ B+ -+

<
=1-7
elde edilir 0 < f < 1 oldugundan, n — oo iken %d(xo,azl) 0 a yakinsar.
Dolayistyla {x, } dizisi (X, d, <) dijital metrik uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X, d, k)

d(Io, 1'1)

tam bir dijital metrik uzay olduguna gore bir limit noktas: v vardir.

T dijital olarak siirekli oldugundan

T(u) = lim T'(z,) = lim 2,41 =u
n—oo n—oo
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olur. Dolayisiyla 7" bir sabit noktaya sahiptir.

Simdi sabit noktanin tekligini gosterelim. a ve b, T' nin sabit noktalar1 olsun.

Teoremin kosulundan
d(a,b) = d(Ta,Tb) < a[d(a,Tb) + d(b, Ta)]

= ald(a,b) + d(b, a)] = 2ad(a, b)
d(a,b) < 2ad(a,b)
(1 —2a)d(a,b) <0
olur. Sonug olarak d(a,b) = 0 ve a = b olur. O

Teorem 4.18: (Reich Kontraksiyon Prensibi) Eger 7', dijital metrik uzay
(X, d, k) tizerinde taniml bir fonksiyon olup her z,y € X ve a + b + ¢ < 1 kosulunu

saglayan tiim negatif olmayan reel sayilar a, b, c i¢in
d(Tz,Ty) < ad(x,Tz)+bd(y, Ty) + cd(x,y)

saglaniyorsa, 7' nin X iizerinde tek bir sabit noktas1 vardir (Park ve dig. 2019).

ispat: 1o € X alnsin. x,,, = T, olacak sekilde bir dizi tammlayalim. Ilk

adimda
d(z1, 1) = d(Txo, Tx1) < ad(xg, Txo) + bd(x, Txy) + cd(xg, 1)

< ad(xg,z1) + bd(xy,22) + cd(xg, 1)
a-+c

S d(l‘[)?xl)

—_
S

elde ederiz. § = % < 1 alinarak

d(iL’n, anrl) S ﬁn d(l’o, $1)

olur. Ucgen esitsizliginden

d('rm mn—i—k) S d(ZEn, xn-‘rl) + d(l'n-i-la {L‘n+2) + d(mn-i-k—lv xn-i-k)
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< Brd(xg,z)[1+ B+ 2+ -+ 5]

<
=1-5
0 < 8 < 1 oldugundan n — oo iken ﬂ—nﬁd(:co, x1) 0 a yakinsar. Dolayisiyla
{z,} dizisi (X, d, k) uzayinda bir Cauchy dizisidir. (X, d, k) tam oldugu i¢in bir limit

d(l’o, ZL‘1>.

noktas1 w vardir.

Tlw) = Jig, Tlon) = 00, Fr =

Boylece 7' nin bir sabit noktas1 vardir.

Sabit noktanin tekligini gostermek i¢in a ve b, 1" nin sabit noktalar1 olsun.

Teoremdeki kosuldan

d(a,b) = d(Ta,Tb) < ad(a,a) +bd(b,b) + cd(a,b) = cd(a,b)

a+b+c<1vea,b> 0oldugundan c < 1 dir. Dolayisiyla
d(a,b) < cd(a,b)

bulunur. Buradan d(a, b) = 0 dir ve @ = b olur. O

Tamm 4.19: (X, d, ) bir dijital metrik uzay ve T : (X, d, k) — (X, d, k) bir

dijital doniisiim olsun. Vz,y € X icin

A(T(x),T(y)) < Amax {d@, ), 4ETD) + Ay Ty) do.Ty) +dly.To) }

olacak sekilde A € (0, 1) varsa T" ye Zamfirescu dijital kontraksiyonu denir.

Teorem 4.20: (Zamfirescu Kontraksiyon Prensibi) (X, d, k) Z" iizerinde
dijital metrik uzay ve 7' : X — X bir Zamfirescu dijital kontraksiyonu olsun. 7,

tek bir sabit noktaya sahiptir, yani 7'(c) = ¢ olacak sekilde bir tek ¢ € X vardir.

Ispat: x(, X in bir noktasi olsun. T'(z,,) = x,, iterasyon dizisini ele alalim.

d(z,Tz) + d(y,Ty) d(z,Ty)+ d(y, Tx) }

2 ’ 2
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olarak tanimlayalim.

L. Durum: M (z,y) = d(z,y) olsun.

d(xpi1, ) = d(Txn, Tr, 1) < Ad(xp, 20-1) < ... < N'd(x1, 20)

II. Durum: M (z,y) = w olsun.

A
d(xg, xl) = d(Txl,TSC(]> < §(d(ﬂf1, Tﬂll) + d(.fL’(],Tﬂfo))

(d(y1,z9) + d(0, 71))
A
2

A
2

(1 — %)d(xz,l’l) S d(ﬂ?l,xo)

IIL. Durum: M (z,y) = w olsun.

A
d(fL‘Q,l‘l) = d(T[L‘l,T(L'Q> S 5 (d(l’l, TZE()) + d([L‘O,TI'l))

A
= § (d(l‘l, 513'1) -+ d(.fll'o, 1'2))
A A
d(zg,21) < Ed(xme) < E(d(%,fl) + d(z1,22))
A A
(1—- §)d($273€1) < Ed(%;xo)
A, 1) < 52— d(w1,0)
To,T1) > 2\ T1, o
A
d([L‘g,l’Q) = d(T[L‘Q,Tl’l) S 5 (d(l’g, TZEl) + d([L‘l,TQTQ))

A
=3 (d(x9, z2) + d(xq,x3))
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A A "
d($n+1>$n) < md(ﬂfn,xn—l) <...< (m) d('xlaxO)

d(xna xn—‘rk’) S d(mna xn—i—l) + d($n+17 l'n+2) +...+ d($n+k—1> $n+k)

I. durumdan:
d(xp, Tryr) < N2y, 20) + N d(21, 20) + ...+ A (21, 20)

= /\n [1 + )\"‘ o ol Ak_l] d(l’l,l‘g)
"

< - )\d(xhﬁo)

1—A
Dolayisiyla {z, } dizisi (X, d, k) i¢inde bir Cauchy dizisidir.

d(x1,9) — 0 olur.

0 < A < 1 oldugundan n — oo i¢in

II ve III. durumdan

A n A n+1
A(Tn, Tnsr) < (m> d(z1,70) + (m) d(z1, To)+

A n+k—1
oot (m) d(&?l, .I‘())

A A

1+«5;?+<”+<5j3)h1d@h%)

(Y
S \2-2
A :
—— = [ denirse 0 < < 1 olur.

2— A
d(@n, Tpyr) < B [L+ B4+ B d(wy, 20)

1-5
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n

n — 0o i¢in d(z1,x9) — 0 olur.

Dolayisiyla {x, } dizisi (X, d, k) i¢inde bir Cauchy dizisidir.

(X,d, k) tam oldugundan {xz,} dizisinin bir u limit noktas: vardi. 7' nin

(K, k)-siirekliliginden

T(u) = lim T'(z,) = lim 2,41 =u
n—oo n—oo

elde edilir. w, 17 nin bir sabit noktasidir.

T nin tek bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. v de 7' nin bir sabit noktasi

olsun.

d(u,v) = d(Tu,Tv)

1. durumdan

d(u,v) < M(u,v) = (1 —N)d(u,v) <0
elde edilir. d(u,v) = 0 ve v = v bulunur.

II. Durumdan

d(u,v) = d(Tu,Tv) <

DO | >

(d(u, Tu) + d(v, Tv))

= %(d(u, u) + d(v,v))
A
= 20+0)=0

Bu durumda d(u,v) = 0 ve u = v dir.

II1. Durumdan

d(u,v) = d(Tu, Tv) < = (d(u,Tv) + d(v, Tu))

| >

(d(u,v) + d(v,u))

A
2
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d(u,v) < Md(u,v) = (1 = N)d(u,v) <0
Buradan d(u,v) = 0 ve u = v dir. O
Tamm 4.21: (X, d, k) bir dijital metrik uzay ve 7' : (X,d, k) — (X, d, k) bir
dijital dontigiim olsun. Vz,y € X ve 0 < a+ S+ 0 < 1 igin

d(Tz, Ty) < ad(z, Ty) + pd(y, Tx) + dd(z,y)

olacak sekilde v, 3, € Ry" varsa T ye dijital Rhoades kontraksiyonu denir.

Teorem 4.22: (Rhoades Kontraksiyon Prensibi) (X, d, k) bir dijital metrik
uzay ve T : (X, d, k) — (X, d, k) bir dijital doniisiim olsun. Vz,y € X,0 < a+ [+

0<1,p6< 12;‘5 icin
d(Tz,Ty) < ad(z, Ty) + Bd(y, Tx) + d(z, y)

olacak sekilde 7" bir Rhoades kontraksiyonu ise, 7' tek bir sabit noktaya sahiptir; yani
T'(¢) = c olacak sekilde bir tek ¢ € X vardur.

Ispat: 2 € X olsun. T'z,, = .1 olacak sekilde bir dizi alalim.
d(zo, 1) = d(Tx1, Txo) < ad(xy, Txo) + Bd(x0, Tx1) + dd(21, 70)

= CYd(fL’h 331) + 5d($07 .172) + 6d($1, '7;0)
< Bld(xg,x1) + d(x1, x2)) + dd(21, 70)
= Bd(xg,x1) + Bd(x1,x2) 4+ dd(x1, x0)
(1 — ﬁ)d(l’g,%l) S (6 + 5)d($1,$0)
+0
d(.fg, $1) S f_—ﬁd(ﬂjly xO)
45 = A olarak alalm. 3 < 152 oldugundan \ < 1 dir.
Benzer sekilde
d(z3,x9) = d(Txe, Txy) < ad(xy, Txy) + Bd(x1, Txs) + dd(29, 71)
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= ad(z2, x2) + Bd(z1, x3) + 0d(x9, x1)
< B(d(z1, x2) + d(x2, x3)) + dd(x9, 1)
= Bd(xq,x2) + Bd(xg, x3) + dd(x2, 21)

(1 = B)d(zs,29) < (B + 0)d(w2, 1)
(B+9)
1-p

d(x37$2) S d(fEQ,I’l)

d(xn—‘rl?xn) S Ad($n7 xn—l) S s S )\nd(xla $0)
d(xna xn+k> S d<$n7 anrl) + d(xTH»l) xn+2) R d(anrkfl: $n+k)
S /\”d(xl, CC()) + /\n+1d(l'1, I’()) + ...+ )\n+k_1d($1, l‘o)

< A" (1—|—)\+ —|—)\k71) d(ﬂ?l,l’o)

n

< 1= )\d(%,ﬂ?o)
n — oo igin 25d(z1,20) , 0 a yakinsar. Dolaysiyla {,} dizisi (X, d, k) i¢inde bir
Cauchy dizisidir.

(X,d, ) tam oldugundan {z,} dizisinin bir u limit noktast vardir. 7’nin
(K, k)-stirekliliginden
T(u) = lim T(z,) = lim 2,41 = u
n—oo n—oo

elde edilir. w, T nin bir sabit noktasidir.

T nin tek bir sabit noktas1 oldugunu gosterelim. v de 7”nin bir sabit noktasi

olsun.
d(u,v) = d(Tu, Tv) < ad(u, Tv) 4+ Bd(v, Tu) + dd(u,v)
= ad(u,v) + fd(v,u) + +0d(u,v)
= d(u,v) < (a+ S+ 6)d(u,v)
= 1—-a—pF—-0)d(u,v) <0
bulunur. Bu durumda d(u,v) = 0 ve u = v dir H
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde, dijital topolojide sabit nokta teoremlerinin dijital metrik uzaylara
uygulanabilirligi incelenmigtir. Dijital komsuluk yapilari, Hausdorff metrik ve cesitli

kontraksiyon tiirleri dijital ortamda tanimlanarak sabit nokta teoremleri ispatlanmistir.
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