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OZET

Bu calismada 3-boyutlu uzayda ve 4-boyutlu uzayda bir uzay egrisinin quasi-gatisi

kullanilarak helis kavrami tizerine odaklanilmistir.

Bes boliimden olusan bu ¢alismada; birinci bolimde genel olarak tezde kullanilan
kavramlar ile calismanin amaci dile getirilmistir. Ikinci béliimde helis, slant helis ve Darboux

helis ile ilgili daha 6nce yapilmis calismalarla ilgili bilgiler verilmistir.

Ucgiincii boliimde, Oklidyen 3-uzayda bir egrinin Frenet catis1 tanimlanmustir. Frenet
catis1 ve Frenet egrilikleri yardimiyla Frenet tiirev denklemleri gibi temel kavramlar
tanimlanmustir. Daha sonra helis, slant helis ve Darboux helis kavamlar1 i¢in tanimlar
verilmistir. Kiiresel gostergeler yardimiyla bir egrinin helis, slant helis ve Darboux helis
olmasi i¢in saglanmasi1 gereken teoremler verilmistir. Ancak Frenet catisi egrinin ikinci
tiirevinin sifir oldugu durumlarda hesaplanamadigindan bir egri verildiginde egrinin ikinci
tiirevinin sifir oldugu durumda da hesaplanabilen quasi-gatis1 tanitilmistir. Yine quasi-gati
i¢cin quasi-egrilikleri ve quasi-varyasyon denklemleri verilmistir. Ayrica Oklidyen 4-uzayda
da Frenet ve quasi-catilar i¢in benzer kavramlar aktarilmigtir. Ek olarak 4-boyutlu uzayda

helis kavramui ile B tip slant helis olma sart1 verilmistir.

Dérdiincii béliimde, Oklidyen 3-uzayda bir egrinin quasi-catist igin quasi-egrilikleri
ve quasi-tirev denklemleri kullanilarak kiiresel gostergeler yardimiyla quasi-helis,

quasi-slant helis ve quasi-Darboux helis olma sartlar1 elde edilmistir.
Besinci boliimde ise 4-boyutlu uzayda quasi-gati i¢in farkl tiplerden slant helisler
tizerine teoriler verilmis ve By tip slant helis olma sart1 igin bir teorem ifade ve ispat

edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Quasi-cati, helis, slant helis, Darboux helis.
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SUMMARY

In this study, it is aimed to focus on the concept of helix using the quasi-frame of a

space curve in 3-dimensional space and 4-dimensional space.

The study is divided into five sections. In the first section, information about the
content of the thesis is given, and the purpose of the study is stated. In the second section,

information about the past studies on helix, slant helix, and Darboux helix is given.

In the third section, the Frenet frame of a curve in 3-dimensional Euclidean space is
defined. Basic concepts such as Frenet frame and Frenet frame equations are described with
the help of Frenet frame and Frenet curvatures. Then, definitions are given for the concepts
of helix, slant helix, and Darboux helix. Theorems that must be provided for helix, slant
helix, and Darboux helix are given with the help of spherical indicators. However, since the
Frenet frame cannot be calculated in cases where the second derivative of the curve is zero,
the quasi-frame, which can be calculated in cases where the second derivative of the curve
is zero when a curve is given, is introduced. Again, quasi-curvatures and quasi-derivative
equations are given for quasi-frame. Also, similar concepts are given for Frenet and quasi-
frames in 4-dimensional Euclidean space. In addition, the concept of helix in 4-dimensional

space and the condition of being a B, type slant helix are given.

In the fourth section, the quasi-curvatures and quasi-frame equations for the quasi-
frame of a curve in Euclidean 3-space are used to obtain the conditions for being quasi-helix,

quasi-slant helix, and quasi-Darboux helix with the help of spherical indicators.
In the fifth section, theories on different types of slant helices in 4-dimensional space
are given and a theorem 1s expressed and proven for the condition for being a By, type slant

helix for the quasi-frame in 4-dimensional space.

Key Words: Quasi-frame, helix, slant helix, Darboux helix.
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1. GIRIS VE AMAC

Diferensiyel geometrinin temellerinden biri olan egriler teorisi ¢ok ¢esitli calisma
alanlarina sahiptir. Bir egrinin cesitli 6zelliklerini karakterize etmek i¢in kullanilabilen
catilardan biri Frenet catist olarak isimlendirilir. Frenet catis1 yardimiyla elde edilen Frenet
tiirev denklemleri ve egrilikleri tizerinde ¢alisilan uzay egrisini siiflandirmada yardimci

olur. Bu ¢caligmada en ¢ok bilinen egri olan helisler incelenmistir.

Oklidyen 3-uzayda tanim olarak helis, bir uzay egrisi kullanilarak elde edilen teget
vektoriiyle sabit bir dogrultunun arasindaki agmin sabit oldugu durum olarak Lacret
tarafindan tanimlanmis olup Saint Venant tarafindan ispatlanmistir. Bir helis egrisi
burulmas1 7 ve egriligi x olmak iizere T oraninmn sabit olmasi olarak da tanimlanir. Slant
helis ise egrinin asli normal vektdriiyle gabit bir dogrultunun arasindaki ag¢inin sabit oldugu
durum olarak Izumiya ve Takeuchi tarafindan tanimlanmistir. Egriligi sifirdan farkli olmak
tizere bir uzay egrisinin slant helis olmasi i¢in saglamasi gereken 6zellik egrinin asli normal

gostergesi  kullanilarak  olusturulan kiiresel goriintiistiniin  jeodezik egriligi olan
2
o(s) = K—3(I)’ (s) degerinin sabit olmasidir. Son olarak Darboux helis kavramida
(k%2 +72)2
Yayli ve arkadaslar1 tarafindan tanimlanmistir. Ziplar ve arkadaslar1 bir uzay egrisinin

Darboux helis olmasi i¢in gerek ve yeter kosulu egrinin Darboux vektdriiniin kiiresel
3
e e o (24742 L. .
goriintiistiniin jeodezik egriligi olan o(s) = ~——5—— =y (s) degerinin sabit olmasidir
K K

olarak tanimlamislardir. Ilaveten Coquillart, quasi-normal vektérii tanimlamistir. Egrinin

ikinci tlirevinin sifir oldugu durumda da kullanilabilen yeni bir yapi1 olarak quasi-cati
kavramin1 Dede ve arkadaglari ifade etmistir. Calismamiz boyunca yararlanilacak yapi
quasi-¢atidir. Bu calismada ilk olarak quasi-ani donme vektdrii elde edilip ¢calisma boyunca
quasi-ani donme vektOrii yerine quasi-Darboux ismi kullanilmigtir. Ek olarak egrinin
kiiresel goriintiilerinin jeodezik egriligi kullanilarak quasi-helis, quasi-slant helis ve
quasi-Darboux helis kavramlar1 tanitilmis ve quasi-helis, quasi-slant helis ve quasi-Darboux

helis olmas1 i¢in saglamasi gereken sartlar ispatlanmistir.

Magden, Oklid 4-uzay E* uzayinda helislerin integral karakterizasyonunu elde
etmistir. Bunun ardindan Onder vd. 4-boyutlu Oklid uzayimda Frenet tiirev denklemleri ve
egrilikleri yardimiyla slant helis kavraminin bir tipi olan B, tipinde slant helis tanitilmis ve
bu tanim ile ilgili baz1 teoremler verilmistir. Bu calismada ise quasi-tiirev denklemleri ve
egrilikleri yardimiyla quasi-slant helisler i¢in teoremler ifade edilip ispatlanmistir. Ardindan

B2-slant helis elde edilmis olup teorem ispatlanmustir.



2. LITERATUR ARASTIRMASI

Frenet, 1847 yilinda egriler ile ilgili cat1 kavramini ele almistir. Diferensiyel geometri
alaninda egriler ve yiizeyler teorisi bir¢ok bilim insanin ilgi alan1 olmustur (Struik, 1961;
Do-Carmo, 1976; Gray vd., 1993; Kuhnel, 2002).

Coquillart (1987) tarafindan Frenet catisinda olusabilecek durumlardan biri olan
ikinci tlirevin tanimsiz oldugu durumlarda bir uzay egrisinin quasi-normal vektdriinii ifade
etmistir. Ardindan Dede vd., (2015) bu quasi-normal vektérii kullanarak quasi-gatiy1
tanimlamiglardir. Dede vd., 2018 yilinda tanimladiklar1 quasi-cati, sabit olarak secilmis bir
izdiisim olarak adlandirilan vektér yardimiyla olusturulan bir catidir. Paralel oteleme

tasima catisinin genellestirilmis hali quasi-gatisidir.

Helis kavramu ilk olarak 1806 yilinda Michel Ange Lancret tarafindan tanimlanmis
olup bir uzay egrisinin teget vektoriiyle sabit bir dogru arasindaki aginin sabit olmasi
seklindedir. Bu tanim 1845 yilinda Barre Saint Venant tarafindan ispatlanmistir. Saint
Venant tarafindan verilen tanim bir egrinin silindirik helis olmasi i¢in % oraninin sabit

olmasi seklindedir.

Izumiya ve Takeuchi tarafindan 2004 yilinda asli normal vektér alaniyla sabit bir
dogrultunun sabit a¢1 yaptig1 durumdaki egrilere slant helis ad1 verilmistir. Egriligi sifirdan
farkli olmak {izere bir uzay egrisinin slant helis olabilmesi i¢in saglamasi gereken sartin

egrinin (n) asli normal gostergesinin kiiresel gostergesinin jeodezik egriligi olan

o(s) = —=—(Z)/(s) fonksiyonunun sabit olmasidir. Came1 vd. (2013) 3-boyutlu Oklid
K24+72)2 R

uzayinda kiiresel slant helislerle ilgili teoremlerle konuya iliskin hesaplamalar yapmislardir.

Darboux ¢atisi, 1896 yilinda Darboux tarafindan tanimlanmstir. Oklidyen 3-uzayda
Darboux helis kavramu ilk olarak Yayl vd. tarafindan (2012) tanimlanmustir. Oklid uzayinda
Darboux helisler larslan ve Yildirim (2018) tarafindan detaylandirilmistir. Ziplar vd. (2012)
egrinin kiiresel gostergeleri yardimiyla helis kavrami, slant helis kavrami ve Darboux helis
kavramu ile ilgili karakterizasyon teoremlerini ispatlamislardir. Bu ¢aligmada quasi-gati ve
quasi-tiirev denklemleri kullanilarak ilk olarak quasi-ani donme vektorii elde edilmis olup
daha sonra quasi-helis kavrami, quasi-slant helis kavrami ve quasi-Darboux helis kavrami
ile ilgili karakterizasyon denklemleri ispatlanmigtir. Unliitiirk vd. (2023) yilinda ilk olarak

diferensiyel denklem ¢6ziimlerini kullanarak quasi-gat1 denklemlerini yardimiyla 0, 1,2 ve 3



tipinde slant helisleri tanimlamuslar ve ispatlamislardir. Ardindan Unliitiirk vd. (2024) quasi-

catiy1 kullanarak timelike quasi-helisleri tanimlamislardir.

3-boyutlu Oklidyen uzayda farkli ¢atilarda galismalar yapilmis olup bunlar Bishop
(1975), Do Carmo (1976), Klok (1986), Bloomenthal (1990), Yilmaz ve Turgut (2010),
Kiziltug Ve Yaylh (2013), Sentiirk ve Yiice (2015), Kaymanli Ugur vd. (2020), Kaymanlh
Ugur (2020), Solomuma ve Al-Doyel (2021) ve son olarak Dede vd. (2021) seklindedir.

Ali ve Lopez tarafindan (2009) yilinda 4-boyutlu Oklidyen uzayda ve Ali ve Lopez
tarafindan (2012) yilinda Minkowski 4-uzayda slant helisler tanimlanmis ve ilgili
kavramlara dair bazi teoremler verilmistir.. Kula ve Yayl ise (2005) slant helisin kiiresel
goriintiilerini, teget gdstergesi ve binormal gostergesini arastirip ispatlanuglardir. Unliitiirk
vd. (2025) yilinda 4-boyutlu Oklidyen uzayda quasi-¢at1 denklemleri yardimiyla 0, 1, 2 ve 3
tipinde slant helisleri tanimlamislar ve ispatlamislardir. Onder vd. (2008) Oklidyen
4-uzayda slant helis kavrammin yeni tipi olan Bs-slant helis kavramini tanitmis ve
teoremleri ispatlamistir. 4-boyutlu Oklidyen uzayda farkli ¢atilarda calismalar Dogan ve
Yayli (2012), Coskun Ekici ve Akga (2023), Ekici vd. (2023), Gezer ve Ekici (2023),
Yagbasan ve Ekici (2023) ve Yagbasan vd. tarafindan (2023) yilinda yapilmistir. Bu
caligmada 4-boyutlu uzayda quasi-gati kullanilarak Tip-0, Tip-1, Tip-2, Tip-3 cinsinden
slant helisler ifade edilip teoremleri ispatlanmistir. Ek olarak slant helisin B,2-slant helisi

tanitilmis ve ardindan B,-slant helisi tipi i¢in teorem ispatlanmistir.



3. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliim boyunca, hesaplamalarda kullamlabilecek Oklidyen 3 ve 4-uzayda vektSr

kavramlari ile onlarin teorileri {izerinde durulmustur.

3.1. R’ Uzaymnda Egriler ve Cat1 Yapilar

Tamim 3.1: n-boyutlu Oklidyen uzayda bir M egrisi, (I, ) haritasi ile verilsin. Egrinin hiz

vektérii olan o (¢) tanjant vektérii

’ dO{Z
0=y %0,

=1

seklinde ifade edilmisti
o M = U T,(M)
VYmeM
m=at) — o (b)
doniisiimiinii dikkate alalim.

T U ThaM) - M

mo/ (t) — a(t)=m

olmak iizere
/ ozdeslik
moa =Iy M T="M
- . / o v e e . . . ’
oldugu asikardir. Buradan o, M egrisi tlizerinde bir vektdr alani olarak tanimlanir. «

vektor alanmna, M egrisinin (/,«) haritasmma gore teget vektr alani ismi verilir
(Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.2: M C [E" egrisi ([,«) haritasi ile verilsin. Bu bilgiyle
Y = {d,a",...,a"} sistemi dogrusal bagimsiz ve Vo), k > r icin a® € Sp{1)} olmak
tizere 1 den elde edilen {Vi,Vs,..,V,} ortonormal baz sistemine, M egrisinin
Serret-Frenet r-ayaklis1 alani ve alant m € M igin {Vi(m),Va(m),...,V,.(m)} ye ise
m € M noktasindaki Serret-Frenet r-ayaklisi denir. V V;, 1 < ¢ < r ye Serret-Frenet
vektorleri denir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamm 3.3: M C E" egrisi (J, a) haritasiyla verilsin. s € J ye karsilik gelen a(s)

noktasindaki Frenet r-ayaklist olsun. O zaman 1 <17 < r i¢in

/

kit J SR, ki(s) = <Vz~(s),Vi+1(s)>



biciminde ifade edilen k; fonksiyonlarina M egrisinin ¢-yinci egrilik fonksiyonlar1 ad1 verilir
(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 3.1: Birim hizli M C E" egrisi (J, ) haritasiyla verildiginde s € J igin a(s)
noktasindaki k;(s) ve {Vi(s),..., V,.(s)} olarak verilen Frenet ¢atis1 g6z oniine alindiginda

1 < ¢ < r olmak tizere

1) Vi(s) = ki(s)Va(s)
2) Vi(s) = —kici(s)Vioi(s) + ki(s)Visa(s)
3)Vils) = —kroa(s)Vroa(s)

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1983).

Tamim 3.4: n = 3 6zel hali i¢in tiirev formiilleri

\'A 0 ki 0 \'A

VIQ = | =k 0 ko Vs

v, 0 —ky O Vs
veya

T 0 Kk O T

N |l=| -k 0 k N

B’ 0 —k O B

seklindedir. Buradaki k;(s) degeri egrilik adiyla ky(s) degeri de burulma adiyla bilinir.
Burada

dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 3.2: M C E™ egrisi (I, ) haritasiyla verilsin. s € I yay parametresi olmak
tizere «(s) noktasinda Frenet r-ayaklist {V;(s), Va(s), ..., V,.(s)} ve

Ei(s) = a®(s) =Y " (a®(s),V;(s)) .V,(s), 1<i<r

j<i

olacak sekilde
i = B
[

dir (Hacisalihoglu, 1983).



Tanim 3.5: Frenet ¢atisi i¢in birim hizli M egrisinin

T(s) = o(s)
B O//(S)
NGO = e
B a/(s) x a’(s)
B(s) T ()]
s keyfi parametre ise
()
TE) = @l
_d/(s) xa"(s)
BE) = s x o (s)]
N(s) = B(s) x T(s)

dir.

Tamim 3.6: Gereksiz biikiilmelerin Oniine geg¢ilmis olan teget vektoriiniin de

kullanildig1 quasi-¢att elemanlari izdlisiim vekt6rii ve keyfi bir vektor

k. = (0,0,1)
X = (a,b,c)
yardimryla
Xxk, =
0
= (b,—a,0)

bulunur. Bu bilgiye gore quasi-cati vektdrleri

/
t
r- 20
o/ (@)
N _ T x k
T |ITxK|
B, = TxN,

bi¢iminde tanimlanir (Dede vd., 2015).

Teorem 3.3: Oklidyen 3-uzayda bir uzay egrisinin quasi-gati tiirevleri
T 0 kql kq? T
N; = ||O/ || _kql 0 kq3 Nq
B, —kg —kgs O B,



seklinde verilir. Quasi-egrilikleri ise

<T/7Nq> o <T/=Bq> <N/q’Bq>

2 — 3 —
loll 7 e T [l

kql -

dir (Dede vd., 2015).

Sekil 3.1 Frenet ¢atis1 ve quasi catisi ortak gosterimi

Tamim 3.7: M 3-boyutlu uzayda bir ylizey ve o : I — M egri olacak sekilde M
yiizeyinin birim dik vekt6r alani Z olsun. o” vektér alani, Zo« vektér alaninin lineer birlesimi

ise, a egrisine, M yiizeyinde bir jeodezik egri ad1 verilir (Sabuncuoglu, 2010).

Tanim 3.8: a : I — M birim hizli egri olsun. T(s) egrinin birim teget vektorii olmak
tizere Y(s) =(Z o a)(s) x T(s) vektori i¢in

kg(s) = (a(5), ¥ (s))

skaleri (v, M) ikilisinin «(s) noktasindaki jeodezik egriligi olarak adlandirilir (Sabuncuoglu,
2010).

Tamim 3.9: Bir yiizey egrisinin bir noktasinda, sonsuz kii¢iik bir kesimin o noktada
ylizeye teget diizleme dik izdiisiimiin egriligine geodezik egrilik denir. Yani E3 uzayinda s-
yay parametresi ile verilen « egrisi igin o/(s) = T olacak sekilde
d*a
ds?

k, = | DeT| = ]

ifadesine «v egrisinin «(s) noktasinda olusan geodezik egriligi olarak adlandirilir. k;, = 0 ise
a egrisinine geodezik egri denir (Ekici, 2021).



Helisler

Oklidyen 3-uzayda egriligi sifirdan farkli olmak iizere secilen bir uzay egrisi olan o
egrisinin teget vektor alani T ile sabit olacak sekilde alinan U vektdriiniin aralarindaki aginin

sabit oldugu durumda « egrisi helis adini1 alir.

Bu dogrultuda bir o : I € R — R? egrisi verilsin. Her ¢ € [ igin
1) U=0
2) (T(t),U) = cos @ (0 sabit)
kosullarin1 saglayan bir U vektdrii varsa, o egrisine helis denir. Bir helis egrisinin hem

egriligi, hem de burulmas sifirdan farkli ve sabit ise bu helise dairesel helis denir (Ozdemir,
2021).

Ornek 3.1: o : R — R? seklinde a(t) = (cost,sint,t) egrisinin helis oldugunu

gosteriniz. Her ¢ € I i¢in kosullar saglayan bir U vekt6rii bulunsun.

/

S ((

[l (2) ]

~ (—sint,cost, 1)
V2
olarak bulunabilir. T ile sabit ag1 yapacak sekilde sabit olan bir vektéri U = (0,0, 1)
alabiliriz.
V2

(T(t),U) = — = cos 45

olarak bulundugu i¢in her ¢ € I i¢in T ile U vektorii sabit a¢1 yapar. Boylece egrinin helis

oldugu ispatlanmis olur (Ozdemir, 2021).

Ornek 3.2: 5 : R — R seklinde 3(t) = (t + v/3sint, 2 cost, /3t — sint) egrisinin

helis oldugunu gosteriniz. Her ¢ € I icin kosullar1 saglayan bir U vekt6rii bulunsun.

B'(t) = (1++/3cost,—2sint, /3 — cost)

olur. Ardindan

168" = \/1 +2v/3cost + 3cos?t + 4sin’t + 3 — 2v/3cost + cos? t
= \/4 + 4(cos?t +sin*t)
= V8=2v2
seklinde ifade edilir. Buna gore

_— B'(t) (14 +/3cost,—2sint, /3 — cost)

IO 22




1 3
olarak bulunabilir. T ile sabit a¢1 yapan ve sabit olan bir vektér U = (5, 0, \/7_) alisi. Her

t € I igin
1+\/§c0st 40 3 — \/§cost

(T(t),U) = 447 +T

bulunur. Buradan
oldugundan
dir. Buna gore 3 egrisi bir helistir (Ozdemir, 2021).

Teorem 3.4: Bir uzay egrinin burulmasi 7 ve egriligi x olmak iizere

T

K

oraninin sabit olmasina helis denir (Lancret, 1806).

Sonug 3.1: Lancret teoremine gore, bir helis egrisinde

-
—=cotfd =c¢
K

esitliginden dik ticgende trigonometrik oranlar yardimiyla

1
ve sinf =

c
V14 ¢? V14 c?

oldugu goriiliir. Boylece sabit U vektdriinde

cosf =

U =cosdT 4+ sinB =

esitligiyle belirlidir (Ozdemir, 2021).

Tamm 3.10: M C E" egrisi (/, «) haritasiyla verilsin. Her s € I i¢in o/(s) birim
hiz vektorii, bir U sabit birim vektorii ile sabit ag1 teskil ediyorsa M ye bir egilim ¢izgisi ve

Sp{U} yada M egilim ¢izgisinin egilim ekseni denir (Lancret, 1806).

Yani, bir egrinin sabit bir dogrultu ile her noktasindaki tegetin yaptig1 ag1 sabitse bu

egriye egilim ¢izgisi veya helis denir. Sabit dogruya egilim ¢izgisinin ekseni veya bu egilim
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ekseni denir. Sabit aginin g den farkli olmasi1 gerekir. Aksi halde diizlemdeki biitiin egrilerin
birer egilim ¢izgisi olmasi gerekir (Hacisalihoglu, 1998).

Tamim 3.11: Egriligi sifir olmayacak sekilde asal normal birim vektoriiyle sabit bir

dogrultunun arasinda olusan sabit ag¢il1 egriye slant helis denir (Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Teorem 3.5: Bir « egrisinin Frenet elemanlar1 yardimiyla olusturulan fonksiyonunun

slant helis olmasi i¢in

K2 T

o(s) = (m(

fonksiyonu sabit olmalidir (Izumiya ve Takeuchi, 2004; Kula ve Yayli, 2005).

))(s)

K

Frenet Ani donme vektorii:

T 0 x 0 T
N|=|-« 0 7 N
B’ 0 —7 0 B
matris formuyla veya
T = kN
N = —kT+7B
B = —7N

tiirev denklemleriyle de yazilabilir. Buradan Frenet ani donme vektoriinii, Frenet ani donme

vektora tanimi kullanarak bulunabilir. Yani

T = fxT
N = fxN
B = fxB

denklemleri saglanir. f Frenet ani donme vektorii
f=cT+ N+ c3B

seklinde yazilir. Buna gore c;, co ve c3 katsayilar1 hesaplanmalidir.

T’ = f x T denkleminde T’ ve f degerleri yerine yazilirsa

kN = (ClT + CQN -+ CgB) x T



11

bulunur. Vektérel ¢arpim dagitilirsa
EN=¢c1(TXT)+c(NXxT)+c3(BxT)

elde edilir. Buna gore
kKN = c3(—B) + ¢3(N)

bulunur. Iki vektdriin esitliginden ¢, = 0 ve c3 = & elde edilir. Simdi ise N’ = f x N

denkleminde N’ ve f degerleri yerine yazilirsa
—kT+ 7B = (1T + coN+ ¢3B) x N
bulunur. Vektdrel carpim dagitilirsa
—KT + 7B = ¢;(T X N) + co(N x N) + c3(B x N)

olur. Buradan
—kT 4+ 7B = ¢;(B) + ¢3(—T)

bulunur. ki vektdriin esitliginden ¢; = 7 ve ¢35 = & elde edilir. Son olarak B’ = f x B

denkleminde B’ ve f degerleri yerine yazilirsa
—7N = (c;T+ N+ ¢3B) X B
bulunur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
—7N = ¢1(T X B) + c2(N x B) + c3(B x B)

elde edilir. Buna gore
—7N = ¢1(—N) + »(T)

bulunur. iki vektériin esitliginden ¢; = 7 ve ¢ = 0 elde edilir. Bulunan degerler f
denkleminde yerine yazilirsa f = 7T + xB bulunur (Ekici ve Oztiirk, 2008).
Teorem 3.6: o : [ — [E3 yay parametresi ile verilen egri igin
Wi (s) = 7(s)T(s) + x(s)B(s)

olan vektér Darboux vektérii seklinde isimlendirilir. Darboux vektérii {T, N, B} Frenet 3-
ayaklisinin her s anindaki helis hareketi eksenidir.

Wi(s) = ! (7T + KkB)

W) Ve 2

vektoriine ise a egrisinin Darboux gostergesi denir (Hacisalihoglu, 1998).

W(s)
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Tamim 3.12: o, E? 3-uzayda egrilik ve burulma sifirdan farkli olmak kosuluyla bir
egri olsun. Bu « egrisi i¢cin W Darboux vektdrii her noktada sabit olacak sekilde U dogrusu
ile sabit a¢1 yaptiginda yani (W, U) = cos 0, 6 agis1 sabit olursa « egrisine Darboux helis ad1
verilir (Macit, 2019).

Teorem 3.7: « egrisinin Darboux helis olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart

3
2

(2 4+ k?)2 1
/i2 (i)/

o(s) =

fonksiyonunun sabit olmasidir (Senol, 2008; Ziplar vd., 2012).

Tanim 3.13: o« : [ — R" ve a,b € [ olsun.

t= /b o/ ()] ds

gergel sayisina «v egrisinin ov(a) ve r(b) noktalari arasindaki yay uzunlugu denir (Gray, 1997).

3.2. R* Uzayinda Egriler ve Frenet Catisi

Oklidyen 4-uzayda U= (z1, 72, ¥3,74) ve V = (y1, Yo, Y3, y4) vektOrleri i¢in standart skaler
carpim
(U,V) = 1191 + Taya + T3Y3 + T4y

ve bir vektériin normu ||U|| = /(U, U) seklinde verilir (Williams ve Stein, 1964; Shaw,
1987; Alessio, 2009; Elsayied vd. 2021).

E* uzayinda U x V x W vektorel carpimi baz vektdrleri yardimiyla determinant ve
kofaktorler kullanilarak bulunur. Bu sebeple E* uzayinda U x V vektorel arpimi taniml
degildir. Ciinkii 3 x 4-tipinde determinant hesab1 yapilamaz (Shaw, 1987; Alessio, 2009).

Oklidyen 4-uzayda birim hizli olarak a(7) C R* selinde verilen egrinin o”(s) # 0

icin Frenet ¢at1 vektorleri

= d(s s) = o’(s)
o= o) A e
3.1)
o d(s) xa’(s) x a"(s) o) = . . .
B = ety xar(s) xam( )T Bl XNE)
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seklinde verilir (Alessio, 2009; Elsayied vd. 2021). Bu durumda Frenet tiirev denklemlerinin

gosterimi

(s) (s)N(s),
N'(s) = —r(s)T(s) +7(s)Bi(s),
(s) = —7(s)N(s) +n(s)Ba(s),
By(s) = —n(s)Bi(s)

bi¢cimindedir (Gluck, 1966). Kolaylikla yukaridaki esitlikten goriiliir ki egrinin birinci, ikinci

=

(3.2)

ve Uglincii egriligi ad1 verilen fonksiyonlar sirasiyla

ko= (T'(s),N(s)) (3.3)
T = (N'(s),Bu(s))
n = (Bi(s),By(s))

bicimindedir (Oztiirk vd., 2017; Alessio, 2009).

3.3. R*Uzaymnda Egriler ve Quasi-Catisi

Oklidyen 4-uzayda «(s) ile verilen uzay egrisi i¢in quasi-gati {T, N, B,1, By2 } olarak verilir.

Burada k. ve k; izdlistim vektdrleri yardimiyla quasi-vektorleri

a/(s) T xk, x k

= / ) 9 " I 1.
[’ (s)] Tk <kl 54)

a/(s)xXN, (s)xa (s)
e e T ()N, (5)xa” ()]

seklinde verilir. Dikkat edilmesi gereken birim teget vektorii ve kullanilan izdiisiim
vektorlerinin dogrusal olmasi halinde quasi-normal vektorii hesaplanamaz (Elsayied vd.,
2021; Gezer ve Ekici, 2023).

Oklidyen 4-uzayda birim hizl1 olarak alinan egri icin (3.4) esitlikleri kullanilarak

quasi-¢ati tiirev denklemleri

T 0 kql kq? 0 T
N, _ —kp 0 kg 0 N, (3.5)
Bi]l —k'qg —]{qu 0 k’q4 Bq1
B, 0 0 —ku O B2
seklinde verilir. Buna gore quasi-egrilikler olarak ifade edilen
T N T, B
k?q1=< >lq>7 kqQZM
o] o] 56
_ <Nq’ Bq1> _ <Bq1’ Bq2>
a3 = ve g4 =

[l [l
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fonksiyonlar1 verilir (Gezer ve Ekici, 2023).

Teorem 3.8: & = a(s), R? uzaymda egrilikleri sifirdan farkli olacak sekilde birim

hizli bir egri olsun. k1, ko ve k3 Frenet egrilikleri olmak iizere o egrisinin genel bir helis

k)2 k) 1) ,
il M) ) = sabit
(’f2) +<(k2) ks o

ifadesinin var olmasidir (Yoon, 2012).

olmasi ancak ve ancak

Tanim 3.14: o : [ — E* egrisinin o(s) noktasindaki birim normal vekt6rii olan N(s),
sabit sekilde sec¢ilen U birim vektOriiyle sabit ag1 yapiyorsa, o egrisine slant helis ad1 verilir
(Izumiya ve Takeuchi, 2004).

Tamm 3.15: o : [ — E* egrisinin a(s) noktasinda ikinci binormal vektérii Bo(s),
bir U birim vektdrii ile sabit bir ac1 yapiyorsa yani egri boyunca
(By(s),U) = cos b
ise o egrisinin ad1 B,—slant helis olarak isimlendirilir (Onder vd., 2008).
Teorem 3.9: Birim hizli bir a egrisi R* uzayinda egrilikleri sifirdan farkli olacak

sekilde birim hizl1 bir egri olsun. &y, k3 ve k3 Frenet egrilikleri olmak tizere o egrisinin Bo—

slant helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

B\ 1 ((ks\) |
(k;_Q) +k_%<(k_2>) = tan® 0 = sabit (3.7)

olmasidir (Onder vd., 2008).
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4. 3-BOYUTLU UZAYDA QUASI CATI VEKTORLERI
ILE OLUSAN HELISLER

Bu boliimde, ilk olarak quasi-cati vektdrleri kullanilarak quasi-ani donme vektdrii
elde edilip bu calisma boyunca birim quasi-ani donme vektOrii kavrami quasi-Darboux
olarak adlandirilacaktir. Daha sonra egrinin kiiresel gostergeleri yardimiyla quasi-helis,
quasi-slant helis ve quasi-Darboux helis kavramlari i¢in teoremler verilmis ve bu teoremler
ispatlanmistir. Ek olarak quasi-helis, quasi-slant helis ve quasi-Darboux helis i¢in

ispatlanan yapilarin sonuglari ispatlanmistir. Calisma ornekler ile desteklenmistir.

4.1. Quasi-Vektorleri Tarafindan Olusan Quasi-Ani

Donme Vektorii

Quasi-egrilikleri

olmak lizere
T 0 kql kq2 T

N = —ka 0 kg ||N, (4.1)
B! —kgp —kg O B,

matris formuyla veya

T/ = k'qqu + k’qQBq
N; == —kqlT + kquq
B, = —kpT —kaN,

quasi-tiirev denklemleriyle verilebilir. Buradan quasi-ani donme vektdrii, quasi-ani dénme

vektori tanimi kullanarak bulunur. Bu durumda

T = QyxT, (4.2)
N = Qqx N, (4.3)

q

B, = QyxB, (4.4)

q



denklemleri saglanir. Qq quasi-ani donme vektori
Qo = ClT + CQNq + C3Bq

seklinde yazilir. Buna gore ¢y, co ve c3 katsayilart hesaplanmalidir.

(4.2) denkleminde (4.1) ve (4.5) degerleri yerine yazilirsa
kaNg + kpoB, = (1T 4+ coN, + ¢3B,) x T
bulunur. Vektdrel carpim dagitilirsa
kaNg + kpBy = c1(T X T) + co(Ny X T) + c3(B, x T)

elde edilir. Buna gore
kqNg + k2B = c2(—=By) + ¢3(Ny)

bulunur. Tki vektériin esitliginden ¢y = —kyo ve c3 = kg elde edilir.
Simdi ise (4.3) denkleminde (4.1) ve (4.5) degerleri yerine yazilirsa
—kn T+ k3B, = (1T + 2N, + ¢3B,) X N,
bulunur. Vektérel ¢arpim dagitilirsa
—kn T+ k3B, = 1 (T x Ny) + c2(N, x Ng) + c3(B, x Ny)

elde edilir. Buna gore
—ka T+ kgBy = c1(By) + ¢5(=T)

bulunur. Iki vektériin esitliginden ¢; = k3 ve c3 = kg elde edilir.
Son olarak (4.4) denkleminde (4.1) ve (4.5) degerleri yerine yazilirsa
—kpoT — kN, = (1T + N, + ¢3B,) x B,
bulunur. Vektdrel ¢arpim dagitilirsa
—kpoT — kN, = &1 (T x B,) + c2(Ny x B,) + ¢3(B, X By)

elde edilir. Buna gore
—kgoT — kgaNg = c1(=Ny) + c2(T)

16

(4.5)

bulunur. Iki vekt6riin esitliginden ¢; = k.3 ve o = —kg elde edilir. Bulunan degerler (4.5)

denkleminde yazilirsa
Qo(S) = kqu - k'qQNq + kqqu

(4.6)
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elde edilir.

Teorem 4.1: « : [ — E3 birim hizl1 egrisi igin

Qo(s) = ks (s)T(s) — kga(s)Ng(s) + Kq1(s)By(s)
vektorii quasi-Darboux vektérii olarak adlandirilir. Bu vektére {T, N,, B, } ii¢ ayaklisinin her

s aninda bir ani helis hareketi yaptig1 eksendir.

_ Q()(S) _ 1
TR

(kgsT — kN, + kaB,) (4.7)

vektoriine ise a egrisinin birim quasi-ani donme vektdrii denir. Bu tezde birim quasi-ani

donme vektorii kavramini quasi-Darboux olarak isimlendirecegiz.

4.2. Quasi-Cat1 Vektorleri ile Olusan Quasi-Helisler

Bu kisimda quasi-cat1 vektdrleri ile olusturulan quasi-helisler ele alinmistir.

Teorem 4.2: [E3 uzaymnda « birim hizli egri olsun. a egrisinin quasi-helis olmast igin
k
ki (G2 + ks (kg + k)
K, =
! (kg + k2)*/2

(4.8)

fonksiyonu her noktada sabittir. Burada £, , k,2 ve kg3 egrinin quasi-egrilikleridir.

Ispat: o egrisinin kiiresel tegetler gostergesi (T) nin parametresi st ve birim teget

vektorii Ty olsun. (T) nin E? deki geodezik egriligi <y olsun.

a(st) =T
esitliginin tlirevi alinirsa
da dT ds
—_— = (4.9)
dst ds dst
bulunur. (4.9) esitliginde quasi-gati tiirevleri yerine yazilirsa
ds
Tr = (kuN, + kquq)d— (4.10)
ST

elde edilir. Bulunan esitligin normu alinirsa
[ ., ds
||TTH = k§1 + ngd—ST

1 ds

NP

bulunur. ||Ty|| = 1 oldugundan
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bulunur. Bulunan deger (4.10) denkleminde yerine yazilirsa

1
N
k k
= N, + 2 _B,
\/ k«?l + k(?Z \/ k§1 + kgz

elde edilir. Elde edilen bu denklemde Q ile T arasindaki ag1 ¢ olmak {izere

k k
— 1 —cosPve —L— —gind (4.11)
\ R T e \ R+ kg

yazilirsa (4.10) denklemi

Tr = (kqquJrkq?Bq)

Tt = cos ®N, + sin PB 4.12
q q

elde edilir. (4.12) denkleminin tiirevi alinirsa

dTT dTT ds
To[Tg] = — = —L =~
r[Tr] dst ds dst
bulunur. Buna gore D konneksiyonu i¢in
Dy, Ty = L__(—®'sin ®N, + cos &(—k, T + k3B,)

Vg tke
+@' cos OB, + sin ®(—kpT — ki3B,))

- \/’“211+7’“§2<_(I)/ sin ®N, — k41 cos T + kg3 cos PB,

(4.13)
+®' cos PB, — kgo sin PT — kyg sin PN,

- \/ﬁ(T(—kql cos P — kg sin ®)
ql q2
+Ngsin ®(—@" — kg3) + By cos (' + ky3))

bulunur. (4.13) denkleminin T kisminda cos ® ve sin ® degerleri yerine yazilirsa

a2y 4 N, sin®(—d — ky3) + B, cos B(P' + kys3))

\/ ki + k3 ki + kg

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

Dy, Ty = (T(

/

Dr, Ty = T(—1)+Nqsincb(\;%)+chosq>( LT 4.14)

elde edilir. (4.14) denkleminin normu alinirsa

_ —P'—kg3 2 (in2 P tkgs 2 noa2
|De, Ty = \/1+< ) sin’ @ o ()2 cos? @

_ (4.15)
= 1+ e
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bulunur. (4.15) denklemi st oldugundan

(D + ky3)?
ke = (|14 it (4.16)
\/ k2, + k2,

elde edilir. (T) nin S® deki geodezik egriligi
rg = ||V, Tr|

seklindedir. S kiirenin sekil operatorti, D konneksiyon ve V konneksiyon olmak iizere Gauss
doniisiimiinden
DTTTT == VTTTT + <S(TT), TT> T

denklemi yazilabilir. Birim kiireden dolay1 S = %IQ yazilabilir. Yani S(Ty) = I(Tr) = Tr
bulunur. O halde (Tt, Tt) = 1 bulunur. Buna gore
Dy, Ty =V, Tr +T
olur. Bu ifadenin normunun karesi alinirsa
Ky =k + 1 (4.17)
elde edilir. (4.17) denkleminde (4.16) degeri yerine yazilirsa

(®/+kq3)2 2
1+ -———"7—=k+1
k2, + k2 g

bulunur. Bu ifade duzenlenirse ok
g = o ta3 (4.18)

N
elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii igin @' degeri bulunmalidir. Bu yiizden (4.11) degerleri

kullanilarak

bulunur. Her iki tarafinda tiirevi alinirsa
(1 + tan® @) = (-2

bulunur. Buradan

d = 1 kg2 \/s
(1+:§2)(kq1)

2(11 (4.19)
= mim ey
(k21+k32) kq1

olur. Bulunan (4.19) degeri (4.18) de yerine yazilirsa
k2,

k
(2, +k2) (k—;lf)/ + kg3

\/ kg + kg

/‘ig:
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elde edilir. Ardindan bu ifade diizenlenirse

_ kgl(%f)/ + kg (k3 + k)

K, =
S A

(4.20)

bulunur. Egrinin kiiresel gdstergesi geodezikse ¢emberdir. Cemberin birinci egriligi sabit
oldugundan ~r sabittir. (4.17) denkleminden dolay1 «, fonksiyonu her noktada sabittir. Bu

nedenle « egrisi quasi-helistir.

Sonug 4.1: kg, kg2 ve kg3 egrinin quasi-egrilikleri olmak tizere « egrisi helis ise

k
k§1<_k,q2 )/ + ’qu(kgl + k§2)
ql

(kg + kgp)*/

Kg =
orani sabittir.

Ispat: Frenet cat1 ve quasi-gat1 egrilikleri arasindaki iliski goz oniine alindiginda

quasi-gat1 egriliklerinden £, = 0 alinirsa (4.8) denkleminde

kq3(k§1)

K —
N A
2
3
ki
kqs

g1

bulunur. (4.20) esitliginin sabit oldugu kullanildiginda bulunan son esitligin de sabit oldugu

goriiliir. Bu nedenle « egrisi helistir. Bu da Teorem 3.5 ile ayn1 anlama gelir.

Teorem 4.3: E? uzayinda o birim hizli egri olsun. o egrisinin quasi-slant helis olmasi
i¢in
(K252 — ko (k2 + K2)
(k2 + k§3)3/2

fonksiyonu her noktada sabittir. Burada k1, kg2 ve kg3 egrinin quasi-egrilikleridir.

4.21)

fig ==

Ispat: o nin kiiresel asli normaller gostergesi (Ng) nin parametresi sy, ve birim teget

vektorii Ty, olsun. (N,) nin E? deki geodezik egriligi xn, olsun.
a(sn,) = Ny(s)
esitliginin tiirevi alinirsa

da dN, ds
dsn, - ds dsn,




21

olur. Esitlik diizenlenirse

ds
TNq = (_kqlT + kq3Bq)K (4.22)
N‘Z

bulunur. (4.22) esitliginin normu alinirsa

ds
1T, || = /K + k‘??’dqu

elde edilir. || Ty, || = 1 oldugundan

1 ds

\/ kgl + kq23 dSNq

seklinde ifade edilir. Buldugumuz deger (4.22) denkleminde yerine yazilirsa

T, = g —k T+ k3B
Ng /—k§1+k§3( ql 43Bq)

_ k’ql + k:qg
\/k§1+k33 \/k31+k§3

(4.23)

B,

elde edilir. Bulunan denklemde Q vektoriiyle N, arasinda olusan ac1 ® olacak sekilde

k
cosd = ——=L— (4.24)

N

k
sind = ——L (4.25)

N

alimir ve (4.23) denkleminde yerine yazilirsa
Tn, = —cos @T + sin B, (4.26)

elde edilir. (4.26) esitliginin tlirevi alinirsa

dTy, dTx, ds

Tn TN, | = =
Nq[ Nq] dsn, ds dsy,

bulunur. Buna goére D konneksiyon olmak tizere

Dry T, = \/’#:Jrik%(qﬂ sin ®T — cos ©(k,; 1N, + kp2By)

+@" cos B, + sin ®(—ky, T — k3N,))

- \/’“21:7’“23(_@ sin ®N, — k1 cos PN, — k2 cos PB,

+®' cos DB, — ko sin ®T — kg3 sin PNy

(4.27)

= m(T(é’ sin® — kyo sin ®) + Ny (—ky1 cos @ — k3 sin )

+B, (P’ cos ' — ko cos D))
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bulunur. (4.27) denkleminin N, kisminda (4.24) ve (4.25) degerleri yerine yazilirsa

Dr, Tx, = L__(T(®'sin® — ko sin ®)
a4 k2 k2, q
PR o (4.28)
+N (—=2) + B,(®’' cos &' — ko cos D))

elde edilir. (4.28) denklemin normu alinirsa

(D — ky2)2
Dy, T =4 /1 + —7— 4.29
o] = i G @2
bulunur. (4.29) ifadesi kn, oldugundan
(D' — kg2)2
g = 41+ ) (4:30)
N \/ K2+ k2
bulunur. (N,) nun S® deki geodezik egriligi
Hg = HVTN(ZTNq

seklindedir. S kiirenin sekil operatorii, D konneksiyon ve V konneksiyon olmak iizere Gauss
doniisiimiinden
Dy, Tn, = Vi, T, + (S(Ty,), Tn, ) Ny

formiilii yazilabilir. Birim kiireden dolay1 .S = %12 yazilabilir. Yani S(Ty,) = I(Tn,) = Tx,
bulunur. O halde (Ty,, Ty, ) = 1 bulunur. Buna gére
Dry, Tn, = V1, Tn, + N,
olur. Bu ifadenin normunun karesi alinirsa
kx, = kg +1 4.31)

bulunur. (4.31) denkleminde (4.30) degeri yerine yazilirsa

((I),_krﬂ)z 2
1+ ——"-"F—=%K7+1
k2, + k2 g

bulunur. Buna gore

Ky = M (4.32)

\/ o+ k2
elde edilir. Bu denklemin ¢6ziimii igin ¢’ degeri bulunmalidir. Bu yiizden (4.24) ve (4.25)

degerleri kullanilirsa
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bulunur. Her iki tarafinda tiirevi alinirsa

k
(1 + tan® @) = (k—q3)’
ql
elde edilir. Buradan
d = 1 kg3 \s
k23 kql
(14535
k; . (4.33)
= Wiy ()
olur. (4.33) degeri (4.32) denkleminde yerine yazilirsa
(k3 (322" — ko (k) + K3y)
g = kel Tl el (4.34)

(k2 + kZ)™”

elde edilir.

Egrinin kiiresel gostergesi geodezikse g¢emberdir. Cemberin birinci egriligi sabit
oldugundan xy,, sabittir. (4.31) denkleminden dolay1 r, fonksiyonu her noktada sabittir. Bu

nedenle « egrisi quasi-slant helistir.

Sonug 4.2: k1, kg ve k3 egrinin quasi-egrilikleri olmak iizere o egrisi slant helis ise

k
(qul(k—qi’)' - k’qZ(kgl + k§3)>
q

(k2 + k2)™"

K g =
orani sabittir.

Ispat: Frenet cati ve quasi-gat1 egrilikleri arasindaki iliski goz oniine alindiginda
quasi-cat1 egriliklerinden kg = 0 alinirsa (4.21) denkleminde
k2

g - _(kgl + k'33)3/2

kq3 /
)

KR

bulunur. (4.34) esitliginin sabit oldugu kullanildiginda bulunan son esitligin de sabit oldugu
goriiliir. Bu nedenle « egrisi slant helistir. Bu da Teorem 3.6 ile ayni anlama gelir.

Ornek 4.1: (R, ) haritasi1 yardimiyla verilen M C E? egrisi

V3t
"9

als) = (zeos(5) gsin(5). 50)

olarak alinsin.
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Bu egrinin quasi-¢at1 vektorlerini bulmak i¢in ¢ parametresi yardimziyla tiirev alinir ve

norm hesabi yapilirsa k, = (0, 0, 1) izdiistim vektorii yardimiyla quasi-gati vektorleri

1. 3.1 3t. V3
T_Tq - <—§SIH(E),§COS(§),7)

Ve
N, = (cos(%),sin(%),O)
B, — (-%gsm%),\/;cos(%),—%)

olarak elde edilir. (3.6) esitliklerinden quasi-egrilikleri ise

3
kql — _Z
kqg = 0

3V3
b = =

elde edilir.

Teorem 4.2 gz Oniine alindiginda

kﬁl(%f)’ + qu(kgl + kgz)

= sabit
(kg1 + k2y)3/2

bagintist kullanilirsa
kgl(’;_i), + kq3(k§1 + kgz)
(kg1 + kgy)*?

oldugundan egri E? uzayinda quasi-helistir. Egri, egrinin tegetler gostergesi (kirmizi), N, ile

V3

olusan kiiresel gostergesi (agik mavi) ve B, ile olusan kiiresel gostergesinin (mavi) kiire ile

cizdirilmis grafikleri Sekil 4.1 ile verilmistir.

Sekil 4.1 Egri ve egrinin kiiresel gostergeleri
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Ornek 4.2: (R, ) haritas1 yardimiyla verilen M C E? egrisi
ot D t ot

a(s) = (—cos(1—3) cos(@) ~ 13 sin (13) s1n(169)
5 t 5t .t 5t 12 . b5t
B cos( 13) sin( 169) — sin( 13) cos( 169) ~13 sm(@))

olarak alinsin.

Bu egrinin quasi-cat1 vektorlerini bulmak i¢in ¢ parametresi yardimiyla tlirev alinir ve

norm hesabi yapilirsa k, = (0, 0, 1) izdiistim vektorii yardimiyla quasi-gati vektorleri

12sin(5) cos(15) 12 cos(5) sin(%5) 5cos(15)

T — 1 [ 169 169 ]
cos 155 (5—20 cos( 155 )2+16 cos(155)) 13 ’ 13 ’ 13
ve
N, = oz 20005(%) ST 169)4)[ cos(165)2(65536 cos(155) "¢ — 294912 cos(755)"
4552960 cos(155)"* — 559104 cos(155) " + 329472 cos(155)® — 113984 cos(155)°
422048 cos(765)" — 2080 cos(15)? + 65), — sin(15;) cos(755) (65536 cos(155)"°
—262144 cos(155)"* 4 430080 cos(145)"* — 372736 cos(155) " + 183040 cos(155)°
—50624 cos(155)° + 7296 cos(155)* — 440 cos(155)* +5), 0]
)
B, = [—E sin(1&5) (4096 cos(155)"? — 11264 cos(155) ™ + 11520 cos(155)®
—5376 cos(165)® + 1120 cos(145)" — 84 cos(155)° + 1,
)
3 cos(755) (4096 cos(1&5)" — 13312 cos(165) " + 16640 cos(755)®
12
—9984 cos(165)% 4+ 2912 cos(155)" — 364 cos(155)* + 13, —13]
olarak elde edilir. (3.6) esitliklerinden quasi-egrilikleri ise
P 1
T cos 155 (5 — 20 cos(75 )2 + 16 cos(155))
k’qg - O
I )
, =
e 12c0s 155 (5 — 20 cos(155)% + 16 cos(75)%)

elde edilir.

Teorem 4.2 gbz Online alindiginda

k2 (kqQ) + kq3(k§1 + k§2>
CRARE

= sabit
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bagintis1 kullanilirsa
kz ( q2) + kq?’(k’gl +k’32) B 5
(K2, + k2,)%/? 12

oldugundan egri E* uzayinda quasi-helistir. Egrinin bir pargasi ve egrinin kiire ile birlikte

cizdirilen grafigi Sekil 4.2 ile verilmistir.

08

06 0.5
0.4

nz

-0.2
04 0.5

Sekil 4.2 Egrinin bir parcas1 ve egri ile kiirenin resmi

Teorem 4.4: Eger Q quasi-ani donme vektdriiniin kiiresel gostergesi bir cember ya da
¢cemberin bir parcast ise « egrisi bir quasi-Darboux helistir.

Ispat: Q ile olusturulan (c) egrisinin parametresi s. ve T, de (c) nin birim teget

vektdrii olsun. Ayrica ., ile de (c) nin E? uzayinda geodezik egriligi gosterilsin.

kg3 k
a(s.) = N, + al B,
\/k +kq2+kq3 wg +l<:q2+k:q3 N
alimsin. Burada Q quasi-ani donme vektorii i¢in dogrultman kosiniisleri sirasiyla
kg3

= cosf, (4.35)
3
v kql + k2, + k2

= cosfy (4.36)
3
\/ kql + k2, + k2,

= cosf3 (4.37)

\/kql + k2 + kS

olmak tzere denklem

a(s.) = c(s) = cos 0, T + cos BN, + cos 65B,
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seklinde yazilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

da:_ do ds
ds.  ds ds.
bulunur. Buna gore
T _ do ds
° dsds,

elde edilir. Tiirevin degeri yerine yazilirsa
T. = (—0,sin0T + cos b (kuN, + kpeB,) — 05 sin 02N, + cos O (—kn T + ky3B,)
—0; sin O3B, + €05 O3(—kgo T — kgsNg)) 4=

bulunur. Diizenlenirse

T.= ((—#,sinf, — cos Orkg1 — cos bskyo)T + (cos br1ky — 0, sin Oy — cos Oskq3)Ny

+(cos 01k + cos Oakyz — 9; sin 03)Bq)j—;c
(4.38)
elde edilir. (4.38) denkleminde (4.35),(4.36),(4.37) degerleri yerine yazilirsa
/ . / . / . d
T, = (—0,sin6,T — 6,sin N, — 65 sin Qg,Bq)dS (4.39)
Sc
elde edilir. (4.39) denkleminin normu alinirsa
. . ro. ds
IT.|| = ||[(—0, sin6, T — 6, sin N, — 6 sin 93Bq)d—
Se
bulunur. ||T.|| = 1 oldugundan
d 1
_S = / . I . 7. (4'40)
dsc  \/(—0),sin6;)2 + (=0, sin )% + (—0; sin O3)?
elde edilir. Bu ¢alismada
A = (=0, sin6;) + (=0, sin 6;)? 4 (—0; sin 63)* (4.41)
olacak sekilde alinacaktir. Bulunan esitlik (4.39) denkleminde yerine yazilirsa
0, sin6 0., sin 6 0, sin 6
TC: . \/ZlT_ \/Z2Nq_3TA3Bq (4.42)

elde edilir. (4.42) denkleminin tiirevi alinirsa

T
Tc[Tc] = DTcTc = dd - js
s ds.

bulunur. Buna gore D konneksiyon olmak {izere
. / ;. ;o /
pur. = ((-tt) T () T ()

/ / !/ /
0, sin 6 0 sin 6 0 sin 6: s
+<— Qj%Q)Nq+ (— 33%3) B, + (— 3\5/1%“>Bq> &
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bulunur.

Tirevler alinip yerlerine yazilirsa

— (0, sin01)/ /5540, sin 0y =2 " sin
DTCTC — (( ( 18 1) \/;J'_ 1S 12@) T+ <_015 91) (kqqu+kq2Bq>

79/.0/A9"9A -
< (65 sin62) \/;Jr 2 SN 22\/Z> N, + <—625m92> (_kq1T+kq3Bq>

(6, sin03)/ /IS4, sin 63 =2 o ds
< - - A : 32m>Bq+ (_03 03) (_kqQT_kqi%Nq)

elde edilir.

Diizenleme yapmak igin Oncelikle A’ degeri hesaplanmalidir bu nedenle (4.41)

esitliginin tiirevi alinirsa

A = 2(—0sinb,)(—0,0] sin, — (6,)>sin 6, cos ;)
+2(—6,, sin 0,)(—0,0, sin B, — (6;)? sin B, cos 6,) (4.44)
+2(—0; sin 0s) (—0505 sin 3 — (65)3 sin O3 cos 03)
elde edilir.

(4.44) ve (4.40) degerleri (4.43) denkleminde yerine yazilirsa
Dy, T, = Z([(—0]sin6; — (6))*cos01) A + (6,)%0 sin’ 6, + (6;)* sin” 0, cos 6;
+0,0,04 sin 0, sin” 0y + 0, (0> sin 0, sin O, cos O + 6,6504 sin 6, sin® 05

—|—6’/1(9é)3 sin 6 sin 05 cos O3 + (6, sin Orkp + 9; sin O3kg) AT

+[(—0% sin By — (85)% cos B2) A\ + 0,070, sin® 0, sin B + (6,)%0% sin® 6,
+(6,)0, sin 0, cos 0, sin Oy + (6)* sin® Oy cos O + 050504 sin O sin® O
+0,(05)? sin 0y sin 03 cos O3 + (—0, sin 01k, + 05 sin Ozk,3) AN,

+[(—04 sin O3 — (05)? cos 3) A + 6,070, sin 0, sin 05 + (0;)204 sin® 05
40,0405 sin® 0y sin 3 + (0,)30; sin 0 cos 0y sin O + (6,)30; sin 0, cos 0, sin Os

+(63)* sin® 0 cos O3 + (—0 sin 6, ko — 0, sin Ok,3) A|B,



elde edilir. (4.41) degeri yerine yazilir gerekli islemler yapilir ve diizenlenirse
Dy, T. = 25([(—0]sin6; — (6))%cos 6)((6sin62)? + (0 sinf5)?)
+(6' sin 0,) (040, sin® B, + (65)* sin O, cos O + 0405 sin” O
+(65)3 sin 03 cos 3) + (6} sin Oakgy + 0 sin O3kyo) AT
+[(—04 sin Oy — (65) cos ) (6, sin6)? + (0 sin O3)?
+(0, sin 05) (070, sin® 6, + (0,)* sin 6, cos O + 0405 sin® O
+(63)3 sin 03 cos 03) + (—0 sin 0k, + 05 sin O3k,3) AN,
+[(—04 sin O3 — (05)% cos O3) (6, sin6)? + (6, sin )?
+(65 sin 03) (076, sin® 6, + (0))* sin 6; cos 0 + 040, sin® O,

+(6,)? sin f, cos 6s) + (—0] sin b1k, — 6 sinbsk,3) A|B,)

bulunur. (4.45) denkleminin normu alinirsa

[Dr.Te|| = e
elde edilir. Buna gore
A = (&)4 ((—07 sin@; — (6))? cos 0;)((6, sin 6)% + (65 sin 65)?)

40, sin 0, (040, sin® B, + (6,)? sin 65 cos 0,)
40, sin 0, (+040; sin® O3 + (05)* sin 05 cos 05)

(0 sin O2k,1 + 0% sinO3ky2)(A))?

* B = G ((—04 sinfy — (65)2 cos 6,)((6, sin6;)? + (65 sin 03)?)
40, sin 0(00, sin® 6, + (0;)* sin 0, cos ;)
40, sin 00405 sin® O3 + (65)* sin 05 cos 05)
(=64 sin 0, kg1 + 0 sin O3k gs)(A))?

nihayetinde

C = Gy (=05 sinbs — (65)* cos b)((0) sin 61)” + (6, sin b5)?)
40, sin 03(076' sin® 6, + (6)? sin 6, cos ;)
+0, sin 03(056, sin® O, + (05)3 sin 05 cos ;)

(=6 sin B kgy — 0 sin Bykys)(A))°

29

(4.45)

(4.46)

(4.47)

(4.48)
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olarak alinirsa

| Dy, T.|| = ke =VA+B+C (4.49)
elde edilir.

Dogrultman kosiniisleri g6z oniine alinirsa (4.35) denkleminden

N

o \/k2 + k2, 4 k2
ql q2 q3
N
tan 01 = k'—
q3
2 2 '
9 _d g V Ko + ko
! kgl + k:g2 + k23 kq3

elde edilir. (4.36) denkleminden

v/ oy + ko

sin 92 = 5 A 3
\/kql + kq2 + kq?:
. k2, + k2
anto =
—kgo
2 5\
” k2, ki + kg
? k§1 + k§2 + k§’3 _kq2
elde edilir. Son olarak (4.37)
\ K + ks
sin 63 = 5 5 3
\/kql + kq? + kq3
\/ kgy + ks
tan 03 = T
—kg1
2 5\
eé . k;gl k!l? + kq3

k2, + k2 + kS kq1
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elde edilir. Dogrultman kosintisleri ile elde edilen degerler (4.46) esitliginde yerine yazilirsa

!/ N 2
A = L _ kgf’) A/ k‘21 +l€ 2(k 1+k§ ksl +k,‘§2 A /k21+k33
(A)4 k31+k32+k§3 kg3 (k31+k22+k23)7/2 .
a1 (koo +kos \/k21+k22

k2 koo ko, kq3

- (b (455))

(k21+k22+k2 )7/2

(452))

N 2 N 2
koskge (ki1 +k23) ( <v kg1+k2 ) ) ( < kg1 +kzs > )
11/2 k —k
(43 +435) " -
N 2 N 2
_ kiskgy (k2 +kds) VEkgit+kS, kgatkas
11/2 -
(k2 +h2,+k2,) " ka3 ka1
kZk2y (K2, +k25)\ /K2, +h2, kq1+k

7 2
(k2 +k2,+52,) "

2 Ko R R T

11 2
(k2 +k2,+k2,) "

koskoy (k3 +k 3)\/k 1Hkos

kql-i-k:

7/2
(k§1+k§2+k

(¥4
(¢ﬂM
(4%

kgskiiy/ ks ks (/K] +kG

(k§1+k§2+kq3)11/2

VR
ol
2N
+
ol I
RN N
PR =
+
2
w

(\/kql-&-k

k21kg2 /K20 +k2

+(%m¢%%&(¢%%&

3
(k§1+k§2+k§3)§

degeri bulunur.

—kq2

kq1

w» Sy

/
3
) (kg1 +haa+k7s) 2

(4.50)

Benzer sekilde dogrultman kosiniisleri ile elde edilen degerler (4.47) esitliginde

yerine yazilirsa
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(o) k21+k32+k33 —qu (k§ +kq +k§3)7/2 qu

k2 k2o tk2, —kg2 (k2 +h2,+k25)7/2

AN
B ( k2, <w/k§1+k§3> ) RZ Rk (k2,4 k25)

kS, ks (2, +k2,) ( ( NCETA

11/2 _
(K2, +K2,+k25) kq2

Mkl (5 +h3) (( Rt
11/2 “k
(K1 k32 +k3s ) i

+k§2,/k21+k k2, (k2 K2, (,/ 2 k2,

7/2
(k§1+k§2+k

2\/k FRZ kT KR R, ( k2, K2,

(K2, +k2,+k2;) 11/2

(k214’k224*k 7/2

11/2

T (VS )'(2 ;

k2, \/ K2 FRZ KT, /K2, k2 ( k2, K2,

(K2, +k2,+k2,)

2
n kiskqin/k2 +k2 [ \/k21+k2, kiikqsy/keotk2y [ /K2t A
(k 1+k 2+k2 )3/2 kq3 + (k21+k 2+k2 )3/2 kq1 ( )

olarak elde edilir.
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Son olarak dogrultman kosiniisleri ile elde edilen degerler (4.48) esitliklerinde yerine

yazilirsa

2
o - ( k2, (,/k;gﬁkgg)/)/ Rk (k2 +k2,) ((,/kglJrng)')

N k21+k o +k2 kg1 (k21+k EERE

_( k‘g1 (\/k’22+k )) \/k22+k kéz( 1+k7 3)

%1+ké+k% kq1 (ki+k@+k§)”2

o ((FF) )2(<@>

(K2, k2 2+k L) ka1

N 2
ko ko (k2 +k23) k22+k 1+k
- 11/2 _
(k21+k L +k2) ’fql ke

_%ki\/ 2+k2k%(k1+k;) < 2+k

(k§147kq24’kq3)7/2

N k2, \ /R K2k BT R, < 2+1<;

(k2 +k2,4k2,)

_kq2

N /
k31+k33> ) ( /‘k31+k_33>

(k31+kq2+kq3>7/2

kgt

+k§1\/Wk2 o k2, +k2,) <\/k227>

kg1 v/ kqathigskian/kgi+his <\/k32+’“§3
11/2
(kgl+k§2+k33)

/ / 2
n kZskaa/ k2 +k2y [ \/kZ+R, B kZokas /K2 +k2s [ \/kZ k2 A
(k2 R, K232 kg3 (k2 k2, +k25)3/2 —kq2

elde edilir. (4.49) ifadesi olan k. degeri ve (C') nin S? deki geodezik egriligi
o = V1. Tell

seklindedir. S kiirenin sekil operatorii, D konneksiyon ve V konneksiyon olmak iizere Gauss

doniisiimiinden
Dy, T, = V1, To+ (S(Tc), To) N,

1

formiilii yazilabilir. Birim kiireden dolay1 S = —1I, yazilabilir. Yani S(T¢) = I(T¢) = T,
r

bulunur. O halde (T., T.) = 1 bulunur. Buna gore

Dy, T, =V, Tc +N,
olur. Bu ifadenin normunun karesi alinirsa

ke =Ko+ 1 (4.53)
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bulunur. (4.53) denkleminde (4.49) degeri yerine yazilirsa
A+B+C=r;+1

bulunur. Buna gore
kg=A+B+C—-1 (4.54)

elde edilir. Egrinin kiiresel gostergesi geodezikse ¢cemberdir. Cemberin birinci egriligi sabit
oldugundan k. sabittir. (4.53) denkleminden dolay1 ~, fonksiyonu her noktada sabittir. Bu

nedenle o egrisi quasi-Darboux helistir.

Sonug 4.2: « egrisi Darboux helis ise
kg=A+B+C—-1

orani sabittir.

Ispat: Frenet cat1 ve quasi-gat1 egrilikleri arasindaki iliski goz oniine alindiginda

quasi-gat1 egriliklerinden kg, = 0 alinirsa

3
/ /
A = 1 s (ha) ((@3))
o 4 .2 /N 2 4,2 N 2\ 4 1172 \ g k
G (IR (6 (i)™ \Foo )\ Ve
q3 kq1+kq3

2
!
~ ((@) ) kb ((@)
% 11/2 %
”® (ko1 +2s) a
2 / ! 5 2
_ kq3 ( kql ) kqlkq3
k2 4+k25 \ kg3 (k2,4k23)7/2
k’4 k‘3 / k:2 / / 2
2 2
(k31+k‘§3)7/2 Fas kg1 tkes \ ka1 kq1

(4.55)
olur. Benzer yolla
2
!/ /
B — 1 - 2"‘33";31 (’il) (@)
Faabqr [ (kg1 2+—k31’“23 kg )"\’ (kg1 +kgs)? \ kg3 kq3
(k21+k23)3 kq3 (k21+k23)3 kql

2 2
/ / / /
kg1 kgs L kg1
a3 kg (k31 +kes)972 \ kg1 kq3
2
/ /
L kgs
(kg1 +k33)?72 \ ka1 kq1

(4.56)
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ve son olarak

q q3
k2 k / ! k.5 k2
_ q_Tl g3
kql+kq3 (kql ) (kzl—"_k /2 )
k4 k3 / k2 / / / 2
4 et (ks . kg1 kg1
)7/2 kg1 kgitkgs \ ka3 kq3

(k21 +k2
(4.57)

elde edilir. Bulunan (4.55), (4.56) ve (4.57) denklemlerinde
(-4 ()
kqs k23 \ kg1

esitligi yazilirsa ve diizenlenirse

2
/
k§1 kq3 k21k33
k2, +k2; \ kqu (k2,+k25)7/2
ve
4 / 2 .2 !’ 2
( K1 (m) +—ttes (’%3))
3 3
2 2\ ql 2 2 \5 ql
B = (kq1+kq3)2 (kq1+kq3>2 (459)
k6 oo \\ 2 KA g2 e\ 2 2
1 g3 4_al7¢3 g3
(K2, +k25)3 a1 (K2, +h25)3 a1
ve

4
/
C _ 1 ké% <kq3>
- 2 2\ 4 11/2
K1 kg3 )"\ L _Farkas (ka3 () ot
<k§1+k33)3 k’ql (k2 +k2 )3 kql

/
kp (kg __kaike _3
k21+k kgt B2, +R2,)77? k
_3
k

/
+ ﬁk‘?l kg3 / I LE
kgithgs \ ka1 (k2,+K2;)772

N——

ql
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bulunur. Gerekli islemler yapilir ve (4.58), (4.59) ve (4.60) degerleri (4.54) denkleminde

yerine yazilirsa

8 2
_ kgtkis (kg +hgs) ™ ka3 ) (k31 +h3s) kg kas )
kg = o ko \\° 15 N - ko \\ kg1
(Ge)) s ) )

kql kql

8
B k18 (k2, +K2;)14 kg ) _q
(&

INE
kq1 ) ) kgt (kg1 +k3s)1

bulunur. Gerekli sadelestirmeler yapilirsa

1/2
k23 1 k3,
kg = T + ot =1
9 ki tkis Y 2 K k2 ks
kq1 (k21+k23)3
yani
1/2
2 2 2 2 \3
_ kqs + kql + (kql + kq3) 1
o = | 12 12 gy
gt = a3 kg3 4
kq1 ql
1/2

o <k§1 + k§3)3 1

N 2
(())

1 <k§1 + k33)3/2

/
Kq3 ki
Fa1

elde edilir. (4.54) esitliginin sabit oldugu kullanildiginda bulunan son esitligin de sabit oldugu

olur. Buradan

/f/g:

goriiliir. Bu nedenle o egrisi Darboux helistir. Bu da Teorem 3.8 ile ayni anlama gelir.
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5. 4BOYUTLU UZAYDA QUASI-CATILI SLANT
HELISLER

Bu béliimde, Oklidyen 4-uzayda quasi-gat1 kullanilarak hesaplamalari yapilan quasi-
helisler hakkinda tanim ve teoremlere yer verilmistir. Ayrica Frenet ¢at1 vektérii yardimiyla
olusturulan B, tipindeki slant helis i¢in verilen teorem, B> quasi-vektorii kullanilarak yeni

bir teorem verilmis ve onun ispati yapilmistir. Sonug ile de desteklenmistir.

5.1. Oklidyen 4-uzayda Quasi-Helisler

Bu kisimda Oklidyen 4-uzayda quasi-vektérler ile olusturulan quasi-helisler verilmistir.
Tamim 5.1: E* uzayinda {T,N, B,;, B,»} quasi-¢atisi ile verilen « egrisi
i) (T, U) = cos 6, ise Tip-0 cinsinden slant helis
ii) (N,, U) = cos 6, ise Tip-1 cinsinden slant helis
iii) (B,1, U) = cos6; ise Tip-2 cinsinden slant helis
iv) (B2, U) = cos 6, ise Tip-3 cinsinden slant helis
olarak adlandirilir. Burada 0y, 0, 03, 0, sabit agilar, kg1, kg, kg3, kqa quasi-egrilikleridir ve
U, E* uzayindaki quasi-helislerinin ekseni olan sifirdan farkli sabit bir vektdrdiir (Unliitiirk

vd., 2025).

U vektdrii quasi-catinin vektor alanlarinin lineer birlesimi olarak yazilirsa
U= MT + XN, + A3B1 + \iByo

burada
)\1 = <T,U>, )\2 = <Nq,U>, )\3 = <Bq1,U> \%~ )\4 = <Bq2,U>
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seklindedir. U sabit bir vektdr alan1 oldugundan farklilasmasi ortadan kalkar yani

U = NT+ MNT + XN, + AN, + ABgy + AsB); + N)Bgo + A4Bp,
= MT+ M (haNg + kg2Bg1) + AN + Ao (=K T + kg3By1)
+AB1 + As(—kgeT + kgsN, + kaBg2) + NjBgo + Aa(—kuBg1)
= (N = Aokt — Aakga) T + (Mikgr + Ny — Askgs)N,
+(N5 + Akge — Akga + Aoky3)By + (N + Askga)Bye
=0
olur. Buna gore
N — Aokt — Askgy =
Mgt + Ny — Askgs =

, p B (5.1)
N, + Mkgy — Mgt + Aokys =

o o o O

N+ Mgk =

denklem sistemi bulunur.
Tip-0 cinsinden quasi-helisler:

Teorem 5.1: (Unliititk vd., 2025) «,E* uzayinda quasi-catili bir egri olsun.
kg1, kg2, kqs ve kgq egrinin quasi-egrilikleri olmak tizere o egrisinin tip-O cinsinden bir

quasi-helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

kqlqu ds qlqu ds

[ ke’ 55 ds] — kg cos e [ ke ds

—f qlkqs ds

A rkq

= [qu cosfe

_ [ kq1ke3 S kq1kqs3 S
+kga f{% cos e LT fk:qlef R ds}ds + cos b1k =0

(5.2)
denkleminin saglanmasidir.
Ispat: Olusan (5.1) denklem sisteminde \; = cos 6 yazilirsa
Aok + A3k = 0
/ )\/2 — Aqug —+ cos Hlkql =0 (53)
)\3 + )\qug — )\4]{3(14 -+ cos 01/{3(12 =0
ANy + A3k = 0
bulunur. (5.3) denklem sisteminin birinci denkleminden
)\2 - k )\3
at 54
Ag = — a1\ -4

kq2
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bulunur. (5.4) esitliginin ikinci denklemi (5.3) sisteminin ikinci denkleminde yerine yazilirsa

asagidaki birinci dereceden dogrusal diferensiyel denkleme ulasilir

N kqkgs
2 ko2

bulunur. Bulunan diferensiyel denklem ¢oziiliirse
_ kq1kg3 ds kq1kq3 ds
)\2 = — COS (916 / kg2 /kqlef Fq2 ds

bulunur. Buldugumuz A\, degerini (5.4) un ikinci denkleminde yerine yazilirsa

k _ qlqu qlkqs
Agzk—‘ﬂcosele Uor d/k / *ds

q2

/\2 = — COS (91]6'(11

elde edilir. (5.3) un dordiincii denkleminde A5 degeri yerine yazilirsa
dX, kq1kqa — J faltas 4 [ Faikes g
= —Nskgs = —qTQq cos b e Fq2 /k:qle ka2 (s
yazilabilir. Bu denklemde )\, degerini bulmak i¢in her tarafin integralini alirsak
k 1k _ [ kaikes ;o Fqikq3 ;o
Ay =— /(11]{1_114 cos bqe I e /k:qlef R ds)ds
q2

bulunur. Bulunan denklemleri (5.3) un tigiincii denkleminde yerine koyarsak

k
kq1kq3 ds

qlk'qS s qlkq3 s
- a [ kqe U ds]—kgcosﬁle J a

kq1kq
[ kqe ! 423dsds

d kgt

e [kq2 cos B e

+kga f{kqlk‘”ds i k:qlef S ds}ds +cosbikp =0

(5.5)
elde edilir. Tersine (5.2) denkleminin gegerli oldugunu varsayalim. O zaman
*f kqlkq3 ds f kqlkq3 ds
U= costT— (cos& e [ kg ds)N,
i _ 1k Sds 1’f 3d5
— (35 cosbre [ kqe ds)B, (5.6)
k 1k 3 k 1’c 34
—( {7 ‘”kq“ cosfre | R dsfk I7%e" “ds}ds)B,

Buna gore U’ = 0 olur. Dolaylslyla « egrisi tip-0 cinsinden bir quasi-helistir.

Sonug 5.1: Eger « egrisi tip-0 cinsinden bir quasi-helis ise « egrisinin dogrusu

_f kqlqu ds f kqlqu ds
Dy = cost T — (cosbie ° Faz = [kye’ F ds)N,

k k kq
ql q3 1 Sds

“ [kge! R ds)B,

1k3ds ’f1k3

[ kpe ds}ds)

kql 7./‘
—(@ COS 916

—(f{—k“l;q’zq“ cosbe
olur (Unliitiirk vd., 2025). Burada kg1, kg2, k3 Ve kg4 egrinin quasi-egrilikleridir.
Aciklama: o egrisinin T birim teget vektorii ve sabit ekseni Dy birbirine diktir. Yani

cos f; = cos g = 0 dir. Buna gore E* uzayinda D, ekseni kaybolur ve tip-0 cinsinden quasi-

helis olusmaz.
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Tip-1 cinsinden quasi-helisler:

Teorem 5.2: (Unliitirk vd., 2025) «,E* uzayinda quasi-catili bir egri olsun.
kq1, kg2, kqs ve kqq egrinin quasi-egrilikleri olmak tlizere o egrisinin tip-1 cinsinden bir

quasi-helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

kq1kq2

k
o (25 cos Ggef Fa3
S q

k kg1k
kq1 92 g q1%q2 4

qlkqQ S _ S
“ [kge ! R “ds] + kpcostoe! o [ e T R “ds

kq1kq2

kqikq 24
—|—/{7 f{ Rq1kqa q4 cos 6, ef dsfkqleif kg3 dS}dS -+ cos 62]{7(13 =0

(5.7)
denkleminin saglanmasidir.
Ispat: Olusan (5.1) denklem sisteminde Ay = cos f; yazilirsa
)\/1 — )\3kq2 -+ cos egkql = 0 (58)
A1]{;(]1 _ >\3kq3 = 0
)\é + )‘lqu - )\4/€q4 -+ cos egk}qg =0
)‘21 —+ /\3]‘/;!14 = 0
bulunur. (5.8) denklem sisteminin ikinci denkleminden
k
N o= B, (5.9)
kg1
kg1
A3 = —L\
3 koo 1

bulunur. (5.9) esitliginin ikinci denklemini (5.8) sisteminin birinci denkleminde yerine

yazilirsa agsagidaki birinci dereceden dogrusal diferensiyel denkleme ulasilir

v kpkg
. — qL"q
1 kq3

)\1 = COS ng‘ql

bulunur. Bulunan diferensiyel denklem ¢oziiliirse

ko1k ko1k
91792 gq — [ Zalfe2 4o
AL = cosfye! Fan / ke ! R Cds

bulunur. Buldugumuz A\, degerini (5.9) un ikinci denkleminde yerine yazarsak

elde edilir. Son olarak (5.8) in dordiincii denkleminde A3 degeri yerine yazilirsa

d\ k 1k kq1kqa . qlkq2
T kg = — 0 g el TR /k e ! Tha s
ds qu
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yazilabilir. Bu denklemde )\, degerini bulmak i¢in her tarafin integralini alirsak

k .k kqikq2 4 _ [ karkg2 5o
A= —/(%cos@zef b /kqle I 75" ) ds
q3

bulunur. Bulunan denklemler (5.8) in liclincii denkleminde yerine koyulursa istenilen bulunur.

Tersine (5.7) denkleminin gegerli oldugunu ve sabit U vektor alaninda gegerli oldugu

varsayilsin. O zaman

I kq1kq2 ds ok 1’€ 24
U= (cosbye’ Fa = [kye ds)T + cos 62N,
& 1’C 2, - kq1kq2 ds
+(% COoS 926 k f kql Fq3 dS)Bql (510)

kq1kq2

(B cos gyl P [ e ) ds) B

Buna gore U’ = 0 olur. Dolayisiyla «v egrisi tip-1 cinsinden bir quasi-helistir.

Sonug 5.2: Eger « egrisi tip-1 cinsinden bir quasi-helis ise o egrisinin ekseni

k k:k
j‘qlq? 12d$

D; = (cosbye’ Fas fkq1 ds)T + cos 65N,

klkzds

(52 cos foe! e [kpe * e Tds)B
kg3 2 q1€ ql

k k k
kq1 92 4 91792 ;4

—(J (bt cos fe? " [ ke TR Cds)ds)B,

olur (Unliitiirk vd., 2025). Burada kg, kg2, kg3 Ve kg egrinin quasi-egrilikleridir.

Aciklama: o egrisinin N, quasi-normal vektdrii ve sabit eksen D, birbirine diktir.
Yani cos #; = cos 5= 0 dir. Buna gore E* uzaymda D, ekseni kaybolur ve tip-1 cinsinden

quasi-helis olusmaz.
Tip-2 cinsinden quasi-helisler:
Teorem 5.3: (Unliititk vd., 2025) o,E* uzayinda quasi-catili bir egri olsun.

kqi, kg2, kg3 ve kqs egrinin quasi-egrilikleri olmak lizere « egrisinin tip-2 cinsinden bir

quasi-helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

f q ds 1k 4 —f kq1kq2 ds
ko cos Oze 7 J(= kqikqa [ kqgads + kgo)e Fa3 " ds + kga cos O3 [ kgads
(5.11)

f kq1kq3 ds ’“qlkq3d5

+kgy3 cosbsze’ Fa2 f(—kq,j—j;"“ [ kqads + kqg)eif F2 ds =0

denkleminin saglanmasidir.
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Ispat: Olusan (5.1) denklem sisteminde A5 = cos #3 yazilirsa

)\/1 - )\qul — COS 031{3(12 =0 (512)
/\/2 + /\1k3q1 — COS 93kq3 = 0
Mkge — Mkga + Xokgs = 0
AZL —+ cos 93](3,14 =0
bulunur. (5.12) denklem sisteminin dordiincii denklemi ¢oziiliirse
)‘il = —COS 93]{?(14 (513)
A = cosbs / kqads
bulunur. Bulunan deger (5.12) esitliginin iigiincii denklemine yazilirsa
— Aok Ak k k
A, 2 tAa —ﬁA2+cos03i4/kq4ds (5.14)
kg2 kg2 kg2
v Mk + Mk K k
o= W ¥ MRt B2y oep,0at [ g ds (5.15)
kg3 kg3 kg3

bulunur. (5.14) denklemi (5.12) nin ikinci denklemine ve (5.15) denklemi (5.12) nin birinci

denklemine yazilirsa

ko1 k kqouk
Ny — %)\2 = cos f3(— t’}j al /kq4ds + ky3)
q2 q2
ve
/ k:qlk:(ﬂ kq4kq1
Al — k—)q = cos 65( . kgads + kg2)
q3 q2
bulunur. Bulunan bu iki diferensiyel denklem ¢oziiliirse
kqikg3 ko k _ Faikes
Ao = cosfse! e /(_%/k‘ﬂds"*—ktﬁ)e e s
q2
veE f kq1kq2 ds kk *f kq1kq2 ds
AL = cosfze’ e /(%/qu;ds +kgp)e © Fe ds
q2

elde edilir. Bulunan tiim degerler (5.12) nin {i¢lincii denkleminde yerine yazilirsa tip-2

cinsinden quasi-helis olma kosulu saglanir.

Tersine (5.11) denkleminin gecerli oldugunu ve sabit U vektér alaninda gegerli
oldugunu varsayalim. O zaman

k

—f mds
kg3

SRR s g
U= (cosbze’ Fa3 f(—qquq [ kgads + kgo)e ds)T
kq1kq3 5 _p kqikg3 <
~(eosfye! Fa " [ [ g bkg)e R Mds)N, (5.16)

+ cos 03B,1 — (cos O3 [ kyuds)Bye
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Buna gore U’ = 0 olur. Dolayisiyla « egrisi tip-2 cinsinden bir quasi-helistir.

Sonug 5.3: Eger « egrisi tip-2 cinsinden bir quasi-helis ise o egrisinin ekseni

kq1kq2 o 1k 2 4s
D, = (cos e! i ! f(qul% [ kqads 4 kgo)e R ds)T
kq1kq3 S _ kq1kq3 s
—(cos 03€f G f(_%fkqélds"‘kw)e e ds)N,

+ cos O3B, — (cos b5 [ kyuds)Bye

olur (Unliitiirk vd., 2025). Burada kg, kg2, kg3 Ve kg egrinin quasi-egrilikleridir,

Aciklama: « egrisinin B; birinci quasi-normal vektdrii ve sabit eksen D, birbirine
diktir. Yani cosf; = cosg = 0 dir. Buna gore E* uzayinda D, ekseni kaybolur ve tip-2

cinsinden quasi-helis olusmaz.
Tip-3 cinsinden quasi-helisler:

Teorem: 5.4 (Unliitirk vd., 2025) «,E* uzayinda quasi-catili bir egri olsun.
kq1, kg2, kqz ve kqa egrinin quasi-egrilikleri olmak lizere « egrisinin tip-3 cinsinden bir

quasi-helis olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

kg1k 1k
ql®q2 q2
—J ros ds kq1kq4 f k ds

3 ds)kg — cos bk

(cos O4e

[
kq1kq3 kq1kq3 (517)
—(cos by e Tha f kql;q]zq“ g dsds)kqg =0
denkleminin saglanmasidir.
Ispat: Olusan (5.1) denklem sisteminde A\, = cos 6, yazilirsa
N = Askga — Aok = (5.18)

)\/2 ‘|‘ )\1k’q1 - )\Squ -
)\g + )\1]€q2 — COS 94kq4 + )\qug =
/\Skqél =

o o o O

bulunur. (5.18) denklem sisteminin dordiincii denkleminden A3 veya kg4 sifir olmalidir. Bu
durumda k4 Uin sifir olmasi tanim ile geliseceginden A3 = 0 olmalidir. Buna gore denklem

sistemi su hale dontisir.
Ao+ Mkg = 0
)‘lkq2 — COS 94]€q4 + /\gl{iqg = 0
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(5.19) esitliginin ii¢lincli denkleminden

kqs Eqa
A= —-B ) )
1 qu 2+ — Fos cos 0,
ve - -
Ay = )\ )
2 kqg + — ks cos 0,

bulunur. Buldugumuz degerleri yazarsak asagidaki birinci dereceden dogrusal diferensiyel

denklemlerine ulasiriz:

)\’1 + kql kq?

ko k
A\ = % cos 6,
q3 q3

Ve

/ ko1kos ko1koa
M, — L2 — 9% 6o
2 kg C kg2 4

bulunur. Bulunan diferensiyel denklemler ¢oziiliirse

o Faike2 ko k kq1kq2 g
/ kq3 5/ ql q4ef k3 (g

A1 = cosbye
1 4 o

Ve

Zal%3 g ko1kga — [ Zatltas g
ey — —cosG4ef Fq2 /Me J o5 g

k

bulunur. Bulunan degerler yerine yazilirsa istenilen bulunur.

q2

Tersine (5.17) denkleminin gegerli oldugunu ve sabit U vektdr alaninda gegerli

oldugunu varsayalim. O zaman

kq1kq2 kq1kq2
_ - 5 Fds kqikqa f qk :q ds
U= (COS 946 a3 T dS)T 590
[ Ratkes ge oy g [ 1'“‘73(13 (5.20)
—(cosfse ka2 —on ;4 ds)N, — cos 0B
q

Buna gore U’ = 0 olur. Dolayisiyla «v egrisi tip-3 cinsinden bir quasi-helistir.

Sonug 5.4: Eger « egrisi tip-3 cinsinden bir quasi-helis ise o egrisinin ekseni

kq1kq2 kq1kq2
- 1792 g kqlkq4€f al%a2 g

D; = (cosfse a3 o @ ds)T
kqlkqis ds qlkqd
k ds
—(cos 94ef kg2 qkl 244 - ds)N, — cos 0,B2
q

olur (Unliitiirk vd., 2025). Burada kq1, kg2, kg3 ve kgq egrinin quasi-egrilikleridir.

Aciklama: o egrisinin B, ikinci quasi-normal vektOrii ve sabit eksen D3 birbirine
diktir. Yani cosf, = cosg = 0 dir. Buna gore E* uzayinda D5 ekseni kaybolur ve tip-3

cinsinden quasi-helis olusmaz.
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5.2. B, Tipinde Slant Helis

Bu kisimda orijinal olan B, quasi-slant helis i¢in bir teorem ifade ve ispat edilmistir.

Teorem 5.5: Birim hizli « egrisinin E* uzayinda B, quasi-slant helis olabilmesi i¢in
ancak ve ancak

sin2 g. — [ C°8 O3kqs — cos 01 kg 2 n 1 ([ cosbskg — cosbikg N\ — sabit
’ kg3 ko kg3

var olmasidir. Burada quasi-egrilikleri kg1, kg2, kg3, kqa ve 03, ikinci quasi-binormal vektor

B> vektoriiyle U birim sabit vektdrii arasinda sabit agidir.

Ispat: o : I C R — E* uzaymm sifirdan farkli quasi-egrilikleri k1, k2, kg3 Ve kg
olan bir birim hizl egri oldugunu varsayalim ve {T,N,, B;1, B2}, a egrisinin quasi-¢atisini

belirtir. Kabul edelim ki « egrisi By, tipinde quasi-slant helis olsun. O zaman

(Bg2, U) = cos 0 = sabit (5.21)
esitligi yazilabilir. (5.21) denkleminin tiirevi alinirsa

(B, U) + (B, U') =0

olur. U = 0 oldugundan
(B, U) =0 (5.22)

elde edilir. (5.22) esitliginde quasi-tiirev denklemleri yerine yazilirsa
(—kuBy,U) = 0
—kg (Bi1,U) = 0
bulunur. Yani U € Sp{T,N,, B>} dir. Buna gére
U=a;T + aaN, + azBy (5.23)
yazilabilir. Sirasiyla T, N, ve B, ile i¢ ¢arpilirsa
(T,U) = (a1T+ aaN, + a3B;2, T)

= a1 <T, T> + as <Nq, T> + as <Bq2, T>

= al
ve
<Nq, U> = <a1T + CLQNq -+ Clngg, Nq>

= a (T, Nq) + a2 <Nqa Nq> +as <Bq2v Nq>

= CL2
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veE

<Bq2, U> = <a1T + Gqu —+ angg, Bq2>
= a1 <T7 Bq2> + asg <Nq, Bq2> + as <Bq2, Bq2>

= CL3
elde edilir. Yani
(T,U) = a; =cost (5.24)
(N, U) = ag=cosby (5.25)
<Bq2, U> = ag = COS 63 = sabit (526)

seklindedir. U birim vektér oldugundan
ai+ay+ai=1 (5.27)

yazilabilir. (5.23) denkleminin tiirevi alinirsa

dU

% = a'lT + CllT/ + GIQNq I CZQN; i angg P agB:ﬂ (528)
olur. (5.28) esitliginde quasi-tiirev denklemleri yerine yazilirsa
dU / / !/
% = CLlT + al(kqqu + k’QQBql) + &2Nq + ag(—k‘qlT + k’quql) + CL3Bq2 + &3(—]€q4Bq1)

= CZIIT -+ alkquNq + aleQBql + CL/QNq — agkqlT -+ (ng’quql + ClngQ — Clgk'q4Bq1
= T(G,ll — agk(ﬂ) + Nq(alkql + CLIQ) -+ Bql(aleQ + aqug — agkq4>

elde edilir. U = 0 oldugundan
0= T(a’l - agk'ql) + Nq<a1]€q1 + CL/2> + Bql (alqu + agk}qg - agk'q4)
bulunur. Buna gore
CL/I — agkiql = 0
alk‘ql + a'2 =0
aleQ + azk’qg — agkq4 =0

denklem sistemi elde edilir. Bulunan bu denklem sistemine gore

CZ& &3l€q4 — k’qg
Qa = _— 5.29
2 = 3t o (5.29)
/

ay = —alkql (530)

bulunur. Buradan (5.29) ifadesinin tiirevinden

day _ 1 _d2a1k —%k’
ds kg2 \ ds2 " ds
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olur.Yani

1 [(d*aqy day das
0= — (L4 _day ) de
kq? ( ds> " ds ql) ds

bulunur. Bulunan ifade & ile ¢arpilirsa

d2a1 da1 k, iy dCLQ

ds?  ds kg ds
elde edilir. (5.30) degeri yerine yazilirsa

d2CL1 da1 kql
= —— L 42 5.31
ds?  ds kg 0™ (53D)

elde edilir. t = f kq1(s)ds degisken degistirmesi yapilirsa

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
dkg dkgy dt

ds dt ds
dkg1
by = Sag,

olur. Bulunan bu degerler (5.31) denkleminde kullanilirsa

d da1 da1 kql 9 -
') T ds kg thaam =0
d da1 dt da1 dt kq 2
2 g2 —
@\t ds) T dt dsky @

d (dal ) . da1

ds dt " dt

2d<da1 )dt _da1

dt'dt "Mds  dt

d2a1 da1 qul d(ll
Ca bt e
d2a1 ]{)2 da1 dk’ql L da1 dk’ql

TR R TR T L T

k!
kqlil—FkglCLl =0

kgt
Ko+ kha = 0

kiy + kha = 0

kql + kqla’l = 0

yazilir. Buradan
d2a1 2 2
qul + kqlal =0 (532)

bulunur. (5.32) denkleminde her taraf k7, degerine boliiniirse

d2a1
W + a; = 0

elde edilir. Bulunan bu diferensiyel denklem ¢dziiliirse

= Acost+ Bsint (5.33)
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bulunur. Burada A ve B sabit fonksiyonudur. (5.29) ve (5.30) degerleri kullanilirsa

kos — ark
ay = wz—/lsint—i—Bcost (5.34)
q3

agkq4 — ay k'qg

kqs

1
a; = ——(

) = Acost + Bsint (5.35)
kg1

bulunur. (5.34) sint, (5.35) — cost ile ¢arpilirsa

azkqs — arkge
kg3
i(agk’qzl — alk’qg
kg kg3

sint = —Asin®t + Bcostsint
)cost = —Acos®t+ Bsintcost

elde edilir. Taraf tarafa toplanirsa

kot —ark 1 ko — ark
O Bl SN L AT (5.36)
k-q3 ]{Iql qu
bulunur. (5.34) cos ¢, (5.35) sint ile carpilirsa
ko — ark
w ost = —ASintCOSt+BCOS2t

kg3
1 askgs — arkg

’ Y'sint = Acostsint 4 Bsin’t

(

ql kq3
elde edilir. Taraf tarafa toplanirsa

agkq4 — alk:q2 ost — 1 agkq4 — alkqg

B = C
kg3 kg ( kg3

) sint (5.37)

bulunur. (5.36) ve (5.37) degerlerinden

I N Feow — atkoy N\
A2 _|_ 32 — (M) _|_ ((ag q4 al q2) ) (538)
kg3 k12 kg3

elde edilir. Buna gore

a? = A’cos’t+ B*sin’t +2ABsintcost
a2 = A%sin’t 4 B%*cos’t — 2ABsintcost

olur. Buradan
a? 4 a3 = A* + B?
bulunur. (5.27) denkleminden ve a3 = cos 3 oldugundan
A2+ B = 1—cos’0

= Sil’l2 93
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elde edilir. Degerler (5.38) denkleminde yerine yazilirsa

2 N 2
_ 1 _
sin® 0, — (cos O3kqq — cos by kq2> L L ((cos O3kgq — cos by kqg) ) _ sabit (5.39)

kq3 ]{721 kq?»
bulunur.
Tersine
in? 0, — (cos O3kqs — cos Qlkqg)Q N 1 ((cos O3kq4 — cos 01kq2)’) 2 — subit
[ oz ks

oldugu kabul edilsin. O halde (B2, U) = cos 6 olacak sekilde U birim vektérii vardir. (5.23),
(5.34) ve (5.35) denklemleri kullanirsa U birim vektorii

U- ( 1 cosbskyy — cos leqg),) T+ (cos Oskgq — cos b1 kg

- k_ql ( kq?’ kq3

) Ny + cos 03B

seklinde tanimlanir. U birim vektér oldugundan tiirevi sabit olmalidir. Buna gore

/
’ 1 cos O3kqa—cos 01kq2 \/ 1 cos O03kqa—cos 01kq2 \/ /
U o [ kql( kq3 ) T+ kql( kq3 ) T
/
cos O3kq4—cos 01kg2 cos O3kg4—cos 01 kg2 /
n [—,m N, -+ [eoxfsku—eonibee | N (5.40)

+ cos 05B,o + cos 03B;2

seklinde olur. (5.40) esitliginde quasi-tiirev formiilleri yerine yazilirsa

U =

kq3 "q3
2
kql

cos 3kgq—cos 01 kgo cos O3kgq—cos 01 kg0
e e s >'k;1] T

/
1 scosfz3kga—cosO1kqa\/ cos 03kqa—cos O1kqo
+ [_E(T) (kqqu + kQQBql) S R A Nq

kg3

+ [Cosegkq4_coselkq2] (=kn T + kg3Bg1) + cos 03 (—kqaBy1)

kg3

bulunur. Yani

r i cosO3kga—cosO1kga\1 1 cos O3kqs—cos 01k g2 /kﬁll i cos O3kqs—cos 01k g2
U = [ ( g3 ) kg1 +< kg3 )kgl ql kg3 T

/
cos Oskga—cos 01k cos Oskqa—cos 01k
+|:_( 3Kq4 1q2)/+< 3Kqa 1q2>1Nq

kg3 kg3
kq2 1 cosO3kga—cos O1kg2 \/
+ [—k—ql(T) + cos O3kgs — cos 01 kgo — costskgs| By

elde edilir. Diizenlenirse

/ _ _ Cosegkq4—00891kq2 //L cos93kq4—c0s01kq2 /klﬂ
U - [ ( kg3 ) kq1 +( kg3 ) k§1
cos O3kq4—cos 01 kg2
—kq1 <k—q3 T (5.41)

k cos Oskqa—cos 01k
+ (—ﬂ(—3 . 1242)" — cos leqg) B,

kq1 kq3



50

bulunur. (5.39) in tiirevini dikkate alirsak

2
0 = 2 cos O3kqa—cos 01kg2 cos O3kgqa—cos 01 kg2 ! _9 cos O3kgqa—cos 01 kg2 ! klil
- kq3 kq3 kq3 k3

+2 <c0s 03kqa—cos 01kgo ) ! (cos 03kqa—cos 01kgo ) " 1

kq3 kq3

bulunur. Diizenlenirse

0 = 2 <cos 03kq4—cos 91kq2>/ <cos 03kq4—cos leq2> [(cos 03kq4—cos Hlkq2> + (cos 03kq4—cos 01kq2> 1

kg3 kg3 kg3 kg3 Kgl
o <00593kq4fcos 91kq2>/ klﬂ
kg3 k21
elde edilir. Yani
!
cos O3kqy — cos 01 kg0 cos Uskgs — cosOikge\ 1 cos O3kqs — cos 01 kg0 k‘fﬂ
k + ks K2 k R
q3 q3 ql q3 ql

elde edilir. Bu nedenle (5.41) denklemi

U = (_@(COS QSkqéL — COS 01]{3(12

kql qu3 ), — COS glkqg) Bq1

elde edilir. (5.35) ve (5.24) degerleri goz 6niine alinirsa U’ = 0 olur.

Bu nedenle U vektdrii sabit vektdrdiir. Dolayisiyla v egrisi Oklidyen 4-uzayda B,
tipinde quasi-slant helis olur.

Sonug 5.5: « egrisi B, tipinde slant helis ise

sin? 0, — (cos O3kgq — cos Hlkq2>2 N 1 ((cos O3kqq — cos leqg)/) 2
kqg kq12 kqg

orani sabittir. Burada k1, kg2, kg3 ve kg4 egrinin quasi-egrilikleridir.

Ispat: Frenet cat1 ve quasi-gat1 egrilikleri arasindaki iliski goz oniine alindiginda

quasi-¢at1 egriliklerinden £, = 0 alinirsa (5.39) denkleminde

2 A 2
sin” 0y = 003293<<:_Z§> +%((Z—)>)

her taraf cos? 5 degerine béliiniirse

2 kqa 2 1 kqa N2
wt, = (32) 2 (1))

bulunur. Bu nedenle « egrisi B, tipinde slant helistir. Bu da Teorem 3.11 ile ayn1 anlama gelir.



Ornek 5.1: (R, ) haritas1 yardimiyla verilen M C E* egrisi
2 2
22 sin—2 4 2)

S S
a(s) = (cos —= — 3,sin — — 4, cos ,
(5) = (cos Uz = 3.sin Iz N AR

olarak alinsin. Bu egrinin Frenet elemanlar1 ve quasi-cati vektorlerini bulmak icin s

parametresi yardimiyla tiirev alinir ve norm hesabi yapilirsa

2 . 28 2 2s
—, —=C0s —=)

1 s s
a'(s) = (——=sin—=, —=c0S —=, ——=sin —,
6 = CEM B ECE B E B
a'(s) = ( 1cos i 1sin > 4cos 25 4sin 28)

5 V6 5 V5 5 B 5 B

17
d(s)]| =1 ve |[&(s)]]=—=
/()] " (s)l = 5=

bulunur. O halde egri birim hizl1 egridir. Buradan Frenet vektorleri
23

T - (_ 1 S 1 cos s 2 . 2s )
B \/3 VBB VB B \/5’\/3 5
1 S 1 . s 4 4 2s
N= (——cos—,———=sin—, —— —,—— in—)
17 5 V1T 5 VT VB VT A
1 25 1 . 2_5)

4 S
B~ (008 U 7 Uz~ o8 Jm s
B_<2,s_2 3_1,231 2s
1= %Sln%, ECOSﬁ, %SIHE,ECOS%)

olarak elde edilir. Bu durumda (3.3) esitliklerinden Frenet egrilikleri ise

kl(s):@ kﬂ@:-%;—? ve  hyls) = 2

seklindedir. Diger taraftan k, =

quasi-¢at1 vektorleri
1 1 S 2 . 28 2 25)

T= (=sn ﬁ’\/g VAV AN AV
23
2

N, = (0,0,cos —,s

o= JS "5
S S

B, = (—cos—,—sin—,0,0

q2 ( \/g \/g )

2s

Bu= (Jesin o~ Joeos T —msin o eos o)

olarak elde edilir. (3.6) esitliklerinden quasi-egrilikleri ise

4 2
kg (s) = —5 kpa(s) =0, kgs(s) = = Ve kqa(s) =

2

(1,0,0,0) vek, = (0, 1,0, 0) izdiisiim vektorleri yardimiyla
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seklinde bulunur. xyz-uzayindaki izdiigiimii olan egri denklemi

. 2
Qyz(s) = (cos - 3, Slni — 4, cos 2 1,)

VA V5

seklindedir ve grafigi Sekil 5.1(a) ile verilmistir. zyt-uzayindaki izdiisiimii olan egri denklemi

. .2
Qgy(s) = cos - 3, sin —— — 4, sin —= + 2)

V5 V5 V5

bulunur ve grafigi Sekil 5.1(b) ile verilmistir. xzt-uzayindaki izdiistimii olan egri denklemi

Sekil 5.1 (a) zyz-uzayindaki helis egrisi (b) zyt-uzaymdaki helis egrisi

2 2
Qt(S) = (cosi — 3, ¢os 2 1, sin—s +2)

V5 V5 V5

elde edilir ve grafigi Sekil 5.2(¢c) ile verilmistir. yzt-uzayindaki izdiistimii olan egri denklemi

2 2
Qya(s) = (sini —4, cos o 1,sin—5 +2)

V5 V5 V5

bicimindedir ve grafigi Sekil 5.2(d) ile verilmistir.

Teorem 3.10 g6z oniine alindiginda
k)2 k) 1) ,
— — | — | = sabit
(k2) +<(/f2) ks o
B\, ((R) LY 29
ks ks) ks) 36

oldugundan egri E* uzayinda genel helistir.

bagintist kullanilirsa



Sekil 5.2 (¢) xzt-uzayindaki helis egrisi (d) yzt-uzayindaki helis egrisi

Teorem 5.5 gdz Oniine alindiginda

(cos O3kqs — cosb1kys ) 2 A 1 ( (cos O3kqq — cOs b1 kg ) ') ?
kqg kq12 kq?)

bagintis1 kullanilir ve quasi-egrilikler yerine yazilirsa

sin? 05 =

sin® 03 = (cos 03)?

bulunur. (B2, U) = a3 = cos 03 = sabit oldugundan egri E* uzayinda B, slant helistir.

Ornek 5.2: (R, ) haritas1 yardimiyla verilen M C E* egrisi

RN S

V2 n(Y2h 4 cos(¥2
5 SnCg) + eos )
V2 o224 Lin V2
75 G 7
V2 in(22) + Laog 202)
75 s v

53
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olarak alinsin. Buradan Frenet vektorleri

1 1 2
_ (V21 V2t
= (—=sin(¥%=), — cos(¥%=), — sin(2v/ 10t cos(2v/10
(2 sin(3). = cos( ). —=sin(2v/T07). —= cos(2v/T00)
V2 V2 4
N = (—= cos(¥Z), — = sin(¥2Z), —— cos(2v/10¢ ~ 4 sin2yor
( 34 ((l/g) 34 ((l/g) \/ﬁ ( ) \/1—7 ( )
4 4 \/é V2
By = (——— cos(¥X , ——— sin ‘/Z ——cos(2v10t), ——— 210t
2 2
B —_ sin(YZ , ——=COS V2t sin(2+/10t cos(2v 10t
= (e sinC). ~ = cos(4). = sin(2vT0). 1 cos(2vT)
olarak elde edilir. Bu durumda (3.3) esitliklerinden Frenet egrilikleri ise
V34 6 /52
ki(t) = ——— ko(t) = ————— ve ks(t) = V5
2v/tv/125 V125+/34t V34t

seklindedir. Buradan k, = (1,0,0,0) ve k, = (0,1,0,0) izdiisim vektorleri yardimiyla
quasi-cat1 vektorleri
T= (- sin(¥Z), - cos(¥Z), — sin(2v/10s),
75 5 ) 7
N, = (0,0, cos(/10t), — sin(+/10t))

(6\/§ cos(%—jg){‘/g\/f + 25 sin(%—jg)

2
7 cos(2v/10t))

st

q2 —

?

25 + 72t/
6v/2 sin(‘{—fg)f/g\/% —2v5 cos(‘ﬁ—fg)
25 + 72t1/5 ’

V5 sin(\/l_()t) V5 cos(\/l_()t)
V25 + 720v5 /25 + 7205

12\/§sin(‘f—\/2g)5*i\/f— 5 cos(YZ)
- 25+ 72tV/5

12\/5005(‘{%)5_%\/%—# 5 sin(
- 25 + 72tv/5
6v/2t sin(v/10t)  6/2t5 cos(\/l_()t))

olarak elde edilir. (3.6) esitliklerinden quasi-egrilikleri ise

veE

ot

Bq1:

Y

)

)

st

balt) = 22 bty = 5
ks (t) = 12 hou() = VOAVE(501Y5 + 12961 + 125)

VBV25 + 12t\/5 a V(25 + 72t1/5)?
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seklinde bulunur. xyz-uzayindaki izdiigiimii olan egri denklemi

VB VA VB VA
Oémyz(t) - ( % COS(\/—) (\/—)7 \4/— (\/—) ( )
2t 2/2t 22t
03(— )+—S n( 7 )
seklindedir ve grafigi Sekil 5 (a) ile Verllmlstlr xyt-uzayindaki izdiisiimii olan egri denklemi
V2t V2E V2 21
aiﬂyt<t> ( ( )+ l’l( \4/5)7 % Sll’l( %) +COS( 45)7
)

\/_ (\/_)+ cos(%

bulunur ve grafigi Sekil 5.3(b) ile verilmistir. xzt-uzayindaki izdiisiimii olan egri denklemi

4 2
& 4
]
N 2 &
® K3
2 -2 W
4 2 4 2 1]
4%

Sekil 5.3 (a) xyz-uzayindaki helis egrisi (b) xyt-uzayindaki helis egrisi

elde edilir ve grafigi Sekil 5.4(c) ile verilmistir. yzt-uzayindaki izdiistimii olan egri denklemi
V2t . /2t V2t
Qyrt(t) = sin —+ cos ,
Y t( ) \4/3 ( \4/3) ( \4/3)
V2t 2V2E 1 2V

—%cos(%)—l—ism(%),
var L aver 2¢2_t))

%sm( %) Ecos( 7

bicimindedir ve grafigi Sekil 5.4(d) ile verilmistir.
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Sekil 5.4 (¢) xzt-uzayindaki helis egrisi (d) yzt-uzayindaki helis egrisi

Teorem 3.10 g6z Oniine alindiginda
Y (R 1Y _
— — = sabit
(’@) +<(’€2> y
B\, () LY 289
ks ks) ks) 36

oldugundan egri E* uzaymda genel helistir.

-

bagintist kullanilirsa

Teorem 5.5 gz Oniine alindiginda

sin® 0, — (cos O3kgq — cos Hlkq2>2 N 1 <<cos O3kqq — cos QlkqQ)') 2
kq3 kq12 kqg

bagintis1 kullanilir ve quasi-egrilikler yerine yazilirsa

5(25 + 72t4/5) (4cos 03V/5v/2(4504v/5 + 12961° +125)  cos#1v2V/5 2
144 VE(72t/5 4 25)2 2v/25t + 72t2/5

bulunur. Bulunan ifade sabit olmadigindan egri E* uzayinda B, slant helis degildir.

Sil’l2 (93 =

Bu tezdeki sekiller Maple programi yardimiyla ¢izdirilmistir.
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6. BULGULAR VE TARTISMA

Frenet catisina ek olarak Coquillart, quasi-normal vektOriinii tanimlamstir.
Quasi-normal vekt6rii kullanilarak Dede vd., quasi-¢ati adim1 verdikleri alternatif bir cati

tanimlamiglardir. Bu ¢atinin farkli ¢atilara gére bazi avantajlart vardir.

Helis, bilim ve dogal yasamdaki ¢ok dnemli egrilerden birisidir. Helis kavrami pek
cok bilim dalinda kullanim alan1 olan egridir. Helis yapisina DNA’da, vidalarda, yaylarda,
helis merdivenler gibi bir ¢ok yapida karsilasilir. Tlaveten fraktal geometride, bilgisayar
destekli tasarim ve bilgisayar grafikleri alanlarinda helis egrisinin veya helis yapilarinin
kullanildig: fark edilir.

Matematiksel anlamda helis egrinin teget vektoriiyle sabit bir dogru arasinda olusan
acinin sabit olmasi; slant helis egrinin normal vektorii ile sabit bir dogru arasindaki aginin
sabit olmasi ve son olarak Darboux helis ise Darboux vektdrii ile sabit bir dogrunun
arasindaki acinin sabit olmasi olarak adlandirilir. 3-boyutlu uzayda bu kavramlar kiiresel
gostergeler yardimiyla ispatlanmisti. Bu c¢alismada quasi-cati kullanilarak kiiresel
gostergeler yardimiyla quasi-helis, quasi-slant helis ve quasi-Darboux helis kavramlari
tanitilmis ve ve bu kavramlar ile ilgili teoremler ispatlanmistir. Bulunan ispatlarda kg = 0
almirsa Frenet catili helis, slant helis ve Darboux helis kavramlari ile benzer yapilar elde

edilmis olur.

4-boyutlu uzayda slant helis kavrami i¢in tanimlanan Bs-slant helis igin bir
karakterizasyon ve quasi-helisler ile ilgili teoremler verilmistir. Bu yapilar gz Oniine
alinarak quasi-cat1 yardimiyla Bo— slant helis tanimlanmistir. Bu tanimdan yola ¢ikarak bir
teorem verilip ispat1 yapilmistir. Bulunan bu ispatta k;» = 0 alinirsa Frenet catili By-slant

helis ile benzer kavram bulunmus olur.
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7. SONUC VE ONERILER

Helis, slant helis ve Darboux helis kavramlari Oklidyen ve Oklidyen olmayan
uzaylar i¢inde hesaplanmustir. Oklidyen 3-uzayda ve 4-uzayda hem egriler hem de catilar
farkli segilerek helis, slant helis ve Darboux helis kavramlari igin diferensiyel geometrik

hesaplamalar yapilmistir.

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda Frenet cat1 ile helis, slant helis ve Darboux
helis icin kiiresel gostergeler yardimiyla teoremler verilmistir. Ardindan quasi-gati
vektorleri ve kiiresel gostergelerden yararlanarak helis, slant helis ve Darboux helis igin
ifade edilen teoremlerin ispatlar1 yapilmistir. Yapilan ispatlar Frenet catili helisler ile
karsilastirilmistir. Oklid 4-uzayinda Frenet catili B, tipinde slant helis kavrami tanimlanmis
ve teorem verilmistir. Ardindan quasi-gat1 vektorleri kullanilarak Tip-0, Tip-1, Tip-2 ve
Tip-3 cinsinden slant helisler i¢in teoriler ifade edilip By tipinde slant helis kavrami
tanimlanmig ve bir teorem ispatlanmigtir. Yapilan ispat B, tipinde slant helis ile

karsilastirilmistir.

Takip eden ¢aligma yapilari igin Minkowski ile Galilen uzay1 gibi farkli uzaylarda
farkli gatilar kullanilarak bu yapilar incelenebilir. Ayrica yliksek boyutlarda helis, slant helis

ve Darboux helis kavramlar ile arastirmalar ele alinabilir.



59

KAYNAKLAR DIZiNi

Alessio, O. (2009). Differential geometry of intersection curves R* of three implicit surfaces.
Comput. Aided Geom. Des., 26, 455-471.

Ali, A. T., Lopez & Turgut, M. (2012). k-type partially null and pseudo null slant helices
in Minkowski 4-space. Math. Commun.,17, 93-103.

Ali, A. T., & Lopez, R. (2009). Slant helices in Euclidean 4-space E*. J. Egypt Math. Soc.
Vol. 18(2), 223-230.

Ates, M. (2022). Dort boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis genel ve catilandirilmig
ns—slant helisler [Yiiksek Lisans tezi, Sakarya Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii].
YOK Ulusal Tez Merkezi. https:/tez.yok.gov.tr/Ulusal TezMerkezi/TezGoster?key =
kIrldtdJ31bRgjb6fHVMURN-YJQKCIQtX-3WbTGHAjuo8xoPCcBqz0byQMiY1-kj

Barros, M. (1997). General helices and a theorem of Lancret. Proceedings of the American
Mathematical Society, 125(5), 1503-1509. S0002-9939(97)03692-7

Bishop, R. L. (1975). There is more than one way to frame a curve. Amer. Math. Monthly,
82, 246-251.

Bloomenthal, J. (1990). Calculation of reference frames along a space curve. Graphics

gems, Academic Press Professional, Inc., San Diego, CA.

Canbirdi, M. (2022). Uc boyutlu Oklid uzayinda catilandirilmis slant helisler iizerine.
[Yiiksek Lisans tezi, Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii].
YOK Ulusal Tez Merkezi. https://tez.yok.gov.tr/UlusalTezMerkezi/TezGoster?key =
RsTBI6RWK250BMIKtIgY YbXipldtbVIiIEKo0qjgkX5WT9eA3g1 7RWalM2vaqsTY T2

Coquillart, S. (1987). Computing offsets of B-spline curves. Computer-Aided Design, 19(6),
305-309.

Coskun Ekici, A., & Akga, Z. (2023). The ruled surfaces generated by quasi-vectors in
E* space. Hagia Sophia Journal of Geometry, 5(2), 6-17.



60

KAYNAKLAR DIZiNi

Camci, C., Ilarslan, K., Kula, L., & Hacisalihoglu, H.H., (2009). Harmonic curvatures and
generalized helices in E*. Science Direct, Chaos, Solitons and Fractals 40 25902596

Darboux, G. (1896). Legons sur la theorie generale des surfaces I-1I-1I11V., Gauthier-Villars,

Paris.

Dede, M., Tozak, H., & Ekici, C. (2017). On the parallel ruled surface with B-Darboux
frame. AHA, 106.

Dede, M., Ekici, C., & Gorgiilii, A. (2015). Directional g-frame along a space curve.
IJARCSSE, 5(12), 775-780.

Dede, M., Cimdiker Aslan, M., & Ekici, C. (2021). On a variational problem due to the B-
Darboux frame in Euclidean 3-spaces. Mathematical Methods in the Applied Sciences,
44(17), 12630-12639.

Do Carmo, M.P. (1976). Differential geometry of curves and surfaces. Prentice-Hall,
Englewood Cliffs, NJ.

Dogan, F., & Yayl, Y. (2012). Tubes with Darboux frame. Int. J. Contemp. Math. Sci.,
13(7), 751-758.

Ekici, C. (2021). Egrilerin ve yiizeylerin diferensiyel geometrisi, Eskisehir Osmangazi

Universitesi, Eskisehir.

Elsayied, H. K., Tawfiq, A. M., & Elsharkawy, A. (2021). Special smarandach curves
according to the quasi frame in 4-dimensional Euclidean space E*. Houston Journal
of Mathematics, 74(2), 467-482.

Ekici, C., Kaymanlt G. U., & Okur, S. (2021). A new characterization of ruled surfaces
according to q-frame vectors in Euclidean 3-space. International Journal of
Mathematical Combinatorics, 3, 20-31.

Ekici A., Akga, Z., & Ekici, C. (2023). The ruled surfaces generated by quasi-vectors
in E* space. 7. International Biltek Congress on Current Developments in Science,

Technology and Social Sciences, 400-418.



61

KAYNAKLAR DIZiNi

Frenet, F. (1852). Sur les courbes a double courbure, these, toulouse. Abstract in Journal de

Mathématiques Pures et Appliquées, 17, 437-447.

Gezer, B. & Ekici, C. (2023). On space curve with quasi frame in E*. 4th International
Black Sea Modern Scientific Research Congress, 1951-1962.

Gray, A. (1993). Modern differential geometry of curves and surfaces, CRS Press, Inc.

Gray, A. (1997). Modern differential geometry of curves and surfaces with Mathematica,
(2nd ed.). CRC press.

Hacisalihoglu, H.H., (1983). Diferensiyel geometri, Gazi Universitesi.
Hacisalihoglu, H.H., (1998). Diferensiyel geometri II, Ankara Universitesi.

Izumiya, S., & Takeuchi, N., (2004). New special curves and developable surfaces. Turkish
Journal of Mathematics, 28(2), Article 6, 1-1-2004.

Marslan, K., & Yildirim, M., (2018). On Darboux helices in Euclidean 4-space. Math Meth
Appl Sci. 1-6.

Kaymanh Ugur, G., Ekici, C., & Dede, M. (2020). Directional evolution of the ruled
surfaces via the evolution of their directrix using q-frame along a timelike space curve.

European Journal of Science and Technology, 20, 392-396.

Kiziltug, S., & Yayli, Y., (2013). Timelike tubes with Darboux frame in Minkowski 3-space.
International Journal of Physical Sciences, 8(1), 31-36.

Klok, F. (1986). Tiwo moving coordinate frames for sweeping along a 3D trajectory. Comput.
Aided Geom. Des., 3, 217-229.

Kuhnel, W. (2002). Differential geometry, -curves-surfaces-manifolds, American
Mathematical Society.



62

KAYNAKLAR DIZiNi

Kula, L., & Yayli, Y., (2004). On slant helix and its spherical indicatrix. Applied
Mathematics and Computation 169 (2005) 600—-607.

Lancret, M.A., (1806). Memoire sur les courbes a double courbure. Memoires presentes a
lInstitut 1, 416-454.

Macit, N. (2019). Darboux ¢atisina gore helisler ve karakterizasyonlar: [Yildiz Teknik
Universitesi  Fen  Bilimleri  Enstitiisi]. =~ YOK  Ulusal Tez Merkezi.
https://tez.yok.gov.tr/Ulusal TezMerkezi/TezGoster?key =npGs9H39x7G6401x51yqp
Hkdf4BQQ2HGMHUISIjCBtA SbxRW-RZywZ Xin TbLCSj

Ozdemir, M., (2020). Diferansiyel geometri, Altin Nokta.

O’Neill, B., (1983). Elementary differential geometry, (2nd edition) Elsevier/Academic
Press, Amsterdam.

Onder, M., Kazaz, M., Kocayigit, H., & Kilig, O., (2008). By—Slant helix in Euclidean
4-Space E*. Int. J. Contemp. Math. Sciences, 29(3), 1433-1440.

Oztiirk, G., Glirpinar, S., & Arslan, K. (2017). A new characterization of curves in
Euclidean 4-space E*. Buletinul Academiei de Stiinte a Republicii Moldova.
Matematica, 83(1), 39-50.

Ekici, C., & Oztiirk, H. (2017). Bir kapali timelike regle yiizeyin integral invaryantlari
arasindaki bazi bagintilar. Afyon Kocatepe Universitesi Fen Bilimleri Dergisi, 7(1),
245-258.

Solouma, E. M., Al-Dayel, 1., Khan, M. A., & Lazer, Y. A. A., (2024). Characterization
of imbricate-ruled surfaces via rotation-minimizing Darboux frame in Minkowski 3-
space E3. AIMS Mathematics, 9(5), 13028-13042.

Solouma, E. M., & AL-Dayel, I. (2021). Harmonic evolute surface of tubular surfaces
via B-Darboux frame in Euclidean 3-Space. Advances in Mathematical Physics, 2021,
1-7.

Sabuncuoglu, A. (2004). Diferansiyel geometri, (2. baski). Nobel Yayin Dagitim.



63

KAYNAKLAR DIZiNi

Senol, A. (2008). Uzay formlarinda genel helisler [Doktora Tezi, Ankara Universitesi Fen
Bilimleri  Enstitiisii]. YOK Ulusal Tez Merkezi. https://tez.yok.gov.tr/
UlusalTezMerkezi/TezGoster?key =UPP_Zu9isEmWGFXFCBYasR83UNq5iurHLN
ZOFNDwhDwePlYF5sCL2W0kjgf78K34

Sentiirk, G. Y., & Yiice, S. (2015). Characteristic properties of the ruled surface with
Darboux frame in E3. Kuwait J. Sci., 42(2), 14-33.

Tartik, F. (2020). 4-Boyutlu Oklid uzayinda helisler ve karakterizasyonlar: [Yiiksek Lisans
Tezi, Bitlis Eren Universitesi Lisansiistii Egitim Enstitiisii]. YOK Ulusal Tez Merkezi.
https://tez.yok.gov.tr/Ulusal TezMerkezi/TezGoster?key =flOKw4p IrmMDotyKRdYv1
BrO z515TJ3sU13rSRNLBVcLx7CkHGUcipsWfGHIqIB

Ugur Kaymanli, G. (2020). Characterization of the evolute offset of ruled surfaces with B-
Darboux frame. Journal of New Theory, 33, 50-55.

Unliitiirk, Y., Ekici, C., & Unal, D., (2023). 4 new modelling of timelike Q-helices, Honam
Mathematical J. 45(2), 231-247.

Unliitiirk, Y., Ekici, C., & Unal, D., (2024). 4 new glance to the aspect of Q-helices, Facta
Universitatis Ser. Math. Inform., 39(1), 51-65.

Unliitiirk, Y., Ekici, C., & Unal, D. (2025). 4 new description of Q-helices in Euclidean
4-Space,  Differential Equations and Dynamical Systems (DEDS),
https://doi.org/10.1007/s12591-025-00713-5.

Williams, M. Z., & Stein, F. M. (1964). A triple product of vectors in four-space,
Mathematics Magazine 37(4), 230-235.

Yagbasan, B., & Ekici, C. (2023). Tube surfaces in 4 dimensional Euclidean space, 4th
International Black Sea Modern Scientific Research Congress, 1951-1962.

Yagbasan, B., Tozak, H., & Ekici, C. (2023). Directional tube surface in Euclidean 4-
Space. Hagia Sophia Journal of Geometry, 5(2), 18-30.

Yilmaz, S., & Turgut, M. (2010). 4 new version of Bishop frame and an application to
spherical images. J. Math. Anal. Appl., 371, 764-776.



64

KAYNAKLAR DIZINI
Yoon, D. W. (2012). On the quaternionic general helices in Euclidean 4-space. Honam
Mathematical Journal, 34(3), 381-390.

Ziplar, E., Senol, A., & Yayli, Y., (2012). On Darboux helices in Euclidean 3-Space, Global
Journal of Science Frontier Research Mathematics and Decision Sciences, 13(12).



