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OZET

CiZGE BOYAMA PROBLEMLERI UZERINE KAPSAMLI BIR
ARASTIRMA

Murat Ersen Unal

Yiiksek Lisans, MATEMATIK Boliimii
Tez Damismani: Dr. Talha ARIKAN
Haziran 2025, 101 sayfa

Cizge teorisi, yiiksek teorik dneminden dolay: ve pratikte uygulama alanlarinin sik olmasi
sebebiyle matematigin 6nemli arastirma alanlarindan biridir. Ozel olarak ¢izge boyama prob-
leminin incelenecegi bu tezde; Oncelikle bazi temel kavramlar verilecektir. Bunun yani sira
cizge boyama problemi ile ilgili olarak var olan teorik alt/iist limitler ile ilgili 6nemli sonuglar

sunulacaktir.

Ayrcica karmagiklik teoresinin 6nemli kavramlart ve temelleri tamitilacak olup bunlar
yardimiyla P ve N P probleleri formel ve informel olarak tamitilacaktir. Bunlarla beraber
N P-Tam problem smufi verilecek ve Cook-Levin Teoremi yardimiyla bu sinifin bos olmadigi
gosterilecektir. Bu sayede verilen herhangi bir ¢cizgenin verilmis bir k£ dogal sayis1 i¢in £ renk
ile uygun bir bi¢imde boyanip boyanamadigini belirlemenin bir /N P-tam problem oldugunu

gorecegiz.

Bu problemi polinom zamanda ¢dzen algoritmalar mevcut degildir fakat literatiirde bilinen
ve optimal olmasa dahi verilen ¢izgelerin boyanmalarina yonelik bazi 6nemli algoritmalar
vardir. Bunlardan Greedy, DSatur, HEA ve TabuCol algoritmalar1 detaylari ile sunulucak ve
karsilagtirmalar1 6zgiin olarak rasgele tiretilen cizgeler iizerinden yapilacaktir.
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Cizge boyama problemi gercek hayatta bazi uygulamalara da sahiptir. Bu uygulamalarla
ilgili cesitli detaylar sunulacatir. Bu kapsamda en onemli ve yaygin uygulamasi olan sinav
takvimi olusturmak adina 6zgiin bir tasarim yapilarak Greedy algoritmas1 mantigiyla Python

programlama dilinde bir yazilim gerceklenmistir.

Sonug olarak bu tez ¢izge boyama ve karmagiklik teoreisi iizerine nitelikli bir Tiirk¢e kaynak
olacaktir. Ayrica yazilan bu program yardimiyla “Hacettepe ~Universitesi, Fen Fakiiltesi,

Matematik Bolimii” hizmetine sunulacaktir.

Anahtar Kelimeler: Cizge Boyama, NP-Tam, Cook-Levin, Algoritmalar, Kromatik Say1
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ABSTRACT

A COMPREHENSIVE RESEARCH ON GRAPH COLORING
PROBLEM

Murat Ersen UNAL

Master of Science, Department of MATHEMATICS
Supervisor: Dr. Talha ARIKAN
June 2025, 101 pages

Graph theory is one of the most significant research areas in mathematics due to its wide
range of practical applications. In this thesis, we focus specifically on the graph coloring
problem. First, we introduce some fundamental concepts. Subsequently, we present key

theoretical results concerning existing lower and upper bounds related to graph coloring.

Additionally, we discuss essential concepts and foundations of computational complexity
theory. Using these, we formally and informally introduce the classes of P and N P prob-
lems. Furthermore, we define the class of N P-complete problems and demonstrate, via the
Cook-Levin Theorem, that this class is non-empty. Consequently, we establish that determin-
ing whether a given graph can be properly colored with a given number of colors k (where k

is a natural number) is an /N P-complete problem.

Although no known polynomial-time algorithm solves this problem optimally, several heuris-
tic algorithms exist in the literature for graph coloring. Among these, we examine the Greedy,
DSatur, HEA, and TabuCol algorithms in detail and provide an original comparative analysis

based on randomly generated graphs.
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The graph coloring problem also has real-world applications. We discuss various practi-
cal implementations, with a particular focus on examination scheduling, one of its most
prominent and widely used applications. In this context, we develop an original design and

implement a software solution in Python using Integer Linear Programming (ILP).

In conclusion, this thesis serves as a comprehensive Turkish-language resource on graph
coloring and computational complexity. Moreover, the developed software will be made
available for use by the Department of Mathematics, Faculty of Science, Hacettepe Univer-

sity.

Keywords: Graph Coloring, N P-complete,Cook-Levin,Algorithms,Chromatic Number
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1. GIRIS

Cizge teorisi, modern matematigin en yaygin uygulamali dallarindan biri olarak, hem teorik
hem de pratik acidan biiyiik onem tasimaktadir. 18. yiizyi1lda Leonhard Euler’in Konigsberg
kopriileri problemiyle ortaya ¢ikan ¢izge teorisi, glinlimiizde kombinatoryal matematigin en
onemli alt alanlarindan biridir. Cizge teorisi, nokta ve kenar gibi basit elemanlarla karmasik
iligkileri modelleyerek, ag yapilari, optimizasyon problemleri, algoritma tasarimi ve veri
analizi gibi bircok alanda kritik ¢oziimler sunmaktadir. Bu teorinin 6nemi, sadece soyut
matematiksel kavramlar1 anlamamizi derinlestirmekle kalmayip, bilgisayar bilimi, sosyal ag
analizi, biyoinformatik, ulasim planlamasi ve ekonomi gibi disiplinlerde pratik uygulamalar
gelistirmemize olanak saglamasindan kaynaklanmaktadir. Cizge teorisindeki en ilgi cekici
konulardan birisi ise ¢izge boyama problemleridir. Cizge boyama problemi, kombinatoryal
optimizasyon alaninda temel bir arastirma konusu olmakla birlikte, zaman ¢izelgeleme, kay-
nak tahsisi, harita boyama ve bilgisayar aglarinda frekans atama gibi kritik uygulamalara da

cesitli coziimler saglamaktadir.

Aralarinda kenar bulunan koselerin farkli renge boyanmasi suretiyle biitiin koselerin boyan-
masina basit bir ¢izgenin uygun boyanmasi denir. Bir ¢izgenin uygun boyanmasina olanak
veren en az renk sayisi ise o ¢izgenin kromatik sayisi olarak adlandirilir. Ozel olarak yiizeysel

cizgeler (haritalar) icin kromatik say1 4’tiir [1].

1852°de Francis Guthrie bir haritanin komsu bolgeler farkli renk olmak iizere 4 renk kul-
lanilarak boyanabilecegini fark etmis ve bu problem Francis Guthrie’nin abisi Frederick
Guthrie tarafindan linlii matematik¢i Augustus De Morgan’a iletilmistir. Morgan, Arthur
Cayley ve bagka bir¢cok matematik¢iyle problemi tartistiktan sonra, problemi 1878’de Lon-
dra Matematik Toplulugu’na (London Mathematical Society) sunmustur. Fakat bu problem
yaklagik 100 y1l sonra 1976 yilinda Kenneth Appel ve Wolfgang Haken tarafindan bilgisayar
yardimiyla kanitlanabilmistir. Bu sonug, bilgisayar yardimiyla kanitlanan ilk teorem olarak

tarihe gegmistir [1].



Bugiin 4-renk problemi, bu tezin arastirma konusu olan cizge boyama probleminin 6zel
bir hali olarak kabul edilirken, cizge boyama teorisi kendisini ¢ok daha genis bir spek-
trumda tamimlayarak liste boyama, eslik boyama, toplam boyama gibi cesitli varyasyon-

lartyla gilinlimiizde aktif aragtirma alanlarindan biri haline gelmistir.

1.1 Tezin icerigi

Bu tez ¢izge boyama problemlerinin gectigimiz ylizyilda ele alinig bi¢imini, verilen bir
cizgenin kromatik sayisinin bilinen bazi alttan ve iistten limitlerini ve ¢izge boyama prob-
leminin N P-tam bir problem olmasi ile iligkili konular1 ele almaktadir. Ayrica baz1 6nemli
cizge boyama algoritmalar1 da bu tez kapsaminda incelenip karsilastirilacaktir. Bunun
yaninda, ¢izge boyama problemlerinin gercek hayatta ¢oziim {lirettigi bazi problemlerden
kisaca bahsedilecektir. Bu baglamda, biz de bu ¢alismanin bir ¢iktist olarak, Boliim 6’da
Hacettepe Universitesi Fen Fakiiltesi Matematik Boliimii icin yaptiimiz smav programi

uygulamasini sunacagiz.

Cizge boyama probleminin ¢ok sayida ve kullanigh uygulamasi bulunmasinin yani sira, bu
problemi teorik agidan 6nemli kilan temel faktor, problemin /N P-tam sinifinda yer almasidir.
Verilen herhangi bir ¢izgenin kromatik sayisin1 polinom zamanda hesaplayabilen bir algo-
ritmanin varliginin ispatlanmasi durumunda, bilgisayar biliminin en 6nemli acik problem-
lerinden biri olan

PLNP

sorusunun da cevabr verilmis olacaktir. Bu kapsamli problemin derinlemesine
anlasilabilmesi icin gerekli olan otomat teorisi ve ilgili konular Boliim 3’te ayrintili olarak
ele almmistir. P ve NP karmagiklik smiflari arasindaki iligkinin heniiz tam olarak
belirlenmemis olmasi nedeniyle, ¢cizge boyama probleminin N P-tam karakteristigi bu prob-

lemin en belirleyici 6zelligini olusturmaktadir.



1.2 Katki

Tiirkce literatiirde, Polinom-Zaman (P) ve Rastgele Polinom Zaman (/V P) gibi kavramlari
anlatan yeterli kaynak olmadigini1 diisiindiiglimiizden ve ¢izge boyama problemlerine olan

yaygin ilgiden dolay1 bu alanda kapsamli bir calisma yapmaya calistik.

Ayrica bu ¢alismanin 2. Boliimiinde anlatilan, kromatik sayinin bazi alttan ve iistten teorik
limitleri konularmi ele alan Tiirkge bir kaynak olmamasit da bu tezi 6nemli kilan unsurlar-
dan biridir. Bunun yaninda P Z NP probleminin anlasilir ve sistematik bir sekilde an-
latan Tiirk¢ce bir kaynak bulamadik. Renk boyama probleminin N P-Tam’ligin1 3. ve 4.

Boliimlerde adim adim gostererek bu eksikligi gidermeyi hedefledik.

5. Boliim’de ise ¢izge boyamak i¢in kullanilan algoritmalarin calisma mekanizmalarini
inceleyep bu algoritmalar1 kendi hazirladigimiz bir simiilasyonda test edip bu testlerin
sonuglarimi, farkli algoritmalar karsilastirabilecegi bir gorsel olarak sunduk. 6. Boliim’de
ise bir gercek hayat problemini 6zel bir ¢izge boyama problemine doniistiiriip ¢6zmeye
calisik. 5. ve 6. Boliimlerde yapilan bu calismalar ile Tiirkce literatiire, ¢izge boyama
algoritmalarini irdeleyen ve ¢izge boyama algoritmalarinin problem ¢6zmek icin nasil kul-

lanilacaginmi 6rnekleyen bir kaynak sunmay1 hedefledik.

1.3 Organizasyon

Bu caligmanin ikinci kisminda, ¢izge boyama problemi ve bazi 6nemli kavramlar
tanitilmistir.  Ardindan verilen herhangi bir ¢izgenin kromatik sayisinin bazi teorik alttan

ve iistten limitleri gosterilmistir.

Calismanin iigiincii boliimiinde, ¢izge boyama probleminin teorik 6nemini anlamak amaciyla
otomat teorisinin temel kavramlarina yer verilmigtir. P ve NP gibi karmagiklik siniflari, an-
cak saglam bir otomat teorisi altyapisi iizerine kuruldugunda tam olarak kavranabilir. Bu
nedenle, ¢izge boyama probleminin algoritmik analizini yapmadan Once bu teorik temel-

lerin atilmasi zorunlu goriilmiistiir. Her ne kadar bu boliim dogrudan ¢izge boyama ile ilgili



icerik sunmasa da, burada ortaya konan tanimlar ve kanitlar sonraki boliimlerin temelini

olusturmaktadir.

Dordiincii boliimde ise ligiincli boliimde tanimlanan ve kanitlanan kavramlar kullanilarak
cizge boyama probleminin /N P-tam sifinda oldugu gerce8ine, cizge boyama probleminin

meshur SAT problemine denk oldugu gdosterilerek ulagilmigtir.

Besinci boliimde ¢izge boyama problemini ¢ézmek icin kabul gdren bazi onemli algo-
ritmalara detaylica de8inilmigtir. Bu algoritmlarin calisma prensipleri ve calisma za-
manlar1 detaylica ele alinmistir.  Ayrica bu boliimde algoritmalarin performanslar1 da

degerlendirilmistir.

Altinc1 boliimde ise; bir gergek hayat problemi olan sinav programi diizenlemeyi, ¢6zmek
icin bu tez baglaminda tasarlanan uygulamanin tasarim ve c¢alisma siirecleri detaylica

anlatilmistir.



2. CIZGE BOYAMASINA GIRIS

Bu boliimde ¢izge boyama, kromatik say1 gibi kavramlar tamimlanmistir. Ayrica verilen bir

cizgenin kromatik sayisi i¢in bilinen 6nemli alt ve {ist limitleri gosterilmisgtir.

2.1 Cizge Boyama

Farkl tiirlerde cizgeler vardir ancak bizim bu c¢alismada inceleyecegimiz ¢izgeler basit,
yonsiiz cizgeler olacaktir. Bir cizgeyi koseler ve bu koseler arasindaki kenarlar olarak
tanimlayacagiz. Bir kenar iki koseyi birbirine baglar ve basit yonsiiz cizgelerde kenarin
bir yonii, degeri veya sekli yoktur sadece bu kenarin olup olmamasi ile ilgilenilir. Ayrica bu
caligsmada aksi belirtilmedikce bir ¢izge dendigi zaman okurun aklina bagh bir ¢izge gelme-
lidir, yani bir koseden baslayip kenarlar boyunca hareket ederek biitiin kosere gidilebilen

cizgeleri inceliyoruz.

Basit yonsiiz cizgeleri giinliik hayattaki bircok olguyu modellemek icin kullanabiliriz.
Ornegin bir okulda Al, A2, A3, A4 ve AS dersleri olsun. Bu derslerin hangilerinin
ortak Ogrenciler tarafindan alindigini bir ¢izge kullanarak modelleyebiliriz. Bu dersler
olusturacagimiz ¢izgenin koseleri olacak. Yani cizgemizde Al, A2, A3, A4 ve AS koseleri
olacak. Ve ortak 0grenci iceren iki ders arasina bir kenar koyacagiz. Al’in A3 ve A4 ile
ortak O0grencisi, A2’nin A3 ve AS ile ortak 68rencisi, A4’lin AS ile ortak 0grencisi varsa

olusturacagimiz cizge Sekil 2.1 deki gibi olur.

Simdi basit ve yOnsiiz bir ¢izgenin genel tanimini verelim.

Tanmm 2.1.1. Bir ¢izgeyi G(V, E) olarak ifade edecegiz, burda G ¢izgenin ismi, V' ¢izgenin

koseler kiimesi ve E ise ¢izgenin kenarlar kiimesidir.

Bazi durumlarda ¢izgelerin parameterelerini ayirt edebilmek i¢in G ¢izgesinin koseleri ve

kenarlar sirasiyla V(G) ve E(G) olarak gosterilir.

Tanim 2.1.2. G(V, E') bir ¢izge olmak tizere Vu, v € V i¢in u kdsesinden v kosesine kenarlar
boyunca hareket ederek gidilebiliyorsa, G(V, E) ¢izgesine bagl ¢izge denir.
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Sekil 2.1 : Cizge ornegi

Burda E’nin V’nin ikili alt kiimelerinden olusan bir kiime oldugunu kolayca gézlemlenebilir.
u,v € V olmak iizere; u ve v koseleri arasindaki kenar1 uv olarak ifade edecegiz. Ornegin
Sekil 2.1°de verilen ¢izgenin koseler kiimesi V' = { A1, A2, A3, A4, A5} ve kenarlar kiimesi
{A1A3, A3A2, A2A5, A5 A4, A4A1} olur.

Yukarida 5 dersi ortak 6grenci icerme durumuna gore basit ¢izgeler kullanarak modelledik.
Artik ¢izge boyama probleminin tanimini verebiliriz. Ama Oncesinde, ¢izge boyama prob-

leminin neleri modellemek i¢in kullanilabilecegini bir 6rnek ile aktaracagiz.

Sekil 2.1’de modelledigimiz dersleri ele alalim. Bu derslerin bazilar1 aym 6grenciler
tarafindan alinmaktadir. Ornegin hem Al hem A3 dersini alan 6grenciler var. Bu yiizden
Al ve A3 derslerinin sinav saatleri kesismemelidir. Ortak 6grencisi olan derslerin sinav
saatleri kesismeyecek bigimde her derse bir sinav saati atanmasi bir ¢izge boyama problemi

olarak goriilebilir.
Daha genel olarak asagidaki tanimlar1 verebiliriz.

Tanim 2.1.3. Verilen basit bir ¢izgenin komsu olan her kosesi farkli renkte olacak sekilde

boyanmasina, uygun boyama denir.



Tanim 2.1.4. Bir ¢izgenin koselerinin & renk kullanilarak boyanmasina ise k-boyama adi

verilir.

Sekil 2.2’de bir ¢izgenin 3 renk kullanilarak uygun boyanmasi gosterilmistir. Okur dikkat ed-

erse bu sekilde gosterilen cizgenin 3’den daha az renkle uygun boyanamayacagini gorecektir.

° O Renk1
° ° O Renk2

Q Renk3

Sekil 2.2 : Cizge Boyama Ornegi

Bu noktada ¢ok bariz olan bir gbzlem vardir; her ¢izge nokta sayist kadar renkle boyanabilir.
Burada 6nemli olan verilen bir ¢izgenin en az kag renk ile boyanabilecegini veya verilen bir

k dogal sayist i¢in k-renkle uygun bir boyama olup olmayacagini belirleyebilmektir.

Bir ¢izgenin £ farkli renkle kac farkli bicimde boyanacagi ise o ¢izgenin kromatik polinomu
olarak tanimlanir. Yani P(G, k), G ¢izgesinin k renkle kag farkli sekilde uygun boyanacagini
ifade eder. Fakat oncelikle bir G ¢izgesinin k farkli renkle kag farkli bigimde boyanacaginin
sayisinin k£ ’nin polinomu tiiriinden bir fonksiyon oldugunu gostermemiz gerekiyor, bunu bir
teorem yardimiyla yapacagiz. Boylece okur hem farkli boyamanin ne oldugunu hem de kro-
matik polinom adi ile tanimlanan bu gostergenin gercekten bir polinom oldugunu kavraya-
bilecektir. Ancak bunu gostermeden asagida verecegimiz énemli tanimlara ihtiyacimiz var.
Daha sonra bir 6nermeyi kanitlayip, asil teoremi yani P (G, k) nin polinomsal bir fonksiyon

oldugunu gosterecegiz.

Tanmm 2.1.5. G ¢izgesinin kromatik polinomu, P(G, k), G ¢izgesinin k farkl renkle kag

farkli bigimde boyanabilecegini belirtir.



Tanmm 2.1.6. G(V, E) bir ¢izge ve e € E olmak iizere; G — e ¢izgesi, G ¢izgesinden e

kenarinin ¢ikarilmasiyla elde edilen ¢izgedir.

Tanim 2.1.7. G(V, E) bir ¢izge, e € E ve u,v € V i¢in e kenar1 u ve v koseleri arasinda
olsun. O zaman G ¢izgesinin e kenari iizerine kasilmasi, kisaca G/e ile gosterilsin, G
cizgesinden e kenarinin silinmesi, u ve v koselerinin birlestirilip w kdsesinin olusturulmasi
ve w kosesinden u ve v nin komsu oldugu biitiin koselere kenar cizilmesiyle elde edilen

cizgedir.

Asagidaki sekilde, Sekil 2.1 de verilen ¢izgenin Al ve A4 arasindaki kenar {izerine kasilmasi

ile elde edilen ¢izge gosterilmistir. Burada yeni kose A’ olarak belirtilmisgtir.

I A1A4
A1A4 kenari
° I Uzerine sikistirma °‘

Sekil 2.3 : Kenar iizerine kasilma

Onerme 2.1.8. G(V, E) bir ¢izge ve P(G, k) bu ¢izgenin kromatik polinomu olsun. e € F

olmak iizere her G — e cizgesi ve her k£ € N igin;
P(G —e, k) = P(G,k)+ P(G/e, k)
esitligi saglanir.

Kanmit. P(G — e, k) sayis1 G — e cizgesinin k farkli renkle ka¢ farkli sekilde uygun boy-
anacaginin sayist oldugunu hatirlayalim. e € E kenar1 v, v € V' olmak iizere, u ve v koseleri
arasindaki kenar olsun. O halde bu farkli boyamalart;

8



* (5 ¢izgesindeki uygun olan boyamalar,
* (§ cizgesinde uygun olmayan boyamalar,

olmak iizere ikiye aywrabiliriz. Yani; B, u ve v disinda biitiin komsularin farkli renkle

boyandig1 uygun olmayan biitiin k-boyamalarinin sayisini gostermek iizere

P(G —ek)=P(G,k)+ B
esitligi saglanir.

P(G/e, k) ise u ve v ’nin aym renge boyandigi kalan biitiin komsu koselerin farkli renge

boyandigi k-boyamalarin sayisi oldugundan, her G(V, E') ve e € E i¢in;

P(G —e, k) = P(G,k)+ P(G/e, k)

esitligi tim k dogal sayilar1 i¢in dogru olup ispat tamamlanir. [

Simdi onemli teoremi ifade edebiliriz.
Teorem 2.1.9. Verilen bir G cizgesi i¢in P(G, k) degeri k’nin polinomu cinsinden bir fon-

siyon olarak ifade edilir.

Kanit. Bu teoremi kanitlamak i¢in verilen G ¢izgesinin kenar sayisi lizerine tiimevarim ya-
pacagiz. 11k olarak G ¢izgesinin n tane kosesi ve 0 adet kenar1 olsun. Bu durumda G ¢izgesini

her koseyi k farkli renkle boyayarak toplamda £™ farkli sekilde boyayabiliriz.

Simdi kabul edelim ki, kenar sayisi n den az olan herhangi bir ¢izge H i¢in P(H, k) k’nin

bir polinomu olsun. G, n tane kenari olan bir ¢izge olsun, Onerme 2.1.8’den biliyoruz ki

P(G —e, k)= P(G,k)+ P(G/e, k)



esitligi saglanir. G — e ve GG/e ¢izgelerinin kenar sayisi GG ¢izgesinin kenar sayisindan bir
azdir yani n — 1 tane kenara sahiptirler. Dolayisiyla P(G — e, k) ve P(G/e, k) fonksiyon-
lar1 timevarim hipotezimiz geregi £’ nin birer polinomudurlar. Sonug olarak iki polinomun

toplam1 da bir polinom olacagindan P(G, k) de &k nin bir polinomu olacaktir. U

Simdiye kadar uygun ¢izge boyamanin ne oldugundan ve kromatik polinomdan s6z ettik.
Ancak biz bu calismada genel olarak bir ¢izgenin en az kac farkli renkle uygun boyan-
abilecegi lizerine calisacagiz. Bir ¢izgenin en az kag¢ farkli renkle uygun boyanabilecegi

o ¢izgenin kromatik sayist ad1 verilir.

Tanmm 2.1.10. Verilen bir G = (V, E) ¢izgesinin uygun boyanmasini saglayan en az renk

sayisina o ¢izgenin kromatik sayis1 denir ve y(G) ile gosterilir.

Bir ¢izgenin kromatik sayisi ile kromatik polinomunun 0 degerinden biiyiik oldugu ilk pozitif
tam k degeri aynmidir. Bu esitlik kromatik saymin ve kromatik polinomun tanimlarindan

kolayca goriilebilmektedir.

2.2 Kromatik Say1

Bir cizgenin kromatik sayisinin ne oldugundan bahsettik. Tanimindan goriilecegi lizere ¢izge
boyama problemlemlerinde kromatik say1 ¢ok onemli bir parametredir. Bu boliimde ise bir
cizgenin kromatik sayisinin alt ve iist limitlerine deginecegiz. Verilen bir ¢izgenin kromatik
sayisinin bulunmasi kolay bir problem degildir, hatta ¢izge yeterince biiyiikse olduk¢a zor
bir problem olacaktir. Ugiincii boliimde kromatik say1 bulma probleminin zorluk derecesi
detayli olarak incelenecektir. Bu alt boliimde sadece verilen bir ¢izgenin kromatik sayisinin
bazi alt ve iist limitlerine deginecegiz. Bu sonuglara ge¢cmeden once asagidaki tanimlara

ihtiyac olacaktir.

Tanmm 2.2.1. Bir G(V, E) ¢izgesinde bir kogenin derecesi o noktaya bagli toplam kenar

sayisidir ve v € V' olmak iizere v kdsesinin derecesi Av ile gosterilir.
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Tanmm 2.2.2. Bir G(V, E) ¢izgesinin derecesi G ¢izgesinde bulunan en yiiksek dereceli

kosenin derecesine esittir ve A(G) ile gosterilir. Yani

A(G) = max({Av : v € G}).

Bir sonraki alt boliimde literatiirde bilinen cesitli iist sinirlar ile ilgili sonuglar verilecektir.

2.2.1 Ust Limitler

En bariz iist sinir bir cizgedeki kose sayisidir. Bir cizgenin biitiin koselerini farkli renge
boyarsak, komsu olan biitiin koseleri de farkli renge boyamis oluruz. Yani bir ¢izgenin kro-
matik sayisi en fazla o cizgedeki kose sayis1 kadardir. Ancak bu ¢ok barizdir ve iizerine
konusulacak pek bir sey yoktur. Ayrica yeterince ¢cok koseye sahip bir ¢izge icin pratikte bir

anlam ifade etmeyecektir.

Bir cizgenin derecesi de kromatik sayisina bir iist sinir olabilir. Asagidaki teorem bu gercegi

vermektedir.

Teorem 2.2.3. Her G(V, E) ¢izgesi i¢in x(G) < A(G) + 1 esitsizligi saglanir.

Kanmit. n = A(G) + 1 olsun ve renk kiimemiz C' = {c¢j, ¢, -+ ,¢,} olsun. Simdi
sadece C' kiimesindeki renkleri kullanarak GG ¢izgesinin uygun bir sekilde boyanabilecegini
gosterecegiz. Boylece x(G) < A(G) + 1 esitsizligini gostermis olacagiz. G ¢izgesinin

koselerini herhangi bir siraya dizelim. Ornegin; a = |V/| olmak iizere

V1,V2,+ ,Uq
siralamasint ele alalim. Bu sirayla her koseyi, C' kiimesinden sececegimiz renklerle soyle
boyayabiliriz;

Bir v kosesi komsularinin boyanmadigi C' kiimesindeki en kiiciik indeksli renkle boyanir.
Cizgede en ¢ok komsusu olan kdsenin 7 — 1 komsusu oldugundan bu boyanma sirasinda
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biitiin koseler i¢in C' kiimesinden uygun bir renk secilebilecektir. Yani C' kiimesindeki ren-
kler ile verilen ¢izge i¢in bir uygun boyama miimkiindiir. Béylece G ¢izgesi A(G) + 1 tane

farkli renk kullanilarak uygun bir bicimde boyanabilecek olup ispat tamamlanir. 0
Bazi 6zel durumlarda bu esitsizliktan daha gii¢lii olan bir esitsizligi verebiliriz. Fakat bunun
icin Oncelikle bu 6zel tipteki ¢izgelerin tanimlarini verelim.

Tanmm 2.2.4. G(V, E) bir ¢izge olsun, ¥V u,v € V igin u # v = wv € Eise G’ ye tam ¢izge

denir. Ayrica n tane kosesi olan tam ¢izgeler K, ile gosterilir.

Tanim 2.2.5. Biitiin koselerinin derecesi 2 olan ve tek sayida kose iceren ¢izgelere tek tek-

erlek adi verilir.

Tamim 2.2.6. Biitiin koselerinin derecesi 2 olan ve cift sayida kose iceren cizgelere ise cift

tekerlek adi verilir.

Tanm 2.2.7. Iki kosesinin derecesi 1 olan ve derecesi en fazla 2 olan bagh cizgeye patika

denir.

Tanmm 2.2.8. G(V, E) bagh bir ¢izge olsun ve Yu,v € V i¢in |uv| degeri u kdsesinden v

kosesine giden ve en az kdse iceren patikanin toplam kose sayisidir.

Tamim 2.2.9. G(V, E) bir ¢izge olmak iizere herhangi bir U C V' ve

F={ab|a,beUveabe E} CFE

kenarlar kiimesi i¢in H (U, F') ¢izgesine G/(V, E') ¢izgesinin bir alt ¢izgesi denir.

Simdi asagidaki 6nemli sonucu verebiliriz.
Teorem 2.2.10 (Brook Teoremi). G(V, F) bir ¢izge olsun. Eger G tam veya tek tekerlek
tipinde degil ise;

X(G) < A(G)

esitsizligi saglanir.
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Brook Teoreminin kanitinda ihtiyacimiz olan birkag¢ tanimi verelim.

Tamim 2.2.11. Verilen bir GG ¢izgesinden hangi £ — 1 kose ve o kdseye bagl biitiin kenarlar

silinirse silinsin eger GG hala bagh kaliyorsa G’ye k-bagli cizge adi verilir.

Tanim 2.2.12. G(V, E) bir ¢izge olsun. U C V olmak iizere;
Yo, v, € U igin vy € B

oluyor ise koseleri U kiimesinden gelen G ¢izgesinin alt ¢izgesine bir klik denir.

Tanmm 2.2.13. G(V, E) bir ¢izge olsun. G ¢izgesinden elde edilen en biiyiik kligin kose
sayisina G’nin klik sayis1 denir ve w(G) ile gosterilir.

Brook Teoremini asagidaki iki 6nermeyi kanitladiktan sonra kanitlayabilecegiz.

Onerme 2.2.14. Herhangi bir G(V, E) cizgesi icin V' = {vy,vy,...,v,} kiimesi koseler

kiimesi olsun. Bu koseler;

esitsizligi saglanacak sekilde V' = {v;,, vj,,vj,, ...v;, } olarak siralanabilir.
Kanit. G(V, E) ¢izgesi bagh oldugundan

Vu,v € V igin |uv| < oo

olur. Simdi herhangi bir u € V alahm ve Vu' € V igin |uu/| degerini hesaplayalim.
Bu degerleri kiigiikten biiyiige siralayacak sekilde belirleyen u' koselerini siraladigimiz du-

rumda, istenilen

V = {/Ujuvjzanga ...an}

sirasini elde ederiz ve ispat tamamlanir. [
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Onerme 2.2.15. Derecesi en az 3 olan ve tam ¢izge olmayan herhangi bir 2-bagh G
cizgesinde, xy,xz € FE, yz ¢ E ve G — y — z bagh olacak sekilde x,y ve z koseleri

vardir.

Kanit. Bu 6nermeyi kanitlarken G igin 2 farkli durumu inceleyecegiz.

Birinci durumda G’nin 3-bagli oldugunu ikinici durumda G’nin 3—bagli olmadigini varsay-

acagiz.

Ik olarak kabul edelim ki G' 3-bagl bir ¢izge olsun. G tam ¢izge olmadigindan yz ¢ E
olacak sekilde y, z € V iki kose vardir. G bagh ¢izge oldugundan y kosesinden z kdsesine
giden en kisa patika vardir.

Y=2T1,T2,X3,...,Tpn = %2

y kosesinden z kogesine giden en kisa patika olsun. Bu durumda yzo, xox3 € E oldugu
agiktir, ayrica bu yol en kisa yol oldugundan yz3 ¢ E oldugu da asikardir. Ayrica G' 3-bagh
oldugundan G — y — x3 cizgesi de bagh bir ¢izge olacaktir. Boylelikle G’nin 3-bagl oldugu

durum i¢in onerme kanitlanmis olur.

Simdi ise G’nin 3-bagh olmadigi durumu goz oniine alahm. G(V, E) cizgesi 2-bagli ama
3-baglh olmayan bir ¢izge olsun. Dolayisiyla u, v € V' olmak iizere G — u — v bagli olmay-
acak sekilde bir u, v ikilisi vardir. Simdi G — v ¢izgesine bakalim; bu cizgeden u kosesini
cikarirsak G cizgesi en az 2 farkli ¢izgeye ayrilir. Bunlara sirastyla C ve Cs altcizgeleri diye-
biliriz. € ¢izgesinden hicbir kose C ¢izgesinden bir koseyle bagh degildir. Fakat G — v
cizgesi bagh oldugundan C; ve (% ¢izgelerinin en az birer koseleri v kosesine baghdir. Yani
au € E, asu € E(G) ve ajay ¢ E(G) olacak sekilde a; € V(C) ve as € V(Cy) koseleri
mevcuttur. Simdi G — a; — ay ¢izgesinin bagli oldugunu gosterirsek onermeyi kanitlamig
oluyoruz. G cizgesi 2-bagl oldugundan G — a; ve G — as ¢izgeleri bagh c¢izgelerdir. C}
ve (5 alt cizgeleri arasinda kenar olmadigindan ve G ¢izgesi 2-bagl oldugundan a; ve as
koselerinin silinmesi G ¢izgesinde ayrik bir parca yaratamaz. Boylelikle ispat tamamlanmig

olur. L]

14



Artik Brook Teoremi’nin ispatini verebiliriz.

Brook Teoremi’nin ispati. Bu ispatta celiski bulma yontemini kullanacagiz. Ozel olarak
A(G) = 0ve A(G) = 1 durumlarinda G sirastyla K; ve K5’ye esit olacagindan bu durumlar
teoremin hipotezlerini saglamamaktadir. Dolayistyla bu durumlarda incelenmesi gereken bir

gercek yoktur.

Kabul edelim ki A(G) = 2 olsun. Bu durumda G tek tekerlek, cift tekerlek veya patika
olabilir. Eger G tek tekerlek ise teorem tarafindan icerilmemektedir, cift tekerlek veya patika
ise herhangi bir koseden baglayarak herhangi bir yonde hareket edip her koseyi bir onceki
boyal1 kosenin boyanmadig1 renge boyayarak 2 farkli renge boyayabiliriz. Boylelikle bu

durum i¢in de ispatlanmis olur.

Simdi ise A(G) > 3 durumunu goz Oniine alalim. Kabul edelim ki H(V', E’) ¢izgesi
A(H) > 3 olmak iizere teoremi saglamayan en kiigiik ters ornek olsun. Yani H cizgesi

tek tekerlek veya tam ¢izge olmasin ayrica

olsun. Eger H 2-bagh degilse; H — u cizgesi bagl olmayacak sekilde en az bir u € V(H)
vardir. H — w bagh olmadig: i¢in en az iki farkli ve ayrik ¢izgeden olugsmaktadir. Bunlara
Cy ve Cy gizgeleri diyelim. A(C) < A(H) ve A(Cy) < A(H) oldugundan ve H cizgesi
Brook teoreminin en kiiciik ters 6rnegi oldugundan C; ve C; ¢izgelerini sirasiyla A(C)
ve A(Cs) tane renkle boyayabiliriz. Ayrica boyadigimiz C ile C gizgeleri arasinda kenar
olmadigindan u kosesini de A(H) — max(A(C1), A(Cs)) renkle boyayabilecegimizden H
cizgesini A(H ) farkli renkle uygun bir sekilde boyayabiliriz. Ama bu durum H’nin teorem-

inin ters Ornegi olduguyla celiseceginden, H 2-bagl olmak zorundadir.

Diger taraftan V (H) = {v;, vo, ..., v, } olsun. H 2-bagl ve A(H) > 3 oldugundan Onerme
2.2.14 ve 2.2.15’u kullanarak; H’nin koselerinin siralamasini vivy ¢ E(H) , v10p, V20, €
E(H) ve3 < i < j < nolmak iizere; [v,v;| > |v,v;] olacak sekilde belirleyebiliriz. Simdi
H’nin koserini sirastyla R = {rqy,ro, ..., T’A(H)_H} renklerini kullanarak her koseyi kendi
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sirasinda R kiimesindeki en diisiik indeksli renkle boyayacagiz. v; ve vy koseleri arasinda ke-
nar olmadigindan her ikisini de r; rengiyle boyayabiliriz. V 2 < j < ni¢in v; kdsesinin en az
bir komgusunun {v;1, V42, Vjts, . .., U, } kiimesinde oldugu yukarida yapilan siralamayla
garanti altina alimmistir. Dolayisiyla V1 < j < n icin v; kosesi R kiimesinin indeksi
A(H)’ye kadar olan elemanlarindan biriyle boyanabilecektir. v,,’in iki komgusu (vy, v5) ayni
renkte boyandigi i¢in ve en fazla A(H ) komsusu oldugu i¢in v,, kdsesini de R kiimesinin in-
deksi A(H)’ye kadar olan elemanlarindan biriyle boyayabiliriz. Dolayisiyla H yi en fazla
A(H) renk kullanarak boyanabilir.

Boylelikle teoreminin olabilecek en kiigiik karsit 6rnegini kullanarak bir celigki elde etmis

olduk. Bu sekilde ispat tamamlanmis olur. [

2.2.2 Alt Limitler

Bir onceki boliimde verilen bir G(V, E) ¢izgesi i¢in bu ¢izgenin kromatik sayisi x(G)’nin
bazi iist sinirlarini inceledik. Bu boliimde ise verilen bir G ¢izgesi i¢in x(G) sayisinin
alt smrlarinin en goze carpanini inceleyecegiz ve bu smirla ilgili ilging bir teorem
kanitlayacagiz. Bu teoremi kanitlarken rastgele ¢izgeler konusunu da giris yapmis olacagiz.

Rastgele cizgeleri daha sonra 4. ve 5. Boliimlerde de kullanacagiz.

Bir onceki boliimde verilen bir G(V, E) ¢izgesinin klik sayisin1 tanimlayip w(G) olarak
gostermistik. Hatirlayacak olursak eger U C V olmak iizere Va,b € Uvea # b —
ab € EF saglaniyor ise U ¢izgesine GG ¢izgesinde bir klik oldugunu belirtmistik. Tanimlardan

rahat bir sekilde gozlemlenebilecegi gibi herhangi bir G(V, F) ¢izgesi i¢in

X(G) > w(G)

esitsizligi gecerlidir. Fakat verilen bir G(V, E) ¢izgesinin w(G) degerini belirlemek ayni
¢izgenin x(G) degerin belirlemekten daha kolay bir problem degildir. Burda asil problem:
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herhangi bir G(V, F) ¢izgesi i¢in:

fw(@)) = x(G)

esitsizligini saglayan bir f fonksiyonun olup olmadigini belirlemektir.

Ozetle bir G cizgesi icin w(G) degeri, x(G) degeri icin bir alt smirdir, peki w(G)
degerini bildigimiz bir G ¢izgesinin y(G) degerinin olabilecedi en yiiksek degere dair
bir sey soyleyebilir miyiz? Bu soru i¢in akla gelen ilk cevap “evet” gibi goziikmektedir.
Fakat Paul Erdos tarafindan kanitlanan agsagida verecegimiz teorem sezgilerin yanildigim

gostermektedir.

Erdos’iin w(G) degerinin x(G) degerine dair bir iist limit belirtemeyecegini gosterdigi teo-

remi vermeden Once bu teoremde kullanilan birka¢ tanimi ve 6nermeyi verelim.

Tanim 2.2.16. G(V, E) bir ¢izge ve a,b,c € V olmak iizere, ab, ac,bc € E ise {a,b,c}

kiimesine G ¢izgesinde koseleri a, b, c olan tiggen adi verilir.

Tamim 2.2.17. Herhangi bir G cizgesi icin eger
w(G) <3

ise G cizgesine licgensiz bir ¢izge denir.

Tanmm 2.2.18. G, , cizesi n adet kosesi olan ve herhangi iki kosesi arasinda sabit bir p

olasilikla kenar olan rastgele ¢izge olarak tanimlanir.

Burada tanimlanan rastgele c¢izgeleri 5. Bolimde c¢izge boyama algoritmlarini
kargilastirirken kullanacagiz. Rastgele c¢izgeler i¢in daha detayl bilgilere [2] referansindan

ulagilabilir.

Tanim 2.2.19. G(V, E) bir ¢izge ve U C V' olmak iizere, eger

Va,be U = ab¢ E
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sart1 saglanmyor ise U’ya G ¢izgesinde bir sabit kiime denir.

Onerme 2.2.20. G(V, E) bir cizge olsun ve |V| = n olsun. k bir dogal say1 olmak iizere
eger G'nin [ 7] biiyiikliigiinde bir sabit kiimesi yoksa x(G) > k olacaktir.

Kamit. Onermeyi tersini kullanarak ispatlayacagiz. Yani eer y(G) < k ise G'nin [%]
biiyiikliigiinde bir sabit kiimesi oldugunu gosterecegiz. G’nin boyanmasinda ayni renkle
boyanan koselerin olugturdugu kiimenin bir sabit kiime oldugu agiktir. Dolayisiyla G'nin

[ % | bityiikliigiinde bir sabit kiimesi vardir. Ayrica

x(G)
<@l 2 i

oldugundan, G’nin [ 7] biiyiikliigiinde bir sabit kiimesi olup ispat tamamlanur. U

Onerme 2.2.21. X bir rastgele degisken ve ¢ € R olsun. Eger

E(X)<t

ise Pr(X <t) > 0olur

Olasilik teorisinde sik¢a kullanilan agagidaki 6nermeyi hatirlayalim.
Onerme 2.2.22 (Markov Esitsizligi). X negatif olmayan bir rastgele degisken olsun. O halde

Pr(XEt)S@

esitsizligi saglanir.

Yukarida verilen onermelerin ispatlar1 ve detaylar icin [3] referansi incelenebilir.
Simdi Erdos’iin bahsettigimiz teoremini verebiliriz.

Teorem 2.2.23. Her £ > 1 tam sayisi i¢in x(G) > k olacak sekilde bir G(V, E) liggensiz
cizgesi vardir.
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Kanit. Verilen her k pozitif tam sayisi i¢in x(G) > k olacak sekilde iiggensiz bir G(V, E)
gizgesi olusturacagiz. Onerme 2.2.20°de gosterildigi lizere, n = |V/| olmak lizere G’nin

biiyiikliigii [ 7 | olan bir sabit kiimesi yoksa
X(G) >k

esitsizligini gostermis oluruz.

Simdi p = ns ve n, bir 2k’mn bir kati olmak iizere; G, , rastgele gizgesini tanimlayalim.
Bu rastgele G’ cizgesi iizerine iki tane rastgele degisken tanimlayacagiz. Ilk olarak I rast-
gele degiskeni G’ rastgele ¢izgesinde kose sayisi [ 5; | olan sabit kiimelerin sayisini1 belirtsin.

Dolayisiyla

esitsizligi elde edilir. p pozitif oldugundan 1 — p < e P olacaktir. Ayrica ((’Qf]) < 2"

2k

oldugundan

. . =2 o e . .
olur. Simdi p = n3 degerini yerine yazarsak

IS

_n3

E(I) < 2" - ew#?

esitsizligi elde edilir. Simdi m € N, (2)™ < £ esitsizligi saglayan en kiigiik dogal say1 ve

n > max(m,2'? - k%) olsun. O halde
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olur. Markov esitsizliginden;

Pr(I>1)=Pr(I>0)< (1)

DN | —

elde edilir. (Burda /’nin negatif olmayan bir rastgele degisken oldugu gézden kagmamalidir.)

Simdi kanitimizda kullanacagimiz diger rastgele degiskeni tanimlayabiliriz. 1" rastgele

degiskeni G, , cizgesindeki iiggenlerin sayimini belirtsin. Dolayisiyla

n n® 23 n
F(T) = .3 < —.n3 = —
(T) (3) LTI 6
esitsizligi saglanir.

Markov esitsizliginden
n 1
Pr(T > =)< = 2
(T2%) <3 @

durumu elde edilir. (1) ve (2) esitsizlikleri kullanilarak

Pr(T>=)+Pr(I>1)<1

|3

esitsizligi elde edilir. Sonug olarak
n
Pr(I=0NT < 5)>0
olur. Oyleyse |V”| = n olmak iizere dyle bir G”(V", E") cizgesi vardir ki; G” ¢izgesindeki
licgen say1s1 3 ’den azdir ve G ¢izgesinde [ 5} |” biiyiikliigiinde sabit bir kiime yoktur.

Son olarak bu G ¢izgesinden; biitiin liggenlerden en az bir kose olmak kosuluyla 7 kose
ve bu koseleri igeren biitiin kenarlari silip G(V, E) cizgesini elde edelim. |V| = § oldugu
aciktir. Ayrica G ¢izgesinde tiggen ve [ 5| biiyiikliigiinde sabit bir kiime yoktur. Dolayisiyla

X(G) > k olup ispat tamamlanur. O
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Bu boliimde cizge boyamanin ne oldugunu, verilen bir ¢izgenin kromatik polinomunun ve
kromatik sayisinin ne oldugunu tanimladik. Ayrica verilen bir ¢izgenin kromatik sayisi icin
birka¢ tane onemli alt ve iist sinir sonuclarim inceledik. Bir sonraki boliimde ise ¢izge
boyama probleminin 6nemini anlamak adina otomata teori ve algoritmik kompleksiti konu-
larin1 ele alacagiz. Yine bir sonraki boliimde P ve NP gibi kavramlar1 tanimlayacak ve
meshur P = N P sorusunun ne anlama geldigini ve cizge boyama probleminin bu anlamda

nasil bir oneme sahip oldugunu goérecegiz.
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3. Hesaplanabilirlik ve Karmasiklik Teorisine Giris

Verilen herhangi bir ¢izgenin £ € N olmak iizere k renk kullanilarak uygun boyanip boy-
anamayacagini belirlemek bir NP-Tam bir problemdir. 4. Boliimde, verilen bir G(V, F)
cizgesinin verilen bir £ pozitif tam sayis1 i¢in k renk kullanilarak uygun bir gekilde
boyanip boyanamayacagini bulma probleminin NP-Tam oldugu detaylica gosterilecektir. Bu
boliimde ise ¢izge boyama probleminin zorluk derecesini anlamak icin gerekli olan hesa-
planabilirlik ve karmagsiklik kuramina dair temel kavramlar tanitilacaktir. Amag, okuyucu-
nun ¢izge boyamanin neden NP-Tam bir problem oldugunu 4. Boliimde anlayabilmesini

saglamak ve bu konu hakkinda gerekli olan tiim 6n bilgileri 6grenmesidir.

Bu amacla bu boliim sirasiyla; temel dil teorisi, karar problemlerinin tanitimi, temel sonlu
otomata teorisi, Turing makinelerinin tanimi, karmagiklik siniflar1 ve son olarak algoritmik
kompleksiti teorisinin en temel teoremlerinden biri olan Cook-Levin Teoremi’ni icerecek
sekilde yapilandirilmistir. Boylece algoritmik karmagiklik konusunu hi¢ bilmeyen bir okur
bu boliimiin sonunda polinom zaman algoritmalar ve kararsiz-polinom zaman algoritmalar
gibi iki temel kavrami kavrayabilecektir. 4. Boliimde ise bu boliimde aktarilan kavram-
lar1 kullanarak ¢izge boyama probleminin NP-Tam oldugunu kanitlayacagiz ve diger dnemli

problemlerle olan iligkilerini gorecegiz.

3.1 Karar Problemleri ve Makineler

Giintimiizde bilgisayarlari, bilgisayarin tasarim asamasinda tanimlanmig prosediirleri kulla-
narak farkli tiirden problemleri ¢c6zmek icin kullanabilmekteyiz. Ornegin optimizasyon prob-
lemlerini ¢6zmek ve incelemek bilgisayar programlarinin en 6nemli gorevlerindendir ve op-
timizasyon problemlerinin 6nemini kavramak sezgisel olarak kolaydir. Biz bu boliimde karar
problemleriyle ilgilenecegiz. Okur herhangi bir karar problemini su sekilde diistinebilir: ver-
ilen bir karar probleminin cevabi ya evettir ya hayirdir. Tabii bu noktada belirtmeliyiz ki bu
problemler objektif problemler yani bir cevabi olan problemler olmalidir. Bir cevabinin ol-

masindan kastimiz, probleminin cevabinin sorulan kisiye, yere, zamana veya sorudan bagka
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bir seye bagli olmamasidir. Ornegin, “Bal giizel midir?” sorusu bu baglamda gercek bir
karar problemi degildir. Ciinkii sorunun cevabi kisiye ya da baz1 durumlara goére farklilik
gosterebileceginden kesin bir cevabi yoktur. Ama “2 sayist 3 sayisindan biiylik miidiir?”
sorusu gergek bir karar problemidir. Ciinkii soruda verilen her seyin net bir tanimi oldugu
gibi sorunun net ve kesin bir cevabi da vardir. Karar problemleri bir¢ok fenomeni ifade etmek
icin kullanilabilir ve karar problemlerinin ¢oziimii bagka bircok problemin de ¢oziimiiniin
bulunmasinda yardimict olur. Ornegin verilen bir optimizasyon probleminin optimum
degerine “Bu optimum deger herhangi bir « degerinden biiylik mii?” gibi karar problem-

leriyle yaklagabiliriz.

Yukarida bir problemin, karar problemi olarak kabul edilebilmesi i¢in gercek bir cevabinin
olmas1 gerektigini belirtmistik. Simdi biraz daha temel bir durumdan bahsedelim: Bir prob-
lemin var olmasi i¢in dnce o problemi yazili olarak ifade edebilmemiz gerekir. Bir problemi
yazmanin formel tanimi oldukg¢a teknik ve uzundur. Bu nedenden 6tiirii bu boliimde ¢ok
formel bir dil kullanmayacagiz. [4] referansindan bu konu hakkindaki teknik detaylar ince-

lenebilir.

3.1.1 Alfabeler

Yazili dillerin en temel 68eleri harflerdir. Biitiin diger 68eler harfler vasitasiyla iiretilir. Bir
karar problemini de yazarken harfleri kullanacagiz. Tabii aym problemler farkli dillerde
farkli alfabelerle farkli sekilde ifade edilebilir. Bir problemi farkli dillerde ifade etmenin,
eger diller makul ise, o problemin ¢oziilebilirligi lizerine etkisi yoktur [4]. Dolayisiyla bir
problemi kendi olusturdugumuz bir dille ifade edip o problemin ¢éziimiinii de yine aym dil

tizerinden yapmak, o problemin ¢oziilebilirligini kavrayabilmek acisindan yeterli olacaktir.

Modern dijital bilgisayarlar farkli seviyelerde farkli diller kullanmaktadir. Ancak en temelde,
bilgisayarlar devrelerden olugsmaktadir ve bu devreler de transistorlerden olusmaktadir. Tran-
sistorleri acik veya kapali durumda olan elektrik anahtarlar1 olarak diisiinebiliriz. Biitiin
bu fiziksel alt yap1 bilgisayarlarin bir dil olusturmak icin gerek duydugu alfabeye zemin
hazirlamaktadir. Modern bilgisayarlarin en temel dili {0, 1} harflerinden olusur. Burada
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deginmekte fayda goriiyoruz ki anlamli bir alfabe en az 2 harften olusmak durumundadir, tek
harften olusan bir alfabe cok anlamli degildir [4]. Ayrica bir dilde az veya ¢ok harf olmast o
dilin anlatim kabiliyetiyle iligkili degildir. Makul olan biitiin dillerin anlatim kapasitelerinin

es deger oldugunu kabul etmekte bir mahsur yoktur [4].

Sonug olarak bir dilin en temel yap1 tast harflerdir ve bir dilde var olan biitiin harfler o
dilin alfabesini olusturur. Bir karar problemini, makul bir dilde yazili bir bi¢imde ifade
edip o yazili bigcimi girdi olarak alan ve cikti olarak ise karar probleminin cevabini, yani
(Evet/Hayir), veren bir mekanizma gelistirecegiz. Daha Once de belirttigimiz gibi bir prob-
lem farkli dillerde farkli sekilde ifade edilebilir dolayisiyla ayni problemi farkli dillerde
cOozmek icin farkli mekanizmalar gereklidir, ancak yine daha once belirttigimiz iizere makul
dilleri es deger saymamizda bir mahsur yoktur. Yani bir problemi A makul dilinde ifade
edip c¢ozebilen bir mekanizma kurabiliyorsak ayni problemi bagka bir B makul dilinde de
ifade edip ¢6zen bagka bir mekanizma kurabilecegimizi varsayabiliriz [4]. Burada problem
dedigimizde okurun aklina 6zel bir problem yerine bir problem kiimesi gelmelidir. Yani
verilen herhangi bir G(V, F') cizgesi i¢in G ¢izgesinin & renk kullanilarak uygun boyanip
boyanamayacag1 bir problemdir. Ozel olarak verilen bir G(V, E) cizgesinin, drnegin tek
teker veya c¢ift teker yapisinda bir ¢izgenin, £ tane renk kullanilarak uygun boyanip boyana-

mayacagi ise o problemin 6zel bir elemanidir.

Yukarida bir dilin sezgisel tanimindan bahsettik. Bir sonraki alt boliimde ise dillerin tanimini

otomatalar1 ve alfabeleri kullanarak verecegiz.

3.1.2 Sonlu Otomatalar

Bu boliimde otomatalar1 oncelikle ornekler vasitasiyla inceleyecek ardindan formel olarak
tamimlayacagiz. Sekil 3.1°de bir otomatanin gorseli goriilmektedir. Bu otomata ¢y konu-
munda baglamaktadir ve girdi olarak 0 ve 1 harflerinden olusan bir dizi kabul etmektedir. Bir
otomata bulundugu konum ve girdisinin inceledigi elemanina gore bir sonraki konumunu

giincellemektedir. Bu giincelleme yontemi oklarla gosterilmistir. Ornegin ¢, konumunda
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olan bir otomata; 1 harfi geldiginde ¢; konumuna gidecek, O harfi geldiginde ise ¢» konu-

munda kalacaktir. Girdinin her eleman1 incelendiginde otomatanin bulundugu konum ise o

girdiye verdigi cevap olarak adlandirilir. Ornegin sekildeki otomataya 01001 dizisini girdi

olarak verdigimizde otomata asagida adim adim anlatildig1 sekilde hareket edip cevap vere-

cektir. Burada dikkat edilmelidir ki okumay1 soldan saga dogru yapiyoruz. Bu durum farkl

kaynaklarda farkliliklar gostermektedir. Fakat genel durumu degistiren herhangi bir yargi

yoktur, sadece siralamanin tersten yapilmasi olasidir. Yukarida belirtildigi iizere makul dil-

lerin siralama farklilig ile olusturuldugu diisiiniilebilir.

10.

11.

. otomata gy konumunda baglayacaktir.

. Girdinin ilk eleman O harfi oldugu i¢in otomata gy konumundan ¢; konumuna okla

belirtildigi gibi gidecektir.

. otomata artik ¢; konumundadir.

. Girdinin sonraki eleman1 1 harfi oldugundan otomata ¢; konumundan ¢, konumuna

gidecektir.

. otomata artik gy konumundadir.

Girdinin sonraki eleman1 O harfi oldugundan otomata g, konumundan ¢; konumuna

gidecektir.

. otomata artik ¢g; konumundadir.

. Girdinin sonraki eleman1 O harfi oldugundan otomata ¢; konumundan ¢, konumuna

gidecektir.

. otomata artik ¢o konumundadir.

Girdinin sonraki eleman1 1 harfi oldugundan otomata ¢, konumundan ¢y konumuna

gidecektir.

otomata artik ¢y konumundadir.
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12. Girdinin biitiin elemanlar1 incelendiginden ve otomata ¢y konumunda oldugundan

otomatanin girdiye verdigi cevap ¢, olacaktir.

Otomataya verdigimiz girdiyi karar probleminin yazili hali, otomatanin verdigi cevabi ise
otomatanin problem i¢in buldugu cevap olarak diistinebiliriz. Sekil 3.1°de goriilebilecegi gibi
qo ve ¢, konumlar tek cemberden olugsmaktayken ¢> konumu cift cemberden olugsmaktadir.
Bunu soyle diisiinebiliriz; eger otomata tek cemberden olusan bir konumu cevap olarak veriy-
orsa soruya “Hayir” cevabim veriyor, ¢ift cemberden olusan bir konumu cevap olarak veriy-
orsa soruya “Evet” cevabini veriyordur. Bir otomata sonlu sayida tek veya ¢ift cemberli
konumlardan olugabilir. Burda 6nemli olan bir otomatanin her konumu i¢in ve kabul ettigi
alfabenin her harfi i¢cin gidecegi yeni konumun tanimlanmis olmasidir. Ayrica kolayca

anlagilabilecegi gibi otomata farkli uzunlukta girdileri de kabul edebilmektedir.

Aslinda Sekil 3.1 gorsellestirdigimiz otomata verilen bir dogal saymin 4 ile boliiniip
boliinemeyeceginin cevabint vermektedir. Girdi olarak da dogal saymnin 2’lik tabanda
yaziliminmi kabul etmektedir. Bu 6rnegi vermemizin bir sebebi de okura otomatalarin karar

problemlerini ¢6zmek i¢in nasil kullanilabilecegini aktarmak.
Artik otomatalarin formel tanimini verebiliriz.

Tanm 3.1.1. Bir D = (Q, %, 6, o, F) 5'lisi,

(2: Konumlar kiimesi,

qo: Basglangi¢ konumu,

> Alfabe,

F C @Q: Evet cevapli konumlar,

0: Q x X — @, gecis fonksiyonu,

olmak tizere kararli bir otomata olarak adlandirilir.
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Sekil 3.1 : 4 ile boliinebilme kuralini tantyan otomata

Ornegin Sekil 3.1°de gosterilen otomatanin: Konumlar kiimesi Q = {qo, q1, g2} kiimesi, al-
fabesi ¥ = {0, 1} kiimesi, baglangi¢ konumu ¢, evet cevapli konumlari F' = {¢» } kiimesidir.

Gegcis delta fonksiyonu ise asagidaki tabloda belirtilmistir.

Anlik Konum \Giren harf | 0 | 1

q0 q1 | 4o
q1 q2 | 9o
q2 q2 | qo

Simdi Sekil 3.1 deki otomatay1 inceleyelim. Ornegin bu otomataya 1100 girdisini verirsek,
otomata, ilk konum baglangi¢c konumu olmak iizere sirasiyla: qg, qo, o, ¢1, g2 konumlarinda
bulunur ve ¢ konumu girdiye verdigi cevap konumu olur. Veya otomataya 00 girdisini
verirsek, otomata ilk konum baglangic konumu olmak iizere sirasiyla : qo, 1, g2 konum-
larinda olur. Okurun da fark edebilecegi iizere bu otomata, son iki harfi O olan biitiin girdilere
“Evet” cevabini verirken son iki harfi 0 olmayan biitiin girdilere de “Evet” cevabini vermiyor.
4’e boliinen biitiin sayilarin ikilik tabanda son iki hanesi 0’dir. Dolayisiyla bu otomata 4’e
boliinen sayilarin 2’lik tabandaki yazilislarina “Evet” cevabi veriyor, yani bir saymin 4’e
boliiniip boliinemeyecegini belirleyebiliyor. Bu 6rnegi otomatalar1 okurun kafasinda daha

anlasilir kilmak icin paylastik.
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Simdi bazi 6nemli kavramlarin tanimlarini verelim.

Tanim 3.1.2. X sonlu bir alfabe olmak iizere, > kiimesinin elemanlariyla iiretilen her sonlu

diziye Y alfabesinden iiretilen sonlu kelime denir.

Tanim 3.1.3. X sonlu bir alfabe olmak iizere, 2* kiimesi X alfabesiyle iiretilen biitiin sonlu

kelimelerin kiimesi olarak tanimlanir.

Tanim 3.1.4. X sonlu bir alfabe ve L C X* olmak lizere, L’ye X alfabesiyle iiretilen bir dil

denir.

Tanmm 3.1.5. D = (Q, %, 0, qo, I') bir kararli otomata ve k € >* olsun. D(k) degeri D

otomataninin £ girdisine verdigi cevap olarak adlandirilir.

Tanmm 3.1.6. D = (Q,%,0,q, F) bir kararh otomata ve L C X* olsun. a €
¥* olmak iizere, D(a) € F <= a € L ise L’ye D otomataiyla olusturalan bir dil veya D

otomataninin tanidig bir dil denir.

Simdi kararsiz sonlu otomatalar1 tanimlayacagiz. Kararsiz sonlu otomatalar; kararli sonlu
otomatalarla ayni dilleri tanimalari, ayni1 dili ayirt eden kararli otomatalara gore daha kolay
gorsellestirilebilmeleri ve sezgisel olarak anlamasi karisik olan kararsiz Turing makinelerinin

anlasilmasi i¢in bir alt yap1 kurmasi 6zelliklerinden dolay1 6nemli mekanizmalardir.

Tanim 3.1.7. Bir N = (Q, %, 6, qo, F') 5’lisi

(: Konumlar kiimesi,

qo: Baslangi¢ konumu,

>3 Alfabe,

F C @Q: Evet cevapli konumlar,

9: 0(Q), @ nun kuvvet kiimesi olmak iizere () X ¥ — §(Q) ile tanimlanan gegis

fonksiyonu
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olmak tizere kararsiz otomatadir.

Tanimindan da goriilecegi iizere kararsiz otomatalar bir girdiyi incelerken birden fazla kon-
umda olabilir bu durumda, bulundugu biitiin konumlar i¢in girdinin siradaki elemanina ve
gecis fonksiyonuna gore yeni konumlara (birden fazla konum olabilir) gecer veya o kon-
umdan silinebilir (bos kiimenin her kuvvet kiimesinin eleman1 oldugu gerceginden dolay1).
Girdinin biitiin harfleri incelendiginde kararsiz otomata Evet cevapl herhangi bir konumda
bulunuyorsa o girdiye “Evet” cevabini verir aksi durumda ise “Hayir” cevabini verir. Sekil
3.2’de ¥ = {0,1} alfabesiyle calisan ve sonu 01 ile biten kelimeleri bulan bir kararsiz
otomata gosterilmistir. Okur aymi dili kabul eden kararli bir otomata tasarlarsa, kararsiz
otomatalart gorsellestirmenin ¢ok daha kolay oldugunu gorebilecektir. Kararli otomatalar
ve kararsiz otomatalarin aym dilleri kabul ettiginin kaniti, otomatalar, Diller ve Gramerler
hakkinda daha fazla bilgi sahibi olmak isteyen okuyucular Peter Linz’in “An Introduction to

Formal Languages and Automata” [5] isimli kitabini inceleyebilirler .

1,0

Girdi

Sekil 3.2 : 01 ile biten dilleri bulan kararsiz otomata

Kararsiz otomatalarin ¢alismasini daha iyi kavramak adina Sekil 3.2’de gosterilen kararsiz

otomataya “1001” girdisini verip adim adim inceleyelim:

1. Ilk adimda otomata ¢, konumundadir

2. 1 harfi sonucu otomata gy konumuna gecer
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. qo konumundaki otomataya, 0 harfi girdiginde otomata hem ¢, konumuna hem ¢; kon-

umuna geger.
. otomata su anda gy ve ¢; konumlarindadir.

. Sonraki adimda girdinin 3.harfi olan 0 harfi; otomatay1 ¢, konumundan, ¢, ve ¢; kon-

umlarina gotiiriirken ¢; konumundan bir yere gotiirmez.

. otomata hem ¢y hem ¢; konumundadir. (otomatanin ¢; konumunda olmasinin nedeni
bir onceki adimda ¢y’dan ¢; gelmis olmasidir,bir 6nceki adimda bir yere gétiirmeyen

¢1 konumu yok olmustur.)

. Girdinin son harfi olan 1 harfi otomataya girdiginde otomata ¢y konumundan ¢; konu-

muna, ¢; konumundan ise ¢; konumuna geger.
. otomata ¢s ve ¢o konumlarindadir ve girdi bitmistir.

. otomatanin son konumlarindan biri evet cevapli konum oldugu i¢in, yani ¢,, otomata

girdiye evet cevabini verir.

Simdi, hesaplanabilirlik kuraminin temel yapi taglarindan biri olan ve modern kuramsal bil-

gisayar biliminin siirlarimi tanimlamada merkezi bir rol oynayan Turing makineleriyle ilgili

detaylara gecebiliriz.

3.1.3 Turing Makineleri

Bir onceki bolimde kararli sonlu otomatalar1 ve kararsiz sonlu otomatalar1 tanimladik.

Ayrica bunlarin ayni dilleri tamidigina degindik. Miihendislikte kullanilan bir¢ok dijital devre

0zelinde bir sonlu otomatadir. Sonlu kararli otomatalar yapilari itibariyle CMOS transistorler

kullanilarak elektronik devrelerinde kontrol merkezi olarak kullanilabilmektedir. Bu nok-

tada kararsiz sonlu otomatalar gercek uygulamalari1 olan mekanizmalar degildirler. Kararsiz

otomatalar kararli otomatalar1 daha az karmagik sekilde ifade etmek i¢in tanimlanmig

mekanizmalardir.
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Bu noktada okurun aklina su soru gelebilir:  “Sonlu bir otomata bir alfabeyle
olusturulabilecek her dili taniyabilir mi?”. Bu sorunun cevabi maalesef hayirdir. Ustelik
daha da sikintili durum sonlu otomatalar bir alfabeyle olusturulabilecek dillerin ¢ok kiiciik

bir kismimi tantyabilirler. Ornegin ¥ = {0, 1} alfabemiz olsun.

L={1"0":n € Nvea € Xigina" := n tane a’nin yanyana yazilmasiyla elde edilen dizi}

dilleri genel olarak sonlu otomatalar tarafindan taninamazlar [5].

Kisacasi, sonlu otomatalar yapilarinin basitligi nedeniyle bircok dili tantyamamaktadir. An-
cak yapisi daha karisik olan Turing makineleri dil tanima konusunda sonlu otomatalarin
performansin1 gegmektedir. Sekil 3.3’de bir Turing makinesinin mekanizmasini goriilebilir.
Turing makineleri bir adet sonsuz serit, bir adet sonlu otomata ve bir adet yazici/okuyucu
bagliktan olusur. Sekil 3.3’de de goriilebilecegi gibi sonsuz serit tizerinde eksi sonsuzdan arti
sonsuza kadar etiketlenmis alanlar vardir. Bu alanlarin her birine bir harf yazilabilmektedir.
En basta Turing makinesine verilecek girdi O numarali alandan baglayarak saga dogru yazilir.
Turing makinelerinde kapsayicilig1 arttirmak acisindan iki farkli alfabe kullanilir. Bunlardan
birincisi girdilerin yazildig1 3. alfabesi digeri ise Turing makinesinin seride yazdig II alfabe-
sidir. Genel olarak > C IT iligkisi vardir. Turing makinesinin ¢alisma prensibi asagidaki gibi

Ozetlenebilir:

Sonlu Kararli
Otomata

Okur/Yazici Baglik

sowasot [ [ [T [[TTTTIITTIITILTTTT]

-10 9 -8 -7 -6 -5 4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Sekil 3.3 : Kararli Turing Makinesi

1. Okur/Yazar baslik bulundugu alan1 okur ve okudugu deger ve sonlu kararli otomatanin

bulundugu konuma gore sonlu kararli otomatanin bir sonraki konumunu belirler.
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2. Okur/Yazar baglik bulundugu alandaki harfe gore ve sonlu kararli otomatanin bu-

lundugu konuma gére bulundugu alana ¢calisma alfabesinden yazacagi harfi belirler.

3. Okur/Yazar baslik bulundugu alandaki harfe gore ve sonlu kararli otomatanin bu-
lundugu konuma gore bulundugu alanmi ya bir saga ya bir sola tasimak kosuluyla

Okur/Yazar bagligin sonraki konumunu belirler.
4. Turing makinesi otomatin1 1.adimda belirledigi konuma getirir.

5. Turing makinesi Okur/Yazar baslhigin bulundugu kareye 2.adimda belirledigi harfi

yazar.
6. Turing makinesi Okur/Yazar baghigin1 3.adimda belirledigi sekilde hareket ettirir.

7. Eger sonlu kararli otomata evet ya da hayir konumlarina gelirse geldigi konuma gore

Turing makinesi girdi icin evet ya da hayir cevaplarini verir.

8. Eger sonlu kararli otomata evet ya da hayir konumlarina gelmezse gelene kadar ayni

sekilde calismaya devam eder.

Turing makinelerinin adimlar arasindaki gegisleri otomatalarda oldugu gibi bir adet transfer
fonksiyonu ile ifade edilebilir. Buradaki 6nemli ¢ikarimlardan biri sudur, sonlu otomatalar
girdinin boyutu (yani harf sayis1) adimda cevap vermektedir ancak Turing makineleri i¢in bu
durum gecerli degildir. Turing makinelerinin cevaba ulasti§1 adim sayis1 girdinin boyutuna

ve girdinin kendisine baglidir ayrica bir Turing makinesi sonsuz bir dongiiye de girebilir.

Bir problem kiimesini diigiinelim, 6rnegin sudoku bulmacasini ele alalim.. Sudoku 10 x 10
luk bir karede oynanabilecegi gibi 100 x 100 liik bir karede de oynanabilir. Ikisi de ayni
problem olmasima ragmen acik bir sekilde goriilecegi tizere 100 x 100 liik sudoku daha
biiyiik oldugu icin bu sudokuyu ¢6zmek daha cok zaman alacaktir. Bundan dolayi farkli
problemlerin zorluk diizeylerini karsilagtirirken problemin biiyiikliigiinii de hesaba katmak
gerekmektedir. Bu baglamda bir Turing makinesine verilen bir girdi i¢in, Turing maki-

nesinin o girdiye bir cevap vermesi i¢in gecen adim sayisinin girdinin biiytikliiiiyle nasil
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baglantili oldugu 6nemlidir. Ornegin n uzunlugunda verilen bir problem icin Turing maki-
nesinin o problemi ¢ozmek i¢in attig1 adim sayisi n’nin polinom cinsinden bir fonksiyonuyla
sinirlanmig ise o problem polinom zaman problemdir. Turing makinesinde polinom zaman
olan bir problem modern bilgisayarlarda da polinom zamandir ve modern bilgisayarlarda

polinom zaman olan bir problem Turing makinesinde de polinom zamandir [6].

Genel olarak bir karar problemi polinom zamansa o problem modern bilgisayarlar yardimiyla

biiytikliigline gdre makul bir hizda ¢oziilebilir.

Artik formel tanimlar verebiliriz.

Tamm 3.1.8. 7' = (I, X, b, Q, qo, ¢y, gn, 9) &’lisi

IT: Turing makinesinin seride yazig1 alfabe,

>2: Girdilerin yazildig1 alfabe,

b € II — %, olacak sekilde bir bosluk harfi,

(2: Turing makinesinin sonlu kararli otomataninin konumlar kiimesi,

qo € @, olacak sekilde baglangic konumu,

qy € Q, olacak sekilde evet cevapli girdilerin son konumu,

qn € @, olacak sekilde hayir cevaph girdilerin son konumu,

0:Q —{qy, ¢} xII = Q x II x {—1,+1} olacak sekilde gegis fonksiyonu,

olmak iizere kararli bir Turing makinesidir.

otomatalarda oldugu gibi Turing makinelerinde de kararli ve kararsiz ayrimi vardir. Ve yine
otomatalarda oldugu gibi Turing makinelerinde de kararli ve karasiz makineler aymi dilleri
taniyabilmektedir [6]. Fakat otomatalarda bir girdiye verilen cevaba o girdinin uzunlugu
kadar adimda ulasilirken, Turing makinelerinde durumun boyle olmadigindan bahsetmistik.
Bir problemin kararli ve kararsiz Turing makinelerinde ¢oziildiigii adim sayis1 o problemin
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zorluk sinifim belirlemede kullanilir. Genel olarak Turing makineleri; problemlerin zorluk

siniflarin1 tantmlamak icin kullanilan, bilgisayar biliminde 6nemli yere sahip olgulardir.

Kararsiz Turing makineleri i¢in bir¢ok es deger tanim vardir ama biz burada Garey tarafindan

verilen tanimin1 kullanacagiz [5].
Sekil 3.4 de bir kararsiz Turing makinesinin mekanizmasi gosterilmistir.

Genel olarak kararsiz Turing makinelerinin caligsma prensibi agagidaki gibi 6zetlenebilir:

* Yazici baglik -1 numarali kareden baslar ve her adimda rastgele ya bulundugu kareye

makinenin alfabesinden bir harf yazar ya da yazmaz.

* Eger Yazici baglik bulundugu kareye bir harf yazmazsa kendini kapatir ve makine ayni

serit lizerinden kararli Turing makinesi adimlarini izleyerek devam eder.

* Yazici baglik bulundugu kareye bir harf yazarsa bir sola kayar ve dongiiye ayni sekilde

devam eder.

Soyle bir analoji yapmak yanlis olmaz, kararsiz bir Turing makinesi verilen bir problem icin
yazilabilecek biitiin cevaplar1 yazip ardindan yazdigi her cevap i¢in Turing makinesi gibi
davranip cevabin dogrulugunu kontrol eder. Eger dogru bir cevap bulursa verilen girdiye

“Evet” yamitimi verir, dogru bir cevap bulamazsa verilen girdiye “Hayir” yanitini verir.

Kararsiz Turing makinesinde yazici baghik sonsuza kadar yazmaya devam edebilir.
Dolayisiyla Kararsiz Turing makineleri sezgisel olmayan, anlamasi gii¢ ve higbir sekilde
gerceklenemeyecek mekanizmalardir. Ancak kararsiz Turing makineleri kullanilarak NP

zorluk sinifi tanimlanmaktadir.

Bir sonraki alt boliimde, dnce yukarida degindigimiz karmagiklik simiflarini ayrintili bicimde
tanimlayacak, ardindan bu siniflarin karakterizasyonunda 6nemli bir rol oynayan Cook-Levin

Teoremi’ni ele alacagiz.
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Sonlu Kararli
Otomata

Yazici Baglik

Okur/Yazici Baglk

szt | [ [ [ [ [ [ I]]ITTIITITPLILTIILTT

-0 9 8 -7 6 5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Sekil 3.4 : Kararsiz Turing Makinesi

3.2 Karmagiklik Siniflar1 ve Cook-Levin Teoremi

Bir Onceki alt boliimde bir karar probleminin ne olduguna ve ne olmadigina deginmistik.
Ayrica bu problemleri alfabeler kullanarak ifade etmekten bahsetmistik. Eger bir karar prob-
lemini yazarsak bu yazili formlar1 Evet/Hayir cevabi veren mekanizmalara girdi olarak verip

cevap alabiliriz.

Ornegin; verilen herhangi bir G(V, E) ¢izgesinin, bir k pozitif tam say1 sabiti igin, &
farkli renk kullanilarak uygun bicimde boyanip boyanamayacagini bulan bir mekanizma
gelistirmek istiyoruz. Bir ¥ alfabesini kullanarak, her G(V, F) cizgesini yazabilecegimizi

kabul edebiliriz.
L ={G(V,E): G(V, E), k renk kullanilarak uygun sekilde boyanabilir}

kiimesini tanimlayalim. Tanim geregi, L. C X* oldugundan, L, X alfabesiyle olusturulan
bir dildir. Eger biz L dilini taniyan bir mekanizma olusturursak verilen herhangi bir
G(V, E) ¢izgesinin k renk kullanilarak uygun sekilde boyanip boyanamayacagini belirleyen

bir mekanizma olusturmus oluruz.

Turing makineleri dil tanima konusunda otomatalardan ¢cok daha fazla kabiliyetli oldugundan
karisik dilleri tanimak ic¢in Turing makineleri kullanilir. Daha 6nceden kararli ve kararsiz
Turing makinelerini tanimlamistik. Ayrica otomatalarin aksine bir Turing makinesinin
verilen bir girdi i¢in girdinin uzunlugu adimda cevap vermek zorunda olmadigindan
bahsetmistik. Simdi karar problemleri i¢in iki adet zorluk sinifin1 Turing makinelerinin
yardimiyla tanimlacagiz.
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Tanmim 3.2.1. © = {A : A bir karar problemi} kiimesi biitiin karar problemlerinin kiimesi

olarak tanimlanir.

Tanim 3.2.2. A € O olmak iizere; |A|., A probleminin e makul dilinde kag harf kullanilarak
yazilabilecegini gostersin.

Daha 6nceden makul dillerin birbirine denk oldugunu varsayabilecegimizi soylemistik, bu
sebeple |A|. yerine kisaca | A| kullanabiliriz.

Simdi karmasikli teorisinde kullanilan iki dnemli tanimi1 verelim.

Tamim 3.2.3. P kiimesi, A karar problemini |A|'nin polinomu tiiriinden bir fonksiyonla
sinirlanmig adimda tantyan bir kararli Turing makinesi olan tiim karar problemlerin kiimesi
olarak tanimlanir.

Yukaridaki tanimi matematiksel olarak

P={A € ©: A’y1 |A|’nin polinomu tiiriinden bir fonksiyonla sinirlanmig adimda tantyan,

kararlt bir Turing makinesi var. }
seklinde ifade edebiliriz.

Tanmm 3.2.4. NP kiimesi, A karar problemini |A|'nin polinomu tiiriinden bir fonksiy-
onla sinirlanmis adimda tantyan bir kararsiz Turing makinesi olan tiim karar problemlerinin

kiimesi olarak tanimlanir.

Bu tanimi ise matematiksel olarak

NP={A € ©: A’y1 |A|’nin polinomu tiiriinden bir fonksiyonla sinirlanmig adimda taniyan,

kararsiz bir Turing makinesi var. }
olarak ifade edebiliriz.

Okurun kafasinda N P ve P kiimelerini sezgisel olarak oturtmak i¢in su iki ornegi verecegiz.
Bir sudoku cozerken bos karelere gelebilecek sayilar1 teker teker deneyip diger kareleri
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dolduruyoruz. Eger celiski bulursak doniip doldurdugumuz kareleri silip yerlerine bagka
sayilar yazarak celigki bulmadan ilerlemeye devam ediyoruz. Yani deneme yanilma
yapiyoruz, deneme yanilma yaparak ¢ozebilecegimiz problemler N P kiimesindeki problem-
ler olarak diisiiniilebilir. Simdi 22 — 1 = 0 polinomunun koklerini bulurken de x’in alacag
degerler iizerine deneme yanilma yapabilir polinomu bdyle ¢ézmeye calisabiliriz. Ancak
genel olarak polinomlarin ¢oziimlerini bulmamizi saglayan formiiller vardir, yani deneme
yanilma yapmadan daha hizli bir sekilde bir polinomun koklerini belirleyebiliriz. Deneme
yanilma yapmak zorunda kalmadan ¢ozebilecegimiz problemler, bir formiilii veya kisa yolu
olan problemler ise P kiimesindeki problemlerdir. Anlagilacag: lizere P C N P agsikar bir

durumudur. Fakat bu kapsamanin tersi i¢in genel bir sey soyleyemeyiz.

En temel diizeyde “P = NP midir?’ sorusu, her dogrulugu verimli bir sekilde
denetlenebilen problemin ayni zamanda verimli bir sekilde ¢oziilebilir olup olmadigini
sorgular. Eger P = NP ise, bu durum tiim karar problemlerini polinom zamanda ¢ézen
bir algoritmanin var oldugu, ancak bizim heniiz bu algoritmalarin bazilarin1 kesfetmemis
oldugumuz anlamina gelir. Buna karsilik P # NP ise, bazi problemlerin dogasi geregi
yalnizca olas1 tiim ¢6ziimleri deneyerek ¢oziilebilecegini, yani bu problemler icin genel geger

verimli bir ¢6ziim yolunun bulunmadigin ifade eder.

Teknik bir bakisla her kararli Turing makinesi ayn1 zamanda yazic1 baglig1 bir sey yazmayan
bir kararsiz Turing makinesi oldugundan, P C N P oldugu agiktir. Bu noktada P ve NP
kiimeleri arasindaki iligskiyi okura daha iyi bir sekilde aktarabilmek icin Cook-Levin teorem-
ini kanitiyla beraber verecegiz. Bunun icin 6ncelikle polinomsal zamanda indirgeme ve SAT

problemini tanimlamamiz gerekmektedir.

Tanmm 3.2.5 (Polinomsal Zamanda Indirgenme). Polinomsal zamanda indirgeme, A prob-
lemine ait herhangi bir x girdisi i¢in, B problemine ait bir f(z) girdisi iiretmek iizere
tanimlanmig bir indirgeme fonksiyonu f oldugu anlamina gelir. Bu f fonksiyonu agagidaki

ozellikleri saglamalidir:

.z € A= f(x) € B, yani z girdisi A problemini evet cevabina gétiiriiyorsa, f(z)
girdisi de B problemini evet cevabina gotiirmelidir.
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2. f fonksiyonu kararli bir Turing makinesi tarafindan polinomsal zamanda hesaplan-

abilir olmalidir.

Bir karar problemi A, bagka bir karar problemi B’ye polinomsal zamanda indirgenebilir ise,

bu durum A <, B seklinde gosterilir.

Dolayisiyla, A <, B ise, A problemini polinom zamaninda ¢ézmek i¢in B problemini poli-
nom zamanda ¢6zmek yeterlidir ve A problemini, B problemine doniistiiriip ¢6zme islemi

polinom zamanda olacagindan verimli olarak kabul edilir.

Tanim 3.2.6. N P-Tam kiimesi, N P kiimesinin i¢indeki biitiin problemlerin polinomsal za-

manda indirgenebilecegi problemlerin kiimesidir.

Bu tanimi1 ise matematiksel olarak

NP-Tam={A€ NP :YBe NP,B<, A} C NP

olarak ifade edebiliriz.

Bu kiimenin bos olmadig: ilk defa Cook-Levin Teoremiyle gosterilmistir [4]. Ardindan

Richard Karp 21 problemin daha N P-Tam kiimesinde oldugunu kanitlamistir [7].

Bununla birlikte, heniiz NP sinifindaki tiim problemlerin polinomsal zamanda in-
dirgenebilecegi ortak bir problemin varligini,yani N P-Tam kiimesinin bos olmadigini,
gostermis degiliz. Ancak bu noktada, okurun N P-Tam kavramimi anlamasinin gerekli
oldugunu diisiindiigiimiiz icin, bu alt boliimde N P-Tamligin tanimina yer verdik. izleyen
kisimlarda ise Cook-Levin Teoremi aracilifiyla /N P-Tam smifinin bos olmadigimi gosterecek

ve ¢izge boyama probleminin N P-Tam bir problem oldugunu kanitlayacagiz.

Polinomsal zamanda indirgenme kavrami, oOzellikle /N P-Tamlik teorisinde kritik Oneme
sahiptir. Bir problemin N P-Tam oldugunu gostermek icin, /N P-Tam oldugu bilinen bagka
bir probleme polinomsal zamanda indirgemenin mevcut oldugunu gostermek yeterli ola-
caktir.
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Bazi NP-Tam problemlerin bazi problemlere polinomsal zamanda indirgenebildigi
gosterilmigken, o problemlerin N P-Tam problemlere polinomsal zamanda indirgenebilecegi
gosterilememistir. ~ Bu tiir problemlerden olusan kiimeye /N P-Zor denir.  Gezici
Satict,Durma(Halting) problemleri en meshur N P-Zor problemlerdendir. N P-Zor prob-

lemler en az N P-Tam problemler kadar zor olan problemlerdir.

Cook-Levin Teorem’inin ifadesini ve ispatini verebilmek i¢in asagida verecegimiz bazi

onemli kavramlara ihtiyacimiz vardir.

Tanmm 3.2.7. A = {z1,29,...,2,} 0 veya 1 degerlerini alan mantik degiskenlerimizin
kiimesi olsun (bilateral) ve Vz; € A i¢in x, x; bilateralinin degili olsun. O zaman sonlu bir
M € Nigin1 < j < M ve x; € Aolmak iizere [; € {x;, 2} olsun. O zaman /;’lerin birbir-
leriyle mantik iglemleri altinda (yani A veya V) birlestirildigi formiillere Boolean formiilleri

denir.

Tamm 3.2.8. Her j icin [, [;,, ...1;, , birer biliteral olmak iizere,
Cj =1l Vi V-Vl

formiilii k-madde (clause) olarak tanimlanir.

Tanmim 3.2.9. k&, m € N olmak iizere ve her C;, m-madde olmak iizere
C=CiNCy---NC},

formundaki her Boolean formiile m-CNF(conjuctive normal form) denir.

Tamim 3.2.10. % bir dogal say1 ve her C; en fazla k-madde ise
CiNCsy...NC,
formundaki boolean formiillerine CNF formunda formiil denir.

Boolean formiiller i¢in ¢ok énemli bir yere sahip teoremi ifade edelim.
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Teorem 3.2.11. Her Boolean formiilii CNF formunda yazilir.

Bu teoremin kaniti icin “Logic for Computer Science” [8] isimli kitap incelenebilir.

Tanim 3.2.12 (Boolean Tatmin Edilebilirlik (Boolean Satisfiability) Problemi (SAT)). SAT,
CNF formunda verilen bir Boolean formiiliiniin sonug olarak 1 degerini alip alamayacagini

belirlemeye yonelik bir karar problemidir. Yani herhangi bir

¢:ClACQAAOm

olsun ve her C; bir k¥ € N i¢in k-madde olsun. Ayrica {1, xs, ..., z,, } kiimesi ¢ formiiltinii
olusturan biliterallerin kiimesi olsun. O zaman 6yle bir atama 7 : {z1, xs,...,2,} — {0,1}
var mudir ki, ¢ formiilii 1 degerini alsin? Bu soru SAT problemidir. Yani, SAT problemi CNF

formunda verilmis bir dnermenin 1 degerini alip alamayacagini kontrol eder.

Eger en az bir tane boyle atama varsa, ilgili formiil dogrulanabilirdir (satisfiable) olarak

adlandirlir. Aksi halde formiil dogrulanamaz (unsatisfiable) olarak kabul edilir.

SAT problemi, karmagiklik kuraminda merkezi bir rol oynar. SAT problemi, N P-Tam
olarak kanitlanan ilk problemdir. 1971 yilinda Stephen Cook ve Leonid Levin tarafindan
kanitlanan Cook-Levin Teoremi, SAT probleminin N P-Tam oldugunu gostermektedir [4].
Boliim 3.1°in sonunda yaptigimiz analojiye gore SAT probleminin N P’de oldugunu varsaya-
biliriz ¢iinkii verilen bir boolean formiilii ve ¢oziim aday1 i¢in ¢6ziimiin dogrulugunu deneme

yanilma yaparak kontrol edecek bir Turing makinesi vardir. Yani SAT € N P oldugu aciktir.

Teorem 3.2.13 (Cook-Levin, 1971). Boolean tatmin edilebilirlik problemi (SAT) N P-

Tamdir.

Yukaridaki ifade bir bagka deyisle, tim N P problemleri SAT problemine polinom zamanda

indirgenebilir, seklinde ifade edilebilir.

Kanit. Tim NP problemlerinin SAT problemine polinomsal zamanda indirilebilecegini
yani herhangi bir L € NP i¢in L <, SAT oldugunu gostermeliyiz.
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Simdi Oyle bir f fonksiyonu insa edecegiz ki bu fonksiyon:

1. L problemi ilizerime tanimlanacak ve Turing makineleri kiimesinden Boolean

formiillerine gidecek,
2. Polinomsal zamanda ¢alisan bir Turing makinesiyle hesaplanabilecek,

3. Son olarak ¢iktisinin dogrulanabilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart girdisinin cevabinin

Evet olmasi olacaktir,

sartlarim saglamalidir.

Simdi L herhangi bir N P problemi ve n, L probleminin uzunlugu olsun (yani makul bir dilde
L’yi ifade etmek igin gereken harf sayis1). NV P kiimesinin tanimi geregi, L problemine p(n)
polinom olmak iizere p(n) zamanda dogru cevap veren bir KTM (kararsiz Turing makinesi)
vardir. Dolayisiyla baglangigta seridinin —p(n)’inci karesinden n’inci karesine kadar harf
olan(bosluk dahil) ve L’yi p(n) zamanda ¢ozen bir ,M (I1, 3, @, qo, gy, gn, 9), Turing maki-
nesi vardir. $imdir = |Q| — 1, v = |lI| = 1 ,¢1 = ¢, ve Il = {s0, 51, ..., 5, }, So bos karakter
ve L problemimizin M makinesine verildigi girdi, s;5..5, olmak iizere M makinesi i¢in

asagida gosterilen degiskenleri(bilateralleri) tanimlayalim.

Degiskenler \Ozelikler Aralik Anlami1
Qli, k] 0 OSSZ /f g (:’) i’inci adimda M, ¢, konumundadir.
Hli, j] 0<i<p(n) i’inci adimda M’ nin okur-yazar baghgi
’ —p(n) <j<pn)+1 sonsuz seridin j’inci karesindedir
0<i<p(n) 7’inci adimda,
Sli, j, k] —p(n) <j<pn)+1 seridin j’inci karesinde
0<k<w s harfi vardir.

Tablo 3.1 Bir Turing makinesini degigkenler ile ifade etme

Oncelikle belirtmekte fayda var ki eger M makinesi L girdisi icin p(n) adimdan daha
kisa siirede bitis konumlarina ulagiyorsa kalan admmlar icin Q[i, j], H|[i, j] ve S|, j, k]

degiskenlerini sabit kabul edebiliriz. Simdi L probleminin cevabi1 “Evet” tir ifadesi ile;
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L problemini M makinesine girdi olarak verdigimizde, M makinesinin bu girdiyle Tur-
ing makinesi adimlariyla en fazla p(n) adimda g, konumunda son bulmasi ifadesi denktir.
Simdi bdyle bir M makinesinin Tablo 3.1°de belirtilen degiskenlerini kullanarak bir SAT
formiilii inga edecegiz Oyle ki L’nin cevab1 “Evet” olacaktir ancak ve ancak insa ettigimiz

SAT dogrulanabilir olacaktir.

Madde Grubu Ozellikler
G Her adimda, M makinesi
! tam olarak 1 konumdadir.
Her adimda M makinesinin
Go okur-yazar baglig
tam olarak bir karededir.
Her adimda seridin her karesi

Gs en fazla bir harf icermektedir.
0’1nc1 adimda makine verilen girdiye gore
Gy
baglangi¢ ayarlarindadir.

e p(n)’inci adimda makine

g ¢, konumundadir.

Her 0 < < p(n) igin
M makinesinin ¢ + 1’inci adimdaki

a durumuna, M makinesinin

6

¢’inc1 adimdaki durumundan
0 fonksiyonuna gore
1 adimda gelinebilir.

Tablo 3.2 M makinesinin varligint SAT problemine doniistiirecegimiz madde gruplari

Tablo 3.2’de belirttigimiz gruplar1 kullanarak bahsettigimiz SAT formiiliinii olusturacagiz.
Bu gruplar Tanim 3.2.8’de verdigimiz maddelerin gruplaridir, yani her bir grup maddelerden

olusmakta ve formiil icindeki gorevi, o gruba karsilik gelen 6zelligi garanti etmektir.

Amacimiz bir L € NP i¢in L’yi ¢dzen bir M/ KTM’si yapmanin polinomsal olarak bir SAT
problemine indirilebilecegini gdstermek. Tablo 3.1°deki degiskenleri kullanarak M ’yi ifade
edecegiz, Tablo 3.2’deki madde gruplarim1 kullanarak ise bir SAT formiilii olusturacagiz.
Bu olusturdugumuz SAT formiilii sunu saglayacak: L probleminin cevab1 “Evet” olacaktir
ancak ve ancak olusturdugumuz SAT formiilii tatmin edilebilir. Eger bunu saglayan bir
SAT formiiliinii n’ye gore polinom zamanda olusturabilirsek, SAT’1n N P-Tam oldugunu
gostermis oluruz.
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G4, Go, G3, G4 ve G5 gruplarint:

1.
p(n)
Gi=| N @uaAveEiD|{aN|| V QL
0<i<p(n) 1=0 0<j<r
0<j<j'<r
2.
Gy = /\ (H’[z j]\/H/Zj /\ \/ H[i, j]
0<i<p(n) =0 —p(n)<j<p(n)+1
—p(n)<j<g’<p(n)+1
3.

Gy = /\ /\ \/ S[i, j, k] A /\ (Sl 4, k] v S'i, 4, K])

=0 \ j=—p(n) \0<k<v 0<i<p(n)
—p(n)<j<p(n)+1
0<k<k'<v

4. M makinesine verdiimiz girdi s, Sg, . . . Sk, olmak lizere

Gi=| N S[0i.4] | A A S[0,4,0] | A(Q[0,0] A H[0,1])

0<i<n n+1<i<p(n)+1

olarak tanimlayalim.

Simdi biitiin bu GG; gruplarina kargilik gelen 6zelliklerin saglandigini gosterecegiz.
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(G1’in 1 degerini alabilmesi icin:

A (@4 v QT )
0Si<her

ve
p(n)

ALV @l

i=0 \0<j<r

ifadeleri ayr1 ayr1 1 degerini almahdir. ikinci ifade M ’nin, ’inci adimda en az bir konumda
olmasii garanti ederken birinci ifade ise M ’nin, 7’inci adimda iki farkli konumda olma-

masint garanti ediyor dolayisiyla GG1, Tablo 3.2°de belirtilen 6zelligi garanti etmis olur.

(3 madde grubunun 1 degerini alabilmesi i¢in

A (H'li, 5] v H'[i, )
0<i<p(n)
—p(n)<j<j'<p(n)+1

ve
p(n)
AV H
=0 —p(n)<j<p(n)+1
ifadelerinin ayr1 ayr1 1 olmasi gerekmektedir. Ilk ifadenin 1 olmasi, her i adim igin
okur/yazar baghgin en fazla bir karede olmasini garanti ederken, ikinci ifadenin 1 olmasi

ise her 7 adimi icin okur/yazar baslhiginin en az bir karede oldugunu garanti etmektedir.

G3’lin 1 degerini alabilmesi igin
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veE

N (ST kv S5 )
0<i<p(n)
—p(n)<j<p(n)+1

0<k<k'<v

ifadelerinin her biri 1 degerini almahdir. Ilk ifadenin 1 olmast her i adimi igin —p(n) ile
p(n) + 1 arasindaki her konumda en az 1 harf olmasini garanti ederken, ikinci ifade ise
her ¢ adimi igin —p(n) ile p(n) + 1 arasindaki her karenin en fazla 1 harf olmasini garanti

etmektedir.

(G4, madde grubunun 1 degerini alabilmesi i¢in Q[0, 0], H[0, 1] ifadelerinin 1 olmas1 gerek-
mektedir. Bu ifadelerin 1 olmasi sirastyla makinenin baglangic konumunda ve okur/yazar

bagligin baslangi¢ karesinde oldugunu garanti etmektedir. Ayrica

/\ S[0,i.4]

0<i<n

ve
AN\ S[0,4,0]
n+1<i<p(n)+1
ifadelerinin de 1 olmas1 gerekmektedir. Bu ifadeler de sirasiyla; 0’inct adimda ilk n karenin
girdinin kendisi, n’den biiylik karelerde ise bos karakter (yani k() olmasini garanti etmekte-

dir.

Son olarak G5’in degerinin 1 olmast ise p(n)’inci adimda A/ makinesinin kabul konumunda

(yani g, konumunda) oldugunu garanti etmektedir.

G grubundaki maddeleri ise 2 alt gruba ayiracagiz. Bu iki alt grup sirasiyla asagidaki iki

kosulu garanti etme islevine sahip olacak:

1. 2’inci adimda okur/yazar baglik sonsuz seridin j’inci karesinde degilse, j’inci kare;

2’inc1 adimdan ¢ 4+ 1’inci adima gegerken degismez.

2. 7’inci adimdan ¢ + 1’inci adima gecerken asagidaki maddeler M nin transfer fonksiy-
onuna gore degisecek:
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* Okur/Yazar baghigin bulundugu kare
* Okur/Yazar baghigin bulundugu karedeki harf

* M’nin bulundugu konum

G¢’nin birinci grubunu, kisaca G 1, agsagidaki gibi olusturacagiz:

Geoa= N\ (SG50VH[ )V SE+1,51)
0<i<p(n)

—p(n)<j<p(n)+1
0<i<v

Ve G¢’nin ikinci grubunu, kisaca G 2, olusturmak i¢in devam eden adimlari takip edecegiz.
Eger bir M makinesi p(n)’inci adimdan 6nce ¢, veya ¢, konumlarindan birine gelmisse
makinenin durumu sabit kalacagindan, bir bagka deyisle makine duracaginda, ikinci grubu
inga ederken tanimlayacagimiz A, k' ve I’ degelerini makinenin durup durmamasi durumuna
gore iki farkli sekilde tanimlayacagiz. G2 uzun bir ifade oldugu i¢in bu ifadeyi anlagilir
parcalar halinde yazmak adina ii¢ ayr1 pargaya bolecegiz ve bu ii¢ paragcayr ’ve” kapilariyla

birlestirip G 2 elde edecegiz.

CTV6,2,1 = /\ (S/[Zu?al]VH/[Zaj]\/Q/[ka}VH[Z—i_la]_'_A])
0<i<p(n)
—p(n)<j<p(n)+1
0<i<v
0<k<r

Ge22 = /\ (S'[4,7,1] v H'[i,5] v Q'[i, k] v Qi + 1,k])
0<i<p(n)

—p(n)<j<p(n)+1
0<I<v
0<k<r
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Gs23 = A (S'[i, 5,01 v H'[i, 5]V Q'[i, k] v S[i + 1, 5,1])
0<i<p(n)
—p(n)<j<p(n)+1
0<Ii<wv
0<k<r

yukarida kullanilan A, £’ ve I’, M makinesinin durdugu durumda A = 0, k' = kvel =1
seklinde tanimlanir. A/ makinesinin durmadig1 durumda ise d(qx, s;) = (qx’, Sv, A) seklinde

tanimlanir.

Daha 6nceden de belirttigimiz tizere GG¢ maddesini

Ge = Go1 NGe21NGeo2 N Gesas

ile tammlayalim. G ; maddesinin degerinin 1 olmasi yukarida bahsettigimiz birinci kosulu,
Ge,21/N\Ge 22/\Gg 2 3 Onermesinin degerinin 1 olmasi ise yukarida bahsettigimiz ikinci kosulu

garanti edecektir.

Son olarakta S ifadesi

formiilii ile tanimlayalim.

Biitiin GG;’lerin 1 olmas1 yukarida bahsedilen 6zellikleri garanti edecegi icin:

L probleminin cevabi “Evet” olur <= S SAT problemi dogrulanabilirdir.

Sonug olarak herhangi bir NP problemi L icin bir Boolean formiilii olusturduk. Bu
formiil, »’nin polinomu cinsinsinden sayida madde ve biliteral icerdigi kolayca tanimlardan
goriilebilir. Bu maddeleri ve biliteralleri baglamak ise sabit zaman alacagindan [4] bu
formiilii polinom zamanda olusturmus oluruz. Boylelikle herhangi bir VP problemi SAT

problemine polinomsal zamanda indigenmis olup ispat tamamlanir. [
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SAT probleminin N P-Tam oldugunun kanitlanmasinin ardindan Richard Karp 21 adet farkl
probleme SAT probleminin polinomsal zamanda indirgenebilecegini gosterip boylelikle bu
problemlerin de birer N P-Tam problem olduklarimi kanitlad: [7]. Tezimizin konusu olan
cizge boyama problemi de bu problemlerden birisidir. Yani verilen herhangi bir ¢izgenin
verilen bir £ > 3 dogal sayis1 i¢in k£ renkle uygun boyanip boyanamayacagi problemi bir
N P-Tam problemdir. 4. Boliimde bu gercegin ispati sunulacaktir. [7] kaynaginda sunulan

cizge teorisindeki diger meshur N P-Tam problemlerin bazilar1 sunlardir:

* Kiliklerle Kaplama Problemi: Verilen bir G = (V, E)) ¢izgesi ve pozitif bir tam say1
K < |E] igin, 6yle bir m < K sayist ve V’nin Vi, Vs, ...V, C V alt kiimeleri var

mudir ki:

1. Her V;, G lizerinde bir tam alt ¢izgeyi temsil etsin,

2. Her ab € E kenar1 i¢in, a ve b ayn alt kiime V; icinde yer alsin.

Baska bir deyisle, G iizerindeki kenar kiimesini, en fazla m tane tam alt ¢izgenin

birlesimi olarak ifade etmek miimkiin miidiir?

* Klik Problemi: G(V, E) bir ¢izge ve K < |V/| pozitif tam say1 olsun. G’de K tane

kose iceren bir klik var midir?

» G(V, E) bir ¢izge ve K pozitif tam say1 olsun. Oyle bir, bire bir
f:vV—={12,..V|}

fonksiyonu var midir ki

M) = f) <K

wek

olsun?

N P ve P kiimelerini okura daha iyi aktarmak adina bu tezde genel gecer bilinen tanimlardan

daha farkl bir sekilde ele aldik. Genel olarak P ve N P kiimesinin elemanlar1 sadece karar
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problemlerinden olugsmak zorunda degildir. Yani eger bir problemi kararli bir Turing maki-
nesi, girdisinin boyutunun polinomsal fonksiyonu kadar adimda coziiyorsa bu problem P
kiimesindedir. Benzer sekilde eger bir problemi kararsiz bir Turing makinesi, girdisinin
boyutunun polinomsal fonksiyonu kadar adimda ¢oziiyorsa bu problem N P kiimesindedir.
Dikkatle incelenirse, Cook-Levin teoremi kapsaminda SAT probleminin /N P-tamlig1 sonu-

cunun, s6z konusu P ve N P smiflarinin tanimlarin1 da kapsadigi goriilecektir.

Bir sonraki boliimde ¢izge boyama probleminin bir /N P-tam problem oldugu detaylar ile

ele alinacaktir.
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4. Cizge Boyama Problemi ve NP-Tamhk

Teknik ayrintilara gegmeden Once, ilerleyen kisimlarda kullancagimiz bazi 6nemli temel

tanimlar ve kavramsal cerceve sunulacaktir.

4.1 Temel Tanimlar

Bir 6nceki boliimde N P ve P smiflarinin ve SAT probleminin tanimlarini vermistik. Ayrica
SAT probleminin N P-Tam sinifinda oldugunu Cook-Levin teoremi ile kanitlamistik. Bu
boliimde verilen herhangi bir SAT probleminin ¢oziimiiniin olup olmadigini bulmanin, her-
hangi bir & > 3 i¢in verilen bir G(V, E') ¢izgesinin %k renk kullanilarak uygun boyanip
boyanamayacagina polinomsal anlamda esit oldugunu, yani polinomsal zamanda birbirler-
ine indigenebilecegini, gosterecegiz. Boylelikle cizge boyama probleminin de bir /N P-Tam
problem oldugunu gostermis olacagiz. Cizge boyama probleminin SAT problemine polinom-
sal zamanda indirgenebilecegi ¢ok agiktir. Dolayisiyla biz, SAT probleminin ¢izge boyama

problemine polinomsal zamanda indirgenebilecegini gosterecegiz.

Bu gercegi asagida verilen siralamay1 gdz Oniine alarak gosterecegiz:

1. Verilen herhangi bir SAT problemi 3-SAT problemine polinomsal zamanda indirgenir.

2. Verilen herhangi bir 3-SAT problemi 3-Renklendirme problemine polinomsal zamanda

indirgenir.
3. Verilen herhangi bir 3-Renklendirme boyama problemi k-Renklendirme boyama prob-

lemine polinomsal zamanda indirgenir.

Gortilecegi lizere burada yeni bazi problemlerin isimlerini vermis olduk. Simdi yukarida
bahsedilen tiim bu problemlerin tanimlarin1 agagida sirayla verelim. Bu problemler ile ilgili

daha fazla detay icin [9] kaynag1 incelenebilir.
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* SAT Problemi: Verilen bir CNF formatindaki Boolean formiiliiniin 1 degerini alip

alamayacagini belirleme.

* 3-SAT Problemi: Verilen bir 3-CNF formatindaki Boolean formiiliiniin 1 degerini alip

alamayacagini belirleme.

* 3-Renklendirme Problemi: Verilen bir cizgenin koselerinin 3 renk ile uygun boyanip

boyanamayacagini belirleme.

* k-Renklendirme Problemi: Verilen bir ¢izgenin koselerinin k renk ile uygun boyanip

boyanamayacagin belirleme.

4.2 SAT Probleminin 3-SAT Problemine Indirgenmesi

Teorem 4.2.1. SAT problemi, 3-SAT problemine polinomsal zamanda indirgenebilir.
Kanit. Genelligi bozmadan verilen bir SAT probleminin formiilii
S=CiNCyN---NCy
olsun. Burada her C; herhangi bir £ dogal sayisi i¢in
Ci=x1VaaV---Va

formunda olacaktir. Eger k£ = 1 ise yani C; = x; tipinde ise iki yeni d; ve dy Boolean

degiskenleri tamimlayarak
Ci: (ZEl\/d1\/dg)/\(Il\/dll\/dz)/\(1171\/d1\/d,2)/\(l'1\/d,1\/d/2)

esitligini kullanip C;’yi 3 tane biliteral iceren maddeler cinsinden yazabiliriz. Eger k = 2 ise

yani C; = (z7 V x5) tipinde ise bir d Boolean degiskeni tanimlay1ip

Ci= (@ Vo Vd) A (x1 Vo Vd)
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esitligini kullanip C;’yi 3 tane biliteral iceren maddeler cinsinden yazabiliriz. Son olarak

eger k > 3ise x, = x3V x4 V ... V 1}, degiskenini tanimlayarak
CZ' =x1 VIV,

seklinde ifade edebiliriz.

Sonug olarak her SAT formiiliinii o SAT formiiliine denk 3-SAT formiiliine doniistiirebiliriz.
Ayrica bu gosterilen bir Boolean degiskeni sabit bir zamanda olusturabilecegimiz i¢in
SAT formiiliinii 3-SAT formiiliine polinomsal zamanda doniistiiriirebiliriz. Boylelikle ispat

tamamlanmig olur. [

4.3 3-SAT Probleminin 3-Renklendirme Problemine Indirgenmesi

Teorem 4.3.1. 3-SAT problemi, 3-Renklendirme problemine polinomsal zamanda in-

dirgenebilir.

Kanit. Verilen herhangi bir 3-SAT formiilii i¢in bir ¢izge olusturup eger olusturdugumuz bu
cizge 3 renk ile uygun bir sekilde boyanabilen bir ¢izge oluyor ise verilen 3-SAT formiiliiniin
saglanabilecegini, diger taraftan olusturdugumuz ¢izge 3 renk kullanilarak boyanamiyorsa

verilen 3-SAT formiiliiniin saglanamadigini1 gosterecegiz.

Genelligi bozmadan kabul edelim ki
Ci ANCoyNCs... NGy, (1)

tipinde bir formiilimiiz olsun. Burda her C}, tam olarak 3 adet literalin “veya” kapilariyla

baglanmas1 sonucunda olugmaktadir. Ornegin; i € {1,2,...,m} icin her bir madde

Ci = Vjy vV Viq V Vig
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tipindedir. Burada {vy,vs, vs,...,v,} kiimesi C; maddelerinde kullanilan tiim literallerin

(yani mantik degerlerinin) kiimesi olsun.

Bu v; literalleri olusturacagimiz ¢izgenin koselerinin bazilar1 olacak. Ilk olarak Sekil 4.1°de

goriildiigii gibi bir ¢izge olusturalim. Daha sonra uygun mantikla bu ¢izgeyi biiyiitecegiz.

Sekil 4.1 : 3-SAT — 3-Renk denkligini gostermede kullanilan taban ¢izge

Cizgemizi “Dogru, Yanlig, Taban” isimleri ile adlandirdigimiz 3 renk ile boyamaya
calisacagiz. Daha sonra 3-Sat formiiliindeki her bir v; literaline ¢izgede boyandig1 rengin
degerini verecegiz, yani “Dogru” ise 1 “Yanlis” ise 0. Kolayca goriilecegi iizere Sekil 4.1 de
olusturdugumuz ¢izge bize her bir v; literalinin “Dogru” ya da “Yanlis” renklerinden biriyle
boyanmasini garanti ediyor. Ayrica Sekil 4.1’de olusturdugumuz ¢izge bize her v; literalinin
degilinden farkli renkte olmasini ve her v literalinin de “Dogru” ya da “Yanlis” renklerinden
biriyle boyanmasini garanti eder. Bu durum 6nemlidir ¢iinkii C; maddeleri v;’lerin degillerini

de icerebilir.

Su ana kadar her v; ve v/ literalerinin “Dogru” ya da “Yanlig” renklerinden biriyle boyan-

masint ve her v; ve v, nin farkli renklerle boyanmasini garantilemis olduk. Unutmayalim ki
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amacimiz Oyle bir ¢izge olusturmak ki, eger olusturdugumuz ¢izge 3 renk ile uygun boyan-
abiliyorsa bize verilen (1) formiilii 1 degerini alabiliyor boyanamiyorsa bu formiil 1 degerini

alamiyor olmalidir.

Simdi her C; maddesi i¢in C;’nin 1 degerini alabilecegini garanti altina almaya ¢alisacagiz.

Unutulmamalidir ki formiildeki her C'; maddesi

Ci=aVbVe

formundadir. Burdaki a, b ve ¢ yukarida bahsettigimiz vy, vo, ..., v, literallerinden veya on-

larin degillerinden biridir.

Bu asamadan sonra Sekil 4.1°de verilen ¢izgeyi her C; maddesi i¢in genisletip, en son olugan
cizgenin 3 renk ile boyanabilmesiyle verilen 3-SAT formiiliiniin 1 degerini alabilmesinin eg

deger oldugunu gorecegiz.

Sekil 4.2 : 3-SAT - 3-Renk denkligini gdstermede kullanilan tabana eklenecek cizge

Burada 3-SAT formiilende verilmis her C; i¢in Sekil 4.2 deki yapiy1 Sekil 4.1°e ekleyecegiz.
Sekil 4.2°de verilen cizgedeki “T, D, Y koseleri Sekil 4.1°de verilen ¢izgenin “Taban, Dogru,
Yanlig” koseleridir. Ayrica Sekil 4.2°deki “a, b, ¢”” koseleri, karsilik gelen C;’nin literallerinin
Sekil 4.1°deki uygun karsiliklaridir. Yani her bir C; icin Sekil 4.2°yi, Sekil 4.1’e uygun bir
sekilde eklerken; Sekil 4.2’deki “a, b, ¢, T, D, Y” koselerini yeniden olusturmadan Sekil
4.2°deki kalan koseleri ve kenarlar1 Sekil 4.1°de verilen ¢izgeye “a, b, ¢, T, D, Y nokta-

larindan monteliyoruz.
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Son olarak Sekil 4.2°deki c¢izgedeki “a, b, ¢” koseleri Sekil 4.1°deki ¢izgenin literalleri
oldugundan bunlarin “Dogru” ya da “Yanlis” renkleriyle boyanacaklar1 kesindir. Simdi
dikkatli incelersek Sekil 4.2°deki “ab” kosesisinin her zaman i¢in a V b rengiyle boyan-
abilecegini ayn1 sekilde, “abc” kosesinin ise her zaman i¢in a V b V ¢ rengiyle boyan-
abilecegini gozlemlenir. Ayrica “abc” kosesinin “Taban” ve “Yanlig” renkleriyle boyanan
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koselere komsu olmasi “abc”’nin “Dogru” rengine boyanmasini mecbur kilmaktadir.

Yukarida anlatildigr ve Sekil 4.2°de gosterildigi gibi Sekil 4.1°deki ¢izgeyi her C; i¢in
genigleterek G ¢izgesini elde edelim. O halde verilen 3-SAT formiilii 1 degerini alabilmesi
icin gerek ve yeter sart bu G ¢izgesinin 3 renk ile uygun boyanabilmesi olacaktir. Taban
cizgeyi olusturmak, 3-SAT probleminde kullanilan toplam biliteral sayisiyla dogru orantili
zaman alacagindan, yine ayni sekilde her bir eklenti sabit zaman alacagindan ve sonug olarak
toplamda 3-SAT formiiliindeki biliteral sayinin polinomsal cinsinden eklenti yapilacag i¢in

bu indirgeme polinomsal zamanda olacaktir. Boylelikle ispat tamamlanmisg olur. [

4.4 Ek-Renklendirme Probleminin 3-Renklendirme Problemine

Indirgenmesi

Teorem 4.4.1. Her 3-Renklendirme problemi, k-Renklendirme problemine polinomsal za-

manda indirgenebilir.

Kanit. Bu ifadenin ispati gorece daha basittir. Verilen bir GG ¢izgesinin 3-renk ile boyanip
boyanamayacagini belirlemek istiyoruz. H cizgesini, Kj_3 cizgesini G c¢izgesinin her

kosesiyle birlestirerek elde edelim. O halde:
H cizgesi £ renk ile uygun boyanabilir <= G ¢izgesi 3 renk ile uygun boyanabilir

ifadesi elde edilecektir. Bu indirgemenin polinomsal zaman indirgemesi oldugu acgik olup

ispat tamamlanr. O

Son olarak asagidaki alt boliimde yukarida yaptiklarimiz 6zetlenmistir.
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4.5 Sonug

Teorem 4.5.1. k-Renklendirme Problemi N P-tamdir.

Kanit. Onceki boliimlerde sirasiyle sunlar1 gosterdik

* Verilmis herhangi bir SAT A problemi i¢in polinomsal zamanda elde edilebilen dyle

bir 3-SAT B problemi vardir ki:

A, 1 degerini alabilir <= B, 1 degerini alabilir

* Verilmis herhangi bir 3-SAT B problemi i¢in polinomsal zamanda elde edilebilen dyle

bir GG ¢izgesi vardir ki:

B, 1 degerini alabilir <= G c¢izgesi 3 renkle uygun boyanabilir

* Verilmis herhangi bir G ¢izgesi ve £ > 3 tamsayist polinomsal zamanda Oyle bir H

cizgesi elde edilebilir ki:

H cizgesi k renkle uygun boyanabilir <= G cizgesi 3 renkle uygun boyanabilir

Ayrica Cook-Levin Teoremi’nden biliyoruz ki SAT problemi bir N P-Tam problemdir.
Yukaridaki denkliklerden ve Cook-Levin teoremi goz oniine alindiginda, verilen herhangi
bir G(V, E) c¢izgesinin k renk ile uygun boyanip boyanamayacagi problemi bir N P-Tam
problemdir. L

Not edilmelidir ki yukaridaki denklikler ayn1 zamanda 3-SAT ve 3-renklendirme problem-

lerinin de birer N P-Tam problem oldugunu gostermektedir.

56



Ozetle cizge boyama problemleri hesaplanabilirlik teorisinde nemli bir yere sahiptirler. Ver-
ilen herhangi bir ¢izgenin k-renk ile uygun bir bigcimde boyanip boyanamayacagini poli-
nom zamanda belirleyebilirsek, verilen herhangi bir SAT probleminin 1 degerini alip al-
mayacagint da polinom zamanda belirleyebilmis oluruz. Boylelikle N P kiimesindeki her
problemin cevabini polinom zamanda belirleyebiliriz. Bir bagka deyisle NP = P esitligi
gosterilmig olur. Fakat giiniimiizde halen verilen herhangi bir ¢izgenin polinomsal zamanda
uygun bir sekilde boyanabileceginiz gosteren algoritmalar mevcut degilidir. Hatta boyle bir

algoritmanin var olabilecegi bile belirsizdir.

Fakat pratikte ¢izge boyamanin bir¢ok alanda uygulamasi bulundugundan verilen cizgelerin
kac¢ renkle boyanabilecegini belirlemek (optimal olmasa dahi) onem arz etmektedir. Bir
sonraki boliimde literatiirde bilinen ve pratikte siklikla kullanilan 6nemli bazi algoritmalar

ele alinacaktir.
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5. Cizge Boyama Problemi ve Bazi Algoritmalar

Bu boliimde verilen bir G(V, E) ¢izgesini uygun bir sekilde boyayan bazi algoritmalari
inceleyecegiz. Bolim 5.1°de inceleyece@imiz Tam Sayili Programlama algoritmasi ver-
ilen bir cizgenin tam olarak kromatik sayisini belirler. Ancak bilinmektedir ki Tam
Sayili Programlama algoritmast polinom zamanda calismaz, yani ornegin 10000 kosesi
olan ortalama bir biiyiikliikteki bir c¢izgenin kromatik sayisini hesaplamasi binlerce yil
stirebilir. Bu baglamda Bolim 5.1°de inceleyecegimiz Tam Sayili Programlama algo-
ritmasi, diger boliimlerde inceleyecegimiz algoritmalardan ayrismaktadir ve bu algorti-
maya “Degerlendirme ve Karsilastirma” boliimiinde deginmeyecegiz. Diger boliimlerde in-

celeyecegimiz algoritmalarin hepsi polinom zamanda ¢aligmaktadir.

Boliim 5.2, 5.3, 5.4 ve 5.5’te inceleyecegimiz algoritmalarin amaci, bir ¢izgenin kromatik
sayisin1 tam olarak belirlemek degil, bir ¢cizgeyi uygun bir bicimde miimkiin olan en az renkle
boyamaktir. Bir bagka deyisle bu boyamalar en optimal boyamalar olmak zorunda degildirler.

Bu boliimlerde anlatacagimiz algoritmalarin hepsi polinom zamanda ¢alismaktadir.

Farkli algoritmalar1 kiyaslarken ; bu algoritmalarin ayni cizgeleri ka¢ renk kullanarak
boyadiklarini karsilagtiracagiz. Bu karsilagtirmay1 2. Boliimde tanimladigimiz G, , rastgele

cizgeler yardimi ile yapacagiz.

Sirastyla her bir algoritmanin ¢alisma metodolojisine ve ¢alisma zamanina de8inecegiz. Lit-

eratiirde daha bagka algortimalarin da mevcut oldugu unutulmamalidir [10].

Bu boliimiin sonunda farkli n ve p degerleri i¢in olusturacagimiz G,,, rastgele ¢izgeleri
tizerinde Boliim 5.3, 5.4 ve 5.5’te ele aldigimiz 3 algoritmay1 test edip performanslarini
kargilastiracagiz. Ayrica bu boliimde kullanilan biitiin kaynak kodlar1 Ekler-A boliimiinde

verilmigtir.

Oncelikle ilerleyen alt boliimlerde verecegimiz algoritmlarinda bazilarinda ihtiyacimiz olan

tanimlar1 verelim.
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Tanim 5.0.1. G(V, E) bir ¢izge ve k € N olsun. G ¢izgesinin diizensiz k-boyanmasi, her
kosenin bu koseye komsu olan koselerin farkli renge boyanmasi sartt aranmadan k renk

kullanilarak boyanmasidir.

Tanmm 5.0.2. Bir G(V, F) ¢izgesinin uygun veya diizensiz k-boyanmast: 0 < i,j < k ve
1,7 € N, i¢in,

k

i=0
olmak iizere S = {57, 5, ..., Sr} koselerin parcalanigi kiimesiyle ifade edilir. Eger S’bir
uygun boyamaysa VA € S ve Vu,v € Aigin uv ¢ E olacaktir.

Yukaridaki tanimda betimlenen S; kiimesi, ¢ rengi ile boyanan koselerin kiimesi olacaktir.

Onceki agiklamalarin 1s18inda, artik ele almacak algoritmalari sirayla ve sistematik bir

sekilde sunabiliriz.

5.1 Tam Sayil Programlama Algoritmasi

Bu boliimde kullanilan algoritma bir Tam Say1 Optimizasyon algoritmasidir. Bu algoritma
optimizasyon problemlerinde siklikla karsilasilan bir algoritmadir. Bir ¢izgenin en az kag
renkle uygun bir bicimde boyanacagini belirlemek bir optimizasyon problemi olacagindan

bu algoritma yardimiyla bu sorunun cevabi belirlenebilir.

Simdi verilen bir G(V, E) bir ¢izgesi ve V' = {vy, v, ..., v, } koseleri i¢in bilinen bir uygun
boyamay1 X,,«, ve Y,,«1 matrislerini asagidaki kosullar1 saglayacak sekilde olusturarak ifade

edebiliriz.
1. 1 <4,5 <nigin

1 eger v;, j rengine boyanmigsa
*Tij =
0 eg8er v;, 7 rengine boyanmamigsa
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2. 1 <i<nigin

1 eger 1 rengine boyanmis en az bir kose varsa
Yir =
0 eger i rengine boyanmis kogse yoksa

X ve Y matrisleri ile G(V, E) cizgesi i¢in agagidaki tam say1 optimizasyon problemini ele

alalim:
Voo € BE.Vj € {1,2,..,n} veVux;,yn €{0,1} icin xy + a2 <yj

veE

Vo, €V odgin >y =1,

Jj=1

kisitlar1 saglanmak iizere;
n
D
j=1
toplaminin minimum degeri kagtir?

Yukaridaki tamsay1 optimizasyon probleminde, hesaplanan bu minimum deger, X ve ¥ ma-
trisleri icin 1. ve 2. kosularii da saglayacagindan GG ¢izgesinin kromatik sayis1 olacaktir.
Ancak bu algoritma maalesef polinom zamanda calismamaktadir [10]. Diger bir deyisle tam

say1l1 programlama algoritmasi da bir /N P problemdir.

Fakat yukaridaki tam say1 optimizasyon probleminde X ve Y matrislerinin elemanlarinin 0
veya 1 olma sartini, hatta tam say1 olmast durumunu, kaldirirsak bu optimizasyon problemi
dogrusal programlamayla polinom zamanda ¢6ziilebilir. Boylece elde edecegimiz deger tam
say1 optimizasyon problemine bir alt sinir olacagindan, GG ¢izgesinin kromatik sayist i¢in bir
alt sinir bu algoritma sayesinde belirlenebilir. Fakat bu alt sinir genel bir alt sinir degil verilen

cizgeye ozel bir alt sinir olacagindan matematiksel olarak genellemek miimkiin olmayacaktir.
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5.2 Greedy Algoritmasi

Greedy algoritmast verilen bir G(V, E) ¢izgesini asagida anlatildid1 sekilde boyayan algorit-

madir.

C' = {c1, co,c3, ...} kiimesi renk kiimesi olmak iizere, V' kiimesinin elemanlar1 rastgele bir
vy, Ve, . .., Uy sirasina dizilir. Sonra sirayla her bir v; kosesi; ona komgsu olan ve daha dnce
boyanmis olan koselerin boyandigi renklerden farkl bir renk olmak suretiyle C' kiimesindeki

en kiiciik indisli renkle boyanir.
Goriilecegi lizere akla ilk gelen mantikla calisan en ilkel boyama algoritmasidir.

Sekil 5.1°de Greedy algoritmasinin sudo kodu mevcuttur.

GREEDY (S + 0, 7)

(1) for i < 1to || do

(2) for j < 1 to |S|

(3) if (Sj U {Eg}) Bagimsiz kiimeyse
4) Sij« S;U{m}

(5) break

(6) else j «— j+1

(7) if j > |S| then

(8) Sj {m;}

9 S+ SUS;

Sekil 5.1 : Greedy Algoritmasinin Sudo kodu

Modern bilgisayarlarin n eleman iceren bir kiimeyi rastgele bir siraya dizemesi sabit c
zaman alir, algoritmanin asimptotik calisma zamanini incelerken bu ¢ sabitini goz ardi
edebiliriz.[10] Algoritma ¢’inci adimda v; kdsesini boyamak i¢in ilk ¢ — 1 kdsenin her birinin
hangi renge boyandigini kontrol etmek durumundadir. Ayrica bu kontrollerin her biri de yine

sabit ¢’ zamaninda olacaktir. Genel olarak bir algoritmanin asimptotik ¢alisma zamanini
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incelerken; sabitlerin hepsini 1 olarak kabul edebiliriz. Bu yiizden 7’inci kdsenin boyan-
masinin alacagi zaman i — 1 olacaktir (ashinda unutulmamaldir ki (¢ — 1)’in bir sabit kat1).[10]

Dolayisiyla, Greedy algoritmasinin ¢aligma zamani

olarak hesaplanir. Yani Greedy algoritmasi, n koseli bir ¢izge iizerinde asimptotik olarak n?

zamanda caligir.

Greedy algoritmasi1 yukarida bahsettigimiz formuyla ¢ok tercih edilmez, bunun nedeni
asagida Sekil 5.2°de sundugumuz iizere 8 koseli kiiciik bir cizgede bile iki farkli siralama
kullanilmas1 durumunda birinde 2 farkli renk kullanarak ¢oziim verirken digerinde 4 farklh
renk kullanarak bir ¢6ziim vermektedir. Bu fark daha biiyiik cizgelerde ¢ok daha fazla ola-

bileceginden Greedy algoritmasi ¢ok tercih edilen bir algoritma degildir.

Sekil 5.2 : Ayni ¢izgenin 2 farkli siralamayla boyanmasi.
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5.3 DSatur

DSatur algoritmas1 mekanizmasi itibariyle Greedy algoritmasina benzer. Farkli olarak
DSatur algoritmasinda koselerin siralanmasi en bagsta olmaz, her kdse boyandiktan sonra
bir sonraki boyanacak kose belirlenir. Boyamanin herhangi bir adiminda boyanmamis bir
kosenin doygunluk sayist o ana kadar boyanmis komsularinin sayist olarak belirlenir. Bir
sonraki adimda boyanacak kose ise boyanmamis ve en yiiksek doygunluk sayisina sahip
kosedir. Algoritmanin devam eden asamasinda Greedy algoritmasinda oldugu gibi her koge
boyanan komgularindan farkli bir renkle boyanmak suretiyle renkler kiimesindeki en kiiciik
indisli renkle boyanir. DSatur algoritmasina ait bir boyama Sekil 5.3’te gosterilmigtir. Ver-
ilen sekildeki 8 koseli cizge 8 adimda 4 renk ile boyanmustir ve her adimda biitiin koselerin

doygunluk sayis1 gosterilmistir. DSatur algoritmasinin sudo kodu Sekil 5.4 te verilmistir.

w ot 0 2 2 0 B Q2 0
1 1 1 )
0 0
! ™ 2 2 3 1
(4) 2 0 (5) 1 (6) 2
1 1
1 1 2
(7) 2 (8) Renkler
1
Q2
®:3
@ 4

Sekil 5.3 : DSatur algoritmasina bir 6rnek.

Ozetlemek gerekir ise DSatur algoritmasi asagidaki sekilde ¢aligir:

1. Cizgedeki her kdsenin doygunluk sayis1 baglangigta O olarak ayarlanir.

2. Cizgedeki en yiiksek dereceli kose, eger birden fazlaysa herhangi biri rastgele

secilerek, renkler kiimesindeki en kii¢iik indisli renkle boyanir.
3. Boyanmayan koselerin doygunluk sayisi, boyanmis komsularmin sayisi olarak
degistirilir.
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DSATUR (S 0,X < V)

(1) while X # 0 do
(2) Choose v € X
3) for j < 1to |S]|
(4) if (Sj U {v}) Bagimsiz kiimeyse
(5) Sj — Sj U {V}
(6) break
(7) else j«— j+1
@®)  if j> |S| then
(9) Sj — {V}
(10) S+ SUS;
1) X< X—{v}

Sekil 5.4 : DSatur algoritmasini sudo kodu.

4. En yiiksek doygunluk sayisina sahip kose secilir. Eger bir esitlik durumu olursa daha
yiiksek dereceli kose secilir. Yine esitlik olursa en yiiksek doygunluk ve dereceli

koselerden biri rastgele segilir.
5. Secilen kose renkler kiimesinden boyanabilecegi en kiigiik indisli renkle boyanr.
DSatur algoritmasi bazi durumlarda optimal ¢oziimleri verir. Ornegin asagida verecegimiz
teorem bu gercegin onemli orneklerinden biridir [10].

Teorem 5.3.1. DSatur algoritmasi kromatik sayis1 2 olan bir ¢izgeyi 2 renk kullanarak boyar.

5.4 Tabu-Col

Tabu-Col algortimasi ilk olarak 1987°de ortaya atilmigtir. Cesitli varyasyonlar1 mevcuttur.
Bizim burada inceleyecegimiz varyasyonu “Gelistirilmis Tabu-Col” algoritmasi olarak bili-
nen varyansyonudur. Detaylar i¢in [10] kaynag1 incelenebilir.
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Bu algoritma caligma mantig1 agagidaki gibidir:

1. Ik olarak bir [ dogal sabiti belirlenir.

2. Ardindan V' = {vy,vs,...,v,} koseleri ile verilen bir G(V, E) ¢izgesini DSatur al-
goritmasiyla k renk kullanarak boyar,eger herhangi bir adimda bir kose £ renkten
biriyle komsularindan farkli renkle boyanamiyorsa, o kdse rastgele bir renkle boyanur.

Boylece G ¢izgesinin diizensiz k-boyamasi

S = {51, 5, ..., Sk}

elde edilir.

3. Komgu olan iki kdsenin ayni renge boyanmasi cakisma durumu olarak adlandirilir.
Elde eldilen bu S boyamasi i¢in ¢akisma sayisi, toplam cakisma durumu olarak

tanimlanir ve bu say1 f(.5) ile gosterilir.
4. Algoritma, bu £ sayisi icin n X k boyutundaki sifir matrisi T« ile 1 < ¢ < n,
1 <j5<kicin

cij = v; kosesinin S; rengi ile boyanmis komsularinin sayisi

kurali ile belirlenen n x k boyutundaki C),; matrisini tanimlar.

5. Algoritma dongiiniin ilk adiminda S’ = {57, 55, ..., S;.} boyamasin su sekilde elde
eder: Her v, kosesi,bu kdse S; rengine boyanmis olsun, i¢in C' matrisinde c,; — ¢y,
degerini minimum yapan j;’yi bulur. Ve bu islemi her satir i¢in yapar ve bu satirlarin

herbirinde bulunan en kii¢iik 7’yi bulur.
6. Buldugu en kiigiik j’ye, 5/, bulundugu satira da v’ diyelim.
7. O zaman algoritma: Sy rengine boyanan v,, kosesinin rengini S; rengine degistirip

yeni S’ boyamasini elde eder. Ve f(S") = f(S) + ¢,y — ¢y olarak hesaplanur.
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8. Bunun ardindan en bagta belirlenen bir [ sabiti ve dongiiniin bulundugu adim,t, i¢in
Ty = t + [ olarak giincellenir. Bu v,, kosesinin ¢ + [’inci adima kadar i’ rengini

alamayacagi anlamina gelir ve bu durumlar 5. adimda yok sayilir.

9. Ve yine v”’nin her komsu késesi v i¢in: Cyyv = Cuy — 1 ve Cpyy = Cyujp + 1

giincellenerek C' matrisi glincellenmis olur.Ve algoritma bir sonraki adima geger.

Eger herhangi bir adimin sonunda toplam cakigsma sayisi O olursa, algoritma k degerini bir

diisiirerek £ — 1 degerine gore elde ettigi son boyama ile 5.adimdan devam eder.

Tabu-Col algoritmas1 herhangi bir £ degerine ulasilinca veya bir dongiide yapilabilecek mak-

simum adim sayisina ulaginca,bu deger kullanici tarafindan belirlenir, son bulur.

5.5 HEA (Hibrit Evrimsel Algoritma)

Hibrit Evrimsel Algoritma 1999 yilinda Phillep Gao ve Jin Kao Hao tarafindan gelistirilmistir
[10].

Boyanmak iizere bir G(V, E) ¢izgesi verilsin. Bir k& dogal sayisi belirleyelim. Verilen bu
G ¢izgesini, DSatur algoritmasini kullanarak farkli sekillerde k& renk kullanarak boyamaya
calisacagiz. Aslinda DSatur algoritmasi derecesi en yiiksek koseden boyamaya baslar. Fakat
burada amacimiz farkli boyamalar elde etmek oldugundan boyanilacak ilk kose rastgele be-
lirlenir. Ayrica unutulmamalidir ki DSatur algoritmasi verilen G ¢izgesini k renkte boyamay1
garanti etmez. Yani boyama sirasinda bir kdse & renkten biriyle komgularindan farkli olacak
sekilde boyanamayabilir. Boyle bir durumda o kose rastgele bir renkle boyanacak. Boylece

G cizgesinin bir k-diizensiz boyanmasi elde edilecektir.

Yukarida anlatilan metodla GG ¢izgesinin daha onceden belirlenen bir N dogal sayisi i¢in
N farkli k-diizensiz boyamalarini elde edelim. Ve bu boyamalarla popiilasyon adin ver-
ilen kiimeyi olusturalim. Simdi bu popiilasyon kiimesindeki ebeveyn boyamalar olarak
adlandirilan boyamalar1 asagidaki ornekte anlatacagimiz gibi ciftleyerek cocuk boyamalar

olarak adlandirilan yeni boyamalar elde edecegiz.
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Ornegin, populasyondan iki adet ebeveyn boyama alacagiz. Bu ebeveyn boyamalarla bir
adet cocuk boyama elde edecegiz. Ardindan aldigimiz iki ebeveyn boyamayi popiilasyondan
cikartip onlarin yerine daha sonra basit bir ornegini sunacagimiz mantikla elde ettigimiz
cocuk boyamay1 koyacagiz. Normalde; evrimsel algoritmalarda, cocuk algoritmalar ebeveyn
algoritmalarinin kotii performans gostereninin yerine konur ancak yukarida anlattigimiz gibi
HEA’da cocuk algoritma iki ebeveyninin yerine populasyona girer [10]. Bu anlamda bu

ozellik bu tiir yapidaki algoritmalarda bir yenilik olarak goriilebilir.

Bir popiilasyonun icinde yalnizca bir boyama kaldiginda; o boyamada bir ¢akigsmanin i¢inde
olan biitiin kogelerin renkleri silinir ve kalan boyama DSatur algoritmasina sokularak uygun
bir boyama elde edilir. Bu elde edilen boyama HEA’ nin ulastigi nihai uygun boyamadir.

Tablo 5.1°de, verilen bir S; ve Sy ebeveyn boyamlarindan, S’ ¢ocuk boyamanin elde edilmesi

gosterilmigtir.
S S S’
{v1,v2,v3}, | {vs,v4, 05,07},
{va,v5,v6,v7}, | {v1, 06,00}, {}
{U8> Vg, Ulo} {U2, Vs, Ulo}
{U3},
g;’:j;’;}fo}}’ {01,7}6,7}9}’ {04705,1)6,1)7}
T {U27U87U10}
{U1,Us}’ {Us}’ {U47U5>U67U7}’

{vo} {v1, v} {vg, v8,v10}
{U47 Vs, Ue, U?},
{vo} {vo} {va, vs, v10},
{v1,v3}
{7147 Vs, Ug, U?},
{ { {v2, vs, V10, V9o },
{v1,vs}

Tablo 5.1 HEA icin ciftleme 6rnegi.

Tablo 5.1°de gosterilen ¢iftleme 6rnegi asagida anlatildig: gibi calismaktadir:

1. DSatur algoritmasiyla yukarida anlatildigi gibi farkli boyamalarla elde edilen
popiilasyondan rastgele iki boyama olarak S; ve S, ebeveyn olarak secilmis olsun
ve Tablo 5.1’in ilk satirina, yeni bir ¢ocuk boyama, S’ ,elde etmek i¢in eklensin.
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2. Ikinci satirda, ebeveyn boyamalardan en biiyiik renk sinifi, beraberlik durumunda rast-
gele olacak sekilde, bulundugu ebeveynden silinip, o renk sinifin1 olusturan koseler

diger ebeveynden de silinerek, S’ cocuk boyamasina eklenmistir.

3. Ebeveynlerin kalan hallerindeki en biiyiik renk sinifi bir onceki adimda anlatildig1 gibi

silinip cocuk boyamaya eklenmistir.

4. Bu adimlar ebeveyn boyamalarda bir kose kalmayincaya kadar devam ettirilir. Nihai

olarak ¢cocuk boyama S’ elde edilmig olur.

5.6 Sonug ve Degerlendirme

Bu boliimde HEA, Tabu-Col ve DSsatur algoritmalarin rastgele cizgeler tizerinde farkl ke-

nar olasikliklari, p, degerleri ve farkli kose sayilari icin karsilastiracagiz.

Sekil 5.5°te 100 koseli rastgele ¢izgeler icin algoritmalarin aymi cizgeleri ka¢ farkli renk
kullanarak boyadigi gosterilmistir. ~ Sekil 5.6’da ise 300 koseli rastgele cizgeler icin
karsilagtirma gosterilmistir. Bu grafikleri ¢cizmek i¢in kullanilan kodlar Ekler-A boliimiine
eklenmistir. Genel olarak; kod calistiginda = eksenindeki her bir p degeri icin, verilen
bir n sayisi(6rneklerde 100 ve 300 degerlerini kullandik) tane kose iceren rastgele ¢izgeler
olusturularak, algoritmalarin olusturulan bu cizgeleri kag¢ farkli renkle boyadig1 y ekseninde

gosterilmigtir.

Grafiklerden de gorebilecegi iizere 100 koseli ve 300 koseli cizgelerde algoritmalar genel
olarak benzer performanslar sergilediginden ve DSatur en hizli ¢alisan algoritma oldugundan
bir ¢izge boyama problemi ic¢in kullanilacak en makul algoritmanin DSatur oldugunu

diisiinliyoruz.
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Kullanilan Renk Sayisi

Kullanilan Renk Sayisi

DSatur, Tabucol ve Improved HEA
Algoritmalarinin Rastgele Cizgeler Uzerinde Karsilastirilimasi(n=100)

45 1 —a— Dsatur
—— Tabucol

40 | —® HEA
35
30 A
25
20
15
10

5

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Kenar Olasiligi (p)
Sekil 5.5 : 100 Koseli Karsilagtirma
DSatur, Tabucol ve Improved HEA
Algoritmalarinin Rastgele Cizgeler Uzerinde Karsilastiriimas(n=300)
—a— DSatur
100 4 —% Tabucol
—8— HEA

80 1

60 4

40

20 +

T
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9
Kenar Olasiligi (p)

Sekil 5.6 : 300 Koseli Karsilagtirma
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5.7 Cizge Boyama Problemi icin Bazi1 Uygulama Ornekleri

Onceki boliimlerde de bahsettigimiz gibi ¢izge boyama problemi N P-Tam oldugu icin
coziilebilecegi zaman bakimindan bir¢ok O6nemli probleme denktir. Yalnizca bu durum
bile, cizge boyama problemini arastirmaya deger ¢ok Onemli bir problem yapmaktadir.
Bunun yaninda ¢izge boyama problemleri giinliik hayatta bir¢cok yerde farkinda olmadan
karsimiza ¢ikmaktadir. Bu boliimde giinliik hayatta karsimiza ¢ikan ¢izge boyama problemi

orneklerinden bazilarina kisaca deginerek bu konuyu somutlastirmay1 hedefliyoruz.

5.7.1 Ders-Sinav Programi Hazirlama

Okullarda ayn1 6grencisi olan derslerin sinav veya ders saatleri ¢akisabilmektedir. Bu nok-
tada bir ders programi veya sinav programi hazirlamanin en zor tarafi; ortak Ogrencisi
olan derslerin, ders saatlerinin veya sinav saatlerinin kesigsmeyecek saat araliklarinda olmak

sartiyla her ders icin ders saati veya sinav saati belirlemektir.

Bolim 2’de de bahsettigimiz gibi dersleri bir ¢izgenin koseleri olarak belirleyip, iki kose
arasindaki kenarin varhi§imi da, iki ders arasinda ortak ogrenci oldugunu belirtmek iizere
tanimlarsak, olusturacagimiz ¢izgeyi uygun bir sekilde boyamak ile ortak 6grencisi olan der-
slerin ders ve sinav saatlerinin kesismemesini saglayacak bir program yapmak es deger prob-

lemler olacaktir.

Boliim 6’da, onceki alt boliimlerde ele alinan Greedy Algoritmas: kullanilarak, ortak
Ogrencisi bulunan derslerin sinav saatlerini, kesismeyecek sekilde ayarlayan ve baska kriter-

leri de kontrol eden bir sinav programi olusturucusu yapacagiz.

5.7.2 Oturma Plam1 Hazirlama

Organizasyonlarda oturma planini belirlemek oldukg¢a karigik olabilir. Oturma planlari genel
olarak; kisilerin kendi aralarindaki iligkileri, kisiler arasindaki hiyerarsik iligkileri, masalarin
kapasiteleri vb. gibi bir¢cok durum g6z Oniine alinarak yapilir.
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Ornegin, her masanin en fazla 6 kisi alabildigi ve n kisinin katilidig1 bir organizasyon icin

1 <4,5 < n olmak lizere

w;; <= eger ¢ kisisi ,j kisisi ile oturabiliyorsa 0, oturamiyorsa 1

seklinde tanimlanan bir W,,,,, matrisini olusturalim. Bu W matrisinin simetrik oldugu

aciktir. Simdi bu W matrisini kullanarak n kisi icin soyle bir ¢izge olusturacagiz:

* Her insan bir koge tarafindan temsil edilmek iizere, eger w;; degeri 1 ise 7 ve j kisileri
arasinda bir kenar olsun, yani komsu koseler olsunlar, O ise bu koseler arasinda bir

kenar olmasin.

Eger olusturdugumuz bu ¢izgeyi uygun bir sekilde boyarsak ve her renk grubunu ortak
bir masaya oturtursak, farkli masalarda oturmasi gereken herkesi farkli masalara oturtmay1
garanti etmis oluruz. Fakat bu yaklagimla masalarin kapasitelerinin agilmayacagini garanti

etmis olmayiz.

Bu durumda bu 6rnek ¢izge boyama probleminin 6zel bir halidir. A Guide to Graph Coloring
kitabinin 6. Boliimiinde bu 6zel durum detayl bir sekilde incelenmistir. [10] Bu 6zel durumu

incelemek isteyen okurlarimiz bu kaynagin bahsi gecen boliimiinii inceleyebilir.
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6. Smav Programi Hazirlama Algoritmasi

Bir onceki boliimde goriildiigii iizere ¢izge boyama probleminin akademik bir birime en
uygun uygulamasi sinav veya ders programi hazirlanmasi olabilir. Bu kapsamda, bu boliimde
tezin bir ciktis1 olarak “Hacettepe Universitesi, Fen Fakiiltesi, Matematik Boliimii” adina

python programlama dilinde hazirladigimiz uygulamay: anlatacagiz.

Bu uygulama:

* Ortak 6grencisi olan derslerin sinav saatlerinin farkli saat dilimlerinde olmasi,
* Ayni1 donemin zorunlu derslerinin siavlarinin farkli giinlerde olmasi,

* Bir siav i¢in miimkiin olan en az sayida derslik kullanilmasi,

amaclarina gore hazirlanmustur.

Olusturdugumuz model, bu amaglar1 agagida listelemis oldugumuz kisitlara gore saglayan

bir modeldir:

* Her dersin ismi ve o dersi alan 6grenci sayist manuel olarak girilebilecektir.

Ayni saatte olmamasi gereken sinavlar manuel olarak secilebilecektir.

* Aymni giin olmamasi gereken sinavlar manuel olarak secilebilecektir.

Dersliklerin sayis1 ve kapasitesi manuel olarak ayarlanabilecektir.

* Sinav periyodlar1 aksi belirtilmedikce sabit olacak, aksi durumlar manuel olarak belir-

lenebilecektir.

6.1 Uygulamanmn Tasarimi ve Calisma Prensibi

Uygulama 6 ana mekanizmadan olusmaktadir. Uygulamaya,
https://github.com/muratersen/SinavTakvimiYapici, adresinden erisilebilir. Simdi bu
mekanizmalar1 detaylica inceleyecegiz.
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6.1.1 classroom updater.py

Bu dosya kullaniciya; sinava girilebilecek salonlarin isimlerini ve kapasitelerini girebilecegi
bir arayiiz saglar. Girilen bilgiler ayn1 klasérde classroom_data.csv dosyasinda python pro-

gramlama dilindeki sozliik formatinda saklanir.

6.1.2 course_updater.py

Bu dosya kullaniciya; derslerin isimlerini ve dersi alan 0grenci sayilarini girebilecegi bir
arayliz saglar. Girilen bilgiler aym klasorde data_dict.csv dosyasinda yine sozliik formatinda

saklanir.

6.1.3 olamaz.py

Bu dosya kullaniciya; hangi derslerin sinavlarinin ¢akisamayacagin girebilecegi bir arayiiz
sunar. Girilen bilgiler aym klasorde relations.csv dosyasinda benzer sekilde sozliik for-
matinda saklanir. relations.csv’de anahtarlar (keys) ders isimleriyken degerler (values) ders

isimlerinden olugan listelerdir. Bu durum, keylerin valuelerle cakisamayacag1 anlamina gelir.

6.1.4 gun.py

Bu dosya kullaniciya; hangi derslerin sinavlarinin farkli giin olmasi gerektigi bilgisini gire-
bilecegi bir arayiiz sunar. Girilen bilgiler ayn1 klasdrde gun.csv dosyasinda sozliik for-
matinda saklanir. gun.csv’de anahtarlar ders isimleriyken degerler ders isimlerinden olugan

listelerdir. Bu durum, keylerin valuelerle ayni giin olamayacagi anlamina gelir.
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6.1.5 schedule.py

Bu dosya kullaniciya; 6zel bir dersin 6zel bir zaman diliminde veya ©6zel bir uzunlukta
yapilacag bilgisini girebilmesi icin bir arayiiz sunar. Girilen bilgiler ayni1 klasoérde sched-
ule.csv dosyasinda sozliik formatinda saklanir.schedule.csv’de anahtarlar ders isimleriyken
degerler sirasyiyla sinavin yapilacagi giin, sinavin baglama saati, sinavin bitis saati, sinavin

yapilacagi hafta degerlerinden olugan bir listedir.

6.1.6 main.py

Bu program yukarida bahsedilen 5 program tarafindan olusturulan 5 dosyay1 kullanarak ¢ikti
olarak bir sinav takvimi vermektedir. Verilen sinav takviminde; her sinavin yapilacagi tarih,

baglama ve bitis saatleri acikca belirtilmistir.
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7. Tartisma ve Sonug

Bu calismada basit yonsiiz ¢izgelerin boyanmasini incelenmistir. Bu boliimde ise farkl
bicimde tamimlanan boyama problemlerinden bahsedecegiz. Ilk olarak liste boyama prob-
lemini ardindan kesirli boyama problemini tanitacagiz. Son olarak kenar boyama problemini
tanitip bu problemi biraz daha detayl bir sekilde inceleyip Vizing Teoremini kanitlayacagiz
ve c¢izge boyama problemiyle iligkilendirmeye calisacagiz. Vizing Teoremini ilk kez
gordiigiimiizde dogru doniigiimleri tanimlayarak verilen herhangi bir ¢izgenin kromatik
sayisini en fazla 1 hatayla bulabilecegimizi diisiinmiistiik. Ancak 6nemli bir engelden dolay1
bunun dogru olmadigim1 gordiikk. Bu durumu detayli bir sekilde kenar boyama alt baglig1

altinda inceledik. Ilk olarak liste boyama ve kesirli boyama problemlerini tanimlayalim.

Tanmm 7.0.1. G(V, E) bir ¢gizge olsun. G’nin her kogesine & farkl renk iceren bir liste
verilsin. Her kose kendi listesinden bir renkle boyanmak kosuluyla, listelerdeki renkler ne
olursa olsun, G ¢izgesinin uygun boyanmasina k-liste boyanmasi, G ¢izgesine de k-liste

boyanabilir bir ¢izge denir.

Verilen bir GG ¢izgesinin k-liste boyanmasini miimkiin yapan en kiiciik & degerine ise o
cizgenin liste kromatik sayist denir ve y;(G) olarak gosterilir. Biitiin listelerdeki ren-
kler ayn1 olursa ¢izge boyama problemi elde edileceginden x(G) < x;(G) esitsizligi ko-
layca goriilebilir. Verilen bir ¢izgenin liste kromatik sayisim1 bulmak yine bir N P-Tam
bir problemdir [11]. Liste boyanmasi problemi, frekans/kanal ayarlamalarinda siklikla kul-

lamilmaktadir [11].

Bazi1 6nemli tanimlar1 verelim.

Tanim 7.0.2. Verilen bir G(V, E') ¢izgesinin her kogesinin b renk kullanilarak komgu olan
koselerin ortak renk icermeden boyanmasina b-katlamali boyama denir. Bir G ¢izgesinin b-

katlamali boyanmasimi miimkiin kilan en kii¢iik toplam renk sayisi ise x,(G) olarak gosterilir.
Tanim 7.0.3. Verilen bir G(V, E) ¢izgesi i¢in;

lim —Xb(G)

b—o0 b
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ifadesi GG ¢izgesinin kesirli kromatik sayis1 olarak tanimlanir ve x (G olarak gosterilir.

Yukardaki tanimda verdigimiz limit gercekten yakinsaktir ¢iinkii:

Xa+b(G> < Xa(G) + Xb(G)

esitsizligi her G ¢izgesi ve a,b dogal sayilari i¢in dogrudur [11]. Sonug olarak x;(G) <

X(G) esitsizligi saglanmaktadir.

7.1 Kenar Boyama

Bu boliimde kenar boyama problemini tanitip Vizing Teoremini kanitlayacagiz. Ardindan bu

teorem iizerine 6nemli bir tartisma sunacagiz.

Cizge boyama probleminde verilen bir ¢izgenin koselerini, komsu olan koseleri farkli renge
boyamak kosuluyla boyamistik. Kenar boyamada ise verilen bir ¢izgenin kenarlarini, ortak
kosesi olan kenarlart farkli renkle boyamak kosuluyla, boyayacagiz. Bu tanima gore bir
cizgenin kenarlarinin boyanmasina olanak veren en az renk sayisina ise o ¢izgenin kenar
kromatik sayis1 adi verilir. Bir G(V, E) ¢izgesinin kenar kromatik say1 x,(G) olarak ifade
edilir. Simdi kenar boyamanin formel tanimini ve ardindan «/ 3 yolu tanimini verip ardindan

Vizing Teoremini kanitlayacagiz.

Tanm 7.1.1. G(V, E) ¢izgesinin kenarlarinin, ortak kogesi olan kenarlari farkli renkle boya-
mak kosuluyla, boyanmasina kenar boyama denir. Bir ¢izgenin kenar boyanmasina olanak
veren en kiiciik renk sayisina ise o ¢izgenin kenar kromatik sayist denir ve x;(G) olarak

gosterilir.

Tanmm 7.1.2. G(V, E) cizgesinin kenarlar1 uygun bir sekilde boyanmig olsun. z € V ve
«, 3 iki farkli renk olmak iizere, x kosesinden baglayip doniisiimlii olarak « ve 3 renkleriyle
boyanmus kenarlari takip ederek giden patikaya z ¢ikish o/ f-patika adi verilir. Bu patikadaki

kenar sayisina ise patikanin uzunlugu denir.

Burda kolayca gozlemlenebilecek iki 6zellik vardir: [12]
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* «/[3 patikalarin uzunlugu O olabilir. Yani boyle bir patika olmayabilir.
» Uygun bir kenar boyamast i¢in her koseden ¢ikan o/ patikasi var ise biriciktir.

Tamim 7.1.3. G(V, E) ¢izgesinin kenarlari

C = {c1,C2, s O () }

renkleri kullanilarak uygun bir sekilde boyansin. = € V ve ¢; € C olmak iizere; x kosesinden

cikan ¢; rengiyle boyanan bir kenar yoksa, c; rengi x kosesinde eksiktir denir.

Teorem 7.1.4 (Vizing Teoremi). G(V, E) bir ¢izge olsun. O halde
AG < xk(G) < AG+1

esitsizlikleri saglanir.

Kanit. G(V, E) bir ¢izge olsun. Tanimlar geredi AG < xx(G) esitsizligi agiktir. AG + 1 >

Xx(G) esitsizligini G’ nin kenar sayis1 iizerine tiimevarimla kanitlayacagiz.

1. Eger G’nin higbir kenar1 yoksa, AG = 0 olur ve GG’nin kenarlar1 O renk kullanilarak

boyanabilir. Dolayisiyla teorem O kenari olan cizgeler icin dogrudur.

2. Simdi, m € N olmak lizere teoremin kenar sayis1 m’ye kadar olan biitiin ¢izgelerde
dogru oldugunu varsayip, m + 1 kenarh cizgelerde de dogru oldugunu gostermeye

calisacagiz.

3. G(V, E) kenar sayis1 m + 1 olan bir ¢izge olsun. Bir 6nceki adimi kullanarak, AG <
Xe(G) < AG + 1 esitsizligini gostermeye ¢alisacagiz. zy € FE olmak iizere G' =
G — xy olsun. 2. adimdan G”’nin kenarlarinin, en fazla AG’ + 1 renk kullanilarak

boyanabilecegini biliyoruz. G'’nin kenarlarini

R = {7"1,7’2, --~>TAG’+1}
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renklerini kullanarak c; boyamasiyla soyle boyayalim:

¢; - E — R dyle ki ayn1 koseyi iceren kenarlar farkli renk olacak

(G"’de her kosede R kiimesinden en az bir renk eksiktir. Simdi herhangi bir ¢; boyamasi
ve z,y € V igin

Q, /6 € {Tla ro, ..., TAG’—‘,-I}

strastyla x, y koselerindeki eksik renkler olsunlar. Bu durumda:

X&(G) > AG+1 <= y’den baglayan «//3 patikas1 x’de biter.

olmas1 gerekir. Oncelikle bu denkligi gosterelim:

(=) Eger y’den c¢ikan o/ patikasi z’de bitmiyorsa, y’de [ eksik oldugundan bu
patikadaki o ve [’lant yer degistirirsek GG"’deki kenar boyamasinin uygunlugunu
koruruz ve y’de « eksik olmus olur. Simdi hem x’te hem y’de « eksik olacagindan,
sildigimiz zy kenarin1 o’ya boyayarak GG’nin en fazla AG + 1 renkle boyanabilecegini

gosteririz.

(«=) Diger taraftan GG ¢izgesinin kenarlari en fazla AG + 1 renk kullanilarak boyan-
abiliyorsa; G"’nin uygun bir boyanmasinda = ve y koselerinde eksik olan ayni renk
vardir. o = [ segersek y’de baglayan o/ patikasi z’te bitmemis olur. Sonug olarak

ilgili denkligi ispatlamuig oluruz.

Amacimiz bu denkligi kullanarak G’nin kenarlarinin AG + 1 renk ile boyanabildigini
gostermek. Simdi zyy € E olsun. ¢ da; G — zyo’m R = {r,72, ..., "A(G=wyo)+1}
renklerinin kullanildig: bir uygun kenar boyamasi olsun. o € R olmak iizere cy boya-
masinda, « z’te eksik olsun. yg, y1, ..., yx kose dizisi de z’in komsgularindan olusan ve

V0 < i < k igin co(xy;) renginin y;_; kosesinde eksik olma sartin1 saglayan en uzun
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dizi olsun. ¢y, cs, ..., ¢k, uygun kenar boyamalarini sirastyla G — xy; ¢izgeleri i¢in soyle

tanimlayacagiz.

her 0 < j < iigin ¢;(xy;) = co(xy;+1)
¢i(xy;) tanimsiz

diger durumlarda c;(e) = co(e)

Bu boyamalarin gorsellestirimis hali Sekil 7.1 de sunulmugtur. Dikkat edilirse her ¢;
icin z’deki eksik renklerin ayni oldugu goziikiir. 3, ¢y’a gore ;. daki eksik renk olsun.
Simdi ¢’ ya gore y;,’dan ¢ikan o/ 5 patikasina bakalim ve buna P patikasi diyelim, daha
onceden ispatlandigi tizere bu patika x’te bitmek zorunda aksi halde G’yi AG + 1 renk
kullanarak boyamis oluruz. Eger, c¢;’ya gore y;’dan ¢ikan a/ 3 patikasi 2’te bitiyorsa
bu patikanin son kenari (3 rengiyle boyanmustir. {y;} dizisi maksimal oldugundan bir
0 <l < kigin co(zy;) = c1(xy) = cx(xy—1) = B olur. Dolayisiyla y;_; kosesi
P patikasinin i¢indedir. Simdi ¢;_; boyamasina gére y;_;’den ¢ikan o/ patikasina,
kisaca P* a, bakalim. ¢; lerde sadece x’e bagh kenarlarin rengi degistiginden P’deki
ve P*’daki kenarlar yy, ile y;—; arasinda ayni1 renge boyanmis ayni kenarlar olacaktir.
P~ patikasi y; kosesine « rengiyle gelecektir ve 3 rengi y,’da eksik oldugundan P*

patikasi y;’da bitecektir. Sonug olarak G ¢izgesinin kenarlari, ¢;_; boyamasina gore

AG + 1 tane renk kullanilarak boyanabilecektir.

7.2 Tartismalar

Verilen bir G(V, E') ¢izgesinin kenar boyama problemini bagka bir H (U, F') ¢izgesinin kose

boyama problemine doniistiirebiliriz. G ¢izgesinin kenarlar1 H ¢izgesinin koseleri olacak

sekilde, ve GG cizgesindeki kenarlarin ortak kose igermesi durumunu H cizgesinde karsilik

gelen koselerin arasina kenar koyarak ifade edersek, bu doniisiime kenar doniigiimii diyelim,
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¢, Boyamasi

Sekil 7.1 : ¢g ve ¢; boyamalari.

Sekil 7.2 : Bagka bir ¢izgenin kenar doniisiimii olmayan bir cizge.

X&(G) = x(H) olur. Hatta Vizing teoremini de kullanirsak, AG < x(H) < AG + 1 olur.
Yani verilen bir H ¢izgesi icin dyle bir GG ¢izgesi bulalim ki bu G ¢izgesinin kenar doniisiimii
H ¢izgesi olsun. Boylece y(H)’yi G ¢izgesinin derecesini kullanarak rahatca 1 hatayla bu-

labiliriz. Ancak tersini diisiiniirsek ne yazik ki her cizge baska bir ¢izgenin kenar doniisiimii
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olarak yazilamaz hatta yeterince biiyiik ¢izgelerde neredeyse higbir ¢izge bagka bir ¢izgenin
kenar doniisiimii olarak yazilamaz [13]. Bir baska deyisle kose sayisi biiylidiikce kenar
doniisiimii olarak yazilabilecek cizge sayisi yeterince az kalacaktir. Ornegin Sekil 7.2°de bir
bagka bir ¢izgenin bir kenar doniisiimii olarak ifade edilemeyecek bir ¢izge gosterilmistir.
Eger Sekil 7.2°de gosterilen cizge bir G ¢izgesinin kenar doniigiimii olsaydi, G c¢izgesi
A, B,C ve D kenarlarindan olusurdu. A ve B, C, D kenarlar1 arasinda bir ortak kose ve
B, C, D kenarlar1 arasinda bir ortak kose olmazdi. Bu durum imkansiz olacagindan boyle
bir G ¢izgesi olamaz. Dolayisiyla Sekil 7.2’de gosterilen cizge bir bagka cizgenin kenar

doniistimii degildir.

Bu tez calismasi, ¢izge teorisinin énemli bir problemi olan ¢izge boyama iizerine kapsamli
bir inceleme sunarak Tiirkce literatiire hem teorik hem de pratik katkilar saglamaktadir.
Cizge teorisi iizerine temel kavramlar1 tanimlayarak bagladigimiz bu tezde, karmagsiklik
teorisi, P, NP ve NP-Tam kiimelerinin tanimi, ¢izge boyama probleminin /N P-Tam
oldugunun kaniti, ¢izge boyama problemi icin kullanilan algoritmalarin incelenmesi ve

karsilagtirilmasi, farkl: tiirlerde ¢izge boyama problemleri konulari ele alinmisgtir.

Ayrica, gelistirilen Python tabanli sinav takvimi uygulamasi, ile ¢izge boyama probleminin
pratik bir yansimas1 olarak Hacettepe Universitesi Matematik Boliimii’niin ihtiyaglarina so-
mut bir ¢6ziim sunulmustur. Bu ¢calismanin matematigin ¢izge teorisi ve karmasiklik teorisi

alanlarinda Tiirkce literatiideki eksikligi bir miktar giderecegini diisiinmekteyiz.
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8. EKLER

8.1 EKLER-A

import networkx as nx
import matplotlib.pyplot as plt

import random

def get_conflicts (G, coloring):

return sum(l for u, v in G.edges () if coloring.get (u) == coloring.get (v))

def initial_coloring (G, k):

return {node: random.randint (0, k - 1) for node in G.nodes ()}
# ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
# DSatur Algorithm
# ___________________________

def dsatur_coloring(G):
coloring = {}
saturation = {v: 0 for v in G.nodes()}
degrees = dict (G.degree())

while len(coloring) < len(G.nodes()):

uncolored = [v for v in G.nodes () if v not in coloring]
max_sat = max(saturation[v] for v in uncolored)
candidates = [v for v in uncolored if saturation[v] == max_sat]

next_vertex = max(candidates, key=lambda v: degrees|[Vv])

used_colors = {coloring[n] for n in G.neighbors (next_vertex) if n in coloring}

color = 0
while color in used_colors:
color += 1
coloring[next_vertex] = color
for n in G.neighbors (next_vertex):

if n not in coloring:

neighbor_colors = {coloring[m] for m in G.neighbors(n) if m in coloring}

saturation[n] = len(neighbor_colors)

return len (set (coloring.values()))
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# Improved Tabucol Algorithm

def improved_tabucol (G, k, max_iter=1000, tabu_tenure=7):
coloring = initial_coloring (G, k)
tabu_list = {}

best_conflicts = get_conflicts (G, coloring)

for iteration in range (max_iter):
if best_conflicts ==
return k
conflict_edges = [(u, v) for u, v in G.edges () if coloring[u] == coloring[v]]
u, v = random.choice (conflict_edges)

node = u if random.random() < 0.5 else v

min_conflict = float (’'inf’)
best_color = coloring[node]
for color in range (k) :
if color == coloring[node]:
continue
temp_coloring = coloring.copy ()
temp_coloring[node] = color
conflicts = get_conflicts (G, temp_coloring)
if (node, color) not in tabu_list or conflicts < best_conflicts:
if conflicts < min_conflict:
min_conflict = conflicts

best_color = color

coloring[node] = best_color

tabu_list[ (node, best_color)] = iteration + tabu_tenure

current_conflicts = get_conflicts (G, coloring)
if current_conflicts < best_conflicts:

best_conflicts = current_conflicts

return k + 1

def improved_hea_coloring (G, k, population_size=20, max_iter=200):

population = [initial_coloring (G, k) for in range (population_size) ]

def crossover (pl, p2):
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return {v: pl[v] if random.random() < 0.5 else p2[v] for v in G.nodes ()}

def mutate(c):
v = random.choice (list (G.nodes()))

c[v] = random.randint (0, k - 1)

best = min(population, key=lambda c: get_conflicts (G, c))

best_score = get_conflicts (G, best)

for _ in range (max_iter):
new_pop = []
for _ in range (population_size):
pl, p2 = random.sample (population, 2)
child = crossover (pl, p2)
if random.random() < 0.2:
mutate (child)
new_pop.append (child)
population = sorted(new_pop, key=lambda c: get_conflicts (G,
candidate = population[0]
score = get_conflicts (G, candidate)
if score < best_score:
best_score = score
best = candidate
if best_score ==

return k

return k + 1

# ___________________________

# Simulation and Plotting

# ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

p_values = [round (0.1 % i, 1) for i in range(l, 10)]
results_dsatur, results_tabucol, results_hea = [], [], []

for p in p_values:
G = nx.erdos_renyi_graph (300, p)
k_dsatur = dsatur_coloring(G)
results_dsatur.append (k_dsatur)
results_tabucol.append (improved_tabucol (G, k_dsatur))

results_hea.append (improved_hea_coloring (G, k_dsatur))

# Plotting
plt.figure(figsize=(10, 6))

plt.plot (p_values, results_dsatur, marker=’"', label=’'DSatur’)

84

c)) [:population_size]



plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt
plt

.plot (p_values, results_tabucol,
.plot (p_values, results_hea, marker='o’,
.xlabel (Kenar Olasili i (p)’)
.ylabel ('Kullanilan Renk Sayisi’)
.title('Algoritmalarinin Rastgele
.legend()

.grid(True)

.tight_layout ()

.show ()

marker='s’, label=’
label=" HEA’)
izgeler zerinde

Tabucol’)

Karsilastirilmas (n=300)")
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