NNEWIIRIA-IZD ], SUBSIT YIsN X

ST0T NVHIZVH

AATAVS WIHV I

TURKIYE CUMHURIYETI
GAZIANTEP UNIVERSITESI

FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

KiNEMATIK UZAYDA BAZI OZEL EGRi FORMLARININ
STABILITESI VE BiR ELiPTiK YORUNGE MODELLEMESI

MATEMATIK

YUKSEK LiSANS TEZi

IBRAHIM SARIER
HAZIRAN 2025



KiNEMATIK UZAYDA BAZI OZEL EGRi FORMLARININ
STABILITESI VE BiR ELiPTiK YORUNGE MODELLEMESI

Gaziantep Universitesi
Matematik

Yiiksek Lisans Tezi

Danisman

Dr. Ogr. Uyesi Sultan ERDUR

ibrahim SARIER

Haziran 2025



©2025[Gaziantep Universitesi]



Tlgili tezin akademik ve etik kurallara uygun olarak yazildigimi ve kullanilan tiim
literatiir bilgilerinin referans gosterilmek suretiyle tezde yer aldigimm beyan

ederim.

ibrahim SARIER



ABSTRACT

KINEMATICS STABILITY OF SOME SPECIAL CURVE FORMS IN SPACE
AND MODELING AN ELLIPTICAL TRAJECTORY

SARIER, ibrahim
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Sultan ERDUR
June 2025
55 pages

This study consists of five chapters. Chapter 1 presents the introduction; chapter 2
covers fundamental definitions and theorems related to the topic; chapter 3 investigates
the invariance of the positions and geometric properties of certain special types of
curves under basic transformations used in kinematics; chapter 4 demonstrates how a
transformation matrix that defines the trajectory of a specific point as an ellipse can be
constructed; and chapter 5 includes the discussion and conclusion sections of the study.
The focus of this research is on helix, circle, ellipse, and parabola curves. Using the
parametric equations of these curves, the study examines how their positions and
characterizations (such as curvature and torsion) are affected under a general
transformation matrix that involves rotation around an arbitrary axis by a given angle
and translation by an arbitrary vector. The analysis shows, through mathematical
proofs, that while the positions of the examined special curve types are altered, their
characterizations remain invariant under these transformations. To support the
theoretical findings, numerical examples with specific rotation angles and translation
vectors are provided, confirming the validity of the results. In chapter 4, the
construction of a transformation matrix that defines the trajectory of a specific point
as an ellipse is detailed, and the curves generated by this matrix under various

parameters are examined as an application.

Key Words: Kinematics, Transformations, Curves, Characterization, Trajectories.



OZET

KiNEMATIK UZAYDA BAZI OZEL EGRi FORMLARININ STABILITESI
VE BiR ELIiPTiK YORUNGE MODELLEMESI

SARIER, ibrahim
Yiiksek Lisans Tezi, Matematik
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Sultan ERDUR
Haziran 2025
55 sayfa

Bu ¢alisma, 5 boliimden olusmaktadir. 1. boliimde giris, 2. boliimde konuyla ilgili
temel tanim ve teoremler, 3. boliimde kinematikte kullanilan temel doniisiimler altinda
baz1 6zel egri tiirlerinin konumu ve geometrik 6zelliklerinin degismezligi, 4. boliimde
belirli bir noktanin yoriingesini elips olarak tanimlayan bir doniisiim matrisinin nasil
tanimlanabilecegi ve 5. boliimde de g¢alisma ile ilgili tartisma ve sonug¢ bolimii
gosterildi. Calismanin odaginda helis, cember, elips ve parabol egrileri bulunmaktadir.
Bu egrilerin parametrik denklemleri kullanilarak, herhangi bir eksen etrafinda belirli
bir aciyla donme ve keyfi bir vektorle Otelenme islemlerini igeren genel bir
transformasyon matrisi altinda egrilerin konum ve karakterizasyonlarinin (egrilik ve
burulma gibi) nasil etkilendigi arastirildi. Analizler sonucunda, incelenen 6zel egri
tiirlerinin  konumlar1 etkilense de karakterizasyonlarmin bu doniisiimler altinda
degismedigi matematiksel olarak ispatlandi. Teorik bulgular1 desteklemek amaciyla,
belirli donme agilar1 ve 6teleme vektorleri kullanilarak sayisal ornekler sunuldu ve
sonuclarin gecerliligi gosterildi. Calismanin dordiincii boliimiinde ise belirli bir
noktanin yoriingesini elips olarak tamimlayan bir donlisim matrisinin nasil
tanimlanabilecegi gosterildi ve bu matrisin farkli parametreler altinda tirettigi egriler

uygulama olarak incelendi.

Anahtar Kelimeler: Kinematik, Doniisiimler, Egriler, Karakterizasyon, Y oriingeler.
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BOLUM 1
GIRIS

Kinematik, hareketin altinda yatan kuvvetleri dikkate almaksizin mekanizmalarin
hareketini inceleyen temel bir bilim dahdir. Ozellikle robotik —sistemlerde,
mekanizmanin hareket kapasitesi tasarim ve kontrol siireglerinin en kritik
unsurlarindan birini olusturur. Bu baglamda, kinematik problemlerin ¢6ziimii,
hedeflenen gorevlerin basarilabilmesi icin farkli analiz yontemlerinin kullanilmasin
gerektirir. Diferansiyel geometrinin 6nemli bir alt dali olan egriler teorisi, kinematik

analizlerde siklikla bagvurulan bir alandir.

Bu calisma, bes boliimden olustu. 1. boliimde giris, 2. boliimde temel tanim ve
teoremler, 3. boliimde kinematikte karsilasilan temel doniisiimlerden olan donme ve
oteleme hareketleri altinda bazi 6zel egri tiirlerinin konumu ve formunun stabilitesi
gosterildi. Calismanin odaginda helis, gember, elips ve parabol gibi sikc¢a karsilagilan
egrilerin, belirli bir eksen etrafinda dondiiriilme ve bir vektér boyunca Gtelenme
sonucunda geometrik karakterizasyonlarmin korunup korunmadigi sorusuna yanit
arandi. Bu egrilerin parametrik ifadeleri kullanilarak, s6z konusu kinematik
dontisiimler uygulandiginda egrilik ve burulma gibi temel karakterizasyonlarinin
degismedigi, yani egrinin sadece konumunun degisip geometrik yapisinin korundugu
ispatlandi. Bu durumun, ayni zamanda ele aliman doniisiimler i¢in birer izometri
oldugu da vurgulandi. Calismada, teorik ispatlarin yani sira, konuyu somutlastirmak

amaciyla belirli ag1 degerleri ve 6teleme vektorleri icin sayisal 6rneklere de yer verildi.

Calismanin 4. boliimiinde, belirli bir noktanin yoriingesini elips olarak tanimlayan bir
doniisiim matrisinin nasil elde edilecegi incelendi ve bu matrisin farkli parametreler

altinda tirettigi egriler 6zel olarak degerlendirildi.

Calismanin 5. bolimiinde konu ile ilgili tartisma ve sonug¢ boliimii ele alindi ve

calismanin literatiire olan katkis1 a¢iklandi.



BOLUM 2
TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boéliimde, Boliim 3 ve Boliim 4 igin kullanilacak olan temel tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Tamm 2.1 Kinematik, Kiitle ve kuvvet kavramlarini icermeyen mekanigin dallarindan
birisidir. Sadece tek bir nokta veya nokta sisteminin zamana bagl yer degistirmesini

ele almaktadir (Corke, 2017).

Tamm 2.2 R? uzaymnda alman degisken bir P noktasinin X (x, y) koordinatlar1 eger

hareketli bir M catis1 altinda o6l¢iilendirilmis ise, P’ nin sabit bir F ¢atis1 altindaki

koordinatlari
X = [A] x+d
ile verilir. Burada
cosd —sinf d,
X=| , d=
sinf  cos@ d,
olmak tiizere olusturulan doniisiim donme matrisini ifade eder. D = (A,d ) seklinde

verilir ve D, diizlem yer degistirme olarak adlandirilir (Schilling, 1990).

Tamm 2.3 Diizlem iizerinde alinan her bir noktay1 vektor yardimiyla aymi diizlem

tizerinde herhangi bir nokta ile eslestiren doniisiime 6teleme denir.

Yani matematiksel olarak 6teleme vektorii;

v=(a,b) olmak iizere,

T.:R* >R’
(x,y) —)(x+a,y+b)



olarak ifade edilir (Zembat, 2015).

Tamm 2.4 Bir robot kolu yonlendirilirken her eklemde hareket noktalar1 baslangi¢
kabul edilerek hareketleri sonucunda olusacak yeni konum en alttan en {istteki ekleme
kadar takip edilir. Ug eksenli bu yapida her bir ekleme 3x3 liik bir matris tanimlanir
ve eksenlere uygulanan donme hareketlerini de 3x3 liik matrise eklenir ve burada
olusan matris yap1 4x4 liiktiir. Elde edilen bu 4x4 liik matris yapiya transformasyon

matrisi ad1 verilir ve 4-4 matrisinin eleman1 daima 1 olarak yapilir. Asagidaki sekilde

gosterilmistir.

R, , P, Dénme Matisi Konum Vektorii
F = =

F, 1x1 Perspektif Doniigiim Olgek
(Muhurcu, 2005)

Tammm 2.5 d, n-boyutlu Oklid uzayinda uzaklik fonksiyonu belirtmek iizere,

f:E" —> E" fonksiyonu i¢in;

A(£(X).1 (1) =d(x.)

X,YeFE" saglamyorsa f fonksiyonu E"‘de bir izometridir  denir

(Hacisalihoglu,1998).
Tamm 2.6 o:1 > E°, I:{t| teR, 03t£27z}
t—> a(t) = (r cost, rsint, O) olmak iizere,

a:{a(t)|tel} ifadesi, B’ de, O merkezli ve r yaricapli bir cember belirtir

(Hacisalihoglu, 1998).

Tanm 2.7 «:1 > E’, I=R olmak iizere,
s — a(s) :(s, 57, 0)

saglaniyor ise « bir parabol belirtir (Hacisalihoglu, 1998).



Tanim.2.8 Dik koordinat sisteminde kartezyen denklemi

seklinde verilen elips egrisinin parametrik ifadesi,
I={t|0<t<2m}
olmak tizere,

o:1>E’
t—o(t)=(acost,bsint)

seklinde ifade edilir (Hacisalihoglu, 1998).

Tanmm 2.9 « —» 1:R" bigiminde verilen C* smifindan diizgiin bir & doniigiimiine
R" de bir egridir denir. Egrinin parametre araligi 1c R seklindedir ve el

degiskenine ise egrinin parametresi denir (Ates, 2022).

Tamm 2.10 E*’ de bir o egrisi verilmis olsun. « egrisi eger teget vektor alani ile

sabit dogrultulu bir ac1 yapiyor ise & egrisi bir genel helis egrisidir denir.

o egrisinin belirttigi teget vektor alamt T ile sabit dogrultulu bir dogru da U ile

verilmis ise,
(T,U)=cos8, O =sabit
dir. Burada U sabit dogrultulu dogrusu genel helisin eksenidir (Ergiin, 2014).

Tamim 2.11 E’ uzayinda verilen birim hizli bir a:1—->E’ egrisi i¢in,
kI-E,  k(s) :HT’ (s)”

fonksiyonuna () egrisinin egrilik fonksiyonu, x(s) sayisina da egrinin o(s)

noktasindaki birinci egriligi denir (Mumcu, 2018).



Tamm 2.12 E’ uzayinda verilen bir birim hizli o:1—>E’ egrisinin Frenet vektor

alanlar1 {T N ,B} olmak tizere,
rI>E,  o(t)=(B'(t).N(t))

seklinde verilen fonksiyonuna ¢ egrisinin burulma fonksiyonu denir. 7(¢) sayisina
da egrinin a(t) noktasindaki ikinci egriligi yani egrinin burulmasi denir (Mumcu,

2018).

Teorem 2.1 E* de (I, o) komsulugunda bir egri o (¢) olarak verilsin. O halde «(r)

egrisinin bir genel helis egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart 1’ da alinan her bir t

elemani icin ancak ve ancak X ifadesinin sabit olmasidir (Millman ve Parker, 1977).
T

Teorem 2.2 3-boyutlu Oklid uzayinda alman regiiler bir egri o :1c— E’ olsun ve

T,N,B Frenet vektor alanlan verilsin. O halde,

K egrinin egriligi ve 7 egrinin torsiyonu olmak lizere,

1

o o]

o

dir (Degirmen, 2017).
Tamm 2.13 (I, &) koordinat komsulugunda bir M egrisi verilmis olsun. Eger V¢ el

i¢in,

Jor ()] =1



ise (I,a) ya gore M egrisi bir birim hizli egridir denir ve egrinin ¢ € I parametresi de

egrinin yay parametresi olarak adlandirilir (Ergiin, 2014).

Sonu¢ 2.1 R’ uzayinda birim hizli bir egri /l(s) olarak verilsin. O halde su

sonuclardan s6z edebiliriz.

A egrisinde alinan her s noktasi i¢in;
1. 7=0 saglaniyorise A diizlemsel bir egridir.
2. 7>0 saglaniyor ise 4 sag sarmali bir egridir.
3. 7 <0 saglantyor ise A sol sarmal1 bir egridir.

(Sy, 2001).

Tamm 2.14 Bir noktanin konumu uzayda gosterebilmek i¢in 3x1 boyutlu konum

vektori kullanilir. Sekil 2.1 “de belirtildigi lizere;

7 A

A

X,

Sekil 2.1 Bir noktanin konum vektoriiniin uzayda gosterilmesi.

Burada koordinat sistemine gore tanimlanan alt indis vektorii 4 olarak verilsin. ¢,

g, ve q. buvektdriin 4 koordinat ¢atisindaki bilesenleridir.



Kat1 bir cisme ait koordinat ¢atilarinin konumlanmasini inceleyelim. Bunu dogru bir

sekilde belirleyebilmek icin hem konum hem de yoneliminin belirlenmesi

gerekmektedir. Bunun i¢in sekil 2.1° den de anlasilacag: sekilde bir {B} koordinat
catis1 belirlenerek cisme tutturulur. Cismin yonelimi belirlemek demek aslinda {A}
koordinat sistemine gore tanimlanmasi demektir. Bu ise ancak {B} Koordinat

catisinin tiim birim vektdrlerini {A} koordinat catisina gore elde ederek saglanabilir.

Bunlar ise siitunlar1 birer vektor belirten 3x3 tipinde bir matrisle ifade edilir. Bu matris

rotasyon matrisi olarak isimlendirilir.

Sekil 2.2 Yonelimi verilen kati1 cismin gosterilmesi.

AXB.XA AYBAXA AZB.XA
Ap _ —
BR_[AXB AYB AZB:'_ AXB.YA AYB.YA AZBAYA
AX,,‘ZA AY,,.ZA 732,

4R :{B} koordinat catisinin {A} koordinat catisina gore temsili rotasyon matrisi.

Verilen ifadeden anlasilacagi lizere bu matrisin girdileri, {B} koordinat sistemindeki

birim vektorlerin {A} koordinat sistemi tizerindeki izdiisiimlerinden olusmaktadir. Bu

izdlisimler nokta ¢arpimlarindan olusan izdiisiimlerdir. Ayrica bu rotasyon matrisi

otonormal kolonlara sahiptir ve asagidaki 6zellikleri barindirir.



iR= (R = (R
seklinde esitlige sahiptir.

X, Y ve Z eksenlerine gore donmede kullanilan rotasyon matrisleri, asagida

sirastyla verilmistir.

1 0 0
R.(6)=|0 cos 0 —siné
0 sin @ cos@
[cos @ 0 siné |
R(6)=| 0 ! 0
_—sinH 0 cos&_
[cos @ —sin @ 0]
R (6)=|sin@ cos 6 0
0 0 1]

(Yilmaz, 2010).

Tamm 2.14.1 Uzayda verilen bir {B} koordinat sistemini bir {4} koordinat sistemine
gore tanimlayabilmek igin, {B} koordinat ¢atisinin orijininin {A} koordinat ¢atisina

gore konumunun bilinmesi ve ayn1 zamanda {B} koordinat ¢atisimn {4} koordinat

catisina gore nasil bir yonlenmeye sahip oldugunun bilinmesi gerekmektedir.

Sekil 2.3 Koordinat sistemlerinin birbirine gore tanimlanmasi.



Sekil 2.3°de {B} koordinat sisteminde tanimli bulunan B, vektérii {4} koordinat

sisteminde,
A, =4, +,;RB,
seklinde ifade edilir.
Ay, :{B} * nin orijininin {4} mn orijinine gére konumu (Yilmaz, 2010).



BOLUM 3

BAZI OZEL EGRILERIN TRANSFORMASYON MATRISi ALTINDA
GEOMETRIK KARAKTERIZASYONLARI

Bu béliimde, helis, ¢ember, elips ve parabol egrilerinin herhangi bir eksen etrafinda
bir € acis1 kadar dondiriilerek d :(k,l,m) vektori kadar Otelemesi sonucunda

geometrik karakterizasyonunun degismezligine ve bu egrinin yeni konumuna
odaklanilmaktadir. Konumu degisen ve geometrik formu stabil kalan bu egriler i¢in

sayisal ornekler verilerek calismalar uygulamali olarak ele alinacaktir.
3.1 Transformasyon Altinda Helis Egrisi

Teorem 3.1.1 a(¢) =(rcost,rsint,at) parametrik denklemiyle verilen helis egrisinin
y - ekseni etrafinda bir 6 acgis1 kadar dondiiriilerek d= (k,l : m) vektori kadar

Otelemesi sonucunda geometrik karakterizasyonu degismez.

Ispat: Oncelikle helis egrisini baslangig konumunda karakteristik olarak inceleyelim.

Bunun i¢in «(¢)’ nin birinci ve ikinci egrilikleri hesaplanacaktir.
a(t)=(rcost,rsint,at) denklemin de o' (1), a"(t) ve o™ (t) degerleri;
a'(t)=(—rsint,rcost,a)
a"(t)=(-rcost,—rsint,0)
a"(t) = (rsint,—rcost,0)

seklinde bulunur. Buradan birinci tlirevin normu,

Ha’(z)” = \/r2 sin® t+r>cos’ t+a’
=\r’+a’

10



olur. Gériilecegi iizere 7> +a” € R olacag asikardir.
€ € %)
a't)yra"(t)y=|-rsint  rcost a
—rcost —rsint 0
=¢(0+arsint)—e,(0+arcost)+e,(r’sin® t +r* cos’ t)

=(arsint,—arcost,r’)

Buldugumuz bu vektoriin normu,

Ha’(t) A a”(t)H :\/azr2 sin®t+a’r’cos’ t+r'
=~a'r’ +r'
=r\a’ +r’

olarak elde edilir. Egrilik formiiliinde bulunan degerler yerine yazilirsa,

le' @ ~a@)
o]

_ra+r

3
2 2
a +r

r
=— zeR
a +r

olarak bulunur. Simdi de egrinin torsiyonunu bulmak i¢in gereken ifadeler formiilde

yerlerine yazilirsa,

<a’(t) ra'(t),a ’”(t)> = <(ar sint,—arcost,r’ ), (rsinz,—rcost, O)>
=ar’sin’ t+ar’ cos’ t

2
=dar

11



olur ve torsiyon degeri,

(@' ra’(n.a"®)

o' na (o)

B ar’
(ra’ +r°)

a
=— 2e]R
a +r

seklinde bulunur. Helis egrisinin birinci konumuna gore karakterizasyonu bu sekilde

bulundu. Simdi de «(f)’ nin asagidaki doniisim sonrasinda olusan egrilikleri

hesaplanirsa:

Bu amagla a(¢) = (rcost,rsint,at) egrisinin y ekseni etrafinda 0 agis1 kadar donme

ve d = (k, [, m) vektorii kadar 6telemesi i¢in kullanacagimiz rotasyon,

A, =4 RB, + 4,

BORG

seklinde oldugundan, verilenler yerlerine yazildiginda olusan transformasyon matrisi:

cosd 0 sind || rcost k
A,=| 0 1 0 rsint |+|/

P
—sind 0 cosé at m

A, = B(t) =(cosOrcost +sinGat + k,rsint +1,—sin Or cost +cos Oat +m)

olarak elde edilir. Burada S (t) verilen egrinin transformasyon sonrasi konum

vektoriidiir. Yeni konuma gore egrilikleri hesaplamak i¢in gereken islemler yapilirsa

B(t) nin tiirevleri,

B(t) =(cosOrcost +sinGat + k,rsint +1,—sin Or cost + cos Oat + m)

ve tlrevleri,

B'(t)=(-rcos@sint+asin@,rcost,rsindsint +acos )

12



B"(t)=(-rcos@cost,—rsint,rsinfcost)
B"(t) =(rcosBsint,—rcost,—rsinPsint)

seklinde olup, birinci tlirevin normu:

Hﬂl(t)u = \/(—rcosesint+asin 0)2 +(r cost)2 +(rsin@sint +acos 0)2

—\Jr? cos? Osin’ ¢ + a® sin® 0 — 2ar cos Osin Osinf + > cos® £ + 72 sin? @sin® ¢ + a® cos? O + 2ar cos Osin Osin ¢

= \/az + 7% sin? t(0052 6 + sin’ 0)+ r* cos’ t

=a’+r’

olarak bulunmus olur.

€ € )
L ()AL"(t)=|-rcos@sint—asinf rcost —rsin@sint +acosé
—rcos@cost —rsint —rsin@cost

=e (r2 sin@cos’ t +7° sin@sin’ ¢t + ar cos@sint)
—e, (—r2 sin @ cos@sintcost +arsin® @ cost +r° sin @ cos @sint cost + ar cos’ Qcost)

+e, (r2 cos@sin’ t —arsin@sint + 7’ cos O cos’ t)
yani,
L(OAB ()= (rz sin @ + ar cos @sint,— ar cost, r’ cosH—arsianint)

ve normu da:

Hﬂ’(t) A B (t)” = \/(r2 sin @+ ar cos(9sint)2 +(—ar cost)2 + (r2 cos@—ar sinHSint)2

= Jr* + a2 sin? t + a*r? cos ¢
= rz(r2+a2)

=rlr+a’

seklinde bulunur. Buradan elde edilen tiim verileri egrilik formiiliinde yerine yazarak

yeni konuma gdre buldugumuz birinci egrilik,
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_lprorso)
ool

rt+a’
(\/r2 +a’ )3

:VGIR

2 2
r-+a

elde edilir. Burada karsilastirma yapilacak olursa baslangi¢c konumunda ki egrilik ile
doniisiim sonrasit konuma ait elde edilen egriligin ayn1 oldugu goriiliir. Yani;
K, =K,
‘dir. Egrinin yeni konumundaki torsiyonu i¢in gerekli hesaplamalar yapilirsa,
(B @) AB (). 8" (1)) = <(r2 $in @+ ar cos Osint,—ar cost, r* cos @ — arsin 0sint),(rcosesint,—rcost,—rsinasinz)>

ve buradan i¢ ¢arpimin sonucu,

=7’ cos@sin@sint +ar’ cos’ @sin® t +ar’ cos® t —r’ cos @sin @sin ¢ + ar’ sin” Osin’ ¢
=ar’sin’ t+ar’ cos’t

=ar’

seklinde bulunur. Simdi bulunan sonuclar1 torsiyon formiiliinde yerlerine yazarak

egrinin yeni konumunun torsiyon degerini bulunursa,

_(BOAB 0.5 0)
rROYNEG!

2
ar

)

2
ar
2(.2 2
r(r+a)

a
=— 26R
r +a

14



olarak hesaplanir. Bu da bize helis egrisinin birinci ve ikinci konumuna gore torsiyon
degerlerinin esit oldugunu gosterir. Yani;

7,=1,
seklindedir. Sonu¢ olarak parametrik halde verilen « (t) helis egrisinin

transformasyon sonucunda formunun stabil kaldig1 goriilmiistiir.

Simdi 6zel bir helis egrisi ve transformasyon matrisi i¢in Teorem 3.1.1 ‘in bir
uygulamasi asagidaki gibi verilecektir.

Ornek 3.1.1 (1) =(rcost,rsint,at) parametrik helis egrisinin y -ekseninde 6 =30’
dondiiriilerek d :(2, 4,5) birim Gtelenmesi sonucu geometrik karakterizasyonunu
inceleyelim.

a(t)=(rcost,rsint,at) egrisinin yapisii anlayabilmek igin «(¢) egrisinin

baslangic konumunda iken «, ve 7, degerlerine ihtiyag¢ vardir. Bu degerler ise Teorem

3.1.1 de,

7

K = seRver=—-€eR

a’+r a*+r

olarak bulunmustu. O halde «(r) egrisinin geometrik karakterizasyonunu
inceleyebilmek i¢in bulunmasi gereken ifade x, ve r, degerleridir. Yani egrinin

dontistim altindaki egrilik ve torsiyonu bilinmelidir. Bunun i¢in rotasyon matrisi olan;

A, = /RB,+ A

PBORG

ifade de verilenler diizenlenirse,

cos30 0 sin30 || 7 cost 2
B(t)=| 0 1 0 rsint |+| 4
—sin 30 0 cos30 at 5

A4, =;jRB, +4,  ve matriste agilarin trigonometrik degerleri yerlerine yazilirsa

elde edilen transformasyon matrisi,

15



_ﬁ 0 l_
2 2 || rcost 2
B(t)=| 0 1 0 | rsint|+|4
at 5

Loy ¥

L 2 2 ]

A, =)= ﬁrcost+lat+2, rsint+4, —lrcost+£at+5
2 2 2 2
seklinde bulunur. £(¢) *nin birinci tiirevi,

: 1 |
p(t)= —£r5mt+—a, rcost, —rs1nt+£a
2 2 2 2

ve normu da,

a1 Y s (1 . B
Hﬁ (t)H—\/(Trsmt+§a +(rcost) + Ersmt+7a

) 3 ) 1 ) 3 3 )
—\/Zr2s1nzt+za2—TarsmtJrrzcoszt+zr251nzt+—a2+—arsmt

—Jr¥sin®t+a* +r*cos’t
=a’+r’

seklinde olur. Buradan £3(¢) * nin diger tiirevleri alinirsa,

) 1
,B”(t)=(—§rcost, —rsint, EFCOStJ

“(t)=| —rsint, —rcost, ——rsint
p 2 2

J3 1 J

olarak elde edilir. g’ (t) ve p" (t) ’ nin vektorel carpimlari ise,
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e e, e,
N 1 . B
"OAB"(H)=|—-—rsint——a rcost ——rsint+—a
B (A B(2) 2 2 2 2
. 1
———rcost —rsint ——rcost
2 2

B ()AB" ()=, ((rcost)ercoszj_(_rsint)(%rsim+§an

— _ﬁ 1 t+l l = _ﬁ t l i l‘+£
e, S rsint+a (2rcos ) 5 reost || orsint+=~a
+e3[(—g;’sinﬂr%a}(—rsint)—[—grcostj(rcost)]

ifadesinde matematiksel ara islemler yapilirsa,

B()Ap"(1)=¢ [%rz cos’ t+%r2 sin’ ¢ +?ar sintj

2

3, . 1 3,. 3
—e, —£r2 sintcost+—arcost+—r-sintcost +—ar cost
4 4 4 4

+e, £r2 sin2z‘—larsint+£r2 cos’ ¢
2 2 2

ve buradan S’ (t) ve f" (t) ’ nin vektorel carpimlarinin en sade hali,

1

B (t)AB"(t)=¢ (5 r? +§arsint}—e2 (arcost)+e, (?rz —%arsint]

2

1, V3 . 3
=| ——r"+—arsint, —arcost, —r
2 2 2

+ lar sint}
2

seklinde bulunur ve g’ (t) ve p" (t) ” nin vektorel carpimlarinin normu ise,

H,Bl(t)/\ﬂ”(t)u = \/(%rz +?arsint} +(—arc0st)2 +(§r2 —%arsint]
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1 3 . 3 ) 3 1 . 3 )
= \/—r“ +Zd* sin’ t+—ar’sint +a’rt cos’ t+ = r* + —a’r’sin® t — —ar’ sint
4 4 2 4 4

= + ¥ sin® 1+ a%* cos t
= \]”'4 +a2r2
=rJa’ +r?

olur. Bulunan bu ifadeler (t) > nin egrilik formiiliinde yerlerine yazilirsa,

) _orpo)
o

_a+r
(\/a2 + 7’ )3
r

= eR
a+r’

olur ki bu da bize egrinin ilk konumu ile ikinci konumunda egrilik degerlerinin
degismedigi sonucuna ulastirir. Yani,

K, =K,
dir. Egrinin ikinci konumdaki torsiyon degerini inceleyerek devam edersek;

<,b”(t)/\,6’” (t),,B”’(t)> :<£lr2 +§arsint,—arcost,§r2 —%arsint} (?rsint,—rcost,—%rsint)

2
2 2 2 2
=qr sin t+ar cos t

=ar’ (sin2 t+cos’ t)

2
ar

olur ve ifadeler torsiyon formiiliinde yerlerine yazilirsa,
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a
=— ZGR
a +r

olarak elde edilir. ilk durumdaki torsiyon degeri ile ikinci durumdaki torsiyon degerleri

karsilastinldiginda, 7, = 7, oldugu goriiliir.

Yani ozetle karsilagtirma yaparsak egrinin ilk konumu ile ikinci konumunda «, = «,
ve 7, =7, oldugu goriiliir. Bu da bize verilen helis egrisinin 6zel ag1 ve vektor degerleri

i¢cin transformasyon altinda karakterizasyonunun degismedigi sonucuna ulastirir. O
halde genel helis egrisine ait sonuglart veren Teorem 3.1.1°in dogrulugu 6zel bir 6rnek

lizerinde goriilmiis olur.

Simdi ise farkli bir parametrik denklemle verilmis helis egrisi iizerinde asagidaki

uygulama verilecektir.

3 3
Ornek 3.1.2 a(t)= [% (1+12)? ,%(1 —1)? ,Ltj egrisinin x -ekseni iizerinde 6 =45°

2

dondiiriilerek d :(1,3,7) birim Otelenmesi sonucu geometrik karakterizasyonunu

inceleyelim.

Once egrinin ilk konumundaki geometrik karakterizasyonunu incelersek,
1 21 21
a®)=| -1+1)2,—(1-1)2,—t
() (3( ) 3( ) 7 j
olmak iizere, o' (¢), a" (), a" (¢) degerlerini bulursak;

a’(t)=[%(l+t)2,—%(l—t)2,%j

a'(t) = G(l +t)_;,%(l —t)_;,OJ

3 3

a(t) = [—%(1 + t)z,%a - t)Z,O)

olur ve birinci tlirevin normu,
2 2 2
1 > 1 Z 1
‘D)=, =A+)* | +| —=A=-0)* | +| —=
o' @] \/(2( )j (2< )j [ﬁ]
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seklinde elde edilir. Simdi diger hesaplamalara gegilirse, vektorel carpim:

€ €, €

a'(ra'(t)= %(1+t); —%(l—t);

1 | LI | ) L
— 2 —(] - 2
L0 2(0-0)

1
J2
0

1 |

:(—m(l—t)_2,4\/§(l+t)_ ,

N | =

(1) (1=0) 2 (1) (u)i)j

L
8

5 (1+t)_%, !

1
= _m(l_t) Z,E m

olarak bulunur ve vektorel ¢arpimin normu da;

||a'<r>w”<r>||:J(ﬁu—o—ijz+(¢<l+o—éj{;((m);(l_t)-z+(l+t)-;(1_t);n

1 1

2

olarak bulunur. Buradan «(#) ’ nin egriligi,
1 1
K

seklinde oldugu goriiliir. Simdi egrinin ikinci egriligini bulmak i¢in elde edilen veriler

kullanilip ara ifadeler diizenlenirse;

(a')na"(t).a" (1)) = —ﬁ(l—z)';,é‘\lﬁ(lﬂ)‘;, ! ,(—%(1+t)_z,%(l—t)_;,0j
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1 1

) 32\/5(14)5 (1+r)§ ' 32\/5(1”)5 (l—t)%

1 1 1
= -

3242 (L—ﬁ)éﬁ+¢) (1—#)50—4)

1 1—t+1+1¢

22| (1

1 1

:m(l—tz)j

olur ve egrinin torsiyon degeri,

_ (a'() na"(t),a" (1))
o'y Ao

2\/5(1—#)5

olarak hesaplanir. Burada egrinin ikinci konumuna ge¢meden once egrinin birinci ve

ikinci egriliklerinin oranina bakildiginda

R
1

P (4} B

11

22 (l—l‘z);

olur ki, Teorem 2.1 geregi Ber oldugundan a(t) egrisi bir helis egrisidir.
g

21



Bu helis egrisi i¢in verilen ac1 ve verilen vektor altindaki transformasyon doniisiimii;

A, =pB({t)=jRB,+ 4

Pyor

ifadesinde diizenlenirse;

1 0 0
R (a)=,R=|0 cos45 —sin45
K sin 45 cos45
1 0 0
W e &
MR
0 14 il
i V2 V2 |
I 1 3
—(1+1)>
R | e
=10 — —— .| =(1-¢)2 |+|3
() 75 7% 13070 ’
0 L L Lt
i V2 2L V2]
l(1+t)2+1 _
3
1 LI |
= 1-t)2—=¢t+3
WA
31
1=t)2+—t+7
3I( Pyt

elde edilecektir. Bu transformasyon matrisini vektorel formda yazdigimizda,

3 1 301 1 31
B(t) = ( (1+1)2 13ﬁ(1—t) —Et+3,m(l—z) +Et+7J

olur. Egrinin yeni konumu i¢in gerekli tiirevler alindiginda,

O O e e e )
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() = [ 1+0)2, f(l lfa 0 ]

ﬁ”’(t){—é(lﬂ)2 f(l t)2 f(l £ j

olarak elde edilir. Buradan g’ () 'nin normu ise,

| (I)H—\/( (1+1)> f{_ﬁ(l_t);_%T{_ﬁ(l_tﬁ%f

€1 62 63
, . 1 ! 1 1 1 [
B (e)n B (1)=|5(1+0)2 —m(l—f)z—g —m(l—f)“g
1 il 1 il 1 0
Z(1+t) m(l—l‘) m(l-l‘)

et e o)
{G(IH);)(ﬁ(l_tﬁj_[i(lﬂ)_;j
K%(IH);)[ﬁ(l—t)_;]_(%(lﬂ)’;j

ara islemler yapildiginda,

{%_ﬁ( ) 8f( 07, %(m) (- t)’%_ﬁ(m)’%(l_f)%+é(1+x)’%,8%(1+;)%(1_;) Mm) (1 + (m)l}

{Tu e (2] (52 oo (12 o (2 ) }

olarak bulunur ve ' () A 8" (¢) nin normuna bakildiginda ise,
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onsote{-zse-o -G ()

_\/32(1 0 64([J1Lt_ J 64[%J2

i(1—z)-1+i(2_2 2(1—t)+1—t+2+2«/2(1—t)+1—tj
64

-7

L 1+¢+3—¢
320 1-7

1 1
22 1=
elde edilir. Bulunan ifadeleri egrilik formiiliinde yerine yazdigimizda,

1

K =—"
NN

olur ve buradan da goériiliiyor ki egrinin transformasyon sonrasinda olusan birinci

egriligi stabil kalmistir. Simdi egrinin yeni konumunda torsiyon degerine bakilirsa;

Bunun i¢in gereken karma ¢arpim hesaplanirsa,

(ﬁ’(’)Aﬁ“(t)aﬂ“'(f))=<[ Tpt 0 T A (a ghgo-0 o)

olur ve ara islemler yapilirsa,

:ﬁ(l—t)_;(l+t)_;—641\/5[\/_\/£j(1 e 641\/5[‘/:/1_}(1 o>
1 1 [ N2-Vi-t—2-+1-1

32[(1 vy 2 ey

1 { ) J

RV2 (1=t -2 Ja-ey
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1 l—t+1+1
22\ 12 1=
11

64«/_ » )2
olarak bulunur. Bulunan ifadeler torsiyon formiiliinde yerlerine yazilirsa,

_ (ﬂ ‘(0,p" (1), p" (z))
AOWRG |

1
_ 16\/5(142)%
(arir)
22 1-7
1 8(1—1%)
1

16«/5(1—t2)%

y 438

W (1-r):

elde edilir. Goriildiigii iizere egrinin yeni konumunda torsiyon degeri yine ayni

kalmigtir. Sonug olarak sdyleyebiliriz ki egrinin
K=K, ve T, =T,

esitlikleri saglandigindan verilen egrinin transformasyon altinda geometrik
karakterizasyonu korunmustur. Yani egrinin sadece konumu degismis ancak

geometrik yapisi stabil kalmistir.
3.2 Transformasyon Altinda Cember Egrisi

Teorem 3.2.1 o«(t)=(rcost,rsint,0) parametrik denklemi ile verilen c¢ember
egrisinin y -ekseni etrafinda bir 6 acisi kadar dondiiriilerek d =(m,n, p) vektori

kadar 6telenmesi sonucunda geometrik karakterizasyonu degismez.
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Ispat: Ilk adim olarak ¢ember egrisini baslangic konumunda karakteristik olarak

inceleyelim. Bunun i¢in o (t) ‘nin birinci egriligi ve torsiyonunu hesaplanirsa;

Egrinin o' (7), " (t), a" (¢) degerlerine baktigimizda;
a'(t)=(-rsint,rcost,0)

a"(t) =(-rcost,—rsint,0)
a"(t)=(rsint,—rcost,0)

seklinde bulunur. Buradan birinci tlirevin normu,

Ha - (t)H = \/(—r sint)’ + (rcost)’

— Jr¥sin®t+r2 cos? t

olur ve buradan birinci egriligi bulmak i¢in kullanilacak ara elemanlardan

a'(t)Ana”(t) ifadesine bakildiginda ise,

€ e, €
a't)yra"(t)=|-rsint rcost 0
—7rCcost —rsint 0

=(0,0,7%)

ve bu vektoriin normu,
le' @ na @)=
olarak elde edilir. Bulunan bu sonuglar egrilik formiiliinde yerine yazilirsa;

a'(Hhyra'(t) 2

leof

r
r
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1
r

olarak bulunur. Egrinin torsiyonu i¢in gereken bir diger terim ise,

(a'(t) na"(0).a"(0)) = ((0, 0,r%),(rsint, —rcost, 0))
~0

olarak bulunur. Buradan da egrinin torsiyon degeri,

seklinde ¢ikmaktadir. Cemberin ilk konumundaki egriligi ve torsiyonu bu sekilde

bulundu. Simdi de «(7)’ nin asagidaki doniisim sonrasinda olusan egriliklerini

hesaplayalim. Bu amagla kullanilacak rotasyon;

A,=pB(t)= ‘RB,+ A

PBORG
seklinde oldugundan, verilenler yerlerine yazildiginda olusan transformasyon matrisi:
cosfd 0 sinf ||rcost| |m

= 0 1 0 rsint |+|n

—sinf 0 cosé@ 0 p

A, = p(1) =(rcos9cost+m, rsint+n, —rsianoster)

olarak bulunur. Bu doniisiim matrisinde egrilik ve torsiyon i¢in gereken islemler

yapilirsa, £(¢)’ nin tiirevi;
p)= (—r cos@sint,rcost, rsin #sin t)

seklinde olup, S (t) > nin normu,

H,B’(t)” = \/(—r cos t9sint)2 + (r cosz‘)2 + (rsin 6?sint)2
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Hﬁ’(r)” = r? cos? @sin® 1 +r? cos? ¢ + 12 sin® Osin’ ¢

= r\/sin2 t(cos2 6 +sin” 9) +cos’t

= r+/sin’ t +cos’ ¢

olur ve ()’ nin diger tiirevleri,

B"(t)=(—-rcosfcost, —rsint, rsinfcost)

B"(t) =(rcosBsint, —rcost, —rsinfsinr)

seklindedir. B () A B" (¢) ise,

€ €, €
LB ()AL (t)=|-rcosbsint rcost rsin@sint
—rcos@cost —rsint rsin@cost

= ¢, ((rcost)(rsin@cost)—(—rsint)(rsinGsint))
—e, ((—rcos@sint)(rsin G cost)—(—rcosHcost)(rsinPsint))

+e, ((—r cos@sint)(—rsint)—(—rcosdcost)(r cost))
B (O)AB" (1) =e (r sind)—e, (0)+e,(r cos)
B (&)AB" (1) =(rsind, 0, r* cos 0)

olurve B'(¢)A £"(¢)’ nin normu da,

Hﬁl(t)/\ﬁ”(f)u = \/l”4 sin® @+r*cos* 6

|81y~ B @) =7
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seklinde bulunur. Gereken diger hesaplamalar yapilirsa,

(B0, 8", 8" ) =(B' W)~ B" (1), 8" ()

:<(r2 sin@, 0, r? cos@),(rcos@sint, —rcost, —rsin@sinr))
:(r3 cos@sinfsint —r’ cos@sin@sint)zo

seklinde olur. Bulunan tiim degerler birinci egrilik ve torsiyon formiillerinde yerlerine
yazildiginda egrinin transformasyon sonrasi olusan yeni karakterizasyonu bulunmus

olur. O halde formiilde yerlerine yazilirsa;

BOAB @ »» 1
| |_»_1
3G -

(B'@.8"®.8"®) o

Ty= 2 4
IBo~p®| T

seklinde bulunur. Karsilastirma yapilirsa «, = x, ve 7, = 7, oldugu goriiliir. Demek ki

egrinin belirli bir a¢1 kadar dondiiriilmesi ve belirli bir vektor kadar otelenmesi
sonucunda egrinin formunun stabil kaldig1 gériilmektedir. Bu da bize ¢gember egrisinin
verilen sabit a¢1 ve sabit vektor ile yapilan doniislimlerde geometrik

karakterizasyonunun degismeyecegi bilgisine ulastirir.
Simdi bu bir 6zel ag¢1 ve vektor degerleri ile 6rneklendirilecektir.

Ornek 3.2.1 a(t) = (rcost,rsint,0) parametrik denklemi ile verilen ¢emberin y -
ekseni etrafinda @ =30° dondiiriilerek d = (3, 5, 6) birim Gtelenmesi sonucu geometrik

karakterizasyonunu inceleyelim.

Problemin ¢o6ziimiindeki amag¢ doniisiim sonucunda egrinin yapisal formunun
korundugunu gdstermek oldugu i¢in Oncelikle verilen ¢ember egrisinin
karakterizasyon incelemesine bakalim. Bu amagla egrinin ilk durumdaki egriliklerini

bilmeliyiz. x, ve 7, degerleri Teorem 3.2.1°1in ispatinda su sekilde
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1
K,=—ver =0
r

bulunmustu. O halde ¢6ziim i¢in gerekli olan adimu,

B(t)=A4,=; RB,+4

PBORG

transformasyonu ile olusan egri iizerinde inceleyerek devam edersek;

>

cos 30 0 sin30 || ¥cost 3
,6’(1): 0 1 0 rsint |+|5
—sin30 0 cos 30 0 6
_£ 0 | .
) 2 ||rcost| |3
B(t)=| 0 1 0 |.|rsint |[+|5
Loy BYLO IS
L 2 2y

bu transformasyon matrisi vektorel formda yazildiginda,

ﬂ(t) =£§rcost+3, rsint+5, —%rcost+6}
elde edilir. £(¢) igin B'(¢) ve H,B’(t)” hesaplanirsa,

. I .
,B’(t)=(—§rsmt, 7 cost, Ersmt]

Hﬁ”(t)” = \/(—grsin tj +(rcost)2 +(%rsin tjz

3 . 1 .
:\/Zr2 sin® ¢ +r? cos® t+Zr2 sin’ ¢

—Jr*cos*t+r2sin® ¢
=r

elde edilir. S (t) ‘nin diger tlirevlerine bakildiginda,
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.1
ﬁ”(t)={—§rcost,—rsmt, ErcostJ

J3 1 J

L1 () =(7rsint, —rcost, —Ersint

olup, birinci ve ikinci tiirevlerin vektorel ¢arpimlar1 hesaplanirsa,

6 ) &
. " 3 . .
L OAL"(2)= —7rsmt rcost Ersmt
3 . 1
———rcost —rsint —rcost
2 2

ifadesi diizenlenerek,

B ()n B (1)=e ((rcost)(%rcost]—(—rsint)(%rsint)j
o e ) |
[ B [ o)

=e lr2coszt+lr2sin2t —e —ﬁrzsintcost+£r2sintcost +e £r2sin2t+£rzcoszt
"\2 2 4 4 2 2

olarak bulunur. ' (¢)A B"(¢) teriminin normu ise,
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o= 1) <20

o 0175 -

|8: @B ]| =r

seklinde elde edilir. Buradan gereken i¢ carpimlari bulunursa;

<ﬂl(t)/\ﬂ"(t)aﬂm(l‘)>=<(lr2, 0, ﬁrz} (grsint, —rcost, —%rsint}>

2 2

<ﬂ’ (t) AP (t),ﬂ’” (t)> :glf} sint+0—§r3 sint

(B ()~ B (1), 5" (1)) =0

elde edilir. Bulunan sonugclar egrilik formiiliinde yerlerine yazilirsa,

seklinde olur. Buldugumuz sonuglar karsilastirdigimizda «, =«, ve 7, =7, oldugu

sonucuna ulagmis oluruz. Bu da bize genel halde verilen ¢ember egrisi igin

ispatladigimiz Teorem 3.2.1° 1 destekler niteliktedir.

Ayni sekilde genel formda verilen bir elips i¢in benzer teoremi verelim.
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3.3 Transformasyon Altinda Elips Egrisi

Teorem 3.3.1 a(t) = (r1 cost,7, sin t,O) denkleminin temsil ettigi elips egrisinin y -
ekseni etrafinda bir @ acis1 kadar dondiiriilerek d= (k,l ,m) vektorii kadar otelemesi

sonucunda geometrik karakterizasyonu degismez.

Ispat: Ilk asama egrinin karakterizasyon incelemesi yaparak baslayalim. Bunun icin

de o (t) > nin gereken tilirevleri alinirsa:

a(t)=(r cost,r,sint,0)

a' (1) =(-rsint,r, cost,0)
a" (t)=(-r cost,—r, sint,0)
a" (t)=(r,sint,—r, cost,0)

olur ve @' ()’ nin normu da,

Ha’ (t)” = \/rzl sin’ ¢ +7,” cos’ t

seklinde elde edilir. ' (1) A" (¢) terimi de,

e e, e,
a' (t)~a" (1) =|-rsint r, cost 0
—7, cost -rsint 0

=¢,(0-0)—e,(0-0)+e(rr,sin* ¢+ 77, cos’ t)
@ ()t (0)=(0.0.5)
seklinde olur ve o' (¢) Aa" (¢)” nin normuna bakildiginda,
le (t) na (2)| =yr7n? = rimy
elde edilir. I¢ carpimlan ise;
(' ()" (t),a" (t)) = <a’ (H)ra"(t),a" (t)>

= <(0, 0,77, ),(7; sint,—r, cost,0)> =0
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olarak bulunmus olur. Simdi de bulunan degerler x;, ve 7, formiiliinde yerlerine

yazilirsa,

e re ()] _ 1,

Ha’ (I)H3 _(\/rl2 sin’¢+r, cos’ t)3

1

\

~ (a’ (¢),a"(t),a" (t)) 0

= = =0
Ha’ (t)na" (t)H2 n'r’

1

seklinde elde edilir. Burada egrimiz diizlemsel oldugu i¢in 7 sifirdir. Teorem 3.3.1°¢
gore ilk durumdaki geometrik karakterizasyonu bu sekilde bulundu. Simdi bu egriye

donme ve 6teleme fonksiyonu uygulanirsa;

A, = jRB, + 4,
cos@ 0 sin@ || r,cost| |k
A, =p(1)=| 0 1 0 || nsint |+|/
—sin @ 0 cos@ 0 m

p (t) burada (t) > nin transformasyon altinda ulastigi konumdur. O halde,
B(1)=(r,cos@cost+k, r,sint+1, —r, sinfcost +m)
koordinatlari elde edilir. Buradan S (t) ‘ nin doniistim sonrasi tiirevlerine bakilirsa,
B (t) =(—r cos@sint, r,cost, r, sin@sint)
B" (1) =(-r cosOcost, —r,sint, r,sinfcost)

£ (1)

(r, cos@sint, —r, cost, —r;sin@sint)

olur ve birinci tirevin normu da,

Hﬂl (t)” = \/”12 cos’ @sin’t+r,” cos’ t + 7,7 sin” @sin’ t

Hﬂl (t)H - \/’”12 sin’t+1, cos’ ¢
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seklinde elde edilir ve dikkat edilirse Ha’ (I)H = H Vis (t)” oldugundan egrinin doniisiim

Oncesi ve sonrasindaki birinci tiirevlerinin normlar1 degismemistir.

Doniisiim sonras1 vektorel carpimlart,

€ & &
B (t)A B" (t)=|-r cosOsint 7, cost 7, sin @sin ¢
—r,cos @ cost —r,sint r sin @ cost

B (1)~ B (t)=¢,((r, cost)(r; sinGcost)—(—r,sint)(r; sin Gsinr) )
— e, ((—# cos@sint)(r; sin @ cost)—(—r, cos O cost) (7 sin Gsin))

diizenlenerek gerekli islemler yapilirsa,

B (1)~ B"(t)=¢, (rlr2 sin @ cos’ ¢+ 7, sin @sin’ t)
—e, (—rlz sin @ cos @sint cost +7° sin@cos@sintcost)

+e, (rlr2 cos @sin’ t + 7,7, cos @ cos’ t)
B (t)~p" (t)=e (rr,sin0)— e, (0)+ e, (rr, cos )
B (1)~ B"(t)=(rr,sinb, 0, rr, cos 6)

olarak elde edilir. Buldugumuz f' (1) A 8" (¢) teriminin normu ise,

Hﬂl ()~ B" (t)H :\/(’irz sin 9)2 +0” +(rr, cos 6?)2

= Jr’n>sin® O+ 51 cos’ 0

= \/rlzrzz (sin2 0 +cos’ 6?)

:\/’”12’”22 :|r1’”2|
seklinde olur. O halde egrilik karsilastirmasi yapilirsa;

1214
— 1"2
K, =

3
(\/”12 sin’¢+r,” cos’ t)

olur ve buradan da «, = x, oldugu goriliir. Torsiyon i¢in i¢ carpimlar: gerekli

oldugundan,
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<,6” (t) A B (t),,[i”” (t)> :<(r,r2 sin@d,0,rr, cos 9),(11 cos@sint,—r, cost,—7 sin 95int)>
=7,"r, sin@ cos @sint —1,’r, cos @sin Psin ¢
=0

olarak elde edilir. Buna gore torsiyonu,

olup torsiyon karsilastirmasi yapilirsa 7, = 7, olarak bulunur ki bu da torsiyon

degerinin her iki durumda da ayni kaldigini gosterir.

Sonug olarak sunu sdyleyebiliriz ki elipsin herhangi bir ag1 kadar donme ve herhangi
bir vektor kadar 6teleme sonucunda geometrik karakterizasyonu korunmus ve konumu

haricinde yapisal formunun stabilitesi gosterilmistir.

Simdi bir ag1 ve bir vektdr ile ispat 6rneklendirilecektir.

Ornek 3.3.1 a(t)=(r cost,r,sint,0) elipsinin z-ekseninde 6 =45" dondiiriilerek

d :(2,1,5) vektorii kadar oOtelenmesi sonucu geometrik karakterizasyonunu

inceleyelim.

Problemin ¢oziimii i¢in gerekli olan a(t):(rl cost,r, sint,O) elipsinin «, ve 7,

degerleri Teorem 3.3.1 ‘in ispatinda,

e ()] _ 1,

Hal (t)H3 _(\/rlz sin’ ¢ +r, cos’ t)3

1

ve

~ (al (1),a"(1),a" (t)) 0

e A

1

seklinde bulunmustu. O halde ¢6ziim i¢in gerekli olan adimi,

B(t)=A4,=; RB,+4,

BorG
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transformasyonuyla olusan egri iizerinde incelenirse

cos 45 —sin45 O rcost| |2
B(t)=|sin45 cos45 0||r,sint [+]1
0 1 0 5

0

p ( ) egrisinde ag¢1 degerleri yerlerine yazilip olusan matris diizenlendiginde

_L 1 O_
\/15 \1/5 7, cOst 2
t)=|—F= — 0| rysint |+]1
FO=175 N 2
0 5
0 0 1
; ! rysint +1, 5}

1 1
=|—=rcost———r,sint+2, —7r coSt +—
{ﬁ ' V27 V2 J2

olarak elde edilir. Buradan S (t) > nin tiirevleri
ﬂ’(t)—{—Lr sint—Lr cost? —Lr sint+ir cos? 0}
N/ NG N 27
,B”(t)—{—ir cost+ir sint —Lr cos?t — ! r, sint 0}
\/E 1 \/5 2 4 \/5 1 \/5 2 4
—=1, COS{, O}

1 1 )
—71, COSt, ——r,SInt —
272 J2

7 sint +

0 5

olarak bulunur ve £'()’ nin normu
2

2
H,B H—\/( —=rsint — \/lirzcostj +(—%l’isint+$7’200$t]

1
—”1 sin t+2\/_rls1nt\/_rzcost+ 1’ cos’ t+— rl sin® £ — 2\/_r1s1nt\/_r2cost+ r,’ cos’t

= \/rlz sin’ ¢ +7,” cos” t

seklinde bulunur. Ara iglemlerle devam edildiginde
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e e, e,

. 1
-——= — ——=1sint+—=r, cost 0

BN (@)= pgnsine—preos  —pnsints

1 1 : 1 1 .
——=1,C0St+—=1, sint ——=1,C08t ——=T1, sint¢ 0

VMR NEHAN

1 . 1 1 1 . 1 1 . 1 . 1
=10,0,| ——=rsint——=r, cost || ——=7r,cost ——=r,sint |— | ——=r7,cost +—=r, sint || ——=r7, sint +—=r, cost
R ) e e ) e

1, . 1 ., 1 2, 1, . 1, o1 0, I, 1, .
= 0,0,5}’] smtcost+5r1rzsm t+§rlr2cos t+5rz costsint — Er, costsmtfgr,rzcos tfgr,rzsm t+5rz costsint

— (% costsinz(rl2 +r ) —%rlrz (cos2 t +sin’ t)ﬂ

~—

1. 1 .
= O,O,—smtcost(rl2 +r22)+—r1r2 (sm2 t+cos’ t
2 2

B ()~ (1) =[0, 0, 5]
olarak elde edilir. Buradan S'(¢)A B"(¢) teriminin normu,

I (n 8 O] =TT =l

seklinde bulunur. I¢ ¢arpimlarina bakildiginda ise,

(B(0).8 (1), B (1) = (B ()~ (1), B" (1)
1 . 1 1 . 1
:<(0,0,r1r2),(ﬁr] smt+$r2 cost,ﬁr] smt—ﬁr2 cost,0j>

=0
olarak elde edilir ve son olarak x, ve r, i¢in bulunan ifadeler formiilde yerine

yazilirsa;

B0~ ()] iy
IO (fisin 7 eos™)

2

ve

(B (0):8'(1):8"(1) o

T,= = =0
Hﬁ” (1)AB" (:)H nr

olarak elde edilir. Buradan kiyaslama yapildiginda «, = x, oldugu asikéardir. O halde

elips egrisinde tiim genel durumlar icin saglandigini ispatladigimiz Teorem 3.3.1°in
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ozel ag1 ve vektor degerleri i¢in de saglandigi goriilmektedir. Yani verilen bir «(7)

elips egrisinin z -ekseninde 6 =45 dondiiriilmesi ve d = (2,1,5) vektorii kadar

Otelenmesi sonucu geometrik karakterizasyonu degismemistir.
Ayni sekilde genel formda verilen bir parabol i¢in benzer teoremi verelim.
3.4 Transformasyon Altinda Parabol Egrisi

Teorem 3.4.1 «(¢)= (t,tz,O) parametrik denklemiyle verilen parabol egrisinin x -

ekseni etrafinda bir 6 acisi kadar dondiiriilerek d = (k,1,m) vektorii kadar Gtelenmesi

sonucunda geometrik karakterizasyonu degismez.

Ispat: Oncelikle parabol egrisini baslangi¢ konumunda karakteristik olarak

inceleyelim. Bunun i¢in a(t) ’ nin birinci ve ikinci egrilikleri hesaplanirsa:

a(t)z(t,tz,O) denkleminde o' (t), a"(t) ve " (t) degerleri

o' (1)=(1,21,0)
a" (1)=(0,2,0)
a" (£)=(0,0,0)

olarak bulunur. o' (t) ’ nin normu ise,

' ()] =~1+42

olur ve o' (t)/\a” (t) terimi,

€ ) )
a' (t)~a" ()=l 2t 0
0 2 0
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a' (t)ra"(1)=(0,0,2)
seklinde elde edilir ve o' (¢) A" () normuna bakilirsa,
e (t) A ()| =07 +0° +27 =2

olarak bulunur. Simdi torsiyonu bulmak i¢in gereken terimler hesaplanirsa,

(' (t)na" (1) (£))=((0.,0,2).(0,0,0))
=0

olmaktadir. Bulunan ifadeler formiilde yerlerine yazildiginda x, ve r, degerleri,

Ve

seklinde bulunur. Parabol egrisinin baslangic konumuna gore karakteristigi bu sekilde

bulundu. Simdi de «(¢)’ nin asagidaki doniisiim sonrasinda olusan egrilikleri

hesaplanirsa;

Bu amagcla a(t):(t,tz,O) egrisinin x -ekseni etrafinda € acis1 kadar donme ve

d= (k, [, m) vektorii kadar 6telemesi icin kullanacagimiz rotasyon:

ﬂ(t) =4p :1/; RB,+4,

BorGc

seklinde oldugundan, verilenler yerlerine yazildiginda olusan transformasyon matrisi:

1 0 0 t k
B(t)=|0 cosé —sin@ || £* |+|/
0 sin & cos@ || 0 m

B(t)=(t+k, £ cosO+1, 1 sin0+m)
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olarak bulunur. Burada f(¢) verilen «(¢) egrisinin transformasyon sonrasi konum

vektoriidiir. Yeni konuma gore birinci ve ikinci egrilikleri hesaplamak i¢in gereken

islemler yapilirsa, S (t) > nin tlirevleri,
B (t)=(1, 2tcos b, 2tsinB)
B"(t)=(0, 2cos 8, 2sinH)

B" (t)=(0, 0, 0)

seklinde olup birinci tlirevin normu:

Hﬂl (t)H —J1+4£% cos? O+ 4% sin> @

|8 (£)| =1+4¢

olarak bulunmus olur. Simdi gereken vektorel carpim hesaplanirsa,

e e, e,
B (1)~ B"(t)=[1 2tcos @ 2tsin @
0 2cosé 2sin @

=e [4t cos@sin @ —4¢cos@sin 9] —e, [2 sin 0] +e, [2 cos 9]
=(0, —2sin#, 2cos0)

elde edilir ve bu teriminin normu,

|8 (£) n " ()| =/4sin’ 6+ 4cos’ 0 =2
seklinde olur. Gerekli olan i¢ ¢arpim islemleri ise,
(B ()~ B"(t). B (t)) =((0. —2sin 0, 2c0s0), (0, 0, 0))
=0

olarak elde edilir. Buradan bulunan terimler parabol egrisinin déniisiim sonrasi birinci

ve ikinci egriligi formiiliinde yerlerine yazilirsa x, ve 7, degerleri,
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ve
0
T2 :Z :0
seklinde bulunur. Karsilagtirma yapildiginda « (t) = (t,t2 , 0) parabol egrisinin x, ve
7, degerleri i¢in «, =k, ve 7, = 7, oldugunu sdyleyebiliriz. Bu da bize benzer sekilde

bir parabol egrisinin alinan herhangi bir a¢1 ve herhangi bir 6teleme vektorii icin

transformasyon altinda karakterinin degismedigi sonucuna ulagtirir.
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BOLUM 4
YORUNGESI ELiPS OLAN DONUSUM MATRISI

Bu bolimde, kinematik uzayda o6zel bir doniisiim matrisinin incelenmesine
odaklanilmaktadir. Bu matris, belirli bir P noktasinin ydriingesini eliptik bir formda
tanimlama yetenegine sahip olup, farkli parametreler altinda hangi egrilere karsilik

geldigi uygulamali olarak ele alinacaktir.

cosf —sinf d,
Teorem 4.1 M =|sind cos6 d,| matrisi, P(x,,y,)=(rcosf,,rsinb,)
0 0 1

noktasina etkisi E:a(@)= (a cos @, bsin g, 1) elipsi olan bir transformasyon

matrisidir. Burada 6,; P vektoriiniin x -ekseni ile yaptig1 agi, ¢=6,+60 ve

0<0<2r, 6, <p<2r+06, seklindedir.

Ispat: P noktasinin konum vektorii asagidaki sekilde verilsin:

Y
A
rsin6| P(xy,¥,)=(rcos 6, rsin6,)
o, v
rcos b,
v

Sekil 4.1 Bir noktanin koordinat sisteminde gosterilmesi.
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Burada, r=|P| oldugu asikardir. Ispata ge¢meden once, P noktasma etkisi
E:a(p)=a(0,+6)=(acos(6,+6), bsin(6,+86), 1) elips egrisi olan M matrisi ile

arasinda;

M.P=FE

bagintist oldugunu belirtelim. Burada M matrisi z-ekseni etrafinda 6° donme

d
(0< @ <27) ve L]l

} vektorii kadar 6teleme saglayan matristir.
2

Bu esitlikten d, ve d, degerleri asagidaki sekilde hesaplanir.

cos 6 —sin@ d \[rcos,] |acos(6,+0)
sin & cos @ d, || rsin6, |=| bsin(6,+0)
0 0 1 1 1

rcos 0, cos O — rsin 6, sin 0 +d, = acos(6, +0)
rcos(6,+0)+d, =acos(6,+0)
d, =(a—r)cos(6,+0)
r cos 6, sin 0+ rsin 6, cos 0 +d, = bsin (6, +0)
rsin(, +0)+d, =bsin (6, +0)
d, =(b—r)sin(6, +0).

Elde edilen d, ve d, degerleri yerine yazilirsa M matrisi;

cos —siné (a—r)cos(6, + 6)
M =|sin@ cos 8 (b—r)sin(6, + 0)
0 0 1

olarak elde edilir. Buradan M .P = E oldugu gosterilirse;

cos@ —sin@ (a—r)cos(6,+6)|[rcosd,| |acos(6,+0)
sind cos@ (b—r)sin(6,+0) || rsing, |=| bsin(6,+6)
0 0 1 1 1

N—"

ifadesinde soldaki matrisler ¢arpilirsa,
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(rcos@cos @, —rsinOsin 6, +(a—r)cos(6, +0),
rsin@cos, +rcosOsin G, +(b—r)sin(6, +6),1)

olur ve buradan toplam fark formiilleri geregi
rcos@cos§, —rsin@sin g, = rcos(6, +6)
rsin@cos 6§, +rcosPsin G, = rsin (6, +0)
ifadeleri yerlerine yazilirsa,
rcos@cos 6, —rsin@sinf, +(a—r)cos(6, +8)=acos(6, +0)
rsin@cos g, +rcosPsin G, +(b—r)sin (6, +0) =bsin (6, +0)
olur. Boylece ispat tamamlanmig olur. Yani, M .P = E esitligi saglanir.

Simdi ise verilen noktanin bazi 6zel durumlari incelenirse:

i. Verilen nokta 6zel olarak x-ekseni lizerinde alinirsa yani a =r olarak

secilirse 6, =0 oldugu asikardir. O halde koordinatlari

acos(6,))| [a
P=|asin(6,) |=|0
1 1

(a,O) olarak elde edilir ve M matrisi de 6zel olarak,

cos @ —sin@ 0
M =|siné cos@ (b—a)siné
0 0 1

seklinde elde edilir. Buradan M .P = E esitliginin saglandig1 kontrol edilirse, yani;

cos —sind 0 a acos@
sin@ cosé (b—a)sin9 0|=| bsinl
0 0 1 1 1

esitliginin saglandigin1 gérelim. Burada matris ¢arpimindan,

=(acos6,asin@+(b—a)sin,1)
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=(acos@,asin@+bsinf—asinb,1)
=(acos®,bsind,1)

sonucuna ulasildig goriiliir ki bu da a = » 6zel durumu i¢in elde edilen elips egrisinin
denklemidir. Burada ¢ = 8 ve 0 < 60 <27 seklindedir.

Y

—
N

-

Sekil 4.2 (a,O) noktasindan gegen elipsin gdsterilmesi.

ii. Verilen nokta 6zel olarak y -ekseni ilizerinde alinirsa yani b =r olarak

segilirse 6, =§ olur. O halde koordinatlari

acos(6,)| [o
P=|asin(6,) |=|b
1 1

(O,b) olarak ve ydriingesi elips olan matris

cos @ —sin @ (a—b)cos(6,+0)
M =|sind cos@ 0
0 0 1

seklinde elde edilir. Buradan M .P = E esitliginin saglandig1 kontrol edilirse; Matris

carpimindan,
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cosd —siné (a—b)cos(é’0 +9) 0 —asin@
sin & cos @ 0 b|=| bcos@
0 0 1 1 1

elde edilir. Burada 6, =% oldugu g6z Oniine alinarak bazi diizenlemeler yapilirsa

T
cos(—+6
a (2 )

—asin® acos(t90+9)
E,=| bcosf |= bsin(§+t9) —| bsin(6, +6)
1 . 1

esitligine ulasilir ki bu da istenen sonugtur. Yani b= r 6zel durumu i¢in

T
—+6
CICOS(2 )

cos 6 —sin@ (a—b)cos(6,+0) [0
sin@ cosd 0 b|= bsin(§+0)
0 0 1 1

1

seklinde elips egrisinin elde edildigi goriiliir. Burada ¢ = %+6’ ve 0<0<2x

seklindedir.
Y
(0.)
Sekil 4.3 (O,b) noktasindan gecen elispin gosterilmesi.
jii. a=>b=r ise; yani P=(rcos@,,rsinf,) olup
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cos @ —sin@ 0

M =|sinf cosd 0
0 0
elde edilir. Buradan
cosd —sin@ 0 || rcos 8, rcos(6, +0)
MP =|sinf cos@ 0| rsing, |=| rsin(6, +0)
0 0 1 1 1
sonucunda
rcos(6,+0)

E,=|rsin(6,+6)

cember egrisinin elde edildigi goriiliir.

Yf
o

an
%

> Y

\ 4

Sekil 4.4 Cemberin koordinat sisteminde gosterilmesi.

seklinde bir cember egrisi olusturur.

Ornek 4.1
Yﬂ‘
Y — P (xy:3y) = P(2¢0530.25in30) = (v3.1)
< \/§ > X
v

Sekil 4.5 Bir P noktasinin koordinat sisteminde gosterilmesi.
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P(\/g , 1) noktasi i¢in uygulama yapilirsa, MP matrisi;

cosd  —sinf (a—2)cos(%+9j 2cost

6

sin @ cos @ (b—2)sin[%+0j 25in%
0 0 1 1

2cos%cos0—25in%sin9+(a—2)005(%+0J

:ZCOSLZ+9j+acos(£+0j—2cos(z+¢9J
6 6 6
:acos(£+6’j

6

2cos%sin«9+2sin%cos€+(b—2)sin(%+9j

:2sin(£+0j+bsin(£+9)—2sin(£+0j
4 6 6
:bsin(£+6’j

6

elde edilir. Buradan istenilen elips;

acos(£+ 0)
6

E,=|bsin (% + Gj olarak bulunur.

1

Burada (o=%+ 0 ve 0<60<2r, % <@< 27r+% i¢cin
acos @

E,=|bsing | seklinde elips yortingesi elde edilir.
1
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2 2

Burada a ve b arasinda — + Z—z =1 1iliskisi olup (x,y)=(rcos6,,rsing,) oldugu

a
g0z Oniine alinarak

cos’ 0, . sin’ 6, 1

2 2 2
a b r

esitligini saglayan tiim a ve b degerleri secilebilir.
Yukaridaki Srnekte (x, y) = (rcos 6, 7sin 6,) = (2 cos%,Zsin %) seklinde olup r =2

ve 6, :% oldugundan,

s T .
cos”— sin” —
6

a’ b’ - 22
esitliginde verilen degerler yerine yazilip diizenlendiginde, a ve b icin

3,1

a’ b y

bagintisi elde edilir. Ozel olarak a =3 segilirse, (\/g , 1) ve (3,0) noktalarindan gegen

elipsi¢in b = \/g olarak bulunur. Dolayisiyla,

. T - 1
cosd  —sinf (3—2)cos [g+0j 2cos%
sin & cos \/5—2 sin[£+9 2sinZ =K,
2 6 6
0 0 1 1

esitligini veren E elipsi, % <@< 27r+% i¢in

3cos

3.
E,= \/;sm(p

1

olarak bulunur.
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F 3

Y

h
o)

/( (3.0 .

ll .
~_ |

Sekil 4.6 Bir P noktasindan gegen elipsin gosterilmesi.
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BOLUM 5
TARTISMA VE SONUC

Bu tez ¢alismasi, odaginda iki temel unsur bulundu. Birincisi 3. boliimde yer alan
kinematik analizin temel taglarindan olan déonme ve 6teleme hareketlerini i¢eren kati
cisim doniisiimleri altinda, helis, cember, elips ve parabol gibi 6zel egrilerin geometrik
karakterizasyonlarinin stabilitesini ortaya koyarak onemli bir teorik ¢er¢eve sundu.
Diferansiyel geometri prensipleri ve egrilerin parametrik temsilleri kullanilarak
yapilan analizler neticesinde, bu egrilerin egrilik ve burulma gibi temel tanimlayici
ozelliklerinin, uygulanan transformasyonlar altinda korundugu matematiksel olarak
kanitland1. Bu kritik bulgu, s6z konusu egrilerin igsel geometrik yapilarinin, kinematik
hareketler sonucu uzaydaki konum ve yonelimleri degisse dahi, bozulmadan sabit
kaldigin1 ve bunun da Ozellikle kinematik modelleme ve yoriinge analizlerinde

ongoriilebilirlik sagladigini gdsterdi.

Calismanin literatiire baslica katkisi, secilen bu dort 6zel ve sik kullanilan egri tiirii
i¢in transformasyon altindaki geometrik degismezligi kapsaml bir sekilde gosterildi,
detayli uygulamalarla desteklendi ve bdylece kinematik ile diferansiyel geometri

arasindaki iliskiye dair mevcut bilgi birikimine katki saglandi.

Ek olarak calismanin diger odak noktasi 4. boliimde yer aldi. Burada belirli bir
noktanin yoriingesini bir elips olarak tanimlayan bir doniisiim matrisi olusturuldu ve
baz1 6zel durumlari incelendi. Kinematik analizler ve 6zellikle robotik uygulamalar

icin degerli ve pratik bir ara¢ sundu.

Sonug olarak, bu ¢alisma, temel kinematik doniistimlerin baz1 6zel egrilerin geometrik
yapist tizerindeki etkisini ayrintili bir sekilde inceledi. Elde edilen bulgular ve elde
edilen elips yoriingeli doniisiim matrisi, robot kolu yoriinge planlamasi, mekanizma
sentezi ve tasarimi, animasyon ve sanal gerceklik gibi ¢esitli pratik miihendislik ve

bilimsel uygulamalarda 6nemli bir potansiyel olusturdu.
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