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Bes boliimden olusan bu tez ¢alismasinda altigensel Fourier serilerinin A matrisine gore T-
dontistimlerinin bazi yaklagim 6zellikleri incelenmistir.

Birinci boliimde, ¢alismanin amaci, kapsami ve yontemi hakkinda genel bir giris sunulmustur.
Ikinci béliimde, tez boyunca kullanilacak temel tanim ve kavramlara yer verilmistir.

Ugiincii boliimde, kafes yapilar1 ile bu yapilar yardimiyla tanimlanan Fourier serileri ele
almmustir.

Dordiincii boliimde, altigensel kafesler ile altigensel Fourier serileri tanitilmistir.

Besinci boliimde, altigensel Fourier serilerinin 4 matrisine gére T — doniisiimii ile diizgiin
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In this thesis consisting of five chapters, some approximation properties of T-transforms of
hexagonal Fourier series with respect to matrix A have been investigated.
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of the study.

In the second chapter, the basic definitions and concepts that will be used throughout the
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In the third chapter, lattice structures and Fourier series defined with the help of these
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In the fifth chapter, the T-transformation of hexagonal Fourier series with respect to matrix
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SEMBOL LIiSTESI

H A 5 N Z

Atr

Ly
XSy
L*(Q)
Cy(Q)
Wy

Sn(f)

TS

: Dogal sayilar kiimesi

: Tam sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesi

: Kompleks sayilar kiimesi

: Reel ve Kompleks say1 cismi

: A matrisinin transpozesi

: A matrisi ile GUretilen kafes

: A matrisi ile tretilen kafesin duali

: x <cy olacak sekilde, X ve y ‘den bagimsiz bir sabit c>0 sayis1 vardir.
: Karesi integrallenebilen fonksiyonlarin Hilbert uzay1

: Altigensel kafese gore periyodik siirekli fonksiyonlarin uzay1

: f fonksiyonun sureklilik moduli

: f fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi

: n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi

: Bir f € C4(Q) fonksiyonunun altigensel Fourier serisinin A matrisine

gore T — doniisiimii



ONSOZ

Biiylik bir mutlulukla okudugum ve iizerine calistigim Matematik Bolimii’niin bana
kazandirdig1 ve hayata dair bir¢ok seyi de kendisinden goriip O0grendigim degerli tez
danismanim ve hocam Prof. Dr. Ali GUVEN’e kalbi bir tesekkiirii borg bilirim.

Ayrica, Balikesir Universitesi, Matematik Boliimii’nde gorev yapan ve beni bdliimiime
biiyiik bir sevk ve samimiyetle baglayan her bir hocama da tesekkiirlerimi sunuyorum.

Son olarak beni her sartta destekleyip bugilinlere getiren canim annem, babam ve
agabeylerime minnettarim.

Yiksek Lisans egitimim siiresince saglamis oldugu maddi destekten Otiirli, bursiyeri
olmaktan onur duydugum TUBITAK-BIDEB 2210-A Yurt I¢ci Genel Yiiksek Lisans Burs
Programi'na goniilden tesekkiir ederim.

Balikesir, 2025 Ugur Can Koctiirk



1. GIRIS

Yaklasim teorisi, dogrudan incelenmesi gii¢ olan, yapisal 6zellikleri yeterince bilinmeyen
fonksiyonlarin; analiz ve ¢alisilmasi daha kolay, 6zellikleri bilinen fonksiyonlar yardimiyla
yaklasik olarak ifade edilip edilemeyecegini ve bu yaklasimin ne sekilde en etkili bicimde
gerceklestirilebilecegini konu alan bir arastirma alanidir. Ornegin, cebirsel baglamda
cebirsel polinomlar, periyodik baglamda ise trigonometrik polinomlar bu amagla sikca

kullanilir.

Tek degiskenli ve periyodik fonksiyonlar sz konusu oldugunda, trigonometrik ve iistel
Fourier serilerinin kismi toplamlari ile birlikte Cesaro, Abel-Poisson, Riesz, Norlund ve De
La Vallée-Poussin gibi ¢esitli ortalama alma yontemleri 6nemli araglar olarak One
cikmaktadir. Bu tiir ortalamalara dayali yaklagim yontemleri, 6zellikle 20. yiizyilin ikinci
yarisindan itibaren ¢ok sayida matematik¢inin ilgisini ¢cekmis ve arastirmalarina konu
olmustur. Bu alanda L. Leindler, P. Chandra ve S. Prossdorf yaptiklar1 calismalar ile

literatiire 6nemli katkilar sunmustir.

Birden fazla reel degiskene sahip fonksiyonlarin, Oklid uzayinda taniml kiipler iizerinde
trigonometrik yaklagima tabi tutuldugu durumlarda ise, bu fonksiyonlarin her bir degisken
bakimindan periyodik oldugu kabul edilmektedir. Bu durumda ¢oklu Fourier serilerinin
cesitli ortalamalar1 ve bunlarin yakinsama hizlar1 farkli yontemlerle analiz edilmektedir.
Ancak, uzaym, araliklarin Kartezyen ¢arpimi bi¢ciminde olmayan alt kiimeleri iizerinde
gergeklestirilecek trigonometrik yaklasim calismalari ciddi giicliikler icermektedir. Bu gibi
bolgelerde klasik periyodiklik tanimi yeterli olmamakta; bunun yerine, kafes yapilarma
dayali olarak gelistirilen alternatif periyodiklik kavramlarinin kullanilmasi 6nemlidir.
Ozellikle iki boyutlu diizlemde klasik periyodiklik taniminmn &tesinde, en elverisli yapi
altigensel kafes olarak kabul edilmektedir. Bu yap1 {izerinden tanimlanan periyodiklik,
trigonometrik yaklasim acisindan oldukca islevseldir. Altigensel kafes yapisina dayanarak
tanimlanan altigensel Fourier serileri, diizlemin altigensel bdlgelerinde yaklagim

problemlerinin analizine olanak tanir.

Altigensel Fourier serileri, ilk olarak H. Li, J. Sun ve Y. Xu tarafindan tanimlanmis; daha

sonra Y. Xu, siirekli ve altigensel kafese gore periyodik fonksiyonlarin, altigensel Fourier



serilerinin Cesaro ve Abel-Poisson ortalamalar1 dizgin bi¢cimde bu fonksiyonlara

yakisadigini gostermistir.

2013 yilinda A. Giiven tarafindan yapilan 6nemli bir ¢alismada, bu serilerin Cesaro ve Abel-
Poisson ortalamalariyla olan yaklagim hizlar1 ayrintili olarak incelenmistir. Daha sonraki
arastirmalarda ise A.Giiven, altigensel Fourier serilerinin genellestirilmis De La Vallée-

Poussin, Riesz, Norlund ve matris ortalamalar1 baglamindaki yaklasim hizlarini ¢aligmistir.

Bu tez calismasinda ise, stirekli ve altigensel kafese gore periyodik olan fonksiyonlarin,
altigensel Fourier serilerinin kismi toplam dizilerine A-doniisiimii uygulanarak yaklasim

hizlarina dair yeni ve 6zgiin sonuglar elde edilmistir.



2. ON BILGILER

Bu boliimde temel tanim ve teoremler verilecektir.

2.1 Hilbert Uzaylan

Tamm 2.1.1. X F iizerinde bir vektor uzayi olsun. Bir

p:X = R,p(x) = ||x|

fonksiyonu asagidaki kosullari1 sagliyorsa bu fonksiyona X Uzerinde bir norm denir:
(Np)Vx € X icin ||x]| =0

(N)||x]l =0 e x = 0(0y)

(N3)Vx € X ve VA € Ficin || Ax]|| < |A]l]x]|

(N)Vx,y € X icin |lx + y|| < |lx]l + [yl

Bir vektOr uzay, eger iizerinde bir norm tanimlanmis ise normlu uzay adini alir.

Tanim 2.1.2. X bir normlu uzay, (x,,) bu uzayda bir dizi ve x € X olsun. Her £ > 0 i¢in,
n=N=|x,—x| <e
kosulunu saglayan bir N € N varsa (x,,) dizisi x noktasmna yakinsiyor denir ve x,, = x

yazilir.

Tanm 2.1.3. X normlu bir uzay ve (x,) bu uzayda bir dizi olsun. Her £ > 0 igin,
nm=N>|[x, —x,ll<e
kosulunu saglayan bir N € N varsa (x,,) dizisine bir Cauchy dizisi denir.

Normlu bir uzayda her yakinsak dizi bir Cauchy dizisidir.

Tamim 2.1.4. X normlu bir uzay olsun. X uzaymdaki her (x,) Cauchy dizisi yakinsak ve

yakinsadigi nokta uzayin i¢inde kaliyor ise X normlu uzayma bir Banach uzay1 denir.

Teorem 2.1.5. (X, M, ) bir 6l¢iim uzay1 1 < p < oo olsun. Olgulebilir ve
[ pau <
X

kosulunu saglayan f: X — [F fonksiyonlarinin kiimesini L? (X) ile gosterelim.
LP (X) kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalerle carpma islemlerine gore bir vektor

uzayidir ve
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|vm=<lvmmf

fonksiyonu LP (X) tizerinde bir normdur (hemen hemen her yerde esit olan fonksiyonlar

esit kabul edilmektedir). Ayrica LP (X) normlu uzay1 bu norma gore bir Banach uzayidir.

Tanmim 2.1.6. H bir vektor uzay olsun. Bir

wHXH-Fu(x,y) =(xYy)

fonksiyonu asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu fonksiyona H iizerinde bir i¢ ¢arpim denir:
(1)Vx,y € H igin (x,y) = (y,x)

(I, )Vx,e Higin {x,y) = 0 ve (x,x) =0 © x = 0(04)

(I;)Vx,y € Hve VA € Ficin (Ax,y) = A{x, y)

(I)Vx,y,z € Hicin {x,y + z) = (x,y) + {x, 2).

Vektor uzayi iizerinde bir i¢ carpim tanimlanmis ise bu uzaya i¢ ¢arpim uzayi denir.

Ornek 2.1.7. H bir i¢ carpim uzay1 olsun.

1
[lx|]| = (x,x)2,x EH

fonksiyonu H Uzerinde bir norm olur.

1
Tamim 2.1.8. H bir i¢ carpim uzayi olsun. Eger H uzay1 ||x|| = (x, x)z normu ile bir

Banach uzayi ise bu uzaya bir Hilbert uzay1 denir.

Teorem 2.1.9. (X, M, ) bir 6lgiim uzay1 olsun.
t.9)= | raau
X
fonksiyonu L?(X) iizerinde bir i¢ ¢arpimdir ve L?(X) bu i¢ carpima gore bir Hilbert

uzayidir.

Tanmim 2.1.10. H bir i¢ ¢arpim uzayi ve x,y € H olsun. Eger (x, y) = 0 ise x ve y birbirine
dikeydir denir ve x L y yazilir.

Tamm 2.1.11. H bir i¢ ¢arpim uzayi ve A € H(A # @) olsun. x # y bigimindeki her

x,y € Aiginx L y ise A kiimesine dikey kiime denir.



A dikey bir kiime ve her x € A igin ||x|| = 1 ise A kiimesine ortonormal kiime denir.

Tamim 2.1.12. H bir Hilbert uzay1 ve {e,:n € N} bu uzayin ortonormal bir alt kiimesi

olsun. Her x € H igin

[ee]
X = Z(x, en)en
n=1

ise {e,;: n € N} kiimesine H uzaymm bir ortonormal tabani denir.

2.2 Fourier Serileri

H bir Hilbert uzay1 ve {e,;: n € N} bu uzaym ortonormal bir alt kiimesi olsun. Bir x € H
vektoriinin {e,;:n € N} ortonormal kiimesine gore Fourier katsayilari
(x,e,),n=1.2,..

ve Fourier serisi

o0
2(96, en)en
n=1

olarak tanimlanir. Eger {e,;: n € N} kiimesi H uzaymin bir ortonormal tabani ise her x € H

icin

(o]
x = Z(x, en)en
n=1

olur.

Teorem 2.1.9’ dan goriilecegi gibi

(.9x= [ FegGIdx. 1.9 € 12((-m )

fonksiyonu L?([—m, mr]) tizerinde bir i¢ carpimdir ve L?([—m, 7]) bu i¢ carpima gore bir

Hilbert uzayidir.
ikx
Teorem 2.2.1. [12]e,: [-7, ] = C, e, (x) = eﬁ kez

olmak lzere {e,: k € Z} kiimesi L*([—m, 7r]) uzaynin bir ortonormal tabanidir.

L?([—m, 7]) Hilbert uzaymin {ey: k € Z} ortonormal tabanini1 goz dniine alalim. Bu

ortonormal tabana gére bir f € L?([—m, 7]) fonksiyonunun Fourier katsayilari

5



1 .
E = \/T_n_l f(x)e *xdx

ve Fourier serisi
eikx

V2m

Ck
k€Z

olur. Fakat sadelik agisindan f fonksiyonun Fourier katsayilari

Vi
c 1 jf(x)e‘”‘xdx
KT om

—T

ve Fourier serisi

z Ckeikx

k€Z

olarak baz alinir. Bu seriye f fonksiyonunun kompleks veya Ustel Fourier serisi denir.

f fonksiyonunun Fourier serisinin kismi toplamlar dizisi

n

S, (F)(x) = z e neN

k=—n

olarak tanimlanir. n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi

n

D, (t) = Z ekt n=1,2,..

k=—n

olmak tizere kismi toplamlar dizisinin integral gosterimi

1 Vi
Sn(H(x) =5 ff(x — t)D,, (t)dt

olarak elde edilir.



3. KAFESLER VE FOURIER SERILERIi

d € N olmak tzere,

R4 = {x = (x4, ..., Xg): Xq, ..., Xq € R}

kiimesini g6z Oniine alalim. Bu kiime

x= (1., %2),y = (¥1, .., vq) € R*ve 1 € R igin,
x+yi=0q+y1, 00 Xq +Ya)

ve

Ax: = (Axq, ..., Axg)

islemleri ile bir vektdr uzayidir. R vektdr uzayma d-boyutlu Euclid uzay1 denir.

Bu uzayda standart i¢ carpim (Euclid i¢ carpim), x = (x4, ..., x2),y = (¥4, ..., ¥q4) € R?
icin
d

(x,y)= Z Xk Vi

k=1

ve standart norm (Euclid normu), x = (xy, ..., x4) € R% icin

d
Il = (x, )12 = (Z i 2)

k=1

1/2

bi¢iminde tanimlanir.
x = (xq, ..., xg) € R® vektorleri icin,
X1

Ile
X = H

Xalgx,
slitun matris gosterimi de kullanilir.
Euclid i¢ ¢arpmmmi {x,y) = x'"y bu sekilde matris ¢arpimu olarak diisiinebiliriz.

Z¢ = {k = (ky, ..., kg): ky, ..., kg € Z} kimesi

R? uzaymin ayrik bir alt kiimesidir.

1 2 d
[aM] [a{] [a{]
| 4D | |a(z) | |a(a) |
a,=|% | La,=|% | . a,=|%"|
6 62)J l (d)J
Aa daxq Aa daxq Qa axs



lineer bagimsiz vektorler olmak iizere,
A=[maz - Ga]gug

matrisini goz oniine alalim.

Her k = (kq, ..., kq) € Z¢ igin,

A k=kia; ++kga; € R?

olur.

Lyi=A-7% ={A.k:k € Z%} c R?
kiimesine A matrisi ile Uretilen kafes, A matrisine de L, kafesinin lrete¢ matrisi denir.
0

1 0
a1:= ? ,az = % ,.",ad = ?
0 dx1 0 dx1 1 dx1

almirsa A = I, ve L, = Z¢ elde edilir (standart kafes).

a,, a,, -, az € R? lineer bagimsiz vektorler olmak iizere,

A=[aa; - Ga]gug

matrisini gz oniine alalim. A~ matrisi ile Uretilen kafese L, kafesinin dual kafesi denir
ve L ile gosterilir,

Li =Ly =Atr7d

olur.

L; = {x € R®:Vy € L, icin (x,y) € Z} oldugu

kolayca gorulebilir.

A siitunlar1 lineer bagimsiz d X d tipinde bir matris ve Q c R sinirl ve agik bir kiime
olsun. Hemen hemen her x € R¢ igin

D daGr+a@) =1

a€E€Ly

ise Q kiimesi L, kafesi ile R® uzaymi dosiiyor denir ve
Q+L,=R?

yazilir.

Q c R% Lebesgue dlgiilebilir ve siirl bir kiime olsun.

f
L2(Q) = {Q - C: f olculebilir ve f |f(x)|?dx < 00}
Q

8



kiimesi fonksiyonlarin toplama ve skalerle ¢carpma islemlerine gore bir vektor uzaydir.

L*(Q), Teorem 2.1.9.” dan

1 N 2
(f. 9= jﬂ FgGdx. f.g € 12()

i¢c carpimina gore bir Hilbert uzayi olur.

Teorem 3.1. [1] @ € R? sinirh ve agik bir kiime ve L, c R¢ bir kafes olsun. Q + L, =
R? olmast igin gerekli ve yeterli kosul {e?™4®*): ¢ € L%} kiimesinin L?(Q) Hilbert

uzaymin bir ortonormal tabani olmasidir.

Tanmm 3.1.1. Q + L, = R% ise Q kiimesine L, kafesi igin bir spektral kiime denir.
Q+ L, =R%ise |Q| = |detA| olur.
P (x): = 2@, oo (x): = e?™ X , B € L olsun. Ortonormallik bagmtisi

1’ =
(Par 05) = {O,Z ¢g

bi¢iminde tanimlanir.

1 [ _ 1 y 1 -
(@ 0p), = Tl f PePpdx =1 f ermiane amitPndx = o f e2mia=Bx) gy
Q Q

1 , 1l a= 'B
2ri{a—B,x) — ’

1 f ¢ dx {0, a+f

Q

1 ; 1L,a=0
_ 2mi{a,x) — ’

1 f ¢ dx {0,a £ 0
Q

a€El; o a€l,r©Ikela=A""k(@a=0k=0)
(,x) =ax = (A""k)"x = kA 1x

Boylece ortonormallik bagintisi

1 L otr 1 P 1k=0

2ni(A™ T kx) 4, — f 2mikt" A x 3, { ) d
|Q|fe dx ] e dx O,k;tO’(kEZ)
Q Q

bi¢imini alir.

L, < R? bir kafes ve Q + L, = R® olsun. f € L?(Q) alalm. f fonksiyonunun L2 (Q)

uzaymin

(9 @ € L} (ga(x) = e2mie)



ortonormal tabanina gore Fourier katsayilar1

1 .
ca(f) =Af, a)a = ﬁff(x)e‘z’”(“'”dx (a €LY
QO
ve Fourier serisi

f) ~ Zgert Ca(f)e?mHe)

olur.

a€l;odkelba=A"k
oldugundan, f € L?(Q) fonksiyonun Fourier katsayilari

c(f) = |—£11|jf(x)e‘2”i<“_trk'x>dx (k € 7%
QO

ve Fourier serisi de

)~ Y e(fermta )

kezd

bi¢imini alir.

Bir L, ¢ R< kafesi icin Q spektral kiimesi tek degildir. Q bir spektral kiime ise her k € Z¢
icin Q + A. k kiimesi de bir spektral kiimedir.

Q spektral kiimesi, 0 noktasini i¢ nokta kabul edecek ve R? uzaymn iist iiste binmeden ve
bosluk birakmadan doseyecek sekilde secilir:

Z Xo(x+A-k)=1,Vx € R?

kezd

Ornegin, Z% standart kafesi icin spektral kiime olarak
d

IS S\
4 = 55 alinir.
f:R4 - C bir fonksiyon ve L, = AZ% < R® bir kafes olsun.
Her k € Z4 icin
f(x+Ak) = f(x)
ise f fonksiyonu L, kafesine gore periyodiktir ( A - periyodiktir ) denir.
x,y € R% olsun. Eger x — y € L, ise x ve y noktalar1 L, kafesine gére denktir denir ve
x = y(modA)

yazilir.

10



4. ALTIGENSEL FOURIER SERILERi
Tamim 4.1. R? uzayinda
H = [\/§ 0

-1 2
matrisi ile Uretilen kafese altigensel kafes denir:
LH = HZZ = {Hk:k = (kl,kz) € ZZ}
Bu kafesin spektral kiimesi

V3 1

QH = (Xl,XZ)ERZ:_lst,TxlizxZ< 1

altigeni olarak alinir.

Qy altigeninin alani (Lebesgue 6l¢iimii)

detH = |Qy| = 23

ve ayrica
Lot

H—tr — |\/§ 2\/§
| 1
2

1
|
o 5]

olur.

R3: = {t = (t;,t,,t3) € R3:t; + t, + t; = 0} olmak Uzere,
R? diizleminin elemanlarina homojen koordinatlar denir.

R3 uzayinda

fr= =2 g By = 2T
= 2 2T T 2’

dontisiimii ile Qp spektral kiimesi
Q = {(tll tz, t3) € IRISZI. _1 < tl' tz, _t3 < 1}
kiimesine doniistir.

Bu kiime R3; diizlemi ile [—1,1]3 kiipiiniin arakesiti olan altigendir.
R? diizleminin bilesenleri tam say1 olan noktalarmin kiimesi igin Z3, gosterimini

kullanacagiz:

ZI3_I:: Z3 N IR?‘I = {k: (kl,kz,kg) € Zg:kl +k2 + k3 = 0}
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Homojen koordinatlar altinda altigen {izerindeki i¢ ¢carpim
f, g € L?(Q) fonksiyonlarmnin i¢ carpimi homojen koordinatlar altinda

1 — 1 -
frPay = mﬂj [y, x2)g(xq, x)dx dx, = ﬁbff(t)g(t)dt

olur.
k = (kli kz) € Zz IQII’I k = (klﬁ kz, _k1 - kz) € ZI:‘?I Ve x = (xl, xz) € ]RZ noktasma

karsilik gelen homojen koordinatlar t = (ty,t,, t3) € R}, olmak (izere
1
(H "k, x) = 3 (k, t)

olacaktir.

Boylece Teorem 3.1. 'in sonucu olarak

21

pjt):=e3 " jen}

olmak Uzere {goj: Jj € 73} kiimesi L?(Qy) Hilbert uzaymin ortonormal tabani olur.

x = (x1,x,),y = (y1,¥,) € R? noktalarina karsilik gelen homojen koordinatlar sirasiyla
t = (t,tyt3) €E R} ve s = (sq,5,,53) € RS olsun.

Homojen koordinatlar altinda x = y(modH) olmasi igin gerekli yeterli kosul

t = s(mod3), yanit; —s; =t, — s, = t3 — s3(mod3)

olmasidir .

@;(t) fonksiyonlarinmn H-periyodik oldugu agiktir.
Ayrica f H-periyodik bir fonksiyon ise her s € R3, icin

Joft+s)dt = [ f(t)dt
olur [11].
f: R} — C fonksiyonu H-periyodik ve f € L2(Q) olsun. f fonksiyonunun Fourier

katsayilari
1 ) gy i e 7
cjzﬁff(t)e 3 dt,]EZH
Q

ve Fourier serisi (altigensel Fourier serisi)
f@ ~ Zjezi, cjp;(t)

olur.
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Her n dogal says1 igin, Hy,: = {j = (j1, /2, j3) € Zij: —n < jy, jp,j3 < n}

kiimesi n(Q) altigenine ait ve bilesenleri tamsay1 olan noktalarin kiimesidir.

Tamm 4.2. f € L?>(Q)) fonksiyonun Fourier serisinin kismi toplamlar1 (altigensel kismi

toplamlarr)

Sp(f)() = Z cjoj(t),n€N

jEH,

olarak tanimlanir.

Tamim 4.3. n € N olmak (izere, n mertebeli Dirichlet ¢ekirdegi
Dy (t) = Yjen, @;(t)
olarak tanimlanir.

f € L?(Q) fonksiyonunun altigensel Fourier serisinin kismi toplamlar i¢in
1
$:N® =17 [ Fe= Du(s)ds
Q

integral gosterimi gecerlidir .

Dirichlet ¢ekirdegi, t = (t,t,,t3) € R, icin

sin (0t 1)(51 —tmn  (n+ 1)(3{2 —tyn . (n+ 1)(53 —t)n
.ty —tym . (t,—ty)m . (t3—t)m
Sin 3 Sin 3 Sin 3

0,(t) =

)

olmak (izere
Dp(t) = 0,(t) — 04 (t),n EN
biciminde ifade edilebilir [11].
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5. ALTIGENSEL FOURIER SERILERININ MATRIS
ORTALAMALARI iLE YAKLASIM

H-periyodik ve siirekli f: R}, — C fonksiyonlarmmn kiimesini Cg(Q) ile gdsterelim:
Cy(Q):= {]RE, L : f H — periyodik ve siirekli}.
Cy(Q) bir vektdr uzayidir ve

1 lcueay: = sup{lf(®)|: t € O}

normu ile (diizglin norm) bir Banach uzayi olur.

Tanim 5.1. f € Cyx(Q) olsun .

wr(6):= su — (- +t ~
7 (6) 0<”t|1|056IIf fCOle, @

bigiminde tanimlanan w;: [0, ) — [0, 00) fonksiyonuna f fonksiyonunun stireklilik
moduld denir . Streklilik modulii artan bir fonksiyondur ve ¢ > 0 igin

wr(cd) < (1 + c)ws(8) saglanr.

Tanmm 5.2. A = (an,k)(n, k =0,1,...) reel sayilarin asagidaki kosullar1 saglayan bir
matrisi olsun:
an,k > 0,

k>nicina,, =0

n
Z an’k - 1’

k=0
Bir f € Cyx(Q) fonksiyonunun altigensel Fourier serisinin A matrisine gore
T — doniistimii

n

TORW®:= ) eSO (e N)

k=0

olarak tanmimlanir.
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Teorem 5.3. f € Cy(Q) olsun. F > 0 biciminde bir F fonksiyonu igin,

f ) 1 < F )5 - 0%) (5.1)
6 u
ve
1)
j Fw)du < 8F(5)(5 - 0%) (5.2)
0

oldugunu varsayalim.

k

Ank = Zlan,v — Any+1

v=0
olmak Uzere
n+1
”f — Tn(A)(f)”CH(ﬁ) < an,nF(an,n)log< > ) (vn €N)

olur.

Lemma 5.4. [13] f € Cx(Q) ve F fonksiyonu (5.1),(5.2) kosullarmn sagliyor olsun.
§ - 0" icin

er ;5) < F(5) (5.3)
ve
)
f W 4 < 5r(6) (5.4)
0 u
olur.

Teorem 5.3.’1in ispatinda asagidaki lemma kullanilacaktir.

Lemma5.54 = (an,k) (n,k = 0,1, ...) negatif olmayan reel sayilardan olusan alt

Ucgensel sonsuz bir matris olsun. O halde

n

z apcos(2k + 1)t

k=0

n

aTL
M o<t<m (5.5)
sint

<

elde edilir.

Ispat. Bilinen bazi trigonometrik esitsizliklerden ,
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n n
1 1
Z sinkt| < —, Z coskt| < —(t # 2k, k € Z)
k=0 [sing] I [sing]
Buradan,
n
z cos(2k + 1)t| < ——— (t # kn, k € 7)
e, |sin t|
elde edilir.
Abel doniistimiinden,
n n-1 k
Z anCos(2k + 1)t| < Z cos(2k + 1)t |an,k — Qpk+1
k=0 k=0 Im=0
n
+an, Z cos(2k + 1)t
k=0
n-1
2 2
< kzo = ngal + nn e ¢ ke ke € )

n—1
2
(Z |an,k F an,k+1| + |an,n - an,n+1|) (t Ea kﬂ,k € Z)

~ |sint]|
k=0
a
= o<t<m
sint

Teorem 5.3.”1in ispati.

n

@ 1
F - 1] < g | 170 - ree—w) ; D (W) du
1 n
S fﬂ wp(lul) kz e Die (W) du

oldugu agiktir.

©_,(t): = 0 olmak tizere

n n

[ D) anepfat= [ > anu@u®) - 0, 1) at
R =i R =i
yazilabilir.

n

z A (0, (1) — 0,1 (D)

k=0

t-

(t = (tll t2l t3) € Q):

Bu fonksiyon, t,, t, ve t; degiskenlerine gore simetriktir.
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A= {t = (ty,ty, t3) ERY:0 < ty, by, —t5 < 1}
= {(tli tZ):tl 2 O, tz 2 O, tl + tz S 1}

Bu bolge Q icindeki alt1 eskenar iicgenden biri olup, integrali bu bélge Uzerinde

hesaplamamiz yeterlidir.

|

n

PIICRCELARGY

k=0

dt

(k+ DG —t)m . (k+ 1)(t2 —t)m . (k+ 1)(t3 —t)n
/Sln 3 sin sin \

- a”" - _ _ dt.
A lk=o | sink(t2 3 tZ)” sink(tz - t3)7T sin k(ts . tym |
\ ; /

olur.

._tl_t3_2t1+t2 ‘_tz_t3_t1+2t2
BT T A W 2
degisken doniistimii yapilirsa bu integral
/sin((k + 1)(s; — sp)m)sin((k + 1)s,m)sin((k + 1)(—s;m))
n . q .
3f z | sm((51 — 52))51n(52n)51n(—51n)
Gk B sin(k(s; — sz)n)sin(kszn)sin(k(—sln))

sin((s; — s,)m)sin(s,m)sin(—s; 1)

|| ds,ds,

A k=0

bu integrale doniisiir.
t,—t; 2t +¢t t,—t; t;+2t,
Syt = = , Sy = = ,
! 3 3 2 3 3

doniisiimii altinda A Gggeninin gérintlsu ,

A:={(51,5,):0 <5, <25,0<s, <2sy,5 +5, <1},
kuimesidir.
Integrallenen fonksiyonlar s; Ve s, degiskenlerine gore simetrik oldugundan
A ={(sy,s;) €A:sy < 55} ={(51,55):51 < 55 < 251,85, +5, <1}
bu bdlgesi tzerinde integrali degerlendirmek yeterlidir.
Ui—u, u+u,

Syi=——2 (5.6)

2 o2 2

Sl: =
Degisken doniisiimii ile de A* bolgesi,
u
M= {uyu,): 0 < u, <20 S uy < 1
3
ucgenine dondsiir. Bu nedenle
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sin((k + 1) up)m)sin ((k + 1)2F%21) sin ((k + 1) (%n))

Piliita) = sin((uz)m)sin (“5-21) sin (1122 1)
sin(ie(up)msin (k44217 ) sin (1 (1542 7))
 sin((up)n)sin (B2 ) sin (1Y)
olmak tzere,

n

Z An ik Dy (uy,uz)

k=0

du,du,

hi= | )

integralini degerlendirmek yeterlidir.

Bazi trigonometrik esitliklerden

1
Dy, 1 (ug,uy): =2cos ((k + E) u2n>

sin (%uzn) sin ((k + 1)%n) sin ((k +1)

U — Uy

2”)

sin(u,m)sin (% n) sin (u1 ; L n)

u; +u
Di,z(ul,uz):=2cos<(k+§> 12 2n>

sin(ku,m)sin (%ul -5 L n) sin ((k +1) Uy ; U

)

sin(u,m)sin (% n) sin (@ n)
INu,—u
Dy 5 (uq,uy): =2cos (k + —) L_2g
’ 2 2
=

“t ) sin (35 n)

sin(u,m)sin (@ n) sin (ul ; U2 n)

sin(ku,m)sin (

olmak (zere,

Dy (uy,up) = Dy 1 (ug,up) + Dy 5 (ug, uyp) + D 5 (uy, uy)
elde edilir.

I' Ucgeni

Fl: == {(ul, uz) (S F: ul S anln},

a,;n}

a
[3:= {(ul,uz) eElu; = aypuy = Z,n}

FZ: = {(ulluZ) (S F: u]_ 2 an,n;uz S

)

olmak Uzere
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F=F1UF2UF3

bi¢ciminde yazilabilir.

Boylece
n
L ’=j wr(uq) z anx Dy (ug, up) | dusdu, , (j = 1,2,3)
Lj k=0
olmak Uizere
I, = In,l + In,2 + In,3 .
olur.
Integralleri degerlendirmek igin
sinnt
prmnl [ 12 (n €N)

sintzit,(OStsE)
T 2

esitsizliklerinden yararlanacagiz.

I,, 1 integralini degerlendirmek icin Iy tggenini
! a )
Fl: = {(ul, uZ) € Fl:ul < nL_I_nl},

a a
I‘":={u,u elu > ——,u <¢},
1 (1 2) 1 1 n+1

27 3(n+1)
nr a ] a )
[[:= {(ul,uz) eliu = nL_I_nl,uz = 3(+‘|?1)}

biciminde U¢ bolgeye ayiralim.
(uq,u,) €Iy igin (5.8) denkleminden

|Dj; j(uy, ux)| s (k + 1)?(j = 1,2,3) olur. Buradan (5.10)

|, @rtw)

3(n+1) [n+1
S (n+1)2 " f ws(uy)duydu, < a)f(an,n).
3

Uz

n

z an,let (uyg, up)

k=0
0

du,du,

Ann Ann

(uq,u,) €T icin

. 2 (uptu, . uqm L (UL — Uy
sin—— < —sin 5 | ve smTSSm( n)

2 7\3

esitsizlikleri gecerlidir.
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(5.9) ve (5.10) dan
|Di 1 (uy,ux)| S 1% ,(ug,uy) €T (5.12)
(5.8), (5.9) ve (5.10) denklemlerinden ise
D i(uy, uy)| S u%(j =2,3), (uy,uy) €Ty’ (5.13)

elde edilir. Bu nedenle

jr |y (uy)

Ann - (u
jg(nﬂ) j f( ) ———du,du, < wf(ann)log(n +1)

Tl+1

n

Z an, let 1 (ug, uy)

du,du,

ve j = 2,3igin

fr |y (uy)

3(n+D) [ wre(u
S n.f (n+ ) .L f( ) du;du, < wf(an,n)log(n+ 1)

n+1

n

z n kD;j(up Uuy)

du,du,

bulunur.
(5.9) ve (5.10) dan, (uq,uy) € Iy icin
1
1D (uyw)| s = (5.14)
Uy

ve
. 1
|Dje j(ug, u,)| S ——( = 2,3) (5.15)
U U,

olur. Buradan

n

.]-m wf(ul) z an'let,l(ul:uZ) dU1dUZ
& k=0
a
% Ann wf (u]_)
=) @ duydu, < wp(ann)log(n + 1)
3(m+1) 3u; 1
ve
n % Ann wf (ul)
wr(uq) i Dy j (g, up)| dugdu, S dusdu,
o tnn ). i,
1 =0 3(n+1) 2
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<log(n+1)f f( 1) du,(j = 2,3)
bulunur.
(5.4) kullanilarak
n
j wr(uy) Z Ak Dy ; (Ug, uz) | dusdu, s A F(any)logn +1),( = 2,3)
&

oldugu goriiliir.
Buradan
Ing < an,nF(an’n)log(n +1)

elde edilir.

I,, » integralini degerlendirmek i¢in I, tiggenini

a
Ip:= {(upuz) €liu, < ﬁ}
ve
I, a 4
= {(ul,uz) €lLiu, = ﬁ}

I, =T, UT,' olacak bigimde iki bolgeye ayiralim.

(uq,uy) € Iy igin
1 k
|Dk1(u1'u2)| 2:|Dk](u1,u2)| <u_(] = 2,3)
1

esitsizlikleri saglanir. Bu nedenle

n
f wr(uy) z Ap D1 (ug, up)| duydu,
ra k=0
3(n+1) W (ul)
f f ! dudu, < annF(ann)
Ann 1
elde edilir.

Diger taraftan

wf(52) <2 wf(51)
82 6

(6, < 63) (5.16)

esitsizliginden

21



n

f, wf(u1) z an,kDI:,j(ul'uZ)
" k=0 G =23)

Inn
: 1
3(n+1) wr(uy)
= nj j L duydu, S appF(ann)
0 1

du,du,

u

An,n
elde edilir.
(uq,u,) € I} U Ty igin Dy fonksiyonunun bagka bir ifadesini kullanacagiz.
x+y+z=0igin
sin(2x) + sin(2y) + sin(2z) = —4sinxsinysinz
saglandigindan
He () = 1 cis((Zk + 1)uznz ,
' 2 sin (u1 > L n) sin (u1 5 2 n)
1 €OS ((2k + 1)%7&
Hy ,(ug,up): = -5 - (u1 =" n) ,
2 2
1 cos ((Zk +1) %n)

2 sin(u,m)sin (% n) ,

Hp 3 (ug,up):=

olmak Uzere

Dy (uq,up) = H;ck,1 (uy, uy) + chk,z (ug, up) + H;,S(ull Uy),

elde edilir.
n
(04995 Vs
< 4 —
Z an kCos(Z2k + 1)t| < ” (0 <t< 2)
k=0
oldugundan
n
* an,n .
Z an,ka,j(ul,uz) < " (G =123)
k=0 1%2
elde edilir. Buradan da
n
a
Y Dy up)| S S (g u) €T/ U T
] UjUsy
elde edilir.
Buradan

22

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)



n
f (Uf(u1) z an,kDI:(ul'uZ) du,du,
ry k=0
M 1 (u ) ann
3 (,Uf 1
= a”'”jan,n L 21, dudu, S apnF(any,) tnn u—zduz
3(n+1) "™ 3(n+1)
= ap o F(any,)logn + 1).

olur.

Sonug olarak

I, S an,nF(an’n)log(n +1)
elde edilir.

(5.1), (5.20) den

n

Z ap, kDx (uyg,uy)

k=0

1 b we(uy) 1
< an,nlog< )f fuz du, annF(ann)log
n a

Qn, A 1 Ann

3 wr(u
dudu, < annj j f( ) du,du,

"” u1u2

In,3 =f (Uf(u1)
r

3

Biitiin sonuglar toplandiginda

n+1
I, S annF(ann)log< )

n,n

elde edilir.

Teorem 5.6. f € Cy(Q) olsun. F > 0 bigiminde bir F fonksiyonu igin,

f “r du s F5) 6 - 0)
)

oldugunu varsayalim.

k
Ani = Zlan,v - an,v+1|
v=0

olmak Uzere
n+1
|r =m0, <WMMMMWHW+%mem4 ywem
(®) Ann
olur.
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ispat.

n

> i)

k=0

ﬂﬂ—ﬂ@gxnllm]|ﬂo fe-w| du

n

> anDi()

k=0

S— wr(||u du

(5.7) denkleminden

n

Z A Dy (uy,uy)

k=0

dulduZ (] = 1,2,3),

In,j:=j wf(ul)
r

j
I, = In,l + In,2 + In,3

integrallerini hesaplamak yeterlidir.

n

Z Ank Dy (uy, uy)

(uq,uy) €14 igin
k=0

f , Wy (uq)
Fl
Ann Ann

3 1 +1
<m+wf“”f”wmmmeswwm)
3u

du,du,

olur.

fr L wr (uy)

3(n+1) nn ) (u )
f .L s ———du,du, < a)f(ann)log(n +1)

1

n

Z an kD;,l(up u,)

du,du,

n+1

ve

n

j = 2,3 ic¢in,
j-” wf(ul) Z an,kD;,j(ul'uz)
1 k=0

nn U
f3(71+1) f f( 1) du,du, < a)f(ann)log(n +1)

U

du,du,

n+1

bulunur.
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f Wr (uq)
l—-glll

Ann

<
Ann
3(n+1)

n

k=

2t
Inn 3
<
Ann Ann

(n+1) (n+1)

<log(n + 1)[

3 @nn (,()f (ul)

Z Ak Dy j (uq, u)

n

z A Dy 1 (ug, uz)

k=0

du,du,

dudu, < wf(ann)log(n +1)

3u, ul

du,du,

0

Wy (uq)
U U,

du,du,

f( uy)

du, s wf(ann)(log(n +1)%2( =2,3)

(n+ 1)

olur.

Buradan

I; S a)f(anln)(log(n + 1))?

elde edilir.
n
f ws(uy) z A 1 Dy 1 (ug, up)| duydu,
F’Z k=0
3(n+1) ) (ul)
f f L 1du2 an,nF(an,n)
An.n
ve
n
j-, wf(ul) Z an,kD;,j(uliuZ) du,du,
" k=0 j=23
3(n+1) wr(uq)
<nf f f ! dudu, < a)f(ann)
Ann
bulunur.
n
f wf(ul) Z an,let(uliuZ) du,du,
ry k=0
T wpuy)
3 f Uuq
< a"'”fann f Zu dudu, < annF(ann) ton u—du2
3n+1) Gnm 172 3ty

= apF(any)logn+ 1)
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buradan da

Ly, S wf (an’n) + an’nF(an,n)log(n +1)
elde edilir. Son olarak

n

3 wrllU
z i Dy (ug, up) | dusdu, S annf f f( 2 du,du,
k=0

1 b we(uy) 1
< aynlog (—a n) j fuz du; S @y F(any,)log —.
a

Ly 3 =j wf(u1)
r

3

n nn 1 nn
ve buradan
n+1
I, < wf(an’n)(log(n +1))? + ap F(an,)log = (Vvn e N)
nn

bulunur.

Teorem5.7. f € Cx(Q) olsun.

m n
m= z Any V€ Vnm = z |an,k — Apk+1
k=m

olmak Uzere
n
| =120, ) 5 tostn+ D )y - (Ank + k)
k=1
olur.

Bu teoremin ispatinda asagidaki lemmadan yararlanilacaktir.

Lemma 5.8. [6] A = (an,k)(n,k = 0,1,...) negatif olmayan reel sayilardan olusan alt

ucgensel sonsuz bir matris olsun. O halde

n
Z @y xcos(2k + Dt| < 4, G) + WZ"“ (0<t< g) (0<m<n) (5.21)
k=0

olur.

Ek olarak

k

Ay = Z @y (0 < k < ), Ay (U): = Anpy, (u > 0)

v=0

olarak tanimlanir.
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Teorem 5.7.°nin ispati. ' =T; UT, U5 0lmak Uzere I' lggenini asagidaki sekilde ii¢

bolgeye ayirirsak,

1
[:= , erl: < —-
1 {(u1 Uu,) Uq n+ 1}

1 1
[, = {(ul,uz) elu = Tl—-l-l'uz < m}

1 1
[3: = {(ul,uz) elu, = Tl—-l-l'uz = m}

(5.7) den
ITl = In,l + In’z + I‘l’l,3 IQII‘]

n

Z an,kD; (uyg,uy)

k=0

dulduZ (_] = 1,2,3)

= [ antr0

integralini degerlendirmek yeterlidir.

n

Z an,kDZ (uyg,uy)

k=0

S-fr wy (f,uy) (Z (k + 1)2an,k> du,du,

1 k=0

du,du,

1n,1=fr wy (f,uq)

1

2 (n+1) n+1 1
<@+ 1) " ou(fudund; < oy (f5)
3u

elde edilir.

[, bolgesini su sekilde ayiracak olursak

Qn,o0
[i= {(upuz) Elu, < —3( 7:_ 1)}
", Un,0 ’
I {(ul,uz) €liuy 2 ﬁ}

bu bdlgedeki integraller sirasiyla

n
Iy = f, wy(f,uy) z an Dy (uq, uy)| dusdu,
T2 k=0
ve
n
I = j;” wy(f,uq) z an Dy (uy, uy) | dusdu,
2 k=0

olmak Uzere

! "
In,Z - In,Z + In,2
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olur.

Buradan
n

Z an,kD;,l (uy,uy)

k=0

—[1" wy (f,ug)

!
2

du,du,

an,o0
, 1 1
3(n+1) wy(f,uq) a wy (f, uy)
S] jl Hleduldu2= n,0 u(f V4
0 R

u
1)) 1 2 !
L uy 3(n+1) L u;y
<m0 +1 ( ! )fl W g+ 1 ( ! )
n+1
ve
n
f wy (f,uy) Z A Dy j (ug, up) | dugdus,
F’Z k=0
3(6;;14}01) L wy(fouy) a L wy(fouy)
Snf j ——— " du,du, =n 0 —duy,j = 2,3
0 1wy 3n+1)J) 1wy
n+1 n+1
1
wy (f,uy) 1
< .fL—%dul S log(n + 1wy (f,m>
n+1
olur.
Sonug olarak
, 1
n2 Slog(n+ Dwy (f'n—-l-1>
elde edilir.
n
f wy (f,ug) Z an,ka,,1(u1:u2) du,du,
ry k=0
s (1 wy(fou) 1\ (7F1 duyd
3(n+1 wy(f,u 1 du,du
Sf < >f H—ZldulduZSZ(n+1)wH( —)f" 12
An,0 1 uj n+1 an,0 (7
3(n+1) n+1 3(n+1)

1
<log(n + 1)wy ( 'n—-l-1>
elde edilir.

(5.21) denkleminden , (u;,u,) € I, UT; igin

n

Z an,ka,1(u1' Uu,)

k=0

1 1Y, Yam
S — (A, (—) + 2
uf( "(nu2>+ U, )
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n

3 3¥Ynm
z A i Hye (U, uy) Suﬂiz( n(ﬂu1)
k=0
olur.
(5.23) den, j = 2,3 igin
n
j (Uf(u1) Z an,ka,j(upuz) dusdu,w
ry k=0
e (1 o) (3 3
3(n+1) wg (U, ( ) Ynm
S A du,d
fan,o fl UL Uy (An U, U, Ydu,du,

3(n+1) (n+1)

[, o)+

U,

3
—(n+1) a)f -
= log f: E’T )(A (t) + Tty ) dt
I
1\ <& 2(c+D) @y (i)
=log| — z .L tn (A, (t) + Tty )dt
Ano k=1 nk

1\ @F (l) 3
<log|— z k (An<—(k+1)>+kynk)
no) &t k T
1
1 - Wy (f: k
< log a_ Z k (An k+1 + kyn k)
n,0
’ k=1
n 1)
< log(n+ 1 Z Ik (Ank + kv ) = 2,3
k=1
n
‘UH
17, < log(n + 1) wy ( ) + Z (A kY
k=1
elde edilir.
(5.22) den,
n
f wf(ul) Z A Hien (Ug, uz) | dugdu,
I's k=0
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< 3 1 (Ufl;ll) (An (ﬂ_) I, m)duldu2
3(n+1) Uz 1 2
2 % ! Wy (Bu,) 1 Ynm
= 3) 1 U u An (nu ) u‘ Yduydu,
3(n+1) 3uz 172 2 2

W=

wr(3u 1
<log(n+ 1) j = (1) (A (=) + 2™y du,
3(n+1)

(n+1) oy ( 3 )

<log(n + 1)[ (A, () + Tty, )dt
3
(k+1) wr (nt)
<log(n + 1) " (An(t) + tyni)dt
71'
1
&oop(g) (3
<log(n+1) Z T (A, E(k + 1) )+ k¥ni)
n
S log(n+ 1) Z (A kT kVni)
k=1
bulunur.
j=23icin
n
f wr(uy) Z A g Hye j(ug, up) [ duydu,
Is k=0

MY
3 wr(u 3 3
< fl j- 1 f( 1) (An< ) ynm)duzdul

UiU,y Tuq Uuq
n+1 3(n+1)

1
_ wf(ul) Uy ( 3 ) 3¥Ynm
_jl ” log . (4, — ” )du,

n+1

n
< log(n+ 1 Z (Ank + k)
k=1
elde edilir.
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oldugundan,

sonug olarak

s on (1.7)
S log(n+1) )" —— " (A + i)
k=1

bulunur.
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