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Ortii uzaylarinda esas gruplar, ve (bazi durumlarda) homoloji gruplan
arasinda bilinen iligkiler vardir. Bunun benzeri, bazen, bazt gruplarn etkisi altinda
olusan orbit uzaylan ile verilen uzayin esas gruplan ve homoloji gruplar arasinda da
vardir.

Bu ¢aligmada 6nce ortii uzaylaninin homoloji gruplan arasinda ki iligkiler
incelenmis, daha sonra grup etkileri ve doniisiim gruplan ile ilgili temel bilgiler
verilerek bunlarla ilgili bazi problemler ¢oziilmiigtiir.

Son olarak bir kompakt Lie grup etkisi altinda olusan orbit uzaylarnin esas
grubu ile verilen uzayin esas grubu arasinda ki iligkilerin ortii uzaylarinda ki duruma
benzerlikleri tartigilmus, benzer iliskiler gosterilip, benzemeyenlerede aksi 6rnekler
verilmigtir.
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In covering space, there are well-known relations between the homotopy
groups of the total and the base space and in some cases the homologies of those
spaces. Similar relations sometimes exist between a space with a group action and its
orbit space

In this thesis, we first state and prove these relationships for the covering
spaces and then the study the group actions and solve some related problems.

Finally the relationships which hold for covering spaces have been
investigated for a topological space with a compact Lie group action and its orbit
space. Those relationships which remain valid between fundamental groups has been
proved and counter examples are given to those which does not hold.
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1.GIRIS Ali Arslan OZKURT

1.GIRIS

Bu tezde genel olarak bir topolojik uzayin esas grubu ile bu uzayin bazi
b6liim uzaylarinin esas gruplar arasindaki iligkiler aragtinlmgtir.

Tezin birinci béliimiinde ¢alismamiza temel olusturan bazi temel tanim ve
teoremlere yer verilmigtir. Ortii uzaylarinda esas gruplar arasindaki iligkiler
belirtilmigtir. Ayrica bir topolojik grubun ortii uzayinin da bir topolojik grup oldugu
gosterilmisgtir.

Ikinci béliimde ortii uzaylarinin homoloji gruplart arasindaki ilgikiler

incelenmis, diizenli, sonlu kath &rtii uzaylarinda, homolojiler arasindaki iligkiler Z ,

ve Q katsayilan igin gosterilmigtir.

Diizenli sonlu katli 6rtii uzaylart sonlu bir grubun bir uzay iizerinde serbest
etkimesi ile olusur. Ugiincii bsliimde grup etkileri ve déniisim gruplan incelenmis
bunlarla ilgili baz1 problemler ¢6ziilmiistiir.

Dérdiincii boliimde tiipler ve dilimler incelenerek, tam regiiler uzaylarin her
noktasinda tiipiin varlig1 gosterilmistir. Ayrica kompakt Lie grup etkisi altinda olugan
orbit uzaylarinin esas grubu ile, verilen uzayin esas grubu arasindaki ilgikilerin, ortii
uzaylarindaki duruma benzerlikleri tartigilarak, bazi O6zelliklerin dogru kaldig
gosterilmig, dogru olmayanlara aksi 6rnekler verilmistir. Tek orbit tipinin var oldugu
durumlarda asil uzayin bdliim uzayr iizerinde bir demet uzayr olusturdugu

gosterilmis ve bu demet uzayin yapt grubu belirlenmistir.
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1.1 TEMEL GRUP

Tamm 1.1.1: X ve Y topolojik uzaylar ve f, g:X—Y siirekli fonksiyonlar

olsun. Eger her xe X igin

F:XxI->Y
F(x, 0) = f(x)
F(x, 1) = g(x)

olacak sekilde siirekli bir F fonksiyonu varsa F'ye bir homotopi, f de g ye

homotopiktir denir, ve f = g ile gosterilir.

Tamm 1.1.2: X bir topolojik uzay v,, X in sabit bir noktas: olsun. Baglangig
ve bitim noktasi x, da olan biitiin kapali egrilerin kiimesini diisiinelim x, noktasina
bu egrilerin taban noktasi denir. Eger a, x, da kapal1 bir egri ise

& ya relatif homotop; (relatif homotopi: egrilerin u¢ noktalarimi sabit birakan

homotopi) x, daki biitiin kapali egrilerin simifin1 [¢¢] ile gosterelim. Egrilerin bu

smiflarinin garpimini

[a][B]=[af] olarak tammlayalim

o(2t) 0<st<
(Burada aff: 15X, af(t) = olarak tanimlanir.)

B(2t-1
Bu ¢arpim iyi tammh olur. x, daki egrilerin homotopi simflarinin kiimesini
Tt ,(X,x,) ile gosterelim. Bu kiime yukaridaki tanimlanan egri siniflarinin garpma
islemi ile bir gruptur. m,(X,x,) grubuna Xin x,noktasindaki esas (temel) grubu

veya X in x,, tabanl 1. homotopi grubu denir.
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Teorem 1.1.3: X yol baglantil bir topolojik uzay; x, ve x, X in herhangi iki

noktasi olsun m [ (X,x,) = n ,(X,x,) dir. Yani, n ,(X,x,), n ,(X,x,) eizomorftur.

Teoreml.1.4: Eger f X—Y siirekli bir doniisiim ve x,€ X herhangi bir

nokta ise

fom (X, xp) =2 (Y, f(x))
fillaD)=[fea]

olarak tanimlanan fonksiyon bir grup homomorfizmasidur.

Teorem 1.1.5: Top,: nesneleri, X bir topolojik uzay ve x, € X olmak iizere
(X, x,) swrali ikilileri; morfizmleri ise fi(X, xv,)—(Y, y,) f(x,) =y, olacak sekilde
siirekli fonksiyonlar olan kategori olmak iizere
n ,: Top, =Gruplar kategorisi

(X, xo)—> 1 (X, x,) f—f, bir kovaryant funktordur.

Tamm 1.1.6: X ve Y iki topolojik uzay olsun. Eger fog=1, ve gof =1,
olacak sekilde siirekli X — Y ve g:Y — X fonksiyonlar varsa X ve Y uzaylarina aym

homotopi tipinde uzaylar denir.

Teorem 1.1.7: Aym homotopi tipindeki uzaylarin esas gruplari izomorftur.

Tanmm 1.1.8: Teck elemanli uzaya homotopik olan uzaya “biiziilebilir” uzay

denir.
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Tamm 1.1.9: Eger X topolojik uzayir yol baglantith ve bir x,eX igin

n,(X,x,) =0 (bu durumda her x,€X igin n,(X,x,) = 0 olur.)ise X uzayina basit

baglantili uzay denir.

Tamm 1.1.10: G bir grup ve aym zamanda bir topolojik uzay ve G

iizerindeki grup islemi e olsun. Eger,
0 :GXG—>GC ve f:Go>G
(g M—>geh g—g”
fonksiyonlar siirekliyse G ye topolojik grup denir.

Teorem 1.1.11: G bir topolojik grup; e, G nin birim eleman1 fve g, G de e
noktasinda kapali egriler, o grup islemi ise;

fg = fegdir. Yani [fg] = [feg] dir.

ispat 1.1.11: fve g, G de e noktasinda iki kapali egri olsun; 1, e deki sabit
egriyi gostermek lizere [f] = [f1,] ve [g] = [, g] dir.

f@2n 0<t s%
feny=
g(2t-1)

te I olsun; te [0, -;—] icin fg(t) = f(20), f1,(t) =f(2t), 1,g(t) =eolup

f2® =11, ()1, g(t) olur. Eger te [%, 1] ise fo=g2t-1). £ 1, (1) = e, 1, g(t)=g(2t-1)
olup, fg(t)y =f 1, (t)e 1, g(t) olur. Dolayisiyla; fg = (' 1,)e(1, g) dir.
Simdi (f 1,)e(1, g) = fe g oldugunu gosterelim;

[/1 = [f 1,] olup aradaki homotopi H olsun. [g] = [1, g ] olup aradaki homotopi F
olsun;

K: IxI-G
K(s, f) = H(s, 1)oF(s, 1)

‘m@, WKSEKUGMI I UL
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olarak tanimlanan fonksiyon siirekli olup, bu fonksiyon
fiyegt)ile £ 1, (t)e1, g(t) arasindaki ug noktalar: sabit birakan bir homotopidir
O halde;

f 1.1, g(1) = f(t)e g(t) olup dolayisiyla; fg = fe g dir.

Teorem 1.1.12: G bir topolojik grup; e, G'nin birim eleman: ise «t, (G, e)

degismeli gruptur.

ispat 1.1.12 m :GXG—G m(g, h) = gh olsun G nin topolojik grup olmasindan, m
siireklidir. Simdi;
0: n,(G, ¢) x n,(G, e)= 1, (GXG, (ee)), OS], [gD=[(f, g)] olarak tamimlanan
doniisiim bir izomorfizmadir. Burada (f, ¢):I-GxG  (f, g)(t)=(f(t), g(t)) olarak
tamimlanir. O halde;
[¢]=1[1,g)=[1,g]olup;
[gl=m,0([1,], [¢]) dir. Benzer sekilde;
N=m,0([/1, [1,]) dir.
K ve H herhangi iki grup olsun. iki grubun direkt ¢arpiminda her xe K ve her ye H
icin (x, (Y, ¥) = (x, y) = (1, »(, 1) olur. (1,K nin; I,H nin birim elemani) O
halde;
el =m (B([/1, [1. 1))em, (O([1, ], [g])
=m, (B [1, D 6L ], [e]) =m (O [1. D (L1, ], [¢])
=m, O[], [gD UL {1, D) =m,B(1, 1, [¢D 6/, [1. D)
= (m.(8(( 1, ], [g)) » m, (B (/1 [1, 1)
= [g]e[f] dir. Dolaywsiyla [f][¢] = [¢][/] olup &, (G, e) degismelidir.
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1.2 ORTU UZAYLARI

Tanmmm 1.2.1: X bir topolojik uzay olsun asagidaki kosullart saglayan (X, p)

ciftine X"in bir ortii uzay: denir.
i. X yol baglantih ve Hausdorff topolojik uzay

ii. pr X > X siirekli

iii. x eXicin; p~' (U)= | JU, herieliginU,c X agik, U, NU, =@ (i#])) ve

iel
"Iu. :U, > U homeomorfizma olacak sekilde x"in bir U agtk komsulugu var. Bdyle

bir U'ya x'in bir eg ortili komsulugu denir. (X, es Ortiilii agik kiimelerin

birlesimidir.)
Teorem 1.2.2: (X, p), X in 6rtii uzayi ise p drten ve agik déniigiimdiir.

Teorem 1.2.3(Monodromi Teoremi): (X , p), X in Ortii uzayr Y baglantilh
ve yerel yol baglantili bir uzay olsun a, f8 .:Y——> X siirekli;
i. pa=pp
ii. Biry,e Yigin a(y,)=(y,) kosullarim saglayan iki siirekli fonksiyon olsun

ozaman o =f3 olur.

Sonug 1.2.4: (X ,p), Xin ortii uzay1 ¥ baglantili uzay, f (Y, yo)—(X, X,)
siirekli ¥,ep™'(x,) ise f: (Y, yo)—>()? , Xp) ve pe f = f olacak gekilde en fazla

bir tane siirekli f fonksiyonu vardir. Bu fonksiyona f nin yiikseltilmesi denir.

Teorem 1.2.5(Yiikseltme kriteri): Y baglantili ve yerel yol baglantil bir
uzay, [ (Y, y,)—>(X, x,) stirekli bir fonksiyon olsun (X, p) X'in ortii uzayi

¥, €p ' (x,) ise asagidakiler birbirine denktir.
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a)bir f:(Y,yo)—(X, %,), fnin yiikseltilmesi vardir

b)f.(m, (Y, yo ) Cp.(r, (X, 7))

Sonug¢l.2.6: ()? , P), X in ortii uzayi, f (I, 0) > (X, x,) bir egri,
e p(x,) ise f: (1,00>(X, X,) ve po f =f olacak sekilde bir tek siireklif

fonksiyonu vardir.

Tamm1.2.7: (X, p), X'in Ortii uzay: ise bu ortii uzayinin katlilifi herhangi
bir x,€ X igin Ip"(xo)l dir. (X yol baglantili oldugundan, bu kardinal say1 x, n
seciminden bagimsizdir.) Eger x,e X icin Ip"(xo)l sonlu ve lp"(.\‘o)l = m ise bu

ortii uzayina m kath 6rtii uzay: denir.

Tamm 1.2.8: (X, p), X in Ortii uzay: olsun, eger X basit baglantil: ise

(X ,p) ye X in bir evrensel 6rtii uzay: denir.

Tamm1.2.9 (Ortii doniisiimleri): (X, p) X in ortii uzay olsun. Bir ortii
doniisiimii h: X-X peh = p olacak sekilde bir homeomorfizmadir.
Cov( X /X y={h: h bir o6rtii doniigiimii} kiimesi fonksiyon bileskesi altinda bir

gruptur. Bu gruba drtit déniigiimleri grubu denir.

Tamm 1.2.10: (X, p) X in Orti uzayr olsun. Eger p.(n,(f,i’o)),

T, (X,x,) 1n normal alt grubu ise bu ortii uzayina diizenli 6rtii uzay: denir.

Teorem 1.2.11: X baglantili ve yerel yol baglantili, x,€ X olsun, (X.p)

X'in ortii uzayi ise asagidakiler birbirine denktir.
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a) (X, p) diizenli 6rtii uzayidir.
b) Cov(X/X ), p~' (x,) lizerine gegismeli etki eder. (Yani her ¥,, x;€p™~ (x,) igin

h(X,) = x, olacak sekilde bir he Cov( X/X ) vardir)

Teorem 1.2.12: (X, p), X in diizenli 6rtii uzay1 X yerel yol baglantili, x,e X

n(X,x,)

:-: -1 £ l_‘ X X = v
ve Y, Ep (\(,)OSlln COV( / ) p*(nl(x,:fo))
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BiR TOPOLOJIK GRUBUN ORTU UZAYI

Teorem 1.2.13: G bir topolojik grup, yol baglantih ve yerel yol baglantil

olsun (G ,p), G nin bir ortii uzay ise G de bir topolojik gruptur,

Ispat 1.2.13: G tzerinde G y1 bir topolojik grup yapacak bir ikili islem

tammlayacagiz. ¢, G nin birim elemanm ve € €p~' (€) olsun

G,e

GxG,@,eN—L—» Ge
j(§,i; )=p(g )e p(l7 ) olarak tanimlayalim. (G topolojik grup oldugundan f siireklidir.

J nin yiikseltilmesinin var oldugunu gésterelim. Bunun igin

S, (G xG,(@,8))) cp.(n,((,€)) oldugunu gostermeliyiz.
7, (G = G),(,&)) = n,(G,&)xn,(G,&) dir.
([a)LBDe =,((G xG),(2,8)) olsun
Jfo@,B)=[(poa)e(pe f)I=(pea) ] [(p° B)I=[pe(af)I=p.([af]) olup
dolayisiyla f, (x,(G x G, (€,8))) cp.(x,(G,&)) dir.

Dolayistyla f nin yiikseltilmesi f :GxG -G vardir ve tektir.

((:; X 6’ (Ea z;)) —f__" G,e

Diagram degismeli ve } streklidir.
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F: GxG =G bir ikili islemdir. Simdi G 'mn bu ikili islemle bir grup oldugunu
gosterelim,
i Birlesme ozelligi: a,b,ce G olsun JN‘( a, (} (b, c))=f(7 (a, b), ¢)

oldugunu gosterelim.

pof (a, (b, )=Aa, £ (b, c))=p(a)e (p(b)e p(c))
=(p(a)* p(b))* p(c)=p> f(f (a, b), ¢).

Simdi GxGxG—G

(a,b,c)—>(p(a)e p(b))e p(c) olarak tanimlanan fonksiyonu diisiinelim
bu fonksiyonun bir yiikseltilmesi

g GxGxG—G gla,b,c)= f( a, (7 (b, c))
bir baska yiikseltilmesi de

h GxGxG =G hab,e)=f(f (a,b), c) dir.

g(e,e,e)=h(e e ¢) oldugundan monodromi teoreminden h=g dir.
Dolayisiyla  Va,b,ce G icin 7( a, f( b, ¢))= 7( f (a, b),c) olur.
ii. ¢ birim clemandir.

po f (a, )=p(a)e p(& )=p(a)
G

P

GG T > G

fa, b)=p(a)e p( ¢ )=p(a) olarak tammlanan f nin yiikseltilmesi
g GxG -G
(a, b)='f~ (a, € ) olup bir bagka yiikseltilmesi de
h GxG -G
h(a,b)=a dir g(e,¢ y=h(¢,¢ ) oldugundan monodromi teoreminden g- A dir.

Dolayistyla her ae G .igin 7( a, ¢ )=a Benzer gekilde 7(? ,a)=a oldugu gosterilir.

10
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iil ac G ise a nin ters elemanimi bulalim.
7:G -G flay=(p(a))~"olarak tammlanan fonksiyon G nin topolojik

grup olmasindan dolay: siireklidir.

(G,8)
[)

/

G »((,€)

Jo(m,( G,e)c p.(m:, (G,e) oldugunu gosterelim.
foal=l(poa())']ise foa =(pea(r)) "' =pa™. Dolayisiyla
1 (G.8) cp.(n,(C,&)) olup f nin siirekli bir f* yikseltilmesi

vardir.

G,
, pef'=f
S
p
f(’:,?————————b G,e
acG icin f'(@ mn a mn tersi oldugunu gosterelim.

pe f(a, [ @)=pla)s p( f' (a)) =p(a)s pla) "' =e
& GxG—G #(a,b)=e olarak tanimlanan sabit fonksiyonun bir
ylkseltilmesi : GxG—=G i (a,b)=¢ dir.Bir diger yiikseltilmesi de

p:GxG =G o (a,b)= 7( a, f'(a)) drr.

I
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w (€, )=¢p(e,¢) oldugundan monodromi teoreminden dolayi.

———y=g dir- Dolaysiyla her ac G igin f (a, f'(a))=¢ dir.

Dolayisiyla G bir topolojik gruptur.
1.3 HOMOLOJi

Tammm 1.3.1: X bir topolojik uzay, A" bir standart n-simpleks olsun.

o : A" — X siirekli fonksiyonuna X de bir singiiler n-simpleks denir.

Tamm 1.3.2: X bir topolojik uzay ¥n>0 igin S, (), X deki singiler n-
simplekslerin dogurdugu serbest abelyen grup olsun. S, (X) in elemanlarina
(singtiler) n-zincirler denir.S | (X)={0} olarak tanimlayacagz.

S, (X)={o,:0,:A" > X)

Teorem 1.3.3: hernxligin ¢,: S ,(X)—>S, ,(X)
8, (=Y (-)oog" €S, (X)) ,8,=0
1-0

g A" A £ ([tg, oty D=y st 1,00t st ]

olarak tanimlanan simr doniistimii bir homomorfizmadir. O halde;

e, é %
............... — . S, ()5S, (D .—pS, ()5, (X) 220
abelyen gruplarnin dizisini olusturabiliriz.Bu diziye X in singiiler kompleksi denir.ve

(S8.(X),¢) veya kisaca S, (.X) ile gosterilir.

Tanmm 1.3.4: S, (X), Xin singuler kompleksi olsun her n>0 igin X in

n. tamsayi katsayili Singiiler homoloji grubu

H, (Y, Z)=H (X)= Kero, ima, = Z,(X) B (X) olarak tanimlanir.

12
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Teorem 1.3.5 (Hurewicz Teoremi): ¢ :x,(Xx,)—>H,(X, Z), o ((D=[fu1

—olarak-tammlanan—fonksiyon bir homomorfizmadir. -

Buradaki p:A' -1 , (I-t)e,+ te, >t olarak tammlanan homeomorfizmdir. ¢ 'ye
Hurewicz homomorfizmas: denir. Eger X yol baglantili ise ¢ 6rten homomorfizma

olup, ¢ekirdegi [, (X,x, ), &, (X,x,)] komiitatér alt grubudur. Bu durumda,

~ "1 X’ 0
H, (X, )= ( "%t‘ Kooy (X)) 9

K bir abelyen grup ise S, (X, K)=S,(X)® ,K ve 0, ®1 , zincirinin n inci homoloji

grubu H , (X, K) ile gosterilir.
HOMOLOJi AKSIYOMLARI

Tamm 1.3.6: £, nesneleri bir X topolojik uzayive onun bir A,alt uzayindan
olusan (X,A) giftler, morfizmleri de fX—Y, ARA)cB olacak sekilde siirekli
fonksiyonlar olan kategori olsun. & tizerinde bir homoloji teorisi;

H, : {— Ab=Abelyen gruplar kategorisi olan kovaryant funktorlar dizisidir. Yani
her (X,A)eObjC i¢in H, (X,A) bir abelyen grup ve f: (X,A)— (V,B) morfizmas: i¢in
H.() : H,(X,A)—>H,(Y,B) bir homomorfizma olup ayrica her n>1 i¢in asagidaki 5

aksiyomu saglayan

8, ‘H,(X,A)>H, ,(A)=H, (A, D) homomorfizmalar vardir.

i Homotopi Aksiyomu:

Sg  (X,A)—>(Y,B)ise H, ()=H, (g):H, (X,A)—>H,(V,B)

il Tamhk aksiyomu:

i:A>Xvej: (A, D)—(X, A) icerme doniisiimleri ise

13



1. GIRIS T Ali Arslan OZKURT

2. H. (i H,() 5 i
Crpn %y 0k Ay P () Haef)

.......... H,(X,4)—p 0

dizisi tamdir.
iii. Kesme Aksiyomu:
(X,A)e0bjt ve UcAcX, U agik ve U c Int 4 olsun.

1.(X-U,4-U) — (X,A) igerme déniigimii ise;
H, @) : H, (X-U, A-U)—>H, (X, A) izomorfizmdir.

iv. Boyut Aksiyomu:

X tek noktadan olugan bir uzay ise her n>0 igin H, (X)=0 dir.

(G=H,(X) grubuna katsay! grubu denir.)

V. Toplanabiliﬂik Aksiyomu:

X=4 X, aynk birlesimolsun i, : X, : — X igerme dontsiimii ise

@H,(,): ®H, (X,)>H,(X) bir izomorfizmdir.

14



2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJIi GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

BOLUM 2

2.1.0RTU UZAYLARININ HOMOLOJi GRUPLARI

Teorem 2.1.1: X baglantili, yerel yol baglantili bir uzay G, X lizerine
asagidaki kosulu saglayacak sekilde etki etsin:

Her xeX , ve her ge G-{1} icin gVNV = @ kosulunu saglayan x in bir V
komsulugu vardtr.

O zaman p: X— % diizenli oOrtii uzayidir. (%:% , X =y ancak ve

yalniz bir ge G igin gx = y)

ispat 2.1.1: U, X iginde agik bir kiime ise p ™' (p(U)) = | JgU olup

reCG
p " (p(1)) agiktir. Dolayisiyla p(U) agiktir. O halde p agik doniisiimdiir.
x'e %, xeX p(x) = x" olsun U, x in her ge G-{1} i¢in gUN U = @ kosulunu
saglayan agik komsulugu olsun p(U) nun x* i es ortiili komsulugu oldugunu
gosterelim;

p™ (p(U) = | JgU olup g # h igin gUNhU = @ dur. p| : gU—p(U) stirekli ve

eeG
acik oldugunu biliyoruz. p(u)e p(U) ise p(gu) = p(u) olup p 6rtendir. Ayrica
p(gu) = p(gv) olsun. Bir he G igin gu = hgv ise gUNhgU # O olur. Dolayisiyla

gu = gv olmalidir. O halde p, 1-1 olup plw : gU - p(U) bir homeomorfizm olup
X, p), % nin ortlt uzayidir. Simdi bu 6rtii uzayinin diizenli oldugunu gosterelim.
GcCov(X/ %) geG ise geCov(X/ %) olarak diisiinebiliriz. Dolayisiyla

Cov(X/ % ), p~'(x") iizerine gegismeli etki eder.



2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJI GRUPLARI , Ali Arslan OZKURT

Sonu¢ 2.1.2: G sonlu bir grup, X bir Hausdorff topolojik uzay, ve G, X

iizerind ] ki in_O_halde p:X Xé Imak_ii (X, p) Xé .

diizenli 6rtii uzayidir.

ispat 2.1.2: x,€X olsun geG-{1} olsun. O halde gx, # x, olur. X,
Hausdorff oldugundan x,eU,, gx,eV, ve U,NV, = O olacak sekilde U,, V,

acik kiimeleri vardir. V., = U, Ng 'V, olsun gV NV, = Jdir. V= ﬂvg
gzl sed
G, sonlu oldugu i¢in V acik olup gVNV = @ dir dolayistyla (X, p), %‘nin diizenli

ortii uzayidir.

(X, p), X'in diizenli sonlu m katli 6rtii uzay: olsun. Bu boliim sonuna kadar
Cov( X /X) grubunu G ile gosterecegiz.
TS, X)—>S,( X ) bir zincir déniisiimii tammlayahm. &, S, (X)"in doguraylarindan

biri, ge A" igin 6(q) = x, olsun. X, €p ' (x,)

™., QR
=

G:A" ’q-" > X,,\’o

A" basit baglantili oldugundan 6™nin ¥, de & yiikseltilmesi vardur.
Cov( X /X) =G diyelim.
S, 0-S,(X), (e)= Y.6 =Y gb

Gyl pxy) £eG



2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJi GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

-1 . . . v e

— - ——ve otr)=xolsun% X %
igin & =g§& dir. Ohalde 1(c) = D g6 = Y g& olup Tiyi tanimhdur,

2eG geCG

Simdi T nun bir zincir déniisiimii oldugunu gésterelim. Bunun igin

d
$,0 —»§,,(X

T T

Sn()?)———"—>sn—l(kv)
Yukandaki diagramin degismeli oldugunu gosterelim.

o, S,(X)'in doguraylarmndan biri olsun. 7(c) = Zo"" = Zgé"

Flgrep () 4eG

(doT)(0) = d( 25 = Za o8 p(de 6)=0do0 olup dolayisiyla

(e p(xy)

2 d o & =1(d o ©) olur. Buradan d o 1=t d olur. Dolayisiyla T bir zincir doniisiimiidiir.

Teorem 2.1.3: ( X, p), X'in diizenli 6rtii uzayr olmak {izere
7,:H, (X)=H,(X)

Déniisiimiinde her ge G, ve her ze H, (X) igin g, (7, (z)) = 7, (2) dir.

ispat2.1.3: 1.: H, (X)>H (X)

z=[Y mo,JeH, (X)olsun.o,: A* =X, qeA* olsun

P

c.:A*,q > XX,




2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJi GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

G,, 0, nin X; daki yiikseltilmesi olup;

@@=t me D= mho T} dir. Simdi ge G alalim; -

heG
~ g ~
X—rX
lx ‘A
X

g.t. @)=Y, Y mght,]

el
(X, p), X'in diizenli 6rtii uzayr oldugundan G nin p~' (x,) iizerinde gegismeli etkisi
vardir. O halde
g,('t,(z))=[z Z m,ghG,] = [2 2 m;h&,]=1,(z) bulunur.

heG heG

Sonug K abelyen grup olmak iizere benzer sekilde tanimlanan

. S, (X,K) —-)S,,()”(',K) icinde her ge G icin g, (1,(z)) = 1. (2) dogrudur.

Teorem 2.1.4: ( X , P)» X'in m katli diizenli ortli uzay: olsun

p.ot.:H,(X)>H,(X), p.et, =ml, ,dir

ispat 2.1.4: p,ot, : H,(X)—>H, (X); [D,m0,]leH, (X)olsun, 6,: A" X

p,‘c,([ZmpJ):p,([Z 2 m,.hE,.])=[Z Z m,pth,]:[z Z m,o; |

heG el heG

m

= 2 [Zr:ziai] = Z [Zmioi] olur. Dolayisiyla p, et, =ml,, ,dir.
i=l

heG

Benzer sekilde, K bir abelyen grup olsun p, o T, =mi, ¢, olur.

Sonu¢ 2.1.5: p, o1, : H, (X,Z,)—>H, (X,Z,), (k,m) = | ise bir izomorfizma

olur.

18



2. ORTU UZAYLARININ 1 HOMOLOSi GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

fspat 2.1.5: (k,m) = 1 oldugundan ak + bm = 1 olacak sekilde a,be Z vardur.
Dolayisiyla bm = 1 (Mod k) dir.

h,:H,X,Z,)-»H,XZ,)
[Zm,.a,.] —>bl[ Zm,.c,.] olarak tantmlayalim
(p.oT,)oh, ([2’".'0': ])=bm[2m,.0',. ]E[Zmia,.] dolayisiyla pP.°T, bir
izomorfizma olur. Kisaca (km)=1iset, : H (X,Z, )—)H,,()? ,Z,) monomorfizm,

p.: H (X,Z,) —H,(X,Z,) epimorfizmdir. Benzer sekilde katsayilar, karakteristigi
sifir olan bir F cismi oldugunda aym seyler dogrudur. A, iizerinde G nin etkidigi bir

kiime ise {ae A: her ge G icin ga = a} kiimesi A ile gosterilir.

Teorem 2.1.6: (X , p) X'in n kathi diizenli 6rtii uzay1 olsun.

(S, (X)° ={zeS,(X): herge G g,z=2z } olsun. O zaman

TS, () =S, (X))¢ ortendir.

ispat 2.1.6:z = Zn,.cr,. €(S, (X)) olsun

m

7= Z(Zni_ggd,.)

i=l peG
m
i=l  geQG

0, : 0, lerden izdiisiimleri farkli olanlar olsun yani po; #po;, i #]j

z = 3.(),n,85,) her geG icin g&,#5, i#j dir. Ciinki g5,=5; olsayd

i=l  gel
izdiisiimleri aym olurdu Bu ise &, lerin segimiyle gelisir.

z= Z(Zn,mg&.) idileGolupn,, =n,, =n, oldufunu gosterelim.

i=l  pel

z=n,,0,+n, g6, +n, N0 +.erreerenee +n,,G,+n, 80, +....

g.2=n,,80,+n, g0, N, LhT +..cccocrerrnencs +n,,840,+n, 880, +...... =2z



2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJI GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

n,.g0; =n,, g6, olup, n; =n,, dir.n;;, =n; diyelim

"

g0,

=1(p30;) olup

M

z= Zniz,go_',.

i=l LeG

(o]

{3

=

" [

z= Y n,Wp&,) =1, n pd,;)dolayisiylat: S, ) —(S, (X)) ortendir.
i=l i=|

Sonug 2.1.7: H, (X)—(H, (X))®, 6rtendir.

ispat 2.1.7: 1,: Z, (X) > (Z, (X))° orten oldugunu gostermek yeterlidir.
ze(Z (X ))° olsun, ze (S, (X))° olup bir we S, (X) igin o(w) = z dir.
ot(w) = 0z = 0 dolayisiyla, dt(w) = T(dw) = 0 olur.
TS, (X)-S, (f) , 1-1 oldugundan dw = 0, bu nedenle we Z, (X) olur. Dolayisiyla

T, :H, (X)—=(H,(X))¢ ortendir.

Teorem 2.1.8: (f , p)» X'in m kathi diizenli 6rtii uzayr (m = |G| olur),
i:(S. (X)) >S,(X) icerme déniigiimii (m, k) = 1 ise
i, : H, (S.X)%2,)—>MH,(X,Z)N" izomorfizmdir. Veya F, karakteristigi 0

olan bir cisim ise yine i, izomorfizmdir.

ispat 2.1.8: (S.(X))%,0 | (S.(X )¢ ) kompleksini goz oniine alahm

(S, (XN (5, (XNT 3,4 (XN =i

n=\
dizisini diisiinelim.,

Ker((S,(X))° > (S,,(X)%)
im((S,., (XN = (S, (XN%)

H,((S.(X)% =

H, (%) = Jer(,(X) = 3,.(X) )
Im(S,,(X) = 8,(X))

i, H, ((S.(X)N%)—H, (X))

20



2. ORTU UZAYLARININ HOMOLOJI GRUPLARI. Ali Arslan OZKURT

i S, (X) =(5,(X)°, j(6)= ) go olarak tammlayalim.

geCG

Jor (H,(X))% =H,((S.(X)°)

i m o, 4B (X)) = Y mgo, +B (X))° (Y, mgo, €(Z,(X)%)

LeCG 4eCG

Juie=ml, oo olur. O halde, (m, k) =1 ise i, monomorfizm olur.
Ote yandan; i,j,=ml G oldugundan (m, k)=l ise i, epimorfizm olur.

Dolayisiyla (m, k)=1 ise i,: H,((S.(X))%.Z,) =(H (X, Z,)® bir izomorfizm

olur.

Sonug 2.1.9: (X, p), X'in m kath diizenli 6rtii uzay1 Cov( X /X) = G olsun
(m=|G| olur) (m, k) = | ise her n20 igin H, (X, Z,) = (H,(X, Z,)° olur.

Yukarida belirtilen sonuglar katsayilar, karakteristigi O olan bir F cismi i¢in de

dogrudur.
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3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

BOLUM 3

3.1 : GRUP ETKIiLERi VE DONUSUM GRUPLARI

Tamim 3.1.1: G bir topolojik grup, X Hausdorff uzdy olsun.
Bir 8:GxX — X siirekli doniigiimii;
i) Her g, he G ve her xe X icin 6(g, 0(h, x)) = 0(6(g, h), x)
ii) Her xe X igin 6(e, x) = x (e, G nin birim elemani)
Ozelliklerini saghyorsa (G, X, 0) iigliisiine bir doniigiim grubu denir. 8'ya G'nin X
iizerine etkisi, X'e de bir G uzay: denir. 8(g, x), gx ile gosterilir. CcG ve ACX igin
C(A) = {gx: geC, xe A} dir. Buna gore eger G(A) =A oluyorsa A’ya X"in invaryant

alt kiimesi denir. G(x) kiimesine xe X in orbiti;

% = {G(x): xe X} ye iizerinde tamimlanan bdliim topolojisi ile birlikte orbit uzayi
denir. xe X olmak iizere G, = {geG: gx = x}, x in izotropi alt grubudur. Eger G
kompakt bir grup ise her xeX igin a.“:% - G(x) o, (gG,)=gx olarak

tanimlanan fonksiyon bir homeomorfizmdir.

Tamm 3.1.2: G bir topolojik grup, f:G — R bir fonksiyon he G olsun
R,(f),L,(f):G-R, R, (f)(g)=fgh) ve L,(f)(g) =fh" g)olarak tammlanir.

Teorem 3.1.3: G kompakt grup, G de siirekli reel degerli fonksiyonlar
lizerinde tanimli ve asagidaki kosullan saglayan bir tek reel degerli I fonksiyonu
vardir.

a) I(f,+f,) = 1(F)+(f)

b) I(cf) =cl(f), ceR

c) Her ge G igin f(g)20 ise (/)20

d) I(1)=1

e) HerheGigin (R, (f))=IL,(f))=1M.

22
YUKSEKOGRETIM hURY!
o TIUSTASYON WERKE



3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

Bu fonksiyona Haar integrali denir.

Teorem 3.1.4: G kompakt topolojik grup 8, G nin X iizerine etkisi ise 0

kapali doniigiimdiir.

ispat 3.1.4: C c GxX ve C kapali olsun ye(6(C)) olsun o halde C icinde
(84-%,) agr vardir oyle ki 6(g,,x,) = g, x, =y olur. G kompakt oldugundan

g, “nmn yakinsak bir alt ag1 vardir. O halde g, — g farzedebiliriz. Bu durumda
X, =0(g, " 8.%,)—0(g™", y) =gy olur.Buradan

(84-X.) = (g, 27 y)eC olup dolayistyla y = 8(g, g ' y)e 8(C) olup 0 kapahdir.

Tamm 3.1.5: X ve Y, G-uzaylan olsun @:X—>Y, ¢(gx) = go(x) Ozelligini
saglayan siirekli ¢: X—Y fonksiyonuna G-uzaylan arasinda bir grup etkisini

koruyan (equivariant) doniigiim denir.

Tanim 3.1.6: m: X — %‘nin bir kesiti, Tc = I|% kosulunu saglayan

o % — X siirekli bir fonksiyondur. U < % “de tanimh (U: agik) yerel kesit;

T : ' (U)— U nun kesitidir

n (U)
Teorem 3.1.7: X bir G-uzayi, G kompakt, CcX, C kapah ve C her orbiti tek
noktada kesiyor olsun. O zaman, 0':% -X, {o(x™)} = G(X)NC bir kesittir.

Tersine bir kesitin goriintiisii kapahdir.

ispat 3.1.7: A, C'de kapah ise 6™'(A) = w(A) olup, o' (A) kapahdur.
Dolayisiyla o siireklidir. Tersi i¢in, C = of( %) olsun

C={xeX: x = on(x)} olup C kapalidir.



3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

Teorem 3.1.8: G kompakt grup H ve K, g nin kapal: alt gruplan olsunlar.

o halde;

1) % - % grup etkisini koruyan doéniisiimiin var olmas: igin gerek ve yeter
kosul H nin, K nin eslenik alt grubu olmasidir.

2) aeG ve aHa™ < K ise R, *" : % —>%, R, “"(gH) = ga™' K olarak

K.n

tammlanan R, iyi tammh grup etkisini koruyan bir déniisiimdiir.

3) Her %"’% grup- etkisini koruyan déniisim bir a € G i¢in R

formundadir ve aHa™' c K dur.

4) R,*" =R,*" olmasi igin gerek ve yeter kosul ab ™' € K olmasidir.

a

Teorem 3.1.9 (Tietze-Gleason): G kompakt grup, X normal G-uzayi, A, X'in

kapali invaryant alt uzayi, 1: G—Gl(n,R), G nin bir temsili,

¢@: A—>R" grup etkisini koruyan déniisiim olsun. O halde ¢'nin, ¥ : X—R" bir

geniglemesi vardir.

ispat 3.1.9: Tietze genisleme teoreminden, ¢ :X—R", (p'|= ¢ olacak
A

sekilde ¢@” vardir. J dg , G lizerindeki Haar integrali olmak tizere
G

y:X->R", y) = Jn(g")(p'(gx)dg olarak tanimlayalim
G
NE jn(g"' )@ (ghx)dg = jn(h(gh)")fp'(.chx)dg = Jn(h)n((gh)" )@’ (ghx)dg
G 4] G
= n(lz')Jn(k")¢'(kr)dk = n(h) y(x) dir. Dolayisiyla y grup etkisini koruyan
G

doniigtimdiir. Simdi \|1| N oldugunu goésterelim. ae A olsun

W) = In(g“' )0’ (ga)dg J‘n(g" Yp(ga)dg = J(p(a)dg = @(a) olup, Y, @ nin bir
G G G

genislemesidir.

24
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Teorem 3.1.10: X bir G-uzayi, G, kompakt grup, % orbit uzayi ise

1) % Hausdorff uzaydir.

) mX—o % kapalt doniigiimdiir.

3) mX— % diizgiin (U c % ve U kompakt ise ™' (U) kompakt)

4) X in kompakt olmast igin gerek ve yeter kosul % nin kompakt olmasidir.

5)X in yerel kompakt olmas: igin gerek ve yeter kosul % nin yerel kompakt

olmasidir,

G-orbitlerin kategorisini denkliklere gore ayinirsak G-orbit tiplerinin kategorisini

elde ederiz. G kompakt bir grup, H ve K, G'nin kapali alt gruplart olsun
Tip(%) = Tip(%) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul H ve K, Gde birbirine

eslenik olmasidir.
Tip(%) —)Tip(%) morfizmasimin var olmast ig¢in gerek ve yeter kosul
% - % grup etkisini koruyan bir doniisiimiin var olmasidir.

X ve Y, G-orbitler ve Tip(X) — Tip(Y) bir morfizm var ise

Tip(X) 2 Tip(Y) dir deriz. Dolayisiyla orbit tipleri iizerinde kismi siralama vardir.

Tip(*) = Tip( %) minimum orbit tipi, Tip(G) maksimum orbit tipidir.

3.2. : Bazi1 Problemler

3.2.1: G kompakt bir grup, t;, G-orbit tiplerinin kiimesi olsun. T iizerinde
her H < G igin;
F, = {TipG(x): TipG(x) < Tip% }, kiimelerini kapali kiime kabul eden en kiigiik
topolojiyi verelim. O halde

T % -1, WG(V)) = TipG(x) fonksiyonu siireklidir.
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3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

ispat—Mﬂ:—H—eG—iein—FT:—{iﬁpGéx—):—’FipGee—S—’Fip%—l, T,—iginde
kapah bir kiime olup, (m:X —9% olmak iizere) T7'(F,) = n(X") oldugunu
gosterelim. X" = {xeX: her heH igin hx = x } dir. xeX"” ise H ¢ G, olup

dolayisiyla
% - %,.. grup etkisini koruyan doniisiim vardir. O halde

Tip(G/G. ) = TipG(x) < Tip% olup, H(G(x)) = TipG(x)eF , olur.
Dolayisiyla, nX"yct ' (F ) olur.
Simdi, G(x)et™ (F ;) olsun, o halde TipG(x) < Tip% olup bir ge G igin

gHg ' cG , olur. G(x) = G(g ' x) olup, her he H igin ghg ™' x = x olur. Dolayisiyla
herheHiginhg'x=g ' xolup, g"'xe X" dir. G(x) = G(g ' x)e (X ") olup
Dolayisiyla, t™'(F, ) c m(X" ) olur. O halde, t™'(F,,) kapalidir. Dolayisiyla

T siireklidir.

3.2.2: Tietze-Gleason teoreminin tam regiiler uzaylar ve onun kompakt

invaryant alt uzay i¢in de gergeklendigini gosteriniz.

ispat 3.2.2: X tam regiiler uzay, A, X in kompakt invaryant alt uzay: olsun
BX, X in Stone-Cech kompaktlamasi olsun, BX de bir G- uzayidir.
1n:G — GI(n,R), G nin bir temsili
(0] :A——SR" grup etkisini koruyan doniisiim olsun, Ac X c ﬂX, ayrica A kompakt
oldugundan kapalidir. X kompakt oldugundan BX normal olup Tietze-Gleason
teoreminden dolayi1 ¢'nin BX'e genislemesi ¥ vardir. W:BX—R" grup etkisini
koruyan doniigiim ve, W)|A=(p dir. O halde ‘¥ ; ,0'nin X'e genislemesi olup Tietze-
Gleason teoremi tam regiiler uzaylar ve onlarin kompakt invaryant alt uzaylan

icinde dogrudur.
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3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

3.2.3: X bir G-uzayi, G kompakt grup ise her orbitin bir komsulugunun

—— - —— —iginde kalan-ve invaryant olan bir komsulugu vardir.

ispat 3.2.3: U, G(x)'in bir komsulugu olsun
GxX — X siirekli olup, U, her ge G igin gx'in X igindeki komsulugudur. Dolayisiyla
her geG igin UV, cU olacak sekilde g'nin bir U ve xin bir V, komsulugu

vardir,

{U, : geG}, Gnin agik ortiisii olup G kompakt oldugundan, G = UU ., Seklinde

i=|
yazilabilir. V = ﬂvm x'in komsulugu olup, G(V) c U dur ve G(V), G(x)'in, U
i=|

ignde kalan invaryant agik komsulugudur.

3.2.4: H, K c G kompakt gruplar olsun. O halde;
G/ \ ¢i.G/ G
(G ->Map®(G/. 5
a K—-RY"  olarak tamimlanan fonksiyon bir homeomorfizmdir. Burada
Map“(% ,%) tizerindeki kompakt acik topolojiyle, % - % , grup etkisini

koruyan doniisiimlerin uzay:dsr.

Coziim 3.2.4: ou( %)” x% - % , o(aK,gH)=gaK olarak tanimlayalim.
o' nin iyi tanimli olduunu gosterelim.
ak = bKe(%)” , gH =1He % olsun, aK=bKe(%)” oldugundan

a'Hac Kve, b Hbc K dir. Ayrica, a™'be K ve g”' le H dir.
(ga) ' Ib=a~' g ' Ib=a"'bb ' g ' Ibe K olup, gaK=IbK dir. Dolayisiyla o iyi tammidur.
o nin siirekli oldugunu gosterelim:

N = {ae G: a'HacK}, G iginde kapah olup
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3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

v
G <G> G

Diagram degismeli olup diigey oklarla gosterilen fonksiyonlar kapali déniigtimler

oldugundan, o siireklidir.

- a :(%)" —)Map“(%,%)

a'k— o iy I% - % a,.. (gH) = ga'K = R¥" (gH), fonksiyonu

siirekli olup dolayisiyla

@ :(C/)" >Map©(C/,. G/

a'K—RN", siireklidir. Tersine;
a':MapG(% ,%) —>(%)” sOyle tanmimlayahm
f % - % grup etkisini koruyan doniisiim olsun. O halde bir ae G i¢in
f=R¥"  ve aHa'cK dir. Dolayisiyla, aKe(%)” dir.
o :Map ¢ (% ,%) —( %)"
R¥" - a'K, olarak tammlarsak @’ siirekli olup, & o’ = IM“I,U(%‘%)

vea @ = I‘G/ s« olup & bir homeomorfizmdir.
K

3.2.5: G bir kompakt grup, X kompakt metrik G-uzay: olsun. O halde, G

etkisi altinda invaryant kalan bir denk metrik vardir.

ispat 3.2.5: (X, d) kompakt metrik G-uzay1 olsun
d’: XxX—-R



3. GRUP ETKILERI VE DONUSUM GRUPLARI Ali Arslan OZKURT

d’ (x,v) = _[d(gx, gv)dg olarak tammlayalim d’, X iizerinde bir metriktir.
G

Gergekten; - S
d’ (x,y)20ve, d’(x,x)=0ve, d’(x,y)=0ise.rx=ydir
d’(x, 2)= J.d (gx, gz)dg olup
G

Her ge G igin, d(gx, gz) < d(gx, gy)+d(gz, gv) oldugundan

* [d(ex.g2)dg < [(d(gx, gy)+d gy, g2))dg
4

G

= Jd(g.\', gy)dg +Id(g_v, g2)dg olup
G G

d'(v,2) < d’(x, Y)+d’ (v, 2) dir. d* metrigi G-etkisi altinda invaryanttir.
Ciinkii, /1 e G igin,

d’ (hx, hy) = j d(ghx, ghy)dg = jd(gx, ev)dg =d(x, y) dir.
G

G

d': XxX=R, d'(x,y) = Jd(gx, gy)dg siirekli oldugundan
G

1 (X, d)=(X, d’), dzdeslik doniigiimii stireklidir. Ayrica, FcX
d-metrigine gore kapal ise F kompakt olup 1(F) =F, d’-metrigine gore kompaktir.
Dolayisiyla F, d’-metrigine gore kapahdir. O halde 6zdeslik doniigiimii (X, d) ile

(X, d”) arasinda bir homeomorfizma olup bu iki metrik birbirine denktir



4. TUPLER VE DILIMLER o o Ali Arslan OZKURT

BOLUM 4

~ -~ 41Tipler Ve Dilimler

Tamm 4.1.1: G kompakt topolojik grup, X bir G-uzayi, PcX, % ile aynm

orbit tipinde bir orbit olsun. A, H nin etki ettigi bir uzay olmak iizere P civarinda bir
tiip; P*nin, X igindeki bir agik komsuluguna homeomorfizma olan bir

_ @:Gx, A-X, fonksiyonudur (H, G nin kompakt alt grubu ve A, H nin etki ettigi
bir uzay olsun, o halde HX(GxA)—GXA, (h, (g, a))—(gh ~' ha) olarak etki eder .Bu
H-etkisinin orbit uzayi, G x,, A ile gosterilir.)
G x,, A'daki her G-orbiti her ae A igin [e, a]"dan geger. O halde
¢([e, al)eP, vex=¢([e, a]), ve P=G(x)dir.ohalde G, =G, ,=H, cH

a

Pile % ayni orbit tipinde olduklarindan G ., H'ye eslenik olup G, =H , = H dr.

O halde G bir kompakt topolojik grup X bir G-uzay1 ve P = G(x) olmak iizere G(x)
civarinda bir tiip G(x)'in, X i¢indeki bir komsuluguna homeomorfizma olan ve grup

etkisini koruyan bir ¢ : G x; A—X, fonksiyonudur.

Tanim 4.1.2: G kompakt topolojik grup X bir G-uzayi, xe ScX ve, G, (S)=S
olsun @ : G x; S—X, 0(lg, s]) = gs olarak tanimlanan fonksiyon

G(x) civarinda bir tiip ise; S ye x de bir dilim denir.

Teorem 4.1.3: X bir G-uzayi, xe ScX ve, H=G , olsun agagidaki dnermeler

birbirine denktir.
. GXx; A-X, G(x) civarnnda, ¢([e, a]) = S olacak sekilde bir tiip vardir.
2. S, xde birdilimdir.
3.  G(S), G(x)in agtk komsulugu ve f: G(S)—>G(x), =S

olacak sekilde grup etkisini koruyan retrakt vardir
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4. TUPLER VE DILIMLER

Ali Arslan OZKURT
Ispat 4.1.3: 1=>2 actktir. Ciinkii, A yerine S yazarsak S, x de bir dilim olur.
2=>3 GXg S » G(S)
R S e = g
N v
G ———»G®

flgs) = gx olarak tammlarsak f tiim 6zellikleri saglar.

3= 1 @:Gxq S—X, (g, s])=gs. G(x) civarinda bir tiiptir.

Teorem 4.1.4: S,
dilimdir.

x*de bir dilim ise ge G olmak iizere,

gS, gx'de bir

ispat 4.1.4: Oncelikle G .. (¢S) = ¢S oldugunu gostermeliyiz.

gSc G, (gS) dir.
Simdi; k(gs)e G ,, (gS) olsun, ke G

£

seS, keG , isek=gmg™, meG
k(gs) = (gmg "' )(gs) = g(ms)e gS dir. O halde, G o (8S) = g8 dir. Simdi;

X

S:G X%, S—G X Gy (eS), f([h,s]) =[hg™', gs] olarak tammlayalim
Sfiyi tanimhidir :

[h,s]=[h", s"]olsun, birke G, igin, i’ =hk™" ve s" =ks dir.

g =hk™'g"' =hg'gk'g™' ve, gs" =gkg'gs=(gk ' g™ )gsolup;
[he™,gsl=[h"g™", gs"] olur. Dolayisiyla f iyi tammlidir.

T
GXS—»G %X, S

Gxg, (8S)
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4. TOPLER VE DILIMLER Ali Arslan OZKURT

¢(h, s) = [hg™', gsl, olup diagram degismelidir. @ siirekli ve ® ac¢ik doniigiim

———oldugundan f,-siireklidir. —
e ¢ G’ X ém'(gS)—-)G Xg, S, o(fh, gs) =1hg, si, olarak fammiaya'hm

¢ iyi tammlidir :
[h, gs]=[h", gs'olsun, birke G, igin, h" =hk ! ve, gs’ =kgsdir.

ke G ,, oldugundan birme G , igink = gmg -,

hg=hk'g=hgm™' g”g=hgm"

s’=g 'kgs=g "' gmg ' gs=ms, olup, [hg, sl=[h’g, s’] dir. Dolaysiyla ¢ iyi

tanimhidir.

GxS —E—>G x,;_(g9)
p 0
GXxg; S

v (g, s)=[hg™, gs] olup, ysiirekli ve agik doniisiim olup, ¢ siireklidir.

fo= IG*G,.A'S’ ve, O f= Lang, s olup, ¢ bir homeomorfizmdir.

Gxg (§S) —» X
¢ n
GXxg S

Diagraminin degismeli olmasindan n¢, G(gx)'in agik bir U komsuluguna

homeomorfizmadir. Dolayisiyla ¢S, gx“de bir dilimdir.

Teorem 4.1.5: X bir G-uzayi, xe S X olsun
. S, G(S)'de kapah
2. G(S), G(x)'in agik komsulugu
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4. TOPLER VE DILIMLER Ali Arslan OZKURT

3. G, §S=S
4. gSNS=Dise ge G, dir.
Eger yukandaki kosullar saglanirsa ; S, x de bir dilimdir. Tersine S, x de bir dilim

ise yukaridaki kosullar saglanr,

Teorem 4.1.6: X bir G-uzayi, ¢: G x, A—>X, G(x) civarinda bir tiip; ac A

¢ ([e,a]) =yve, y: Hx,B—A, H(a) civarinda bir tiip ise ;

6: Gx, B——>Gx,Hx,B) LY cx, 4 —L px

lg.bF—»[g.[e.,b]] ———»[g, y([e,b])] ——— ¢([g, y([e.b])])

olarak tamimlanan 8 bileske fonksiyonu X de, G(y) civarinda bir tiiptiir.

Sonug 4.1.7: X bir G-uzay,, S, x de bir dilim; S’, se §” de, § i¢inde bir dilim
olsun. O halde, S’, Xiginde, s de bir dilim olur.

Sonug¢ 4.1.8: X bir G-uzayi, S, x"de bir dilim;

V6.2V

G , (s)—G(s) olarak tanimlanan fonksiyon,

G% icine bir homeomorfizmadir.

4.2 TUPUN VARLIGI

Teorem 4.2.1: G, R" lizerinde ortogonal etkisi olan kompakt bir Lie grup,

Vo€R"ve, G, = Holsun VcR", G(v,)a, v, da normal uzay: olsun. O halde
eH nin % icinde bir U komsulugu, ¢ : U—G bir yerel kesit ve bir €50 var dyleki;

Ve= V iginde v civarinda e-yuvar olmak tlizere, GXR" —R""in
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Sonug 4.2.2: Yukandaki teoremdeki sartlar altinda yeterince kii¢iik £>0 i¢in
Gx, V-SR"
[g, vl—>gv, dbniisiimii
G X, Ve-G(Ve) homeomorfizma belirler. (G(Ve), G(v,)in R" deki agik

komsulugudur.)

ispat 4.2.2: Uc % Teorem 4.2.1 deki sartlan saglasin, K = G-6(U)H kompakt

olupK(vy)c R"-{v, }, K(vy) = ﬂK(C) , C, v, 1 kompakt komsuluklandir.
c

K(vy)in her komsulugu K(C) lerden biri tarafindan igerilir. C'yi yeterince
kiigiilterek, K(C)NC = @ varsayabiliriz. Yani yeterince kiigiik £>0 i¢in

K(Ve)NVe = @ dir. Simdi, gv = g’v’ olsun, v, veVe, g g’v’ = v olup
g™ g’eKolur. O halde g”' g’e 5(U)H dolayisiyla g” = go(wh, ueU, heH, olup,
go(whv’ = gv olur. Dolayisiyla, oc@hv’ =v, H = G, , V lizerinde ortogonal
etkidiginden H(Ve) = V. O halde, Teorem 4.2.1 den dolay, c(u)hv’ = ev, esitligi
bize o(u) = e ve, hv’ = v oldugunu gdsterir. Bdylelikle;

[g, v1=[go(u), hv'] = [go(wh, v']1=[g", v'], olup; G X, Ve G(Ve)

doniisiimii 1-1 dir. Ayrica G X Ve—G(Vg), siirekli ve kapali oldugundan

G X, V¢>G(Ve), siirekli ve kapahdir. Dolayisiyla, G X, Ve—=G(V,) bir

homeomorfizmdir.

Sonug 4.2.3: Sonug 4.2.2 sartlan altinda, G(V¢)—G(v,), gv—gv, olarak

tamimlanan fonksiyon iyi tanimli grup etkisini koruyan retraktdir.

34



4, TUPLER VE DILIMLER Ali Arslan OZKURT

Teorem 4.2.4: G kompakt Lie grup, X tam regiiler G-uzayi ise; X'in her

orbiti civarinda bir tiip vardir.

ispat 4.2.4: X tam regiiler G-uzayl, x,€X, G_‘.o = H olsun. O halde
G'nin, R" iizerinde bir temsili vardir ve, dv,eR" igin, G, =H dur.
¢ :G(x,)>G(vg)cR", ¢(gx,) = gv, olarak tammlanan fonksiyon,bir

homeomorfizmdir. O halde Tietze-Gleason teoreminden ¢'nin, y :X—R"
grup etkisini koruyan doniigiim genislemesi var. €, Sonug 4.2.3 deki sartlar1 saglasin

W =y (G(Ve)) ise G(W) =W, X iginde acik ve;

-1
W—E (V) ——— > Gv,) —E—6(x,)

Bileske fonksiyonu, grup etkisini koruyan retraktdir.

Sonug 4.2.5: X tam regiiler G-uzay1 ve G kompakt Lie grup ise, X'in her

noktasinda bir dilim vardir.
Simdi dilim tanimini basgka sekilde yapahm

Tamm 4.2.6: G kompakt Lie grup, G, X iizerinde etki etsin, peX olmak iizere
p’de bir dilim asagidaki kosullari saglayan kapal bir K kiimesidir.

1. peK

2. G,(K)=K

3. HeryeKi¢in,G, <G, ve G ,(y) =KNG(y)
4. G'de, % “nin, e’deki yerel kesiti olan bir R kompakt-hiicre var 6yleki;
P

RxK-—R(K) homeomorfizm olup R(K), p'nin, X igindeki komsulugudur.
Simdi bu tamimla daha 6nce yaptigimiz tanimin uyustugunu gosterelim. Yani eger bu
tanima gore herhangi bir noktada bir dilim varsa daha 6nce yaptigimiz tamima gore

de ayni noktada bir dilimin var oldugunu gosterelim.
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K, bu tammma gore pe X de bir dilim olsun. G(K), G(p) nin komsulugudur.
Ciinkii, R(K) p'nin komsulugu oldugundan pe V < R(K) olacak sekilde agik bir V
kiimesi vardir. O halde, G(p)e G(V) c G(R(K)) c G(K) olup
G(K), G(p) nin komsulugudur. Ayrica agik¢a goriiliir ki

G(Int(G(K))) = Int(G(K)) dur.
Simdi, K’ = Int(G(K))NK olsun K’'niin, peX'de daha &nce yaptifimiz tanima
gore bir dilim dldugunu gosterelim.
1. Pe K’ diir. Ciinkii, G(K), G(p) nin komsulugu olup bir V, agik kiimesi i¢in
G(p) € V c G(K) dir. Buradan peV < G(K) olup pe Int(G(K)) dolayisiyla pe K’
olur.
2. G,(K')= K’ diir.
ye K" = Int(G(K))nK olsun G , (K) = K oldugundan gye K dur.

ye Int(G(K)) ve G(Int(G(K))) = Int(G(K)) oldugundan gve Int(G(K)) dir. O halde
G ,(K’)= K’ dir.

3. ye K’ ise yeK dolayisiylaG , ¢ G,
gve K’ ise ge G , olur. Dolayisiyla g K'n K’ # D ise ge G, olur.

4. RxK’—R(K’)homeomorfizm ve R( K”) p*nin komsulugudur.

G(K’) = Int(G(K)) oldugunu gdsterelim.

gk’ e G(K’) olsun k’eInt(G(K)) ise g k’ € Int(G(K)) olur. O halde

G(K’) c Int(G(K)) olur.

gke Int(G(K)), ke K olsun o halde, gkeU C G(K) olacak gekilde agik bir U vardir.
keg'Uc G(K) ise ke K’ diir. Dolayistyla gke G(K’) olup

Int(G(K)) € G( K”’) elde edilir. O halde G(K") = Int(G(K)) elde edilmis olur.

5. K’ =Int(G(K))nK = G(K")nK oldugundan K’, G(K’) de kapahdir.

Dolayisiyla K’, pe X'de daha dnce yaptigimiz tanima gore bir dilim olur.
Sonug 4.2.7: X tam regiiler G-uzayi, G kompakt Lie grup ve P herhangi bir
orbit ise P*nin dyle bir komsulugu vardir ki bu komsulukta ki her Q orbiti igin

TipQ2TipP dir.
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ispat 4.2.7: P=G(x), S, x de bir dilim olsun. O halde f: G(S)~G(x) ve
f(x) = S olacak sekilde grup etkisini koruyan retrakti vardir. O halde f, G(S) deki
her orbiti G(x)'e tasir. O halde G(S) deki her G(y) orbiti i¢in Tip(G(¥))2Tip(G(x))
dir. Daha kesin olarak; U, e'nin G igindeki komsulugu

V =US olsun, V, x'in komsulugu olup y=use US =V igin, G, =uG u~ ve

5

G,cG,, =G, oldugundanu™ G ,uc G, olur.

Tanim 4.2.8 (Demet Uzaylan): K, bir topolojik grup ve F, efektive sag
K-uzayi, X ve B Hausdorff uzaylar olsun. B iizerinde lifleri F ve yap:1 grubu K olan
bir demet uzayi;

p:X—B bir déniigtimdiir 6yle ki B'nin bir Q agik ortiisti ve UeQ i¢in asagida ki
kosullan saglayan ¢ ,: FxU—p ™' (U) homeomorfizmas: vardir. (Burada ¢, ya U

iizerinde bir harita denir.)

UeQ ve ¢, U iizerinde bir harita olmak iizere yukarida ki diyagram degismelidir.

if) @ ve y, U tizerinde iki harita 0:U—K siirekli bir fonksiyon vardir dyle ki

Y(f, u)=@(fO(u), u) dur. (fe F, ue U) B'ya gegisme fonksiyonu denir

Teorem 4.2.9 : G kompakt Lie grup X tek tip orbit tipine sahip tam regiiler

bir G-uzay1 olsun. Bu durumda n : X— % doniisiimii lifleri G nin X deki orbitleri

olan bir demet uzayidir.
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fspat 4.2.9 : X tam regiiler oldugundan her xe X igin x"te bir S, dilimi vardir.
G(S,), x in agik komsulugudur. Simdi, sabit bir x,€ X noktasi alalm ve F = G(xq)
diyelim. O halde her xe X ig¢in G, = hG .h™" olacak gekilde bir he G vardir. xe X

alalim ve ;
f.:G(S,)=S XF  f.(gs)=(s, hgh™'x,) olarak tamimlayalim. f,: iyi

tanimhidir:
gs = ks’ olsun &ncelikle s = s” oldugunu gosterelim. s # s” oldugunu varsayahm X

tek tip orbitten meydana geldigi igin her se S, i¢in G, = G; olur. Dolayisiyla G “in
S . uizerine asikar etkisi vardir. O halde;

G, (s)={s) veG (s")={s"} dir. Ohalde G ,(s) # G ,(s") olur.

6.2 %6

G ,(s)>G(s) olarak tammlanan fonksiyon, G(S-‘yG icine  bir

homeomorfizmadir. Dolayisiyla G(s) # G(s”) olur. Bu ise gs = k5" olmasiyla gelisir.

Dolayisiyla s=s” olmak zorundadir. O halde gs=ks oldugundan g ke G=G
olup. hgh'hkh ™' €G , dir. Dolayistyla f, iyi tanimli ve siireklidir. $imdi;
@,:S XF-G(S,) ¢,(s, gry) = h™' ghs olarak tammlayalm. ¢, iyi tammli ve

siireklidir. Ayrica;

¢ f.=lgs,» vef, ®, =, olupf, grup etkisini koruyan bir homeomorfizmadir.

Simdi f ‘in grup etkisini korudugunu gésterelim.

o, :GXg S XF

o ([g, s]) = (s, hgh™' x;)

olarak tamimlayalm o, iyi tammhli ve siirekli olup o, grup etkisini koruyan

homeomorfizmdir. O halde;
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Gx s S, —»G(S,)

«\

S XF

o, ve @ grup etkisini koruyan homeomorfizmler ve diagram degismeli oldugundan

f, grup etkisini koruyan homeomorfizmadir.

Gx)e %, olsun G(S,) G’ G(x)'in agik komsulugu olup; S% ~ G, e dir.

Ayrica, S% =S olup, S, = G(S,) ¢ dir. Dolayistyla, G(S*‘% xF = G(S,)

RY

olur.
G(S-r% xF ——»G(S )

T, n

G(SI%

Yukarida ki diagram degigmeli olup m:X— % lifleri F olan demet uzayidir.

Simdi yap1 grubunu belirleyelim. Ue Q, ¢ ve y, U iizerinde iki harita olsun, o halde
K, @'y ile tek tiirlii bellidir. Ayrica @ ™' y;
U—Map(F, FxU) = Map(F,F)xMap(F, U)

u—@®,,¢,)
fonksiyonunu belirler. Burada €, :F—U sabit fonksiyondur. O halde K,

Aut(F) = {f: fiF—F bir homeomorfizm} grubunun bir alt grubudur. Simdi G(x)=G(y)
olsun. O halde bir ke G i¢in G, =kG , k™" olur. X tek orbit tipine sahip oldugundan

birheGicin G, =hG, h™" ve bir te G igin G, =tG .\.t‘l olur. § ,, x"de bir dilim,

S ;»y debirdilim, ve G(S ,) = G(S , ) olsun
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=06 % - 66 % olsun O halde p™ (U) = G(S ) = G(S ,) olur. Ayrica U=S,
olup
p~'(U)=G(S,)=G(S,)

S.xG(x) S XGW)
i o

S XF .. NpS XF
(5, f) e > (s, f')=(s50.())

n(gs) = (s, gx)
Mgs) = (s, kgk ™" y,)
u(s, gx) = (s, hgh ™' x,)
o(s, gv) = (s, tgt "' x,)
1, A, I, 6 homeomorfizmler olup;
(s, gry) = (s, tkh ™' ghk ' tx )
olarak tamimlanirsa yukaridaki diagram degismeli olup, © iyi tamimh, grup etkisini

koruyan bir homeomorfizma olur. O halde K'nin her eleman: grup etkisini koruyan

bir homeomorfizm olup

K= Map(;(F F) = {f: f: F>F, grup etkisini koruyan bir homeomorfizma} olup;

_N;(G)) .
K=""6 Ax dir.

Sonug¢ 4.2.10: G kompakt Lie grup, H, G nin kapal alt grubu, e’nin her U
komgulugu i¢inasagidaki 6zelliklere sahip e'nin bir W komsulugu vardir
i. WcU

ii. G nin K ¢ WH seklindeki her alt grubu icin uKu™ < H olacak
sekilde bir ue U vardir,
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ispat 4.2.10: X, % “nin tim kapal: alt kiimelerinden olugan uzay olsun X

tizerinde d’(A, B) = max d(a, B)+max d(A, b), acA, beB olarak tanimlanan
Hausdorff metrigi vardir. x = {eH}e X olsun. G, X iizerine etki eder ve

G, = H dir. U, e'nin komsulugu V'de, X'in sonug 4.2.7 deki sartlan saglayan bir
komsulugu olsun, W U ve, W% tarafindan igerilen herhangi bir kapali kiime;
V*nin eleman: olacak sekilde; W yu kiigiik segebiliriz.

KcWHisey= K% » V'nin bir elemani olup K < G, olur.

Dolayisiyla bir ue U igin, u”" Kucu™ G ,uc G, =Holur.

Sonug 4.2.11: G kompakt Lie grup X bir G-uzay1 ve pe X olsun pnin dyle
bir U komsulugu vardir ki, her ye U i¢in, Tip(G(y)) 2 Tip(G(p)) olur.

ispat 4.2.11: U, e’nin komsulugu, H, G nin kapali alt grubu olsun o halde
sonug 4.2.8 den ee W c U ve K  WH ise bir ue U igin u™ Ku < H olacak sekilde
e'nin U iginde kalan bir W komsulugu vardir.
ge G-WG,, ise p # gp dir.
peU,, gpeV,, ve UyNV,, = D olacak sekilde p'nin U,, gp'nin V,, komsuluklan
vardir.
GxX—X
(g.x)—gx, siirekli oldugundan her ge G-WG,, igin ge O, < G, pe U ;,_g cXve
OgU,, < Vg olacak sekilde agik, O, ve U’, . kiimeleri vardur.
{O,: ge G-WG,}, G-WG, nin agik ortiisii olup G-WG,, kompakt oldugundan
G-WG,= UOg' seklindedir. O halde, V= ﬂU "z, » P nin bir komsulugu olup
i=) i=l

Her ye V ve her ge G-WG,, igin gy # y olup G-WG, < G-G , dolayisiyla G, < WG,

olup birue U igin, u™' G +u € G, dir. Dolayisiyla her ye V igin

Tip(G(y)) 2 Tip(G(p)) dir.
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4.3 Egrilerin Yiikseltilmesi

Teorem 4.3.1: G bir kompakt Lie grup ve X, % = 1=[0,1] seklinde bir G

uzayi olsun. O halde ;

n:X—> % doniislimiiniin bir kesiti vardir.

ispat 4.3.1: X kompakt oldugundan tam regiilerdir. Dolayistyla her noktada

dilim vardir. ©t nin, %‘nin, her noktasi civarinda yerel kesiti oldugunu géstermek

yeterlidir. Ciinkii eger ;

gy =6, vegici(%)=0,._,(%), I <i<n-1, olsun. O halde;

G:I-X, 00 =gog,mngiOt) i sl +%, global kesittir.

Simdi yerel capraz kesitin (dolayisiyla global kesitin) varliini G'nin boyutu ve
bilegenlerinin sayisi iizerinde ¢ifte timevarimla gésterelim.

E: e’nin G'deki yol bileseni olsun. E kapali normal alt gruptur.

dimG =0 ve I% | = 1 olsun.Bu durumda G = {e} olup, % = X dir. Dolayisiyla

global kesit vardir. Simdi, hipotezimizin;

dimG <n, ve |% | ne olursa olsun, ve;
|% |<t, ve dimG =n iken dogru oldugunu varsayalim.
. - G _
dimG =n, ve |A- | =t olsun
F=X®veF =n(F)cl= % olup, F* kapahdir. G, X-F iizerine etki eder ve

(X - F%; =[-F" dir. ye X-F olsun, X-F, tam regiiler G-uzayi oldugundan y'de

X-F i¢inde kalan S dilimi vardir. O halde G, nin § {izerine etkisi vardir.
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dimGy < dimG dir.

dimG, = dimG = n ise |% | < t olup varsayimimizdan S— % doniigiimiiniin

yerel kesiti (dolayistyla global kesiti)vardir.

dimGy < n ise varsayummizdan, S— % déniiglimiiniin global kesiti vardir.

O halde, X-F—I- F* doniigiimiiniin global kesiti vardir. Bu kesite
C’ < X-F, diyelim C’, X-F'de kapalt olup C = C'UF, X'de kapahdir ve X deki
her orbitle tek noktada kesigir. O halde C global kesittir.

Simdi, dimG =n, ve |% | = t+1 olsun. Benzer sekilde, yeX-F igin

dimG,=dimG = n ise IG/E | < tolup, §— % doniislimiiniin global kesiti vardir.

dimGy < n ise varsayimimizdan, S— % doéniigiimiiniin global ¢apraz kesiti vardir.
¥

Simdi;
dimG = n+1 ve |G/ |=tolsun, yeX-F igin;

dimG, = dimG = n+1 ise |% <t olup varsayimimizdan, S— % déniisiimiiniin

global kesiti vardir.

dimG, < dimG < n+! ise dimGy < n olup, §— % doniisiimiiniin global kesiti

vardir. O halde ;

dimG <n+l, ve I% | ne olursa olsun dogru ve;
|G/ |<t, vedimG ne olursa olsun hipotezimizin dogru oldugu sonucunu elde ettik.
E g g

O halde & : X— -% déniisiimiiniin kesiti vardir.

Teorem 4.3.2: G bir kompakt Lie grup X bir G-uzay1 ve f: I % herhangi

bir egri ise S nin bir f’, yiikseltilmesi vardir.
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ispat 4.3.2: Xin ftarafindan geri gekilmesi olan f°X'i diisiinelim
f V =1
G

ft __.l‘l__.»x

Ty

L —%

n"*niin, global kesiti 6 vardir. f* =f, oo, fnin bir yiikseltilmesi olur.

Sonug 4.3.3: G kompakt Lie grup X yol baglantilt G-uzayr, ve baglantili bir
G-orbit varsa, m,: n ,(X)>n '(%) ortendir. Dolayisiyla, X, basit baglantil ise

% de basit baglantihdur.

Ispat 4.3.3: G(x) baglantili olsun, n(x)=x" ve f: [= % , X “da kapali bir
egri, yani f{0)=f(1)=x" olsun. f’":I-X, fnin yiikseltilmesi f’(0)=x
varsayabiliriz. k:I->G(x) k(0) = f’(1) ve k(1) = x olan bir egri olsun
G(x) baglantihi oldugundan boyle bir egri vardir. f’k : =X, x'de kapah bir egri
olup, m, ([ £ k]) = {f1 .]1=1[f] olur. Dolayisiyla, &, ortendir.

X

Sonug 4.3.4: X yol baglantili ve yerel basit baglantili tam regiiler G-uzay1 G

kompakt Lie grup ise % yerel yan basit baglantihdir.
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fspat4.3.4: xeX, V', x"*mn % *de bir komsulugu, V=n"(V") olsun;

U, x'in V iginde kalan basit baglantili komsulugu i¢in =, (U, )= = ,(V, x) sifir

doniigiimiidiir. S, x“de bir dilim olsun. ScU varsayabiliriz. x, G,'in § iizerine etkisi

altinda sabit kaldigindan, S'de baglantili bir G,-orbit vardir. O halde ;
(S, x)>n ,(% .x")=m (G5, x*) brten olup

(S, X) 0 > 1, (V,x)

n, (GS/,x) > (V. x")
alttaki déniigiim stfir doniisiimiidiir. O halde, x**in, x* € G% < V7 olacak sekilde

basit baglantili G% komsulugu vardir. O halde, % yerel yarn basit baglantilidir.

Sonuc 4.3.5: X yol baglantili G-uzayi, G kompakt Lie grup ise

H, (X, 0)—H,( % , ) ortendir.

ispat4.3.5: H (X, 0) =H, (X, Z)®Q dur. (evrensel katsay: teoreminden)

aeH, ( % , Z) olsun. Hurewicz teoreminden o = @({f])dir.

f:1- %, kapal egri) f'nin bir f’yiikseltilmesi vardir. Simdi, f'(0) ve f'(1) ‘in

ayni bilesende olmadigin1 varsayalim; bir ge G i¢in f’(1) = g f’(0) olup bir
n#0 icin g" birim elemanin bilegeninin elemant olur.
Ohalde g"" f'(H=g" f'(0)ile f'(0), G(f’(0))1n aym bileseninin iginde olur. &,

g"" f'(1)den f’(0)a bir egri olsun; f g f 8> fvververernnne, g"" f'k, X iginde
kapali bir egri olup;
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R 8 8% f e g f=LF  f11=[f"]olr

n=defu

O halde, no, H,(X, Z) nin goriintiisiinde olup;
o®qg = noz®-(-l-, H, (X, Z)®Q-—>H,(%, Z)®Q doniigiimiiniin goriintiisiindedir.
n

Dolaysiyla, H, (X, O)—H, ( % , Q) homomorfizmi 6rtendir.
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SONUCLAR

X bir G-uzay1 G kompakt Lie grup olsun; p: X—)%, p(x) = G(x) olarak
tanimlanan kanonik doniigiim ise ortii uzaylarinin aksine

p. ' (X, x)>n ,(%, x*) doniigiimii genel durumda, 1-1 degildir. Buna bir

srnek verelim. X=S', G=Z, olsun GxS' -8’

i .
. . e =e ise
(g’em )_)ge.a = Y 8
e” g #e ise

olarak tanimlanan fonksiyon siirekli olup G'nin X iizerine bir etkisidir. Bu etkinin

orbit uzayx; % = [ olup dolayistyla basit baglantihidir. m (X, x) =Z olup

P, (X, x)>n l()VG,x') doniigiimii 1-1 olamaz.

Teorem 4.3.6: G kompakt Lie grup, X bir G-uzayi, p: X— %; xeX ve

p(x) =x" olsun. O halde, p,.(n,(X,x)), = ,(% , X")'1n normal alt grubudur.

ispat 4.3.6: [gle n ,(% ,x°), [fle n (X, x) olsun

[glp. (Mgl 'ep.(n,(X, x)) oldugunu gosterelim.
[gle =, ( % ,x") olup g nin x den baglayan bir g yiikseltilmisi vardir.

X, X

§ .-..m..umm. p

', x de kapali bir egri olur.

pg =g, ve g(0)=x, g(1)=hx, heG, olup, ghfg ~
[glp. (Mgl ™ =p. (A& W " Dep.(n, (X, x)) olur. Dolayistyla;

p.An,(X,x), © ,(% , X* ) nin normal alt grubudur.
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Teorem 4.3.7: G bir kompakt Lie grup X bir G-uzay1, p: X % kanonik

s s - LIR . . . o, nl(X/G'x*) .
doniisiim xe X Ye p(x) = x7; n bilesenli bir orbit ise p. (1, (X, %)) in her

a elemant igin a* = e ve k < n olacak sekilde bir k vardir.

, m, (X7, x")
Ispat 4.3.7: [flp.(7 (X, x))e ' /G A(n,(X,x)) olsun

[len ,(% ,Xx")olup, f, x*"da kapah bir egridir

X, x
.~"’1

p

fil « »(%; L x°

fnin x"de baglayan bir f yiikseltilmisi vardir. f (0)=x, f(1)=gx, geG olsun

o zaman bir keN, ve k < n icin x ile g*x aym bilesende olur. O halde bu bilesen

icinde kalan ve x ile g'x’i birlestiren bir h egrisi vardir. Bu durunda,

F&f v g*" f h, x'de kapali bir egri olup ;
PR(ET T g D=1 K fl=[A*ep.(n,(X, x)) dir. Dolayisiyla
R

m (X, x L
her [flp.(n (X, x))e %; 4(1“(}(,17)) icin ve bir ke N,

(flp.(m (X, x))* =p.(n,(X,x)) dir. ve k<n dir.

Sonug 4.3.8: X basit baglantili bir G-uzay:, G kompakt Lie grup, x"; n, bilegenli
Bir orbit ise, = ,(% , X" Ynin her elemaninin derecesi n'den kiigiik veya n'ye

esittir.
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