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Danışman : Prof. Dr. Mustafa ÖZKAN



v

ALMOST HSU-GOLDEN STRUCTURES ON MANIFOLDS
(Ph. D. Thesis)
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SİMGELER VE KISALTMALAR

Bu tez çalışmasında kullanılan simge ve kısaltmalara ait açıklamalar aşağıda listelenmiştir.

Simgeler Açıklamalar

M Manifold

TM M üzerindeki vektör alanlar kümesi

g Riemann metriği

[. , .] Lie operatörü

{. , .} Jordan operatörü

∇ Lineer konneksiyon

ΦΦΦ Altın yapı

F Hsu yapı

J Hemen hemen Hsu-altın yapı

NF F nin Nijenhuis tensörü

R Riemann eğrilik tensörü

D Distribüsyon (dağılım)

B−metrik Norden metrik



1

1. GİRİŞ

2007 yılında Hreţcanu tarafından “altın yapı” adı verilen bir yapı tanımlanmış; bu yapının

Riemann manifoldları üzerindeki uygulamaları ise 2007–2009 yılları arasında Crasmareanu

ve Hreţcanu tarafından incelenmiştir [1–4]. Söz konusu çalışmalar, sonraki araştırmalar için

bir çerçeve oluşturmuştur. 2013 yılında Gezer, Salimov ve Cengiz, altın Riemann

yapılarının integrallenebilirlik koşullarını incelemişlerdir [5]. Özkan, 2014 yılında bir altın

yapının horizontal ve vertical liftlerini ve tanjant demetlerindeki geometrisini ele

almıştır [6]. Aynı yıl içerisinde Akyol ve Şahin, altın Riemann manifoldları arasındaki altın

dönüşümleri ve bu dönüşümlerin sabitliğini araştırmışlardır [7]. Özkan ve Yılmaz, altın

yapının r-inci dereceden tanjant demetteki r-lifti ve bu yapının integrallenebilirlik

koşullarını incelemişlerdir [8]. Etayo, Santamaría ve Upadhyay, hemen hemen altın

Riemann yapısına uyarlanmış konneksiyonları incelemişlerdir [9]. Yaşar ve Poyraz, altın

yarı-Riemannian manifoldunun lightlike hiper yüzeylerini tanımlamış ve çeşitli özelliklerini

araştırmışlardır [10]. Hreţcanu ve Blaga, altın warped çarpım Riemann manifoldlarını

tanımlamış ve bu yapıların eğrilik özelliklerini incelemişlerdir [11]. Erdoğan ve Yıldırım,

altın Riemannian manifoldunun yarı-invariant ve tamamen umbilik yarı-invariant alt

manifoldları üzerinde çalışmalar yürütmüşlerdir [12, 13]. Bahadır ve Uddin golden

Riemann manifoldların slant alt manifoldlarını inceleyerek, bu yapıları karakterize

etmişlerdir [14]. Hreţcanu ve Blaga, lokal altın Riemannian manifoldlarındaki warped

çarpım noktasal hemi-slant ve semi-slant alt manifoldları incelemişlerdir [15]. Şahin, Şahin

ve Erdoğan, sabit kesitsel eğriliğe sahip Norden altmanifoldu üzerinde araştırmalar

yaparak, yeni bir Norden altın kesitsel eğrilik kavramı ortaya koymuş ve Norden altın uzay

formunun yarı-invariant alt manifoldlarını incelemişlerdir [16]. Mevcut literatür, bu

alandaki araştırmaların sürekli olarak ilerlediğini ve yeni bulgularla zenginleştiğini

göstermektedir.

Öte yandan Hsu, 1960 yılında, kendi adıyla anılan Hsu-yapıyı tanımlamış ve bu yapının

integrallenebilirliğini araştırmıştır [17, 18]. 2004 yılında Nivas ve Verma, genelleştirilmiş

Hsu-yapısına sahip bir manifoldun Nijenhuis tensörü ile integrallenebilirlik koşullarını ele

alarak, bu manifold üzerindeki semi-simetrik non-metrik konneksiyonu

incelemişlerdir [19]. Daha sonra Singh, 2006 yılında genel cebirsel Hsu-yapısına sahip bir
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manifoldun integrallenebilirlik koşullarını değerlendirmiş [20], Nivas ve Verma ise 2011

yılında bu manifoldun alt manifoldlarına odaklanmışlardır [21]. Bisht ve Shanker

2012–2015 yılları arasında, söz konusu manifoldlarda farklı şekilde yenileme ve simetri

türlerini tanımlamış, Nijenhuis tensörünü çeşitli formlarla ifade etmiş ve manifoldun

düzlüğünü farklı eğrilik tensörleri üzerinden kapsamlı bir şekilde analiz

etmişlerdir [22–25]. Son olarak, 2023 yılında De, Gezer ve Karaman, Hsu B-manifoldu

tanımlamış ve bu manifolddaki yarı-simetrik F-bağlantının eğrilik tensör alanını ele

almışlardır [26]. İlgili çalışmalar, Hsu-yapısına sahip manifoldların integrallenebilirlik

koşulları ve geometrik özellikleri üzerine giderek derinleşen ve çeşitlenen bir araştırma

çizgisi ortaya koymaktadır.

Altın yapı ile Hsu-yapı arasındaki olası bağlantılar ve ortak uygulamalar henüz yeterince

araştırılmadığından, bu tez çalışması literatürdeki mevcut boşluğa odaklanarak özgün bir

katkı sağlamayı amaçlamaktadır.

Bu tez çalışmasında, Hsu ve altın yapılardan ilham alınarak hemen hemen Hsu-altın yapı

adı verilen yeni bir yapı tanımlanmıştır. Tez çalışması dört bölümden oluşmaktadır. İlk

bölüm geçmişten günümüze altın yapı ve Hsu-yapı üzerine yapılan çalışmaları özetlerken,

ikinci bölüm konunun özümsenmesi için ihtiyaç duyulan bazı temel kavramlar hakkında

detaylı bilgi sunmaktadır. Üçüncü bölümde hemen hemen Hsu-altın yapı tanımlanmış,

çeşitli matematiksel özellikleri incelenmiş ve ardından hemen hemen Hsu-altın

B-manifoldun tanımı verilmiştir. Ayrıca bahse konu yapının integrallenebilirlik ve paralellik

koşulları araştırılmış ve bazı eğrilik ilişkileri sunulmuştur. Son bölümde ise araştırmanın

temel bulguları ve literatüre katkıları özetlenmiştir.



3

2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölüm, çalışmanın ilerleyen kısımlarında temel teşkil edecek bazı tanım ve teoremleri

içermektedir.

2.1. Manifoldlar ve İlgili Yapılar

Manifoldlara dair temel bilgiler ile bu yapılara bağlı temel kavramlar bu kesimde

sunulmaktadır. İlk olarak bir topolojik uzay üzerinde daha sonra da bir küme üzerinde bir

manifold kavramını vereceğiz.

2.1.1. Tanım

Bir M topolojik uzayının her bir p noktasının Rn uzayının bir V açık alt kümesine

homeomorfik olan bir U açık komşuluğu mevcutsa M kümesine bir topolojik manifolddur

denir. Şöyle ki,

∀p ∈ M için p ∈U,∃U açık komşuluğu var ∋ ϕ : U →V ⊂ Rn

olur. Ayrıca (ϕ,U) ikilisi M manifoldunun bir n-boyutlu haritası, ϕ koordinat dönüşümü ve

U kümesi de koordinat komşuluğu olarak adlandırılır [34].

2.1.2. Tanım

Bir M topolojik uzayının n-boyutlu bir haritası (ϕ,U) olmak üzere, Rn uzayındaki doğal

koordinat fonksiyonları (x1,x2, . . . ,xn) ise ui = xi ◦ϕ ile tanımlı (u1,u2, . . . ,un) fonksiyonları

(ϕ,U) haritasının koordinat fonksiyonları, p ∈ M olmak üzere (u1(p),u2(p), . . . ,un(p)) ise

p noktasının (ϕ,U) haritasına göre koordinatları olarak isimlendirilir [34].

2.1.3. Tanım

Bir topolojik M manifoldu ve bu manifoldun Uα ∩Uβ ̸= /0 olacak şekilde iki n-boyutlu

haritası (ϕα ,Uα) ve (ϕβ ,Uβ ) verilsin. Sırasıyla ϕα(Uα ∩Uβ ), ϕβ (Uα ∩Uβ ) kümeleri
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ϕα(Uα) ve ϕβ (Uβ ) de açık ve

ϕβα : ϕβ ◦ϕ
−1
α : ϕα(Uα ∩Uβ )→ ϕβ (Uα ∩Uβ )

dönüşümü bir homeomorfizm ise bu iki haritaya topolojik olarak örtüşürler denir. ϕβα ise

haritalar arası dönüşüm fonksiyonu olarak adlandırılır [34].

2.1.4. Tanım

M topolojik uzayının {(ϕα ,Uα)}α∈I ailesindeki haritalar topolojik olarak örtüşüyor ise bu

aile M üzerinde bir topolojik atlas olarak adlandırılır [34].

2.1.5. Tanım

M topolojik manifoldunun iki haritası (ϕα ,Uα) ve (ϕβ ,Uβ ) olmak üzere,

ϕβα = ϕβ ◦ϕ
−1
α ve ϕαβ = ϕα ◦ϕ

−1
β

dönüşümleri C∞- sınıfından (düzgün) ise bu haritalara C∞- sınıfındandır (düzgündür) denir

[34].

2.1.6. Tanım

Bir topolojik M manifoldu ve bu manifoldun haritalarının ailesi A = {(ϕα ,Uα)}α∈I olmak

üzere; A içindeki her iki harita düzgün ve M =
⋃

α∈I Uα ise A atlasına M manifoldunun bir

C∞-sınıfından atlası veya C∞-atlası veya düzgün atlası denir [34].

2.1.7. Tanım

A1 ve A2, M topolojik manifoldu üzerinde iki C∞-atlas olmak üzere, A1∪A2 de M üzerinde

bir C∞- atlas ise bu atlaslar C∞-bağdaşık olarak adlandırılır ve A1 ∼A2 ile gösterilir. Burada

∼ bağıntısı bir denklik bağıntısıdır [34].
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2.1.8. Tanım

A , M topolojik manifoldu üzerinde bir C∞−atlas olmak üzere; A nın denklik sınıfı

[A ] = {K |K ,M üzerinde C∞ − atlas ve A ∼ K }, M üzerinde A nın doğurduğu

C∞-diferensiyellenebilir yapı olarak isimlendirilir [34].

2.1.9. Tanım

M topolojik manifoldu üzerinde tanımlı tüm düzgün atlasları içeren en geniş atlasa tam

(maksimal) atlas adı verilir [34].

2.1.10. Tanım

Farklı her iki elemanının ayrık komşulukları var olan bir topolojik uzaya Hausdorff uzayı

denir [34].

2.1.11. Tanım

M Haussdorff uzayı üzerinde tanımlı tam atlas ile birlikte topolojik manifolda düzgün (veya

C∞) manifold adı verilir. Bahse konu tam atlas ise M üzerinde düzgün (C∞-sınıfından)

yapıdır. Yani,

1. M bir Haussdorff uzay,

2. ϕα : Uα ⊂ M →V ⊂ Rn dönüşümü bir homeomorfizmdir,

3. M =
⋃

α∈I Uα ,

4. ϕβα : ϕα(Uα ∩Uβ ) −→ ϕβ (Uα ∩Uβ ) ve ϕαβ = (ϕβα)
−1 dönüşümü düzgün yani ϕαβ

dönüşümü C∞- sınıfından bir diffeomorfizmdir.

(a) ϕαβ dönüşümü 1-1 ve örtendir,

(b) ϕβ (Uα ∩Uβ ) kümesinin koordinatları x = (x1,x2, . . . ,xn) ve ϕα(Uα ∩Uβ ) kümesinin

koordinatları y = (y1,y2, . . . ,yn) ise

i. yi fonksiyonların her biri x in C∞- sınıfından dönüşümleridir,

ii. det
[

∂yi
∂x j

]
̸= 0 dır,

5. A = {(Uα ,ϕα)}α∈I tam atlastır [34].
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Yukarıdaki tanımda; M manifoldunun koordinat komşulukları Rn uzayının bir alt kümesine

homeomorfik olduğundan M düzgün manifoldu n-boyuta sahiptir [34].

Şimdi boştan farklı bir küme üzerinde manifold kavramını verelim.

2.1.12. Tanım

M boştan farklı bir küme ve M nin bir alt kümesi U olmak üzere, Rn uzayının bir V açık alt

kümesine ϕ : U → V ⊂ Rn şeklinde tanımlanmış ϕ fonksiyonu bire-bir, örten ve V kümesi

Rn de açık ise (ϕ,U) ikilisine M kümesi üzerinde bir n-boyutlu harita denir [34].

2.1.13. Tanım

Bir M kümesinin n-boyutlu bir haritası (ϕ,U) olmak üzere, Rn uzayındaki doğal Öklid

koordinat fonksiyonları (x1,x2, . . . ,xn) ise ui = xi ◦ ϕ ile tanımlı (u1,u2, . . . ,un)

fonksiyonları (ϕ,U) haritasının koordinat fonksiyonları, p ∈ U olmak üzere

(u1(p),u2(p), . . . ,un(p)) ise p noktasının (ϕ,U) haritasına göre koordinatları olarak

isimlendirilir [34].

2.1.14. Tanım

Bir M kümesi üzerinde tanımlı tüm n-boyutlu (ϕα ,Uα) haritalarının bir ailesi

A = {(ϕα ,Uα)}α∈I ve I indis kümesi olmak üzere;

M =
⋃
α∈I

Uα

ise A ailesine M kümesi üzerinde bir n-boyutlu atlas denir [34].

2.1.15. Tanım

Bir M kümesinin atlası A = {(ϕα ,Uα)}α∈I ve bu atlastaki iki harita (ϕα ,Uα), (ϕβ ,Uβ )∈A
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olmak üzere Uα ∩Uβ ̸= /0 için

ϕβα : ϕβ (Uα ∩Uβ )→ ϕα(Uα ∩Uβ )

dönüşümü Ck-difeomorfizm ise bu iki haritaya Ck-uyumludur denir ve ϕβα haritalar arası

dönüşüm fonksiyonu olarak adlandırılır [34].

2.1.16. Tanım

M kümesinin {(ϕα ,Uα)}α∈I ailesindeki haritalar Ck-uyumlu ise bu aile M üzerinde bir Ck-

atlas olarak adlandırılır [34].

2.1.17. Tanım

A1 ve A2, M kümesi üzerinde iki Ck-atlas olmak üzere, A1 ∪A2 de M üzerinde bir Ck-atlas

ise bu atlaslar Ck-bağdaşık olarak adlandırılır ve A1 ∼ A2 ile gösterilir. Burada ∼ bağıntısı

bir denklik bağıntısıdır [34].

2.1.18. Tanım

A , M kümesi üzerinde bir Ck-atlas olmak üzere; A nın denklik sınıfı [A ], M üzerinde

A ’nın doğurduğu Ck-diferensiyellenebilir yapı veya Ck-yapı olarak isimlendirilir [34].

2.1.19. Tanım

(M, [A ]) ikilisine n-boyutlu bir Ck-diferensiyellenebilir manifold ya da kısaca Ck-manifold

denir [34].

2.1.20. Tanım

Bir Ck-diferensiyellenebilir yapı ∀k ∈ Z+ için Ck-diferensiyellenebilir manifold ise M ye

C∞-diferensiyellenebilir veya düzgün manifold denir [34].



8

2.1.21. Tanım

U ve V , Rn uzayının iki açık alt kümesi olmak üzere, bir Ψ : U −→ V fonksiyonu için;

Ψ ∈Ck(U,V ), Ψ−1 : V −→U var ve Ψ−1 ∈Ck(V,U) önermeleri doğru ise Ψ fonksiyonuna

Ck-sınıfından bir diffeomorfizim ve U ile V kümelerine de k. dereceden diffeomorfiktirler

denir [35].

2.1.22. Tanım

C∞(M,R), bir M manifoldu üzerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonların kümesi olmak

üzere; her a,b ∈R ve f ,g ∈C∞(M,R) için aşağıdaki şartları karşılayan Vp : C∞(M,R)−→R

dönüşümü p noktasında M manifoldunun tanjant vektörü olarak isimlendirilir [36];

a) Vp(a f +bg) = aVp f +bVpg,

b) Vp( f g) =Vp( f )g+ fVpg.

M manifoldunun p noktasındaki tanjant vektörlerinin kümesi TpM ile gösterilir. TpM bir reel

vektör uzayıdır. Bu uzaya M nin p noktasındaki tanjant (teğet) uzayı denir [36].

2.1.23. Tanım

Bir M manifoldu için, TpM tanjant uzayında ∀p ∈ M noktasına bir tanjant vektör karşılık

getiren X diferensiyellenebilir dönüşümüne vektör alanı adı verilir. T M = ∪
p∈M

TpM olmak

üzere M üzerindeki vektör alanlarının kümesi χ(M) veya Γ(T M) ile gösterilir [36].

2.1.24. Tanım

M ve N manifoldları üzerinde bir dönüşüm F : M −→ N olsun. (U,φ) ve (V,ϕ) sırasıyla,

p ∈ M noktasının komşuluğundaki harita ve F(p) ∈ N noktasının komşuluğundaki harita

olmak üzere, φ(U) ⊂ Rm den ϕ(V ) ⊂ Rn kümesine olan ϕ ◦ F ◦ φ−1 dönüşümü

diferensiyellenebilirse F dönüşümü p ∈ M noktasında diferensiyellenebilirdir [36].
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2.1.25. Tanım

ϕ : Rn → Rm, ϕ = ( f1, f2, . . . , fm) düzgün fonksiyon olmak üzere, vq ∈ Tq(Rn) için;

ϕ∗q : Tq(Rn)→ Tϕ(q)(Rm), ϕ∗q(vq) = (vq[ f1],vq[ f2], . . . ,vq[ fm])ϕ(q)

fonksiyonuna, ϕ nin q noktasındaki türev dönüşümü adı verilir [37].

2.1.26. Tanım

Bir reel vektör uzayı V ve V nin dual uzayı V ∗ olsun.

T : V ∗× ...×V ∗︸ ︷︷ ︸
k−tane

×V × ...×V︸ ︷︷ ︸
l−tane

−→ R

şeklinde her bir (k+ l) lineer dönüşümüne V üzerinde k-yinci dereceden kontravaryant ve

l-yinci dereceden kovaryant (veya kısaca (k, l) tipinden) bir tensör denir [47].

Bir vektör uzayı üzerinde tanımlı (k, l) tipinden tensörlerin kümesi T k
l (V ) ile gösterilir.

T k
l (V ), R üzerinde bir vektör uzayı olup boyV = n ise boyT k

l (V ) = nk+l dir.

V vektör uzayı yerine M manifoldunun p noktasındaki tanjant uzayı olan TpM alınırsa, M

nin p noktasındaki bir tensör uzayı olan T k
l (TpM) elde edilir ve bu uzayın her bir elemanına

p noktasında bir (k, l) tipinden tensör denir.

2.1.27. Tanım

M bir manifold olsun. M nin her bir noktasına (k, l) tipinden bir tensör karşılık getiren bir

dönüşüme, M üzerinde (k, l) tipinden bir tensör alanı denir [47].

M üzerinde tanımlı tensör alanlarının kümesi ℑk
l (M) ile gösterilir. ℑk

l (M) kümesi C∞(M)

üzerinde bir modüldür.
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2.1.28. Tanım

χ(M), M düzgün manifoldu üzerinde vektör alanlarının uzayı ve C∞(M, IR) reel değerli C∞

fonksiyonların halkası olsun. O halde, g : χ(M)× χ(M) −→ C∞(M, IR) biçiminde bir iç

çarpım tanımlı ise M manifolduna bir Riemann manifoldu denir. g işlemi ise M üzerinde

Riemann metriği (iç çarpım, metrik tensör, diferensiyellenebilir metrik) olarak isimlendirilir.

Bu durumda (M,g) ikilisi bir Riemann manifoldu olarak isimlendirilir [39].

2.1.29. Tanım

χ(M), M düzgün manifoldu üzerinde vektör alanlarının kümesi ve C∞(M, IR) reel değerli C∞

fonksiyonların halkası olsun. g : χ(M)× χ(M) → C∞(M, IR) fonksiyonu; 2-lineer, simetri

ve ∀X ∈ χ(M) için g(X ,Y ) = 0 ise Y = 0 ∈ χ(M) özeliklerini sağlıyorsa, g ye M manifoldu

üzerinde bir yarı-Riemann metriği denir ve (M,g) ikilisi bir yarı-Riemann manifoldu olarak

adlandırılır [39].

2.1.30. Tanım

M bir manifold ve

∇ : χ (M)×χ (M)→ χ (M)

diferensiyellenebilir bir dönüşüm olsun. ∀ f ,g ∈C∞ (M) ve ∀X ,Y,Z ∈ χ(M) için,

a) ∇ f X+gY Z = f ∇X Z +g∇Y Z,

b) ∇X( fY ) = f ∇XY +(X f )Y ,

c) ∇X(Y +Z) = ∇XY +∇X Z

ise ∇ ya M üzerinde bir lineer konneksiyon denir [47].

2.1.31. Tanım

(M,g) bir Riemann manifoldu ve ∇, M manifoldu üzerinde
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∇g = 0

şartını sağlayan bir simetrik lineer konneksiyon ise bu durumda ∇ ya M üzerinde Riemann

konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu denir [47].

2.2. Altın Yapı

Bu kesimde, altın yapının tanımı ve temel özellikleri hakkında genel bilgiler sunulmaktadır.

2.2.1. Tanım

M bir düzgün manifold, M üzerinde bir I özdeşlik dönüşümü ve K (1,1) tipinden bir tensör

alanı için;

a) ∀p ∈ M için Kn−1(p),Kn−2(p), . . . ,K(p), I lineer bağımsız ve

b) K tensör alanı Q(x) = xn +anxn−1 + . . .+a2x+a1 = 0 denklemini sağlıyorsa

K tensör alanına M üzerinde bir polinom yapısı ve Q(x) polinomuna da yapı polinomu denir

[41].

2.2.2. Tanım

Q(x) = x2 − I yapı polinomuna sahip (1,1) tipindeki tensör alanı hemen hemen çarpım yapı

olarak adlandırılır ve P ile gösterilir. O halde P2 = I olur [2, 40].

2.2.3. Tanım

M manifoldu üzerinde (1,1) tipindeki bir Φ tensör alanı

Φ
2 = Φ+ I

denklemini sağlıyorsa, bu tensör alanına altın yapı adı verilir [2, 40].
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2.2.4. Önerme

( fn)n Fibonacci dizisi olmak üzere, M manifoldu üzerinde bir altın yapı

Φ
n = fnΦ+ fn−1I.

biçiminde üslü kuvvetlere sahiptir [2, 40].

2.2.5. Teorem

Herhangi bir hemen hemen çarpım yapısı P den

Φ =
1
2
(I +

√
5P)

şekilde tanımlanan bir altın yapı elde edilir.

Tersine, herhangi bir altın yapı, kendisine karşılık gelen bir hemen hemen çarpım yapısı

üretir. Bu yapı

P =
1√
5
(2Φ− I)

biçiminde verilir [2, 40].

2.2.6. Tanım

Φ ile tanımlanan bir altın yapının Nijenhuis tensörü aşağıdaki biçimde verilir:

NΦ(U,V ) = Φ
2[U,V ]−Φ[ΦU,V ]+ [ΦU,ΦV ]−Φ[U,ΦV ].

Eğer NΦ = 0 koşulu sağlanıyorsa, bu durumda Φ altın yapısı integrallenebilirdir [2, 40].
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2.2.7. Tanım

Eğer g, M üzerinde tanımlı bir Riemann metriği olup

g(Φ(X),Y ) = g(X ,Φ(Y )), ∀X ,Y ∈ X(M)

koşulunu sağlıyorsa, (g,Φ) ikilisine bir altın Riemannian yapı adı verilir. Dolayısıyla,

(M,g,Φ) üçlüsü bir altın Riemann manifold olarak adlandırılır [2, 40].

2.3. Hsu Yapı

Hsu yapıya dair temel kavramların anlaşılması amacıyla, bu bölümde yapının tanımı ve bazı

özellikleri özetlenmiştir.

2.3.1. Tanım

M çift boyutlu bir C∞-diferansiyellenebilir manifold ve F (1,1) tipli tensör alanı olsun. Eğer

F

F2 = arI

cebirsel koşulu sağlıyorsa, F tensör alanına M manifoldunda bir Hsu yapı denir. Burada

a ∈ C, r ∈ Z ve I özdeşlik dönüşümüdür [17].

Bu yapı, parametre seçimlerine göre çeşitli özel durumları kapsar [17]:

• Eğer a =−1 ve r tek sayı ise hemen hemen kompleks yapı,

• Eğer a = 1 veya r = 0 (a ̸= 0) ise hemen hemen çarpım yapı,

• Eğer a = 0 ve r ̸= 0 ise hemen hemen tanjant yapı,

• Eğer r = 2 ise GF-yapı ve

– a ̸= 0 ise π-yapı,

– a =±i ise hemen hemen kompleks yapı,

– a = 1 ise hemen hemen çarpım yapı,
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– a = 0 ise hemen hemen tanjant yapı

elde edilir.

2.3.2. Tanım

Eğer g, M üzerinde tanımlı bir Riemann metriği olup,

g(X ,FY ) = g(FX ,Y )

eşitliği sağlanıyorsa, (M,g,F) üçlüsüne bir hemen hemen Hsu-B manifold denir [26]. Bu

durumda F , metrikle self-adjoint olur ve g metrik tensörü bir B-metrik (Norden metrik)

olarak adlandırılır.

2.3.3. Tanım

F Hsu-yapısının Nijenhuis tensörü aşağıdaki gibi tanımlanır [18, 23]:

NF(U,V ) = F2[U,V ]+ [FU,FV ]−F [FU,V ]−F [U,FV ].

Eğer NF = 0 ise, F Hsu yapısı integrallenebilirdir [18].

2.3.4. Önerme

Bir (M,F,g) hemen hemen Hsu-B manifoldunda g metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ∇,

∇F = 0

koşulunu sağlıyorsa, bu durumda (M,F,g) üçlüsü Hsu-B manifold olur. [26].
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3. MANİFOLDLAR ÜZERİNDE HEMEN HEMEN HSU-ALTIN
YAPILAR

Bu bölümde, öncelikle yeni bir yapı olan hemen hemen Hsu-altın yapı tanımlanmış, bazı

özellikleri incelenmiş ve ardından hemen hemen Hsu-altın B-manifold tanımlanmıştır.

Ayrıca bahse konu yapının integrallenebilirlik ve paralellik koşulları araştırılmış ve bazı

eğrilik ilişkileri sunulmuştur.

3.1. Hemen Hemen Hsu-Altın Yapı

3.1.1. Tanım

M düzgün manifold, I özdeşlik dönüşümü, J ise (1,1)-tipinden bir tensör alanı olsun. r ∈ Z

ve a ∈ C olmak üzere,

J2 = J− 1−5ar

4
I (3.1)

denklemini sağlayan J tensör alanına M manifoldu üzerinde hemen hemen Hsu-altın yapı

denir.

(M,J) ikilisi ise hemen hemen Hsu-altın manifold olarak isimlendirilir.

Not

Eş. 3.1 eşitliği ile tanımlanan hemen hemen Hsu-altın yapı [2] numaralı kaynakta verilen

yapıların bir genellemesidir. Yani, Eş. 3.1 eşitliğinde;

• a = 1 veya r = 0 (a ̸= 0) alınırsa altın yapı (J2 − J− I = 0);

• a = 0 (r ̸= 0) ise tanjant altın yapı (J2 − J+ 1
4 I = 0);

• a =−1 ve r bir tek sayı ise kompleks altın yapı (J2 − J+ 1
2 I = 0);

• r = 2 için,

– a = 0 ise tanjant altın yapı (J2 − J+ 1
4 I = 0);

– a = 1 ise altın yapı (J2 − J− I = 0);
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– a =∓i ise kompleks altın yapı (J2 − J+ 1
2 I = 0)

elde edilir.

3.1.2. Önerme

J bir hemen hemen Hsu-altın yapı olmak üzere,

a) J yapısının özdeğerleri σ = 1+
√

5ar

2 ve 1−σ olur.

b) ∀p ∈ M için 1−5ar ̸= 0 olmak üzere, M manifoldunun tanjant uzayı TpM üzerinde J bir

izomorfizmdir.

c) 1−5ar ̸= 0 için J yapısının tersi mevcuttur. Ayrıca J−1, (Ĵ = J−1 için) Ĵ2 = 4
1−5ar (Ĵ− I)

denklemini sağlar.

İspat

J bir hemen hemen Hsu-altın yapı olsun.

a) J yapısının özdeğeri λ ise ∀X ∈ Γ(T M) için J(X) = λX olur. Eş. 3.1 eşitliğinden;

0 = J2(X)− J(X)+
1−5ar

4
I(X)

= J(λX)−λX +
1−5ar

4
X

= λ (λX)+
1−5ar

4
X −λX

=

(
λ

2 +
1−5ar

4
−λ

)
X

elde edilir. ∀X ∈ Γ(T M) için bu eşitlik doğrudur ve buradan

λ
2 = λ − 1−5ar

4

denklemi elde edilir. Denklemin kökleri ise;

λ1 =
1+

√
5ar

2
= σ ve λ2 =

1−
√

5ar

2
= 1−σ
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olarak bulunur. Sonuç olarak J yapısının özdeğerleri λ1 = σ ve λ2 = 1−σ olur.

b) J bir lineer dönüşüm olduğundan, çekirdeği {⃗0} ise bire-birdir. ∀p ∈ M için 1−5ar ̸= 0

olmak üzere, ÇekJ = {X ∈ Γ(T M) | J(X) = 0⃗} ve Eş. 3.1 eşitliğinden;

0 = J(J(X))− J(X)+
1−5ar

4
I(X)

= J(⃗0)− 0⃗+
1−5ar

4
X

= 0⃗+
1−5ar

4
X

= X

elde edilir. Yani ÇekJ = {⃗0} olur. Dolayısıyla J bire-birdir. Ayrıca,

0 = boyT M− rankJ−boy(ÇekJ)

= boyT M−boyJ(T M)

olur. Yani T M = J(T M) olup J örtendir. Sonuç olarak J bire-bir ve örten olup

izomorfizmdir.

c) J bir izomorfizmdir, o halde tersi mevcuttur. ∀p∈M için 1−5ar ̸= 0 olmak üzere, Eş. 3.1

eşitliğinden;

0 = J2 − J+
1−5ar

4
I

= J2J−1 − JJ−1 − 5ar −1
4

J−1

= J+
1−5ar

4
J−1 − I

=
1−5ar

4
J−1J−1 + I − J−1

= I − Ĵ+
1−5ar

4
Ĵ2

olur. O halde Ĵ, Ĵ2 = 4
1−5ar (Ĵ− I) denklemini sağlar.

Böylece ispat tamamlanmış olur.
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Not

a = 1 özel halinde Önerme 3.1.2 deki ifadeler [2] numaralı kaynakta verilen ifadeler ile

çakışmaktadır.

3.1.3. Önerme

J bir hemen hemen Hsu-altın yapı ise J̃ = I − J yapısı da bir hemen hemen Hsu-altın yapı

olur.

İspat

J hemen hemen Hsu-altın yapı olsun. I − J = J̃ için;

J̃2 = (I − J)2

= (I − J)◦ (I − J)

= (I − J+ J2 − J)

=

(
I −2J+ J− 1−5ar

4
I
)

= I − J− 1−5ar

4
I

= (I − J)− 1−5ar

4
I

=
5ar −1

4
I + J̃

elde edilir. O halde J̃, Eş. 3.1 eşitliğini sağlar ve böylece hemen hemen Hsu-altın yapı olur.

3.1.4. Teorem

F bir Hsu-yapı olsun. Bu yapıdan

J =
1
2

(
I +

√
5F
)

(3.2)

eşitliği ile verilen bir hemen hemen Hsu-altın yapı elde edilir.



19

Diğer taraftan, bir J hemen hemen Hsu-altın yapısından

F =
√

ar 2J− I
2σ −1

(3.3)

eşitliği ile verilen bir Hsu-yapı elde edilir.

İspat

F bir Hsu-yapı olsun. O halde

J2 = (J ◦ J)

=
1
4

[(
I +

√
5F
)
◦
(

I +
√

5F
)]

=
1
4

(
I +

√
5F +

√
5F +5F2

)
=

1
4

(
I +2

√
5F +5arI

)
=

1
4

(
2I − I +2

√
5F +5arI

)
=

1
4

(
2I +2

√
5F
)
− 1

4
(1−5ar) I

=
1
4

(
I +

√
5F
)
− 1

4
(1−5ar) I

= J− 1−5ar

4
I

elde edilir. Böylece J2 = J − 1−5ar

4
I eşitliği sağlanır. Dolayısıyla J bir hemen hemen

Hsu-altın yapıdır.

Diğer taraftan, J bir hemen hemen Hsu-altın yapı olsun. O halde;

F2 = F ◦F

=
ar

(2σ −1)2 [(2J− I)◦ (2J− I)]

=
ar

(2σ −1)2

(
4J2 −4J+ I

)
=

ar

(2σ −1)2

(
4
(

J− 1−5ar

4
I
)
−4J+ I

)
=

ar

(2σ −1)2 (4J− (1−5ar)I −4J+ I)
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=
5(ar)2

(2σ −1)2 I

=
5(ar)2

(±
√

5ar)2
I

= arI

olur. Böylece F2 = arI denklemi sağlanır. Sonuç olarak F bir Hsu-yapıdır.

Not

a = 1 özel halinde Teorem 3.1.4 deki ifadeler [2] numaralı kaynakta verilen ifadeler ile

çakışmaktadır.

3.1.5. Tanım

M manifoldu üzerinde, her X ,Y ∈ Γ(T M) alındığında g;

g(JX ,Y ) = g(X ,JY ) (3.4)

olacak şekilde bir B-metriği ise, (g,J) ikilisine bir hemen hemen Hsu-altın B-yapı ve

(M,g,J) üçlüsüne de bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold denir.

Eş. 3.4 eşitliğinden

g(JX ,JY ) = g(X ,J2Y )

= g
(

X ,

(
J− 1−5ar

4
I
)

Y
)

= g
(

X ,JY − 1−5ar

4
Y
)

= g(X ,JY )− 1−5ar

4
g(X ,Y )

elde edilir. Böylece

g(X ,JY )− 1−5ar

4
g(X ,Y ) = g(JX ,JY ) (3.5)
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denklemi elde edilir.

3.2. İntegrallenebilirlik ve Paralelizm

Bir M manifoldu üzerindeki (g,J) hemen hemen Hsu-altın B-yapısı için; g metriğinin

Levi-Civita konneksiyonu ∇ olmak üzere, J ile tanımlanan Hsu-altın yapının özelliklerini

karakterize eden bazı tensör alanları aşağıdaki şekilde tanımlanır.

a) [. , .] Lie parantez operatörü olmak üzere, J yapısının Nijenhuis tensörü

NJ(U,V ) = J2[U,V ]− J[U,JV ]+ [JU,JV ]− J[JU,V ], (3.6)

b) {. , .} Jordan parantez operatörü ve {U,V}J = {JU,V}− J({U,V}) + {U,JV} olmak

üzere, J yapısının Jordan tensörü

MJ(U,V ) =−{JU,JV}+ J({U,V}J), (3.7)

c) 2HJ = NJ +MJ eşitliğini sağlayan J yapısının deformasyon tensörü

HJ(U,V ) = (J ◦∇U J−∇JU J)(V ) (3.8)

olur [27, 28].

M manifoldu üzerinde tümleyen dağılımlar R, S; bunlarla ilişkili projeksiyonlar ise sırasıyla

r, s olsun. O halde aşağıdaki bağıntılar mevcuttur:

r2 = r, s2 = s, r+ s = I, rs = sr = 0. (3.9)

Önerme 3.1.2 (a) ve Eş. 3.9 eşitliğinde yer alan bağıntılardan;

r =
σ −1

2σ −1
I +

1
2σ −1

J (3.10)
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ve

s =
σ

2σ −1
I − 1

2σ −1
J (3.11)

elde edilir.

3.2.1. Önerme

(M,g,J) hemen hemen Hsu-golden B-manifold olmak üzere, M üzerindeki herhangi U ve V

vektör alanları için;

NF(U,V ) =
4
5

NJ(U,V ) (3.12)

olur.

İspat

U ve V , M manifoldu üzerinde herhangi iki vektör alanı olsun. Eş. 3.1, Eş. 3.6 eşitlikleri ve

Teorem (3.1.4)’den;

NF(U,V ) = ar[U,V ]+
1
5
[(2J− I)U,(2J− I)V ]− 1

5
(2J− I)[(2J− I)U,V ]

− 1
5
(2J− I)[U,(2J− I)V ]

= ar[U,V ]+
2
5
[J(U),(2J− I)V ]− 1

5
[U,(2J− I)V ]− 2

5
(2J− I)[J(U),V ]

+
1
5
(2J− I)[U,V ]− 2

5
(2J− I)[U,J(V )]+

1
5
(2J− I)[U,V ]

= ar[U,V ]+
4
5
[J(U),J(V )]− 2

5
[J(U),V ]− 2

5
[U,J(V )]+

1
5
[U,V ]

− 2
5
(2J− I)[J(U),V ]+

1
5
(2J− I)[U,V ]− 2

5
(2J− I)[U,J(V )]+

1
5
(2J− I)[U,V ]

=

(
ar +

1
5
+

2
5
(2J− I)

)
[U,V ]+

(
−2

5
− 2

5
(2J− I)

)
[JU,V ]

+

(
−2

5
− 2

5
(2J− I)

)
[U,JV ]+

4
5
[J(U),J(V )]

=
1
5
(5ar +1+2(2J− I))[U,V ]+

1
5
(−2−2(2J− I))[J(U),V ]

+
1
5
(−2−2(2J− I))[U,J(V )]+

4
5
[J(U),J(V )]
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=
1
5
(5ar +1+4J−2)[U,V ]+

1
5
(−2−4J+2)[J(U),V ]

+
1
5
(−2−4J+2)[U,J(V )]+

4
5
[J(U),J(V )]

=
1
5
(5ar −1+4J)[U,V ]− 4

5
J[J(U),V ]− 4

5
J[U,J(V )]+

4
5
[J(U),J(V )]

=
4
5

(
5ar −1

4
+ J
)
[U,Y ]− 4

5
J[J(U),V ]− 4

5
J[U,J(V )]+

4
5
[J(U),J(V )]

=
4
5

(
J− 1−5ar

4

)
[U,V ]− 4

5
J[J(U),V ]− 4

5
J[U,J(V )]+

4
5
[J(U),J(V )]

=
4
5

NJ(U,V )

olur. O halde

NF(U,V ) =
4
5

NJ(U,V )

bulunur.

Not

Bir (M,g,J) hemen hemen Hsu-altın B-manifoldu için;

a) NJ = 0 ⇒ J hemen hemen Hsu-altın B-yapısı integrallenebilirdir. Önerme (3.2.1)’den

NF = 4
5NJ dir. O halde J integrallenebilirdir ⇔ F Hsu-yapısı integrallenebilirdir.

b) M manifoldu üzerinde her X ve Y vektör alanı için;

• s[rX ,rY ] = 0 ⇒ R dağılımı integrallenebilirdir,

• r[sX ,sY ] = 0 ⇒ S dağılımı integrallenebilirdir.

(M,g,J) bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold olmak üzere;

Jr = rJ =
1√
5ar

((σ −1)I + J)J

=
1√
5ar

(σ −1)J+
1√
5ar

J2

=
1√
5ar

(σ −1)J+
1√
5ar

(
J− 1−5ar

4
I
)

=
(σ −1)√

5ar
J+

1√
5ar

J− 1−5ar

4
√

5ar
I
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=
σ√
5ar

J− 1√
5ar

J+
1√
5ar

J− 1−5ar

4
√

5ar
I

=
σ√
5ar

J− 1−5ar

4
√

5ar
I

=
1√
5ar

(
σJ− 1−5ar

4
I
)

= σr

olur. Benzer şekilde

Js = sJ =
1√
5ar

(σ I − J)J

=
1√
5ar

σJ− 1√
5ar

J2

=
1√
5ar

σJ− 1√
5ar

(
J− 1−5ar

4
I
)

=
1√
5ar

(
σJ− J+

1−5ar

4
I
)

=
1√
5ar

(
(σ −1)J+

1−5ar

4
I
)

= (1−σ)s

olur. O halde
Jr = rJ = σr =

1√
5ar

(
σJ− 1−5ar

4
I
)

Js = sJ = (1−σ)s =
1√
5ar

(
(σ −1)J+

1−5ar

4
I
) (3.13)

elde edilir. ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için, bu eşitliklerin yardımıyla

NJ(rX ,rY ) = J2[rX ,rY ]+ [JrX ,JrY ]− J[JrX ,rY ]− J[rX ,JrY ]

= J2[rX ,rY ]+σ
2[rX ,rY ]−2σJ[rX ,rY ]

=

(
J− 1−5ar

4

)
[rX ,rY ]+

(
σ − 1−5ar

4

)
[rX ,rY ]−2σJ[rX ,rY ]

= J[rX ,rY ]− 1−5ar

4
[rX ,rY ]+σ [rX ,rY ]− 1−5ar

4
[rX ,rY ]−2σJ[rX ,rY ]

= (1−2σ)J[rX ,rY ]+
(

σ − 1−5ar

4

)
[rX ,rY ]

= (1−2σ)J[rX ,rY ]+σ(2σ −1)[rX ,rY ]
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ve

sNJ(rX ,rY ) = (1−2σ)sJ[rX ,rY ]+σ(2σ −1)s[rX ,rY ]

= (1−2σ)(1−σ)s[rX ,rY ]+σ(2σ −1)s[rX ,rY ]

= (2σ −1)2s[rX ,rY ]

= 5ars[rX ,rY ]

olduğundan,

1
5ar sNJ(rX ,rY ) = s[rX ,rY ]

elde edilir. Benzer şekilde,

rNJ(sX ,sY ) = (2σ −1)rJ[sX ,sY ]+ (σ −1)(2σ −1)r[sX ,sY ]

= (2σ −1)σr[sX ,sY ]+ (σ −1)(2σ −1)r[sX ,sY ]

= (2σ −1)2r[sX ,sY ]

= 5arr[sX ,sY ]

olmak üzere,

1
5ar rNJ(sX ,sY ) = r[sX ,sY ]

elde edilir. O halde
1

5ar sNJ(rX ,rY ) = s[rX ,rY ]

1
5ar rNJ(sX ,sY ) = r[sX ,sY ]

(3.14)

olur. Eş. 3.13, Eş. 3.14 eşitlikleri ve yukarıda yer alan Not yardımıyla aşağıdaki önerme

elde edilir.
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3.2.2. Önerme

M manifoldu üzerinde tamamlayıcı dağılımlar R, S; bunlarla ilişkili projeksiyonlar ise r, s

olsun. Bir (M,g,J) hemen hemen Hsu-altın B-manifoldu için, ∀K,T ∈ Γ(T M) alındığında;

a) R integrallenebilirdir ⇔ sNJ(rK,rT ) = 0,

b) S integrallenebilirdir ⇔ rNJ(sK,sT ) = 0,

c) J integrallenebilir ⇒ R ve S dağılımları da integrallenebilirdir.

3.2.3. Önerme

J bir hemen hemen Hsu-altın yapı olmak üzere; r ve s projeksiyon operatörleri için

Nr = Ns =
1

5ar NJ = Mr = Ms

ve

Hr = Hs =
1

5ar HJ

eşitlikleri sağlanır.

İspat

J hemen hemen Hsu-altın yapı olsun. ∀K,T ∈ Γ(T M) için, Eş. 3.6-Eş. 3.12 eşitliklerinden:

Nr(K,T ) =− r[rK,T ]− r[K,rT ]+ r2[K,T ]+ [rK,rT ]

=− r[rK,T ]− r[K,rT ]+ r[K,T ]+ [rK,rT ]

=− r
[(

σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
K,T

]
− r
[

K,

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
]

+ r[K,T ]+
[(

σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
K,

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
]

=− r
[

σ −1
2σ −1

K,T
]
− r
[

1
2σ −1

J(K),T
]
− r
[

K,
σ −1

2σ −1
T
]

− r
[

K,
1

2σ −1
J(T )

]
+ r[K,T ]+

[
σ −1

2σ −1
K,

(
σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
T
]
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+

[
1

2σ −1
J(K),

(
σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
T
]

=− σ −1
2σ −1

r[K,T ]− 1
2σ −1

r[J(K),T ]− σ −1
2σ −1

r[K,T ]− 1
2σ −1

r[K,J(T )]

+ r[K,T ]+
σ −1

2σ −1

[
K,

σ −1
2σ −1

T
]
+

σ −1
2σ −1

[
K,

1
2σ −1

J(T )
]

+
1

2σ −1

[
J(K),

σ −1
2σ −1

T
]
+

1
2σ −1

[
J(K),

1
2σ −1

J(T )
]

=− 2(σ −1)
2σ −1

r[K,T ]− 1
2σ −1

r[J(K),T ]− 1
2σ −1

r[K,J(T )]+ r[K,T ]

+

(
σ −1

2σ −1

)2

[K,T ]+
σ −1

(2σ −1)2 [K,J(T )]+
σ −1

(2σ −1)2 [J(K),T ]

+
1

(2σ −1)2 [J(K),J(T )]

=− 2(σ −1)
2σ −1

(
σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
[K,T ]

− 1
2σ −1

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
[J(K),T ]

− 1
2σ −1

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
[K,J(T )]+

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
[K,T ]

+

(
σ −1

2σ −1

)2

[K,T ]+
σ −1

(2σ −1)2 [K,J(T )]+
σ −1

(2σ −1)2 [J(K),T ]

+
1

(2σ −1)2 [J(K),J(T )]

=−2
(

σ −1
2σ −1

)2

[K,T ]−2
σ −1

(2σ −1)2 J[K,T ]− σ −1
(2σ −1)2 [J(K),T ]

− 1
(2σ −1)2 J[J(K),T ]− σ −1

(2σ −1)2 [K,J(T )]− 1
(2σ −1)2 J[K,J(T )]

+
σ −1

2σ −1
[K,T ]+

1
2σ −1

J[K,T ]+
(

σ −1
2σ −1

)2

[K,T ]+
σ −1

(2σ −1)2 [K,J(T )]

+
σ −1

(2σ −1)2 [J(K),T ]+
1

(2σ −1)2 [J(K),J(T )]

=− σ(1−σ)

(2σ −1)2 [K,T ]+
1

(2σ −1)2 J[K,T ]− 1
(2σ −1)2 J[J(K),T ]

− 1
(2σ −1)2 J[K,J(T )]+

1
(2σ −1)2 [J(K),J(T )]

=
1

(2σ −1)2 ((J−σ(1−σ))[K,T ]− J[J(K),T ]− J[K,J(T )]+ [J(K),J(T )])

=
1

(2σ −1)2

((
J− 1−5ar

4
I
)
[K,T ]− J[J(K),T ]− J[K,J(T )]+ [J(K),J(T )]

)
=

1
(2σ −1)2

(
J2[K,T ]− J[J(K),T ]− J[K,J(T )]+ [J(K),J(T )]

)
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=
1

(2σ −1)2 NJ(K,T )

=
1

5ar NJ(K,T )

olur. Diğer taraftan;

Ns(K,T ) =−s[sK,T ]− s[K,sT ]+ s2[K,T ]+ [sK,sT ]

=−s[sK,T ]− s[K,sT ]+ s[K,T ]+ [sK,sT ]

=−s
[(

σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
K,T

]
− s
[

K,

(
σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
T
]
+ s[K,T ]

+

[(
σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
]

=−s
[

σ

2σ −1
K,T

]
+ s
[

1
2σ −1

JK,T
]
− s
[

K,
σ

2σ −1
T
]
+ s
[

K,
1

2σ −1
JT
]

+ s[K,T ]+
[

σ

2σ −1
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
]

−
[

1
2σ −1

JK,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
]

=− σ

2σ −1
s[K,T ]+

1
2σ −1

s[JK,T ]− σ

2σ −1
s[K,T ]+

1
2σ −1

s[K,JT ]+ s[K,T ]

+
σ

2σ −1

[
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
]
− 1

2σ −1

[
JK,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
]

=− 2σ

2σ −1
s[K,T ]+

1
2σ −1

s[JK,T ]+
1

2σ −1
s[K,JT ]+ s[K,T ]

+

(
σ

2σ −1

)2

[K,T ]− σ

(2σ −1)2 [K,JT ]− σ

(2σ −1)2 [JK,T ]

+
1

(2σ −1)2 [JK,JT ]

=− 2σ

2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
[K,T ]+

1
2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
[JK,T ]

+
1

2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
[K,JT ]+ s[K,T ]+

(
σ

2σ −1

)2

[K,T ]

− σ

(2σ −1)2 [K,JT ]− σ

(2σ −1)2 [JK,T ]+
1

(2σ −1)2 [JK,JT ]

=− 2σ2

2σ −1
[K,T ]+

2σ

(2σ −1)2 J[K,T ]+
σ

(2σ −1)2 [JK,T ]− 1
(2σ −1)2 J[JK,T ]

+
σ

(2σ −1)2 [K,JT ]− 1
(2σ −1)2 J[K,JT ]+

σ

2σ −1
[K,T ]− 1

2σ −1
J[K,T ]

+
σ2

(2σ −1)2 [K,T ]− σ

(2σ −1)2 [K,JT ]− σ

(2σ −1)2 [JK,T ]+
1

(2σ −1)2 [JK,JT ]
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=− σ(1−σ)

(2σ −1)2 [K,T ]+
1

(2σ −1)2 J[K,T ]− 1
(2σ −1)2 J[J(K),T ]

− 1
(2σ −1)2 J[K,J(T )]+

1
(2σ −1)2 [J(K),J(T )]

=
1

(2σ −1)2 ((J−σ(1−σ))[K,T ]− J[J(K),T ]− J[K,J(T )]+ [J(K),J(T )])

=
1

(2σ −1)2

(
J2[K,T ]− J[J(K),T ]− J[K,J(T )]+ [J(K),J(T )]

)
=

1
(2σ −1)2 NJ(K,T )

=
1

5ar NJ(K,T )

bulunur. O halde

Nr[K,T ] =
1

5ar NJ[K,T ] = Ns[K,T ]

olur. Benzer şekilde

Mr(K,T ) =r{rK,T}+ r{K,rT}− r2{K,T}−{rK,rT}

=r{rK,T}+ r{K,rT}− r{K,T}−{rK,rT}

=r
{(

σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
K,T

}
+ r
{

K,

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
}

− r{K,T}−
{(

σ −1
2σ −1

I +
J

2σ −1

)
K,

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
}

=r
{

σ −1
2σ −1

K,T
}
+ r
{

1
2σ −1

J(K),T
}
+ r
{

K,
σ −1
2σ −1

T
}

+ r
{

K,
1

2σ −1
J(T )

}
− r{K,T}−

{
σ −1
2σ −1

K,

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
}

−
{

1
2σ −1

J(K),

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
T
}

=
σ −1

2σ −1
r{K,T}+ 1

2σ −1
r{J(K),T}+ σ −1

2σ −1
r{K,T}+ 1

2σ −1
r{K,J(T )}

− r{K,T}− σ −1
2σ −1

{
K,

σ −1
2σ −1

T
}
− σ −1

2σ −1

{
K,

1
2σ −1

J(T )
}

− 1
2σ −1

{
J(K),

σ −1
2σ −1

T
}
− 1

2σ −1

{
J(K),

1
2σ −1

J(T )
}

=
2(σ −1)
2σ −1

r{K,T}+ 1
2σ −1

r{J(K),T}+ 1
2σ −1

r{K,J(T )}− r{K,T}

−
(

σ −1
2σ −1

)2

{K,T}− σ −1
(2σ −1)2 {K,J(T )}− σ −1

(2σ −1)2 {J(K),T}
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− 1
(2σ −1)2{J(K),J(T )}

=
2(σ −1)
2σ −1

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
{K,T}

+
1

2σ −1

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
{J(K),T}

+
1

2σ −1

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
{K,J(T )}−

(
σ −1

2σ −1
I +

J
2σ −1

)
{K,T}

−
(

σ −1
2σ −1

)2

{K,T}− σ −1
(2σ −1)2{K,J(T )}− σ −1

(2σ −1)2{J(K),T}

− 1
(2σ −1)2{J(K),J(T )}

=2
(

σ −1
2σ −1

)2

{K,T}+2
σ −1

(2σ −1)2 J{K,T}+ σ −1
(2σ −1)2{J(K),T}

+
1

(2σ −1)2 J{J(K),T}+ σ −1
(2σ −1)2{K,J(T )}+ 1

(2σ −1)2 J{K,J(T )}

− σ −1
2σ −1

{K,T}− 1
2σ −1

J{K,T}−
(

σ −1
2σ −1

)2

{K,T}− σ −1
(2σ −1)2{K,J(T )}

− σ −1
(2σ −1)2{J(K),T}− 1

(2σ −1)2{J(K),J(T )}

=
σ(1−σ)

(2σ −1)2{K,T}− 1
(2σ −1)2 J{K,T}+ 1

(2σ −1)2 J{J(K),T}

+
1

(2σ −1)2 J{K,J(T )}− 1
(2σ −1)2{J(K),J(T )}

=
1

(2σ −1)2 ((−J+σ(1−σ)){K,T}+ J{J(K),T}+ J{K,J(T )}−{J(K),J(T )})

=
1

(2σ −1)2

((
−J+

1−5ar

4
I
)
{K,T}+ J{J(K),T}+ J{K,J(T )}

−{J(K),J(T )})

=
1

(2σ −1)2

(
−J2{K,T}+ J{J(K),T}+ J{K,J(T )}−{J(K),J(T )}

)
=

1
(2σ −1)2 MJ(K,T )

=
1

5ar MJ(K,T )

ve

Ms(K,T ) = s{sK,T}+ s{K,sT}− s2{K,T}−{sK,sT}

= s{sK,T}+ s{K,sT}− s{K,T}−{sK,sT}
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=+s
{(

σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
K,T

}
+ s
{

K,

(
σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
T
}
− s{K,T}

−
{(

σ

2σ −1
− J

2σ −1

)
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
}

= s
{

σ

2σ −1
K,T

}
− s
{

1
2σ −1

JK,T
}
+ s
{

K,
σ

2σ −1
T
}
− s
{

K,
1

2σ −1
JT
}

− s{K,T}−
{

σ

2σ −1
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
}

+

{
1

2σ −1
JK,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
}

=
σ

2σ −1
s{K,T}− 1

2σ −1
s{JK,T}+ σ

2σ −1
s{K,T}− 1

2σ −1
s{K,JT}

− s{K,T}− σ

2σ −1

{
K,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
}

+
1

2σ −1

{
JK,

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
T
}

=
2σ

2σ −1
s{K,T}− 1

2σ −1
s{JK,T}− 1

2σ −1
s{K,JT}− s{K,T}

−
(

σ

2σ −1

)2

{K,T}+ σ

(2σ −1)2{K,JT}+ σ

(2σ −1)2{JK,T}

− 1
(2σ −1)2{JK,JT}

=
2σ

2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
{K,T}− 1

2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
{JK,T}

− 1
2σ −1

(
σ

2σ −1
I − J

2σ −1

)
{K,JT}− s{K,T}−

(
σ

2σ −1

)2

{K,T}

+
σ

(2σ −1)2{K,JT}+ σ

(2σ −1)2{JK,T}− 1
(2σ −1)2{JK,JT}

=
2σ2

2σ −1
{K,T}− 2σ

(2σ −1)2 J{K,T}− σ

(2σ −1)2{JK,T}+ 1
(2σ −1)2 J{JK,T}

− σ

(2σ −1)2{K,JT}+ 1
(2σ −1)2 J{K,JT}− σ

2σ −1
{K,T}+ 1

2σ −1
J{K,T}

− σ2

(2σ −1)2{K,T}+ σ

(2σ −1)2{K,JT}+ σ

(2σ −1)2{JK,T}

− 1
(2σ −1)2{JK,JT}

=
σ(1−σ)

(2σ −1)2{K,T}− 1
(2σ −1)2 J{K,T}+ 1

(2σ −1)2 J{J(K),T}

+
1

(2σ −1)2 J{K,J(T )}− 1
(2σ −1)2{J(K),J(T )}

=
1

(2σ −1)2 ((−J+σ(1−σ)){K,T}+ J{J(K),T}+ J{K,J(T )}

−{J(K),J(T )})
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=
1

(2σ −1)2

(
−J2{K,T}+ J{J(K),T}+ J{K,J(T )}−{J(K),J(T )}

)
=

1
(2σ −1)2 MJ(K,T )

=
1

5ar MJ(K,T )

olur. Buradan

Mr[K,T ] =
1

5ar MJ[K,T ] = Ms[K,T ]

olduğu kolayca görülebilir. Diğer taraftan,

HJ(K,T ) =
NJ +MJ

2

=
5ar

2
(Nr[K,T ]+Mr[K,T ])

= 5arHr(K,T )

ve

HJ(K,T ) =
NJ +MJ

2

=
5ar

2
(Ns[K,T ]+Ms[K,T ])

= 5arHs(K,T )

olur. Sonuç olarak

Hr(K,T ) =
1

5ar HJ(K,T ) = Hs(K,T )

elde edilir.

3.2.4. Sonuç

J bir hemen hemen Hsu-altın B-yapı olmak üzere;

a) r ve s projeksiyonları g-simetrik,
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b) R ve S dağılımları g-ortogonal,

c) J, NJ-simetriktir.

İspat

J bir hemen hemen Hsu-altın B-yapı olsun. ∀K,T ∈ Γ(T M) için;

a) r = σ−1√
5ar I + 1√

5ar J olduğundan J =
√

5arr+(1−σ)I olur. O halde

0 = g(J(K),T )−g(K,J(T ))

= g((
√

5arr+(1−σ)I)(K),T )−g(K,(
√

5arr+(1−σ)I)(T ))

= g(
√

5arr(K),T )+g((1−σ)I(K),T )−g(K,
√

5arr(T ))+g(K,(1−σ)I(T ))

= (1−σ)g(K,T )+
√

5arg(r(K),T )− (1−σ)g(K,T )+
√

5arg(K,r(T ))

= g(r(K),T )−g(K,r(T ))

bulunur. Benzer şekilde s = σ√
5ar I − 1√

5ar J olduğundan J = σ I −
√

5ars olur. O halde

0 = g(J(K),T )−g(K,J(T ))

= g((σ I −
√

5ars)(K),T )−g(K,(σ I −
√

5ars)(T ))

=−g(
√

5ars(K),T )+g(σ I(K),T )+g(K,
√

5ars(T ))+g(K,σ I(T ))

= σg(K,T )−
√

5arg(s(K),T )−σg(K,T )+
√

5arg(K,s(T ))

= g(s(K),T )−g(K,s(T ))

elde edilir.

Sonuç olarak r ve s projeksiyonları g-simetriktir.

b) R ve S dağılımları tümleyen dağılım olduğundan TxM = Rx ⊕ Sx olur. g metriği M

manifoldu üzerinde tanımlandığı için (Rx)
⊥ = Sx ve (Sx)

⊥ = Rx olur. Dolayısıyla

g(r(K),s(T )) = 0 olur.

Sonuç olarak R ve S dağılımları g-ortogonaldir.
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c) J yapısının Nijenhuis tensörü NJ olmak üzere;

NJ(J(K),T ) = J2([J(K),T ])+ [J2(K),J(T )]− J[J2(K),T ]− J[J(K),J(T )]

=

(
J− 1−5ar

4
I
)
([J(K),T ])+

[(
J− 1−5ar

4
I
)
(K),J(T )

]
− J
[(

J− 1−5ar

4
I
)
(K),T

]
− J[J(K),J(T )]

= J[J(K),T ]− 1−5ar

4
[J(K),T ]+ [J(K),J(T )]− 1−5ar

4
[K,J(T )]

− J[J(K),T ]+
1−5ar

4
J[K,T ]− J[J(K),J(T )]

= (I − J)[J(K),J(T )]− 1−5ar

4
([J(K),T ]+ [K,J(T )]− J[K,T ])

ve

NJ(K,J(T )) = J2([K,J(T )])+ [J(K),J2(T )]− J[K,J2(T )]− J[J(K),J(T )]

=

(
J− 1−5ar

4
I
)
[K,J(T )]+

[
J(K),

(
J− 1−5ar

4
I
)
(T )
]

− J
[

K,

(
J− 1−5ar

4
I
)
(T )
]
− J[J(K),J(T )]

= J[K,J(T )]− 1−5ar

4
[K,J(T )]+ [J(K),J(T )]− 1−5ar

4
[J(K),T ]

− J[K,J(T )]+
1−5ar

4
J[K,T ]− J[J(K),J(T )]

= (I − J)[J(K),J(T )]− 1−5ar

4
([J(K),T ]+ [K,J(T )]− J[K,T ])

olur.

Dolayısıyla NJ(J(K),T ) = NJ(K,J(T )) elde edilir. O halde J hemen hemen Hsu-altın

B-yapısı NJ-simetriktir.

Böylece ispat tamalanmış olur.

3.2.5. Lemma

(M,g,J) bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold olsun. O halde M üzerinde ∀X ,Y ∈ Γ(T M)
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için;

NJ(X ,Y ) = (∇JX J)Y − (∇JY J)X + J(∇Y J)X − J(∇X J)Y (3.15)

olur.

İspat

Lie parantez operatörü [X ,Y ] = ∇XY − ∇Y X ve J yapısının kovaryant türevi

(∇X J)Y = ∇X JY − J∇XY dikkate alındığında,

NJ(X ,Y ) =J2[X ,Y ]+ [JX ,JY ]− J[JX ,Y ]− J[X ,JY ]

=J(∇XY )− J(∇Y X)− 1−5ar

4
∇XY +

1−5ar

4
∇Y X

+(∇JXJ)Y + J(∇JXY )− (∇JY J)X − J(∇JY X)

− J(∇JXY )+ J(∇Y J)X + J(∇Y X)− 1−5ar

4
∇XY

− J(∇X J)Y − J(∇XY )+
1−5ar

4
∇XY + J(∇JY X)

=(∇JX J)Y − (∇JY J)X + J(∇Y J)X − J(∇X J)Y.

elde edilir.

NJ = 0 için, J hemen hemen Hsu-golden yapısı integrallenebilirdir denir ve (M,g,J) üçlüsü

Hsu-altın B-manifold olarak adlandırılır.

3.2.6. Sonuç

Bir (M,g,J) hemen hemen Hsu-altın B-manifoldunu ele alalım. ∇J = 0 koşulu

sağlandığında, J Hsu-altın yapısı integrallenebilirdir denir ve (M,g,J) üçlüsü bir Hsu-altın

B-manifold olarak adlandırılır.

Eş. 3.15 eşitliğine dayanarak, Codazzi tipi bir denklem cinsinden ifade edilen aşağıdaki

integrallenebilirlik koşulu elde edilir:
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3.2.7. Teorem

M manifoldu üzerinde herhangi iki vektör alanı X ve Y olmak üzere; bir (M,g,J) hemen

hemen Hsu-altın B-manifoldu için, J yapısının integrallenebilirliği aşağıdaki Codazzi tipi

denklemin sağlanmasına eşdeğerdir:

(∇JX J)Y − J(∇X J)Y = 0.

(0, l) tipinden bir Ω pür tensörü için, J ye göre tanımlanan φ operatörü aşağıdaki bağıntı ile

verilir:

(φJΩ)(X ,Y1, . . . ,Yl) = (JX)Ω(Y1, . . . ,Yl)−XΩ(JY1, . . . ,Yl)

+
a

∑
λ=1

Ω(Y1, . . . ,(LYλ
J)X , . . . ,Yl).

Burada X ,Y1, . . . ,Yl ∈ Γ(T M) ve LY , Y ye göre Lie türevini ifade eder [5].

Aşağıdaki teorem, J Hsu-altın yapısının integrallenebilirlik özelliğiyle φ operatörünün

ilişkisini ifade eder.

3.2.8. Teorem

Bir (M,g,J) hemen hemen Hsu-altın B-manifoldu verilsin. J yapısının integrallenebilirliği

φJg nin sıfırlanması ile karakterize edilir. Yani φJg = 0 ise J integrallenebilirdir.

İspat

(M,g,J) hemen hemen Hsu-altın B-manifold olsun. ∀V,K,T ∈ Γ(T M) için Eş. 3.4

eşitliğinden;

∇V g(JK,T ) = ∇V g(K,JT )
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eld edilir. Ayrıca ∇g = 0 olduğundan;

∇V g(JK,T ) = (∇V g)(JK,T )+g(∇V JK,T )+g(JK,∇V T )

= g(∇V JK,T )+g(JK,∇V T )

= g((∇V J)K + J(∇V K),T )+g(JK,∇V T )

= g((∇V J)K,T )+g(J(∇V K),T )+g(JK,∇V T ) (3.16)

ve

∇V g(K,JT ) = (∇V g)(K,JT )+g(∇V K,JT )+g(K,∇V JT )

= g(∇V K,JT )+g(K,∇V JT )

= g(∇V K,JT )+g(K,(∇V J)T + J(∇V T ))

= g(∇V K,JT )+g(K,(∇V J)T )+g(Y,J(∇V T )) (3.17)

olur. Eş. 3.16 ve Eş. 3.17 eşitliklerinden

g((∇V J)K,T ) = g(K(∇V J)T )

elde edilir. g metriğinin Levi-Civita konneksiyonu ∇ ve LKT = [K,T ] = ∇KT −∇T K olmak

üzere, ∀W,K,T ∈ Γ(T M) için;

(φJg)(W,K,T ) = (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g((LKJ)W,T )+g(K,(LT J)W )

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g([K,JW ]− J[K,W ],T )

+g(K, [T,JW ]− J[T,W ])

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g([K,JW ],T )−g(J[K,W ],T )

+g(K, [T,JW ])−g(K,J[T,W ])

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g(∇KJW −∇JW K,T )

−g(J(∇KW −∇W K),T )+g(K,∇T JW −∇JW T )

−g(K,J(∇TW −∇W T ))

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g(∇KJW,T )−g(∇JW K,T )
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−g(J(∇KW ),T )+g(J(∇W K),T )+g(K,∇T JW )

−g(K,∇JW T )−g(K,J(∇TW ))+g(K,J(∇W T ))

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g(∇KJW,T )−g(∇JW K,T )

−g(∇KJW − (∇KJ)W,T )+g(∇W JK − (∇W J)K,T )

+g(K,∇T JW )−g(K,∇JW T )−g(K,∇T JW − (∇T J)W )

+g(K,∇W JT − (∇W J)T )

= (JW )g(K,T )−Wg(JK,T )+g(∇KJW,T )−g(∇JW K,T )

−g(∇KJW,T )+g((∇KJ)W,T )+g(∇W JK,T )

−g((∇W J)K,T )+g(K,∇T JW )−g(K,∇JW T )

−g(K,∇T JW )+g(K,(∇T J)W )+g(K,∇W JT )−g(K,(∇W J)T )

= g((∇KJ)W,T )+g(K,(∇T J)W )−g(K,(∇W J)T )

+(JW )g(K,T )−Wg(JK,T )−g(∇JW K,T )+g(∇W JK,T )

−g((∇W J)K,T )−g(K,∇JW T )+g(K,∇W JT )

= g((∇KJ)W,T )+g(K,(∇T J)W )−g(K,(∇W J)T )

+(JW )g(K,T )−Wg(JK,T )−g(∇JW K,T )+g(∇W JK,T )

+g(K,J(∇W T ))−g(K,∇JW T )

= g((∇KJ)W,T )+g(K,(∇T J)W )−g(K,(∇W J)T )

+(JW )g(K,T )− (∇W g)(JK,T )−g(∇W JK,T )−g(JK,∇W T )

−g(∇JW K,T )+g(∇W JK,T )+g(K,J(∇W T ))−g(K,∇JW T )

= g((∇KJ)W,T )+g(K,(∇T J)W )−g(K,(∇W J)T )

+(JW )g(K,T )− (JW )g(K,T )−g(∇W JK,T )−g(JK,∇W T )

+g(∇W JK,T )+g(K,J(∇W T ))

= g((∇KJ)W,T )+g(K,(∇T J)W )−g(K,(∇W J)T ) (3.18)

olur. Benzer şekilde;

(φJg)(T,K,W ) = (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g((LKJ)T,W )+g(K,(LW J)T )

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g([K,JT ]− J[K,T ],W )
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+g(K, [W,JT ]− J[W,T ])

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g([K,JT ],W )−g(J[K,T ],W )

+g(K, [W,JT ])−g(K,J[W,T ])

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g(∇KJT −∇JT K,W )

−g(J(∇KT −∇T K),W )+g(K,∇W JT −∇JTW )−g(K,J(∇W T −∇TW ))

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g(∇KJT,W )−g(∇JT K,W )

−g(J(∇KT ),W )+g(J(∇T K),W )+g(K,∇W JT )

−g(K,∇JTW )−g(K,J(∇W T ))+g(K,J(∇TW ))

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g(∇KJT,W )−g(∇JT K,W )

−g(∇KJT − (∇KJ)T,W )+g(∇T JK − (∇T J)K,W )

+g(K,∇W JT )−g(K,∇JTW )−g(K,∇W JT − (∇W J)T )

+g(K,∇T JW − (∇T J)W )

= (JT )g(K,W )−T g(JK,W )+g(∇KJT,W )−g(∇JT K,W )

−g(∇KJT,W )+g((∇KJ)T,W )+g(∇T JK,W )−g((∇T J)K,W )

+g(K,∇W JT )−g(K,∇JTW )−g(K,∇W JT )+g(K,(∇W J)T )

+g(K,∇T JW )−g(K,(∇T J)W )

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W )

+(JT )g(K,W )−T g(JK,W )−g(∇JT K,W )+g(∇T JK,W )

−g((∇T J)K,W )−g(K,∇JTW )+g(K,∇T JW )

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W )

+(JT )g(K,W )−T g(JK,W )−g(∇JT K,W )+g(∇T JK,W )

−g(K,(∇T J)W )−g(K,∇JTW )+g(K,∇T JW )

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W )

+(JT )g(K,W )−T g(JK,W )−g(∇JT K,W )+g(∇T JK,W )

+g(K,J(∇TW ))−g(K,∇JTW )

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W )

+(JT )g(K,W )− (∇T g)(JK,W )−g(∇T JK,W )
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−g(JK,∇TW )−g(∇JT K,W )+g(∇T JK,W )

+g(K,J(∇TW ))−g(K,∇JTW )

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W )

+(JT )g(K,W )− (JT )g(K,W )−g(∇T JK,W )−g(JK,∇TW )

+g(∇T JK,W )+g(K,J(∇TW ))

= g((∇KJ)T,W )+g(K,(∇W J)T )−g(K,(∇T J)W ) (3.19)

elde edilir. Eş. 3.18 ve Eş. 3.19 eşitlikleri toplanırsa;

(φJg)(W,K,T )+(φJg)(T,K,W ) = 2g((∇KJ)T,W )

olur. φJg = 0 bu eşitlikte yerine yazılırsa ∇J = 0 bulunur. O halde J integrallenebilirdir.

Schouten–Van Kampen konneksiyonu 1930 yılında tanımlanmış, Vrănceanu konneksiyonu

ise 1931’de literatüre kazandırılmış olup bu konneksiyonları tanımlayan bilim insanlarının

adıyla anılmaktadırlar [29, 30]. Bahse konu konneksiyonlar için koordinat bağımsız ifadeler

Ianus tarafından verilmiş, isimlendirmeleri ise Bejancu tarafından yapılmıştır [31, 32].

Schouten-Van Kampen ve Vrănceanu konneksiyonları, K,T ∈ Γ(T M) için aşağıdaki şekilde

karakterize edilir [33]:

a) Schouten-Van Kampen konneksiyonu

Sc
∇K T = r(∇KrT )+ s(∇KsT ), (3.20)

b) Vrănceanu konneksiyonu

V
∇K T = r(∇rKrT )+ s(∇sKsT )+ r[sK,rT ]+ s[rK,sT ]. (3.21)
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3.2.9. Önerme

∇, M üzerinde herhangi bir konneksiyon olmak üzere; r, s projeksiyonları ve J, Schouten-

Van Kampen ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre paraleldir.

İspat

∀K,T ∈ Γ(T M) için r projeksiyonunun Schouten-Van Kampen ve Vrănceanu

konneksiyonlarına göre paralelliği Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 eşitliklerinden:

(
Sc
∇Kr)T =

Sc
∇KrT − r(

Sc
∇KT )

= r(∇Kr2T )+ s(∇Ks(rT ))− r[r(∇KrT )+ s(∇KsT )]

= r((∇KrT )− r2(∇KrT ))

= r((∇KrT )− r(∇KrT )

= 0

ve

(
V
∇Kr)T =

V
∇KrT − r(

V
∇KT )

= r(∇rKr(rT ))+ s(∇sKs(rT ))+ r[sK,r(rT )]+ s[rK,s(rT )]

− r(r(∇rKrT )+ s(∇sKsT )+ r[sK,rT ]+ s[rK,sT ])

= (∇rKrT )+ r[sK,r(rT )]− r(∇rKrT )− r[sK,rT ] = 0

biçiminde gösterilir. Benzer şekilde s projeksiyonunun Schouten-Van Kampen ve Vrănceanu

konneksiyonlarına göre paralelliği Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 eşitliklerinden:

(
Sc
∇Ks)T =

Sc
∇KsT − s(

Sc
∇KT )

= s(∇Ks2T )+ r(∇Kr(sT ))− s[r(∇KrT )+ s(∇KsT )]

= s(∇KsT )− s2(∇KsT )− sr(∇KrT )

= s((∇KsT )− s(∇KsT )

= 0
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ve

(
V
∇Ks)T =

V
∇KsT − s(

V
∇KT )

= r(∇rKr(sT ))+ s(∇sKs(sT ))+ r[sK,r(sT )]+ s[rK,s(sT )]

− s(r(∇rKrT )+ s(∇sKsT )+ r[sK,rT ]+ s[rK,sT ])

= (∇sKsT )+ s[rK,sT ]− s(∇sKsT )− s[rK,rT ]

= 0.

olur. J Hsu-altın yapısının Schouten-Van Kampen ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre

paralelliği ise Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 eşitliklerinden:

(
Sc
∇KJ)T =

Sc
∇KJT − J(

Sc
∇KT )

= r(∇Kr(JT )+ s(∇Ks(JT ))− J[r(∇KrT )+ s(∇KsT )]

= r(∇Kσ(rT ))+ s(∇K(1−σ)sT )−σr(∇KrT )− (1−σ)s(∇KsT )

= σr(∇K(rT ))+(1−σ)s(∇K(sT ))−σr(∇KrT )− (1−σ)s(∇KsT )

= 0

ve

(
V
∇KJ)T =

V
∇KJT − J(

V
∇KT )

= r(∇rKr(JT )+ s(∇sKs(JT )))+ r[sK,r(JT )]+ s[rK,s(JT )]

− Jr(∇rKrT )− Js(∇sKsT )− Jr[sK,sT ]− Jr[rK,sT ]

= r(∇rKσ(rT ))+ s(∇sK(1−σ)sT )+ r[sK,σ(rT )]+ s[rK,(1−σ)sT ]

−σr(∇rKrT )− (1−σ)s(∇sKsT )−σr[sK,rT ]− (1−σ)s[rK,sT ]

= σr(∇KrT )+(1−σ)s(∇sKsT )+σr[sK,rT ]+ (1−σ)s[rK,sT ]

−σr(∇rKrT )− (1−σ)s(∇sKsT )−σr[sK,rT ]− (1−σ)s[rK,sT ]

= 0

olarak elde edilir.
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3.2.10. Tanım

M manifoldu üzerinde bir D dağılımı verilsin. Herhangi bir X ∈ Γ(T M) ve Y ∈ Γ(D) için

∇XY ∈ Γ(D) koşulu gerçekleniyorsa, D dağılımı ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel

olarak adlandırılır [2].

3.2.11. Önerme

∇, M üzerinde herhangi bir lineer konneksiyon olmak üzere; R ve S dağılımları Schouten-

Van Kampen ve Vrănceanu konneksiyonlarına göre paraleldir.

İspat

K ∈ Γ(T M) ve T ∈ Γ(R) olsun. T ∈ Γ(R)⇒ s(T ) = 0 ve r(T ) = T olur. O halde Eş. 3.20

ve Eş. 3.21 eşitliklerinden,

Sc
∇KT = r(∇KrT )+ s(∇KsT )

= r(∇KT ) ∈ R
V
∇KT = r(∇KrT )+ s(∇KsT )+ r[sK,rT ]+ s[rK,sT ]

= (r(∇KT )+ r[sK,T ]) ∈ R

olur. Diğer taraftan, K ∈ Γ(T M) ve T ∈ Γ(S) olsun. T ∈ Γ(S)⇒ r(T ) = 0 ve s(T ) = T olur.

Dolayısıyla Eş. 3.20 ve Eş. 3.21 eşitliklerinden,

Sc
∇KT = r(∇KrT )+ s(∇KsT )

= s(∇KT ) ∈ S
V
∇KT = r(∇KrT )+ s(∇KsT )+ r[sK,rT ]+ s[rK,sT ]

= (s(∇KT )+ s[rK,T ]) ∈ S

elde edilir. Sonuç olarak R ve S dağılımları Schouten-Van Kampen ve Vrănceanu

konneksiyonlarına göre paraleldir.
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3.2.12. Teorem

∼
∇ herhangi bir lineer konneksiyon olsun. Q bir (1,2)-tipinden tensör alanı olmak üzere,

hemen hemen Hsu-altın yapıya karşılık gelen Obata operatörü:

OFQ(X ,Y ) =
1
2

[
Q(X ,JY )+

F√
ar

Q
(

X ,
F√
ar

JY
)]

(3.22)

olsun. O halde ∇J = 0 koşulunu sağlayan lineer konneksiyonların kümesi

∇XY =
1

5ar

[
5ar +1

2
∼
∇X Y +2J(

∼
∇X JY )− J(

∼
∇X Y )−

∼
∇X JY

]
+OFQ(X ,Y ). (3.23)

olur.

İspat

∼
∇ sabit bir lineer konneksiyon ve Q, ilişkili Obata operatörü OFQ olan bir (1,2)-tensör

alanı olmak üzere, ∀X ,Y ∈ Γ(T M) için ∇ lineer konneksiyonlar kümesine Eş. 3.1 ve Eş. 3.3

eşitliklerinin uygulanmasıyla;

∇XY =
1
2

[
∇̆XY +

F√
ar

(
∇̆X

F√
ar

Y
)]

=
1
2

[
∇̆XY +

2J− I
2σ −1

(
∇̆X

2J− I
2σ −1

Y
)]

=
1
2

[
∇̆XY +

2J
2σ −1

(
∇̆X

2J− I
2σ −1

Y
)
− I

2σ −1

(
∇̆X

2J− I
2σ −1

Y
)]

=
1
2

[
∇̆XY +

4
(2σ −1)2 J(∇̆X JY )− 2

(2σ −1)2 J(∇̆XY )

− 2
(2σ −1)2 ∇̆X JY +

1
(2σ −1)2 ∇̆XY

]
=

1
2(2σ −1)2

[
(5ar +1) ∇̆XY +4J

(
∇̆X JY

)
−2J

(
∇̆XY

)
−2∇̆X JY

]
=

1
5ar

[
5ar +1

2
∇̆XY +2J

(
∇̆X JY

)
− J
(

∇̆XY
)
− ∇̆X JY

]

elde edilir. Ayrıca

(∇X J)Y = ∇X JY︸ ︷︷ ︸
I

−J(∇XY )︸ ︷︷ ︸
II
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olur. Burada I ifadesi açılırsa Eş. 3.23 eşitliğinden,

∇X JY =
1

5ar

[
5ar +1

2

(
∇̆X JY

)
+2J

(
∇̆X J2Y

)
− J
(

∇̆X JY
)
− ∇̆X J2Y

]
+OFQ(X ,JY )

=
1

5ar

[
5ar +1

2

(
∇̆X JY

)
+2J

(
∇̆X

(
J− 1−5ar

4
I
)

Y
)
− J
(

∇̆X JY
)

−∇̆X

(
J− 1−5ar

4
I
)

Y
]
+OFQ(X ,JY )

=
1

5ar

[
5ar +1

2

(
∇̆X JY

)
+2J

(
∇̆X JY

)
− 1−5ar

4
J
(

∇̆XY
)
− J
(

∇̆X JY
)

−
(

∇̆X JY
)
+

1−5ar

4
∇̆XY

]
+OFQ(X ,JY )

=
1

5ar

[(
5ar +1

2
−1
)(

∇̆X JY
)
+ J
(

∇̆X JY
)
− 1−5ar

4
J
(

∇̆XY
)

+
1−5ar

4
∇̆XY

]
+OFQ(X ,JY )

=
1

5ar

[
5ar −1

2

(
∇̆X JY

)
+ J
(

∇̆X JY
)
− 1−5ar

4
J
(

∇̆XY
)

+
1−5ar

4
∇̆XY

]
+OFQ(X ,JY )

elde edilir. II ifadesi açılırsa Eş. 3.23 eşitliğinden,

∇X JY =
1

5ar

[
5ar +1

2
J
(

∇̆XY
)
+2J2

(
∇̆X JY

)
− J2

(
∇̆XY

)
− J
(

∇̆X JY
)]

+ J(OFQ(X ,Y ))

=
1

5ar

[
5ar +1

2
J
(

∇̆XY
)
+2
(

J− 1−5ar

4
I
)(

∇̆X JY
)
− J
(

∇̆X JY
)

−
(

J− 1−5ar

4
I
)(

∇̆XY
)]

+ J(OFQ(X ,Y ))

=
1

5ar

[
5ar +1

2
J
(

∇̆XY
)
+2J

(
∇̆X JY

)
− 1−5ar

4

(
∇̆X JY

)
− J
(

∇̆XY
)

−J
(

∇̆X JY
)
+

1−5ar

4

(
∇̆XY

)]
+ J(OFQ(X ,Y ))

=
1

5ar

[(
5ar +1

2
−1
)

J
(

∇̆XY
)
+ J
(

∇̆X JY
)
− 1−5ar

2
∇̆X JY

+
1−5ar

4
∇̆XY

]
+ J(OFQ(X ,Y ))

=
1

5ar

[
5ar −1

2
J
(

∇̆XY
)
+ J
(

∇̆X JY
)
− 1−5ar

2
∇̆X JY
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+
1−5ar

4
∇̆XY

]
+ J(OFQ(X ,Y ))

olur. Eş. 3.22 eşitliğinden;

OFQ(X ,JY ) =
1
2

[
Q(X ,JY )+

F√
ar

Q
(

X ,
F√
ar

JY
)]

olur. Ayrıca Eş. 3.2 eşitliğinden FJ = 1
2(F +

√
5ar) olduğundan,

OFQ(X ,JY ) =
1
2

[
Q(X ,JY )+

F√
ar

Q

(
X ,

F
2
√

ar
Y +

√
5ar

2
√

ar
Y

)]

=
1
2

[
Q(X ,JY )+

F
2ar Q(X ,FY )+

√
5ar

2ar FQ(X ,Y )

]

=
1
2

[
Q

(
X ,

I +
√

5F
2

Y

)
+

F
2ar Q(X ,FY )+

√
5

2
FQ(X ,Y )

]

=
1
2

[
1
2

Q(X ,Y )+

√
5

2
Q(X ,FY )+

F
2ar Q(X ,FY )+

√
5

2
FQ(X ,Y )

]

=
1
2

[(
I
2
+

√
5F
2

)
Q(X ,Y )+

(
F

2ar +

√
5I
2

)
Q(X ,FY )

]

=
1
2

[
(JQ(X ,Y )+

1
ar FJQ(X ,FY )

]

bulunur.

J(OFQ(X ,Y )) =
1
2

[
JQ(X ,Y )+

F√
ar

JQ
(

X ,
F√
ar

Y
)]

olup OFQ(X ,JY ) = J(OFQ(X ,Y )) elde edilir. Sonuç olarak,

(∇X J)Y = ∇X JY − J(∇XY ) = I − II = 0

bulunur. Böylece ∇J = 0 olur.
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3.3. Eğrilik Tensör Alanı

(M,J,g) hemen hemen Hsu-altın B-manifold olmak üzere; U,V,K,T ∈ Γ(T M) için g

metriğinin Riemann eğrilik tensörü R,

R(U,V )K = ∇V ∇U K −∇U ∇V K +∇[U,V ]K (3.24)

ve

R(U,V,K,T ) = g(R(U,V )K,T ). (3.25)

biçiminde ifade edilebilir.

3.3.1. Lemma

(M,J,g) hemen hemen Hsu-golden B-manifold olmak üzere, ∀U,V ∈ Γ(T M) için;

R(JU,JV ) = R(U,JV )− 1−5ar

4
R(U,V ) (3.26)

olur.

İspat

Her U,V,K,T ∈ Γ(T M) için; R nin bilinen özellikleri ile Eş. 3.25 ve Eş. 3.5 eşitlikleri

kullanılarak;

g(R(JU,JV )K,T ) = g(R(K,T )JU,JV )

= g(JR(K,T )U,JV )

= g(R(K,T )U,JV )− 1−5ar

4
g(R(K,T )U,V )

= g(R(U,JV )K,T )− 1−5ar

4
g(R(U,V )K,T )

= g((R(U,JV )− 1−5ar

4
R(U,V ))K,T )

elde edilir. O halde
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R(JU,JV ) = R(U,JV )− 1−5ar

4
R(U,V )

olur.

3.3.2. Önerme

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold ise, ∀U,V,K,T ∈ Γ(T M) için g nin

Riemann eğrilik tensörü R aşağıdaki eşitlikleri sağlar:

a) R(JU,V,K,T ) = R(U,JV,K,T ),

b) R(U,V,JK,T ) = R(U,V,K,JT ),

c) R(JU,JV,K,T ) = R(U,JV,K,T )− 1−5ar

4
R(U,V,K,T ),

d) R(U,V,JK,JT ) = R(U,V,K,JT )− 1−5ar

4
R(U,V,K,T ),

e) R(U,JV,JK,T ) = R(JU,V,JK,T ) = R(JU,V,K,JT ) = R(U,JV,K,JT ).

İspat

(M,J,g) hemen hemen Hsu-altın B-manifold olmak üzere, her U,V,K,T ∈ Γ(T M) için

Eş. 3.24 eşitliğinden;

R(U,V )JK = J(R(U,V )K)+∇U(∇V J)K −∇V (∇U J)K − (∇[U,V ]J)K

+(∇U J)∇V K − (∇V J)∇U K

olur. O halde,

R(U,V )JK = J(R(U,V )K)

elde edilir. Buradan, Eş. 3.25 ve Eş. 3.26 eşitlikleri kullanılarak;

a) R(JU,V,K,T ) = g(R(JU,V )K,T )

= g(R(K,T )JU,V )

= g(J(R(K,T )U),V )
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= g(R(K,T )U,JV )

= g(R(U,JV )K,T )

= R(U,JV,K,T )

olur.

b) R(U,V,JK,T ) = g(R(U,V )JK,T )

= g(JR(U,V )K,T )

= g(R(U,V )K,JT )

= R(U,V,K,JT )

elde edilir.

c) R(JU,JV,K,T ) = g(R(JU,JV )K,T )

= g((R(U,JV )− 1−5ar

4
R(U,V ))K,T )

= g((R(U,JV )K,T )− 1−5ar

4
g(R(U,V )K,T )

= R(U,JV,K,T )− 1−5ar

4
R(U,V,K,T )

olur.

d) R(U,V,JK,JT ) = g(R(U,V )JK,JT )

= g(R(JK,JT )U,V )

= g((R(K,JT )U,V )− 1−5ar

4
g(R(K,T )U,V )

= g((R(U,V )K,JT )− 1−5ar

4
g(R(U,V )K,T )

= R(U,V,K,JT )− 1−5ar

4
R(U,V,K,T )

elde edilir.

e) R(U,JV,JK,T ) = g(R(U,JV )JK,T )

= g(R(JK,T )U,JV )
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= g(JR(JK,T )U,V )

= g(R(JK,T )JU,V )

= g(R(JU,V )JK,T )

= R(JU,V,JK,T ),

R(U,JV,K,JT ) = g(R(U,JV )K,JT )

= g(JR(U,JV )K,T )

= g(R(U,JV )JK,T )

= R(U,JV,JK,T )

ve

R(JU,V,K,JT ) = g(R(JU,V )K,JT )

= g(JR(JU,V )K,T )

= g(R(JU,V )JK,T )

= R(JU,V,JK,T )

olur. O halde

R(JU,V,K,JT ) = R(JU,V,JK,T ) = R(U,JV,JK,T ) = R(U,JV,K,JT )

bulunur.

3.3.3. Lemma

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold ve R de (M,J,g) manifoldunun eğrilik

tensörü olsun. O halde ∀K,T,V ∈ Γ(T M) için;

a) R(K,JK,JK,K) = 0,

b) R(K,JK,T,JT ) = 0,

c) R(K,JK,T,V ) = 0
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olur.

İspat

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altın B-manifold ve R de (M,J,g) manifoldunun eğrilik

tensörü olsun. ∀K,T,V ∈ Γ(T M) için Önerme 3.3.2’den;

a) R(K,JK,JK,K) = g(R(K,JK)JK,K)

= g(JR(K,JK)K,K)

= g(R(K,JK)K,JK)

=−g(R(K,JK)JK,K)

olur. Buradan R(K,JK,JK,K) = 0 bulunur.

b) R(K,JK,T,JT ) = g(R(K,JK)T,JT )

=−g(R(K,JK)JT,T )

=−g(JR(K,JK)T,T )

=−g(R(K,JK)T,JT )

buluur. O halde R(K,JK,T,JT ) = 0 olur.

c) R(K,JK,T,V ) = g(R(K,JK)T,JV )

= g(R(T,V )K,JK)

= g(JR(T,V )K,K)

=−g(JR(T,V )K,K)

elde edilir. Dolayısıyla R(K,JK,T,V ) = 0 olur.
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4. SONUÇ VE DEĞERLENDİRME

Bu çalışma öncelikle, altın ve Hsu yapıların tarihsel sürecinden hareketle güncel yaklaşımlar

ve mevcut literatür bulgularının senteziyle temellendirilmiştir. Daha sonra hemen hemen

Hsu-altın yapı adı verilen özgün bir yapı tanımlanmıştır. Bu yapının diğer altın yapı türleriyle

etkileşimi, özdeğerleri, inversi ve Hsu-yapı ile ilişkisi incelenmiş ve B-metriği yardımıyla

hemen hemen Hsu-altın B-yapısı tanımlanmıştır.

Çalışmanın devamında bahse konu yapının özelliklerini karakterize eden tensör alanları,

tamamlayıcı dağılımlar, bunlara karşılık gelen projeksiyonlar ve çeşitli konneksiyonların

tanımlarına yer verilmiş, bunlarla ilgili önerme ve teoremler ifade edilerek ispatlanmıştır.

Ardından integrallenebilirlik koşulları, paralelizm ve simetri özellikleri incelenmiştir.

Bu incelemeyi takiben, Riemann eğrilik tensörü tanımı verilerek bahse konu yapının bazı

eğrilik ilişkileri ispatlarıyla sunulmuştur. Bu tez çalışması ile elde edilen kazanımlar, hemen

hemen Hsu-altın yapı özelinde daha fazla araştırma yapılabilmesi için bir çerçeve

oluşturacak ve literatüre özgün bir katkı sunacaktır.
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2. Crasmareanu, M., Hreţcanu, C. E. (2008). Golden differential geometry. Chaos Solitons
Fractals, 38, 1229–1238.
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