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Bu tez calismasinda, altin yap1 ve Hsu yap teorisi cercevesinde hemen hemen Hsu-altin
yapist ve hemen hemen Hsu-altin B-manifoldlar1 incelenmistir. Calismada oOncelikle
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aragtirllmuistir. Integrallenebilirlik ve paralellik kosullar1 detayli olarak incelenmis ve bu
yapilarla iligkili egrilik 6zellikleri ortaya konulmustur. Son olarak arastirma kapsaminda
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TESEKKUR

Calismalarim siiresince akademik bilgi, deneyim ve tavsiyelerinden istifade ettigim
kiymetli hocam Sayin Prof. Dr. Mustafa OZKAN’a tesekkiirii bir borg bilirim. Ogrenim
hayatim boyunca bana inanan, bildiklerini paylasan ve bilgiyi paylasmay1 6greten biitiin
degerli hocalarima tesekkiir ederim. Bu uzun ve zorlu siirecte her zaman yanmimda olan,
higbir fedakarliktan kaginmayan degerli aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim. Ozellikle
hayatimin her asamasinda oldugu gibi doktora calismam boyunca da benden destegini,
sevgisini ve dualarini esirgemeyen, zorlandifim ve kendime olan giivenimi yitirdigim
anlarda bile bana olan inancini kaybetmeyen sevgili annecigim Sn. Kiibra HICYILMAZ’a
minnet bor¢luyum. Ailemin sabri ve cesaretlendirmesi olmasaydi, bu yolda ilerlemem
imkansiz olurdu. Ayrica bu siirecte gosterdikleri anlayis ve destekleri i¢cin arkadaslarima

cok tesekkiir ederim.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

viii

Bu tez ¢alismasinda kullanilan simge ve kisaltmalara ait agiklamalar agagida listelenmistir.

Simgeler

Aciklamalar

Manifold

M iizerindeki vektor alanlar kiimesi
Riemann metrigi

Lie operatorii

Jordan operatorii

Lineer konneksiyon

Altin yap1

Hsu yap1

Hemen hemen Hsu-altin yap1
F nin Nijenhuis tensorii
Riemann egrilik tensorii
Distribiisyon (dagilim)

Norden metrik



1. GIRIS

2007 yilinda Hrefcanu tarafindan “altin yap1” adi verilen bir yap1 tanimlanmis; bu yapinin
Riemann manifoldlan iizerindeki uygulamalar1 ise 2007-2009 yillar1 arasinda Crasmareanu
ve Hretcanu tarafindan incelenmistir [1-4]. S6z konusu ¢aligmalar, sonraki aragtirmalar i¢in
bir ¢erceve olusturmustur. 2013 yilinda Gezer, Salimov ve Cengiz, alin Riemann
yapilarinin integrallenebilirlik kosullarini incelemislerdir [5]. Ozkan, 2014 yilinda bir altin
yapmin horizontal ve vertical liftlerini ve tanjant demetlerindeki geometrisini ele
almigtir [6]. Ayn yil icerisinde Akyol ve Sahin, altin Riemann manifoldlar arasindaki altin
doniisiimleri ve bu doniisiimlerin sabitligini arastirmuglardir [7]. Ozkan ve Yilmaz, altin
yapmin r-inci dereceden tanjant demetteki r-lifti ve bu yapinin integrallenebilirlik
kosullarim1 incelemiglerdir [8]. Etayo, Santamaria ve Upadhyay, hemen hemen altin
Riemann yapisina uyarlanmis konneksiyonlart incelemislerdir [9]. Yasar ve Poyraz, altin
yari-Riemannian manifoldunun lightlike hiper yiizeylerini tanimlamis ve ¢esitli 6zelliklerini
arastirmiglardir [10]. Hretcanu ve Blaga, altin warped carpim Riemann manifoldlarini
tanimlamig ve bu yapilarin egrilik 6zelliklerini incelemiglerdir [11]. Erdogan ve Yildirim,
altin Riemannian manifoldunun yari-invariant ve tamamen umbilik yari-invariant alt
manifoldlar1 iizerinde caligmalar yiiriitmiislerdir [12, 13]. Bahadir ve Uddin golden
Riemann manifoldlarin slant alt manifoldlarin1 inceleyerek, bu yapilar1 karakterize
etmiglerdir [14]. Hretcanu ve Blaga, lokal altin Riemannian manifoldlarindaki warped
carpim noktasal hemi-slant ve semi-slant alt manifoldlar1 incelemislerdir [15]. Sahin, Sahin
ve Erdogan, sabit kesitsel egrilie sahip Norden altmanifoldu iizerinde arastirmalar
yaparak, yeni bir Norden altin kesitsel egrilik kavrami ortaya koymus ve Norden altin uzay
formunun yari-invariant alt manifoldlarim incelemislerdir [16]. Mevcut literatiir, bu
alandaki aragtirmalarin siirekli olarak ilerledigini ve yeni bulgularla zenginlestigini

gostermektedir.

Ote yandan Hsu, 1960 yilinda, kendi adiyla anilan Hsu-yapiy1 tanimlamis ve bu yapinin
integrallenebilirligini arastirmistir [17, 18]. 2004 yilinda Nivas ve Verma, genellestirilmis
Hsu-yapisina sahip bir manifoldun Nijenhuis tensorii ile integrallenebilirlik kosullarini ele
alarak, bu  manifold iizerindeki semi-simetrik ~ non-metrik ~ konneksiyonu

incelemislerdir [19]. Daha sonra Singh, 2006 yilinda genel cebirsel Hsu-yapisina sahip bir



manifoldun integrallenebilirlik kosullarini degerlendirmis [20], Nivas ve Verma ise 2011
yilinda bu manifoldun alt manifoldlarina odaklanmislardir [21].  Bisht ve Shanker
2012-2015 yillart arasinda, soz konusu manifoldlarda farkli sekilde yenileme ve simetri
tirlerini tamimlamig, Nijenhuis tensoriinii ¢esitli formlarla ifade etmis ve manifoldun
diizliigiini  farkli  egrilik tensorleri lizerinden kapsamli bir gekilde analiz
etmiglerdir [22-25]. Son olarak, 2023 yilinda De, Gezer ve Karaman, Hsu B-manifoldu
tanimlamis ve bu manifolddaki yari-simetrik F-baglantinin egrilik tensor alanimi ele
almiglardir [26]. Tlgili ¢aligmalar, Hsu-yapisina sahip manifoldlarin integrallenebilirlik
kosullar1 ve geometrik ozellikleri iizerine giderek derinlesen ve cesitlenen bir arastirma

cizgisi ortaya koymaktadir.

Altin yapi1 ile Hsu-yap1 arasindaki olasi1 baglantilar ve ortak uygulamalar heniiz yeterince
arastirilmadigindan, bu tez calismasi literatiirdeki mevcut bosluga odaklanarak 6zgiin bir

katki saglamay1 amaglamaktadir.

Bu tez calismasinda, Hsu ve altin yapilardan ilham alinarak hemen hemen Hsu-altin yap1
ad1 verilen yeni bir yapr tanimlanmistir. Tez calismasi dort boliimden olugmaktadir. ilk
boliim ge¢misten giintimiize altin yap: ve Hsu-yap1 iizerine yapilan ¢alismalari 6zetlerken,
ikinci boliim konunun 6ziimsenmesi icin ihtiya¢ duyulan bazi temel kavramlar hakkinda
detayli bilgi sunmaktadir. Ugiincii boliimde hemen hemen Hsu-altin yapi tanimlanmus,
cesitli matematiksel Ozellikleri incelenmis ve ardindan hemen hemen Hsu-altin
B-manifoldun tanimi verilmistir. Ayrica bahse konu yapinin integrallenebilirlik ve paralellik
kosullar1 arastirilmis ve bazi e8rilik iligkileri sunulmustur. Son boliimde ise aragtirmanin

temel bulgular1 ve literatiire katkilar1 6zetlenmisgtir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliim, calismanin ilerleyen kistmlarinda temel tegkil edecek bazi tanim ve teoremleri

icermektedir.

2.1. Manifoldlar ve Ilgili Yapilar

Manifoldlara dair temel bilgiler ile bu yapilara bagli temel kavramlar bu kesimde
sunulmaktadir. Ilk olarak bir topolojik uzay iizerinde daha sonra da bir kiime iizerinde bir

manifold kavramini verecegiz.
2.1.1. Tanim

Bir M topolojik uzaymnin her bir p noktasinin R" uzaymin bir V' acik alt kiimesine
homeomorfik olan bir U acik komsulugu mevcutsa M kiimesine bir topolojik manifolddur

denir. Soyle ki,
Vp € M i¢in p € U,3U agik komguluguvar> ¢ : U —V C R”

olur. Ayrica (¢,U) ikilisi M manifoldunun bir n-boyutlu haritasi, ¢ koordinat doniigiimii ve

U kiimesi de koordinat komgulugu olarak adlandirilir [34].
2.1.2. Tanim

Bir M topolojik uzayinin n-boyutlu bir haritas1 (¢,U) olmak iizere, R" uzaymdaki dogal
koordinat fonksiyonlar1 (x,x2,...,x,) ise u; = x; 0 ¢ ile tanimlt (uy,uy, ..., u,) fonksiyonlart
(@,U) haritasinin koordinat fonksiyonlari, p € M olmak iizere (u1(p),uz(p),...,u,(p)) ise

p noktasinin (@, U) haritasina gore koordinatlari olarak isimlendirilir [34].
2.1.3. Tamim

Bir topolojik M manifoldu ve bu manifoldun Uy NUg # @ olacak sekilde iki n-boyutlu
haritast (Qo,Uq) ve (¢g,Ug) verilsin.  Sirastyla @q(Uy NUg), @p(Uq NUp) kiimeleri



®a(Ua) ve pg(Ug) de agik ve

Ppo Pp 0Py Pa(UaNUp) — 95(UaNUp)

doniigtimii bir homeomorfizm ise bu iki haritaya topolojik olarak ortiigtirler denir. Qg ise

haritalar aras1 doniisiim fonksiyonu olarak adlandirilir [34].
2.1.4. Tanim

M topolojik uzayinin {(@q,Uq)}aer ailesindeki haritalar topolojik olarak ortiisiiyor ise bu

aile M iizerinde bir topolojik atlas olarak adlandirilir [34].

2.1.5. Tamim

M topolojik manifoldunun iki haritast (@, Uq) ve (¢g,Ug) olmak iizere,
Ppo = Pp O P Ve Pop = Pao Py

doniisiimleri C*- sinifindan (diizgiin) ise bu haritalara C*- sinifindandir (diizgiindiir) denir

[34].
2.1.6. Tanim

Bir topolojik M manifoldu ve bu manifoldun haritalarinin ailesi &7 = {(@q,Uq) } a7 0lmak
tizere; <7 igindeki her iki harita diizgiin ve M = |, c; Uy ise &7 atlasina M manifoldunun bir

C*-sinifindan atlas1 veya C”-atlas1 veya diizgiin atlas1 denir [34].
2.1.7. Tamim

/1 ve o>, M topolojik manifoldu tizerinde iki C*-atlas olmak tizere, 7] U o5 de M iizerinde
bir C*- atlas ise bu atlaslar C*-bagdasik olarak adlandirilir ve o] ~ o7 ile gosterilir. Burada

~ bagtis1 bir denklik bagmtisidir [34].



2.1.8. Tanim

o/, M topolojik manifoldu iizerinde bir C*—atlas olmak tizere; &/ nin denklik sinifi
(o] = { | & M tizerinde C* — atlasve o ~ %'}, M iizerinde </ nin dogurdugu

C*-diferensiyellenebilir yap1 olarak isimlendirilir [34].
2.1.9. Tamim

M topolojik manifoldu iizerinde taniml tiim diizgiin atlaslar1 iceren en genis atlasa tam

(maksimal) atlas adi verilir [34].
2.1.10. Tanim

Farkl1 her iki elemaninin ayrik komsuluklar1 var olan bir topolojik uzaya Hausdorff uzayi

denir [34].
2.1.11. Tanim

M Haussdorff uzayi lizerinde tanimli tam atlas ile birlikte topolojik manifolda diizgiin (veya
C*) manifold ad1 verilir. Bahse konu tam atlas ise M iizerinde diizgiin (C*-sinifindan)

yapidir. Yani,

1. M bir Haussdorff uzay,

Qg : Uy CM — V C R" doniisiimii bir homeomorfizmdir,

M= Uael Ua,

o Pa(UaNUpg) — @g(UaNUp) Ve @gp = ((pﬁa)_l doniisiimii diizglin yani @gg

Eal

doniistimii C*- sinifindan bir diffeomorfizmdir.
(@) @qp doniigiimii 1-1 ve ortendir,
(b) @g(Uq NUg) kiimesinin koordinatlart x = (x1,x2,...,X,) ve @q(Uq N Ug) kiimesinin
koordinatlari y = (y,y2,...,y,) ise
1. y; fonksiyonlarin her biri x in C*- sinifindan dontistimleridir,
i, det [3—){,} £ 0 d,
5. o ={(Uq, Pa)} acr tam atlastir [34].



Yukaridaki tanimda; M manifoldunun koordinat komsuluklar1 R” uzayinin bir alt kiimesine

homeomorfik oldugundan M diizgiin manifoldu n-boyuta sahiptir [34].
Simdi bostan farkli bir kiime iizerinde manifold kavramini verelim.
2.1.12. Tanim

M bostan farkli bir kiime ve M nin bir alt kiimesi U olmak iizere, R” uzayimnin bir V acik alt
kiimesine ¢ : U — V C R” seklinde tanimlanmis ¢ fonksiyonu bire-bir, orten ve V kiimesi

R™ de agik ise (¢, U) ikilisine M kiimesi iizerinde bir n-boyutlu harita denir [34].
2.1.13. Tanim

Bir M kiimesinin n-boyutlu bir haritast (¢@,U) olmak iizere, R" uzayindaki dogal Oklid
koordinat fonksiyonlart (x,x2,...,X,) ise u; = x; o ¢ ile tamml (uy,up,...,u,)
fonksiyonlart (@,U) haritasimin  koordinat fonksiyonlari, p € U olmak iizere
(u1(p),u2(p),...,un(p)) ise p noktasmin (@,U) haritasina gore koordinatlari olarak

isimlendirilir [34].
2.1.14. Tanim

Bir M kiimesi iizerinde tammli tim n-boyutlu (@q,Uy) haritalarinin bir ailesi

o = {(@a,Uq) }acr ve I indis kiimesi olmak iizere;

M - U U(x
acl
ise o7 ailesine M kiimesi lizerinde bir n-boyutlu atlas denir [34].

2.1.15. Tanim

Bir M kiimesinin atlas1 &/ = { (@, Uq) } acs ve bu atlastaki iki harita (¢o, Ua), (¢g,Up) € o/



olmak iizere Uy NUg # 0 igin

doniisiimii C¥-difeomorfizm ise bu iki haritaya C*-uyumludur denir ve @ haritalar aras

doniisiim fonksiyonu olarak adlandirilir [34].
2.1.16. Tanim

M kiimesinin { (@, Uq)}aer ailesindeki haritalar Ck-uyumlu ise bu aile M iizerinde bir C*-

atlas olarak adlandirilir [34].
2.1.17. Tanim

o/ ve g, M kiimesi iizerinde iki C*-atlas olmak iizere, @7 U 2% de M iizerinde bir C*-atlas
ise bu atlaslar C¥-bagdasik olarak adlandirilir ve .27 ~ % ile gosterilir. Burada ~ bagintist

bir denklik bagintisidir [34].
2.1.18. Tanim

of, M kiimesi iizerinde bir C*-atlas olmak iizere; </ min denklik sinifi (o], M tizerinde

2/’min dogurdugu C*-diferensiyellenebilir yap1 veya C*-yapi olarak isimlendirilir [34].
2.1.19. Tanim

(M, [ <)) ikilisine n-boyutlu bir C*-diferensiyellenebilir manifold ya da kisaca C*-manifold
denir [34].

2.1.20. Tanim

Bir C*-diferensiyellenebilir yap1 Vk € Z7 icin C*-diferensiyellenebilir manifold ise M ye

C~-diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir [34].



2.1.21. Tanim

U ve V, R" uzaymnn iki acik alt kiimesi olmak iizere, bir ¥ : U — V fonksiyonu i¢in;
YeckUu,v),? 1.V — U var ve ¥~! € C¥(V,U) 6nermeleri dogru ise ¥ fonksiyonuna
Ck-smifindan bir diffeomorfizim ve U ile V kiimelerine de k. dereceden diffeomorfiktirler

denir [35].

2.1.22. Tanim

C”(M,R), bir M manifoldu iizerindeki diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi olmak
tizere; her a,b € Rve f,g € C*(M,R) i¢in asagidaki sartlar1 karsilayan V), : C*(M,R) — R

doniistimii p noktasinda M manifoldunun tanjant vektorii olarak isimlendirilir [36];

a) Vy(af+bg)=aV,f+bV,g,
b) V,(fg) =Vp(f)g+fVpe.

M manifoldunun p noktasindaki tanjant vektorlerinin kiimesi 7),M ile gosterilir. T,,M bir reel

vektor uzayidir. Bu uzaya M nin p noktasindaki tanjant (teget) uzay1 denir [36].

2.1.23. Tamim

Bir M manifoldu i¢in, T,M tanjant uzayinda Vp € M noktasina bir tanjant vektor kargilik
getiren X diferensiyellenebilir doniigiimiine vektor alam adi verilir. TM = U T,M olmak

PEM
tizere M iizerindeki vektor alanlarinin kiimesi x (M) veya I'(TM) ile gosterilir [36].

2.1.24. Tamim

M ve N manifoldlart iizerinde bir doniisiim F : M — N olsun. (U,¢) ve (V, @) sirasiyla,
p € M noktasinin komgulugundaki harita ve F(p) € N noktasinin komsulugundaki harita
olmak iizere, ¢(U) C R™ den ¢(V) C R" kiimesine olan ¢ o F o ¢! doniisiimii

diferensiyellenebilirse F doniisiimii p € M noktasinda diferensiyellenebilirdir [36].



2.1.25. Tanim

¢ :R"—=R"™ ¢ =(f1,/2,-..,fm) dizgin fonksiyon olmak iizere, v, € T,(R") i¢in;
Pug : Ty(R") — ) (R™), @uq(vg) = (vglfil,vglfa]s- - 7v4[fm])(p(q)

fonksiyonuna, ¢ nin g noktasindaki tiirev doniigiimii adi verilir [37].

2.1.26. Tanim

Bir reel vektor uzay1 V ve V nin dual uzayi V* olsun.

T:Y*x...xVixYx...x‘i—ﬂR

TV Vv
k—tane [—tane

seklinde her bir (k+ 1) lineer doniisiimiine V iizerinde k-yinci dereceden kontravaryant ve

[-yinci dereceden kovaryant (veya kisaca (k,!) tipinden) bir tensor denir [47].

Bir vektor uzayi iizerinde tanimli (k,7) tipinden tensorlerin kiimesi T/‘(V) ile gosterilir.

TK(V), R iizerinde bir vektdr uzay1 olup boyV = n ise boyT (V) = n**! dir.

V vektor uzay1 yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay1 olan 7,M alinirsa, M
nin p noktasindaki bir tensor uzay1 olan le (T,M) elde edilir ve bu uzayn her bir elemanina

p noktasinda bir (k,!) tipinden tensor denir.
2.1.27. Tanim

M bir manifold olsun. M nin her bir noktasina (k,!) tipinden bir tensor kargilik getiren bir

doniisiime, M tizerinde (k, 1) tipinden bir tensor alan1 denir [47].

M iizerinde tanimli tensor alanlarinin kiimesi S5(M) ile gosterilir. 3%(M) kiimesi C™(M)

uizerinde bir modildiir.
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2.1.28. Tanim

x(M), M diizgiin manifoldu iizerinde vektor alanlarinin uzayr ve C*(M, IR) reel degerli C*
fonksiyonlarin halkasi olsun. O halde, g : x(M) x x(M) — C*(M,IR) bigiminde bir i¢
carpim tanimli ise M manifolduna bir Riemann manifoldu denir. g islemi ise M iizerinde
Riemann metrigi (i¢ carpim, metrik tensor, diferensiyellenebilir metrik) olarak isimlendirilir.

Bu durumda (M, g) ikilisi bir Riemann manifoldu olarak isimlendirilir [39].

2.1.29. Tanim

x (M), M diizgiin manifoldu tizerinde vektor alanlarinin kiimesi ve C*°(M, IR) reel degerli C*
fonksiyonlarin halkasi olsun. g : (M) x x(M) — C*(M,IR) fonksiyonu; 2-lineer, simetri
ve VX € x(M) i¢in g(X,Y) =0ise Y = 0 € x(M) 6zeliklerini sagliyorsa, g ye M manifoldu
tizerinde bir yari-Riemann metrigi denir ve (M, g) ikilisi bir yari-Riemann manifoldu olarak

adlandirilir [39].

2.1.30. Tamim

M bir manifold ve

Vi (M) xx(M)—x (M)

diferensiyellenebilir bir doniigiim olsun. Vf, g € C* (M) ve VX,Y,Z € x(M) igin,

a) VixiovZ=fVxZ+gVyZ,

b) Vx(fY)=fVxY +(X[)Y,

c) Vx(Y—l—Z) =VxY+VxZ

ise V ya M iizerinde bir lineer konneksiyon denir [47].

2.1.31. Tanim

(M, g) bir Riemann manifoldu ve V, M manifoldu iizerinde
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Vg=0

sartin1 saglayan bir simetrik lineer konneksiyon ise bu durumda V ya M iizerinde Riemann

konneksiyonu ya da Levi-Civita konneksiyonu denir [47].

2.2, Altin Yap1

Bu kesimde, altin yapinin tanimi ve temel 6zellikleri hakkinda genel bilgiler sunulmaktadir.

2.2.1. Tamim

M bir diizgiin manifold, M iizerinde bir I 6zdeslik doniisiimii ve K (1, 1) tipinden bir tensor

alani icin;

a) Vp € M igin K" 1(p),K"%(p),...,K(p),I lineer bagimsiz ve
b) K tensor alan1 Q(x) = x* +a,x" ' 4 ... +axx +a; = 0 denklemini sagliyorsa

K tensor alanina M iizerinde bir polinom yapisi ve Q(x) polinomuna da yap1 polinomu denir

[41].

2.2.2. Tanim

Q(x) = x*> —I yap1 polinomuna sahip (1, 1) tipindeki tensor alan1 hemen hemen carpim yapi

olarak adlandirilir ve P ile gosterilir. O halde P2 = olur [2,40].

2.2.3. Tanim

M manifoldu tizerinde (1, 1) tipindeki bir & tensor alani

P =D +1

denklemini sagliyorsa, bu tensor alanina altin yap1 ad1 verilir [2,40].
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2.2.4. Onerme

(fn)n Fibonacci dizisi olmak iizere, M manifoldu iizerinde bir altin yap1
" = [, &+ fu1l.

biciminde iislii kuvvetlere sahiptir [2,40].

2.2.5. Teorem

Herhangi bir hemen hemen ¢arpim yapis1 P den

P = %(1 ++/5P)

sekilde tanimlanan bir altin yapi elde edilir.

Tersine, herhangi bir altin yapi, kendisine karsilik gelen bir hemen hemen carpim yapisi

tiretir. Bu yap1

1
P=—Q2d-1
e
biciminde verilir [2,40].
2.2.6. Tanim
@ ile tanimlanan bir altin yapinin Nijenhuis tensorii asagidaki bigcimde verilir:

No(U,V) = ®*U,V] - ®[®U,V] + [®U,DV] — ®[U, V).

Eger No = 0 kosulu saglaniyorsa, bu durumda & altin yapisi integrallenebilirdir [2,40].
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2.2.7. Tanim

Eger g, M iizerinde taniml bir Riemann metrigi olup

g(d(X),Y)=g(X,®(Y)), VX, Y eX(M)

kosulunu saghyorsa, (g,®) ikilisine bir altin Riemannian yapi adi verilir. Dolayisiyla,

(M, g, D) iicliisii bir altin Riemann manifold olarak adlandirilir [2,40].

2.3. Hsu Yapi

Hsu yapiya dair temel kavramlarin anlagilmasi amaciyla, bu boliimde yapinin tanimi ve bazi

ozellikleri 6zetlenmistir.

2.3.1. Tanim

M cift boyutlu bir C*-diferansiyellenebilir manifold ve F (1, 1) tipli tensor alani olsun. Eger
F

F>=d1

cebirsel kosulu sagliyorsa, F' tensor alanina M manifoldunda bir Hsu yap1 denir. Burada

a € C, r € Z ve I 6zdeslik doniisiimuidiir [17].

Bu yapi, parametre se¢imlerine gore ¢esitli 6zel durumlari kapsar [17]:

* Eger a = —1 ve r tek say1 ise hemen hemen kompleks yapi,
* Egera=1veyar=0 (a#0)ise hemen hemen ¢arpum yapt,
* Eger a =0 ve r # 0 ise hemen hemen tanjant yapu,
* Eger r =2 ise GF-yap1 ve
— a # 0 ise m-yap,
— a = *iise hemen hemen kompleks yapt,

— a =1 1ise hemen hemen ¢carpim yapt,
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— a =0 ise hemen hemen tanjant yapi
elde edilir.
2.3.2. Tamim
Eger g, M tizerinde tamimli bir Riemann metrigi olup,
g(X,FY)=g(FX,Y)

esitligi saglanmyorsa, (M, g, F) tgliisiine bir hemen hemen Hsu-B manifold denir [26]. Bu
durumda F, metrikle self-adjoint olur ve g metrik tensorii bir B-metrik (Norden metrik)

olarak adlandirilir.

2.3.3. Tamim

F Hsu-yapisinin Nijenhuis tensorii agsagidaki gibi tanimlanir [18,23]:

Np(U,V) = FU,V]+[FU,FV]—F[FU,V]—F[U,FV].

Eger Nr = 0 ise, F' Hsu yapisi integrallenebilirdir [18].

2.3.4. Onerme

Bir (M, F,g) hemen hemen Hsu-B manifoldunda g metriginin Levi-Civita konneksiyonu V,
VF =0

kosulunu saghiyorsa, bu durumda (M, F, g) ticliisit Hsu-B manifold olur. [26].
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3. MANIFOLDLAR UZERINDE HEMEN HEMEN HSU-ALTIN
YAPILAR

Bu boliimde, oncelikle yeni bir yapt olan hemen hemen Hsu-altin yap1 tanimlanmis, bazi
ozellikleri incelenmis ve ardindan hemen hemen Hsu-altin B-manifold tanimlanmigtir.
Ayrica bahse konu yapinin integrallenebilirlik ve paralellik kogsullar1 arastirilmig ve bazi

egrilik iligkileri sunulmustur.

3.1. Hemen Hemen Hsu-Altin Yap1
3.1.1. Tanim
M diizgiin manifold, I 6zdeslik doniistimii, J ise (1, 1)-tipinden bir tensor alani olsun. r € Z

ve a € C olmak iizere,

1—-5d"

JP=J—
4

I 3.1)

denklemini saglayan J tensor alanina M manifoldu iizerinde hemen hemen Hsu-altin yap1

denir.
(M,J) ikilisi ise hemen hemen Hsu-altin manifold olarak isimlendirilir.
Not

Es. 3.1 esitli8i ile tanimlanan hemen hemen Hsu-altin yap1 [2] numarali kaynakta verilen

yapilarin bir genellemesidir. Yani, Es. 3.1 esitliginde;

« a=1veyar=0 (a#0)alimrsa altin yap1 (J> —J — I = 0);
« a=0 (r+#0) ise tanjant altin yap1 (J> —J + il =0);
 a= —1 ve rbir tek say1 ise kompleks altin yap1 (J> —J + %I =0);
* r=2icin,
— a=0ise tanjant altin yap1 (J> —J + %I =0);
— a=lisealtm yap1 (JZ —J — I = 0);
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— a = i ise kompleks altin yap1 (J> —J + %I =0)
elde edilir.
3.1.2. Onerme

J bir hemen hemen Hsu-altin yap1 olmak iizere,

a) J yapisinin dzdegerleri 6 = %ﬁ ve 1 — o olur.
b) Vp € M igin 1 —5a" # 0 olmak iizere, M manifoldunun tanjant uzay1 7,M iizerinde J bir

izomorfizmdir.

. . . _ T . o 4 A
¢) 1—5a"# 0icin J yapisinin tersi mevcuttur. AyricaJ !, (J =J 1 igin) /2 = sz (J—1)

denklemini saglar.
Ispat
J bir hemen hemen Hsu-altin yap1 olsun.

a) J yapisinin 6zdegeri A ise VX € I'(TM) i¢in J(X) = AX olur. Es. 3.1 esitliginden;

1—-5d"
4
1—-5a4"

0=J*X)—J(X)+

1(X)

= J(AX) - AX + X

1—-5a"

= A(AX) + X —AX

= </12+1_45a —/I)X

elde edilir. VX € I'(TM) i¢in bu esitlik dogrudur ve buradan

1—-5a"
4

A2=A—

denklemi elde edilir. Denklemin kokleri ise;

1++/5a" 1—+/5a"
M:T:G ve lzszl—G
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olarak bulunur. Sonug olarak J yapisinin 6zdegerleri A} = 6 ve A, = 1 — ¢ olur.
J bir lineer doniigiim oldugundan, cekirdegi {0} ise bire-birdir. Vp € M i¢in 1 —5a" # 0
olmak iizere, CekJ = {X € T(TM) | J(X) = 0} ve Es. 3.1 esitliginden;
1 —5a"
0=JU(X))—J(X)+ —2

— — 1_5 r
—J(0) -0+ —2

1-54d"

1(X)

X

=0+ X

=X
elde edilir. Yani CekJ = {0} olur. Dolayisiyla J bire-birdir. Ayrica,

0 = boyTM — rankJ — boy(CekJ)

= boyTM — boyJ(TM)

olur. Yani TM = J(TM) olup J ortendir. Sonug olarak J bire-bir ve orten olup

izomorfizmdir.

c¢) J birizomorfizmdir, o halde tersi mevcuttur. Vp € M i¢in 1 —5a” # 0 olmak iizere, Es. 3.1

esitliginden;

1—54d"
4
=J2 gt =

1-5a"
=J
+ 4

1—5a"
-— ey S Iy o

- 4

0=J>—J+ I

S5a"—1

J—l

J oo

f2

olur. O halde J, /2 = =+ (/ —I) denklemini salar.

Boylece ispat tamamlanmus olur.
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Not

a = 1 6zel halinde Onerme 3.1.2 deki ifadeler [2] numarali kaynakta verilen ifadeler ile

cakigmaktadir.
3.1.3. Onerme

J bir hemen hemen Hsu-altin yapi ise J = I —J yapist da bir hemen hemen Hsu-altin yapi

olur.
Ispat
J hemen hemen Hsu-altin yap1 olsun. [ —J = J igin;

J=(1-J)
=(I—-J)o(I-J)
=

[—J+J2—))

1 _ r
:<?—2J+J— f“z)

1—-5a"

1

1-5a"
4

—I-J-

=(I-J)— 1

elde edilir. O halde J, Es. 3.1 esitligini saglar ve boylece hemen hemen Hsu-altin yapi olur.
3.1.4. Teorem
F bir Hsu-yap1 olsun. Bu yapidan

J= (1+ \/§F> (3.2)

N =

esitligi ile verilen bir hemen hemen Hsu-altin yapi elde edilir.



Diger taraftan, bir / hemen hemen Hsu-altin yapisindan

F=Va

2J—1
20 -1

esitligi ile verilen bir Hsu-yap1 elde edilir.

Ispat

F bir Hsu-yap1 olsun. O halde

J?

elde edilir. Boylece J> = J —

—

= (JoJ)

[(H—\/_F) (H—\@F”
I4V/5F +/5F +5F2)
1+2v/5F +5d1)

=4
=2
(21 [+2V5 F+5a’1>
(21+2\/_F>—%(1—5a )
(

I+\/_F) ——(1—5a’)1

& 4>|~4>|~4>|~4>|~4>|~4>|~

1—-5a"

Hsu-altin yapidir.

Diger taraftan, J bir hemen hemen Hsu-altin yap1 olsun. O halde;

F2

T (20-1)2

T (20-1)2

=FoF

ar

(2 —1)o (27 —1)]

ar

(47 —4J +1)

a” 1—-54"
Y 4(s- 1) —4J+1
<26—1>2<(J 5 ) ”)

- (20—1)2(

ar

47 — (1 —5a") —4J +1)
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(3.3)

I esitligi saglamir. Dolayisiyla J bir hemen hemen
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5(ar)2
2o —1)2"
5<ar)2

(£V5a7)?

=dl

olur. Béylece F? = a’I denklemi saglanir. Sonug olarak F bir Hsu-yapidir.

Not

a = 1 0zel halinde Teorem 3.1.4 deki ifadeler [2] numarali kaynakta verilen ifadeler ile

cakigmaktadir.

3.1.5. Tanim

M manifoldu tizerinde, her X,Y € I'(TM) alindiginda g;

g(JX,Y)=g(X,JY)

(3.4)

olacak gekilde bir B-metrigi ise, (g,J) ikilisine bir hemen hemen Hsu-altin B-yapi ve

(M, g,J) tgliisiine de bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold denir.

Es. 3.4 esitliginden

gUX,JY) =g(X,J?Y)

—o(x (7= 122y

_g 9 4
1—54d"

=g (XY - —>=

=g(X,JY)—

elde edilir. Boylece

1—54"
g(X,JY) - — =

g(X,Y)=g(JX,JY)

(3.5)
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denklemi elde edilir.

3.2. Integrallenebilirlik ve Paralelizm

Bir M manifoldu iizerindeki (g,J) hemen hemen Hsu-altin B-yapisi i¢in; g metriginin
Levi-Civita konneksiyonu V olmak iizere, J ile tanimlanan Hsu-altin yapinin 6zelliklerini

karakterize eden bazi tensor alanlar1 asagidaki sekilde tanimlanir.
a) [.,.] Lie parantez operatorii olmak iizere, J yapisinin Nijenhuis tensorii
N;(U,V)=J*U,V]-JU,JV]+[JU,JV] - J[JU,V], (3.6)

b) {.,.} Jordan parantez operatorii ve {U,V}; = {JU,V} —J({U,V})+{U,JV} olmak

tizere, J yapisinin Jordan tensorii

M;(U,V)=—-{JU,JV}+J({U,V};), (3.7)
c) 2H; = Nj+ Mj esitligini saglayan J yapisinin deformasyon tensorii

H;(U,V)=(JoVyJ—=VuJ)(V) (3.8)

olur [27,28].

M manifoldu iizerinde tiimleyen dagilimlar R, S; bunlarla iligkili projeksiyonlar ise sirasiyla

r, s olsun. O halde asagidaki bagintilar mevcuttur:

r2:r, s2:s,r+s:1, rs =sr=20. 3.9)
Onerme 3.1.2 (a) ve Es. 3.9 esitliginde yer alan bagintilardan;

ol 1y
"To5-1 T20-1

(3.10)
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_© 7 1
YT o6-1 20-1

J (3.11)
elde edilir.
3.2.1. Onerme

(M, g,J) hemen hemen Hsu-golden B-manifold olmak tizere, M iizerindeki herhangi U ve V

vektor alanlari i¢in;

Np(U,V) = gNJ(U,V) (3.12)
olur.

Ispat

U ve V, M manifoldu iizerinde herhangi iki vektor alani olsun. Es. 3.1, Es. 3.6 esitlikleri ve
Teorem (3.1.4)’den;

Ne(U,V) = d'[U,V] + é[(ZJ—I)U, (2] —1)V] - %(2]—1)[(2J—I)U,V]
- %(21_0 U, (2] —1)V]

_dUV]+ %[J(U), (20— 1WV] - %[U, (27— 1] -

. 4 2 2
= dUV)+ SU0) I V)] = SHU)V] = S0 V)] + 5 [0.V]

_ %(2]-1) J(U),V]+ (2] —D[U,V] - %(2]—1) IV + %(21—1) U,V

1
— <ar+é+§(2j—1)) [lSJ,V]+ (—%—%( J—I)) VU, V]

+ (‘% — %(2]—])) (U,JV] +g[J(U),J(V)]

W
W

= (5 + 1420 ~D)UV] + 5 (2227~ D)[(V),V]

+ %(_2—2(2J—1))[U,J(V)] + g[J(U),J(V)]
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_ %(Saurl+4J—2)[U7V]+%(_2_4J+2>[J(U)’V]
+§(—2—4J+2)[U,J(V)]+§[J(U),J<V)]

_ é(Sar—1—|—4J)[U,V] —%J[J(U),V] —gJ[U»J(V)Hg[J(U)’J(V”

=5 (5 +9) r- @)Y= I+ SO

— gNJ(U,V)

olur. O halde

Np(U,V) = gNJ(U,V)

bulunur.

Not

Bir (M, g,J) hemen hemen Hsu-altin B-manifoldu igin;

a) N;j =0 = J hemen hemen Hsu-altin B-yapis1 integrallenebilirdir. Onerme (3.2.1)’den
N = %N 7 dir. O halde J integrallenebilirdir < F Hsu-yapisi integrallenebilirdir.

b) M manifoldu lizerinde her X ve Y vektor alani i¢in;
* s[rX,rY] = 0 = R dagilimi integrallenebilirdir,

* r[sX,sY] =0 = S dagilim integrallenebilirdir.

(M, g,J) bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold olmak iizere;

1
Jr:rJ:\/g((G—l)I—FJ)J
_ ! (c—1)J+ e
- Vaar Var
:L(o—l)JJrL(J—l_Sa 1)
V5ar V5ar 4
(c—1) 1 1-5a

1

+ J
vV 5S5a" S5a” 4+/5a"
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_ o 7 I 1 1—5a
54" \5a 54" 4V5a"
_ o _I—Sa’I
S5a" 4\/5a"
1 1-5a"
:m(cﬂ— 1)
=or

Js=sJ = (cl—J)J
Sar
1 1
= oJ — J*
Sa”" Sa”"

olur. O halde

Jr=ri=o0 ! <GJ =34,
r=r]=or= —
v 5Sa’ 4
1 1—5a"
Js=sJ=(1—- = c—1)J+

elde edilir. VX,Y € I'(TM) igin, bu esitliklerin yardimiyla

Ny(rX,rY) = J?[rX ,rY] + [JrX,JrY]| = J[JrX, /Y] = J[rX ,JrY]

= J2[rX, Y]+ 6*[rX,rY] — 20J[rX,rY]

; 1—-5a4" X, ]+ (o 1—-54"
= — rX,r —
4 ’ 4

r

=J[rX,rY]—

1 -5a"
= (1-20)J[rX, Y] + (a— :

=(1-20)J[rX,rY]|+06(20—1)[rX,rY]

) [rX,rY]|—20J[rX,rY]

a
[rX,rY]+orX,rY]—

(3.13)

—20J[rX,rY]
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ve

sNy(rX,rY) = (1—-20)sJ[rX,rY|+0c(20 — 1)s[rX,rY]
=(1-20)(1—o0)s[rX,rY|+0(20 —1)s[rX,rY]
= (20— 1)%s[rX,rY]

=5a"s[rX,rY|
oldugundan,

LNy (rX 1Y) = (X, Y]
s sNi(rX.rY) = s[rX, r

elde edilir. Benzer sekilde,

rNy(sX,sY) = (20 — 1)rJ[sX,sY]+ (0 —1)(20 — 1)r[sX,sY]
= (20 —1)or[sX,sY]+ (0 —1)(20 — 1)r[sX,sY]
= (26 — 1)%r[sX,sY]

=5d"r[sX,sY]
olmak tizere,

18 S S ris. S
54" J ) )

elde edilir. O halde

! Ny (rX,rY) = s[rX, rY]
—sNy(rX,rY ) =s|rX,r
5a" (3.14)

LNy (5X,5Y) = r[sX, sY]
rNy(sX,sY) =r[sX,s
54" J ) ’

olur. Es. 3.13, Es. 3.14 esitlikleri ve yukarida yer alan Not yardimiyla asagidaki dnerme

elde edilir.
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3.2.2. Onerme

M manifoldu iizerinde tamamlayic1 dagilimlar R, S; bunlarla iligkili projeksiyonlar ise r, s

olsun. Bir (M, g,J) hemen hemen Hsu-altin B-manifoldu i¢in, VK, T € I'(TM) alindiginda;

a) R integrallenebilirdir < sN;(rK,rT) =0,
b) S integrallenebilirdir < rN;(sK,sT) =0,

c) J integrallenebilir = R ve S dagilimlar1 da integrallenebilirdir.

3.2.3. Onerme

J bir hemen hemen Hsu-altin yap1 olmak iizere; r ve s projeksiyon operatorleri icin

1

Nr:Ns:_NJ:Mr:Ms
S5a”
ve
1
Hr:Hs:gH]

esitlikleri saglanir.
fspat
J hemen hemen Hsu-altin yap1 olsun. VK, T € I'(TM) i¢in, Es. 3.6-Es. 3.12 esitliklerinden:

N,(K,T)=—r[rK,T) = r[K,rT] +r*[K,T] + [rK,rT]

=—r[rK,T|—r[K,rT|+r[K,T|+ [rK,rT]

-7 [(2(:;_—11” 2oJ— 1) K, T] -7 lK’ <2(;__111+ 2cJ— ) T}
+riK, T+ [<2C;_—111+ 2oJ— 1) K, (2(:;_—11]jL 201— 1) T]

— [;__IIK,T] —y [201_ IJ(K),T] —y lK 2(;—_11 T}

1 o—1 c—1 J




1 c—1 J
* [26—11<K>, (26— 11+ 20 — 1> T]

o—1

B 2c—1r[K’T]_20—1r[J(K)’T]_2(;__114’(1] — 7K. J(T)]
+r[K,T]+206__11 {K 2(;__114 { i }
+26%1[J(K)a206__11T}+2 1_1{ 26 = }
_22(2:1)F[K’T]_201—1F[J(K) Tl = 5o K (D)) + K. T

(2(?;:11)2[ T]Jr(zc:i)z [K’J(Tﬂﬂzz_i) (K),T]
eV K)IT)

=—2§§‘i) <;;_11’+2 s

(20‘ I 2o 1) S, T]
(20‘ I 20 1)KJ(T)]+(2(:;__111+ZGJ_1)[K,T]
(;;_11) K, ]+(2Z i) K, J(T)]+(2z:i) V(K),T]
+ eV R
:—2(26—_11)2[K ] 2(;:1)21[ ] (zij)z“’@ 7]
(261—1)2 /(K), T (2(;:1)2[ J(T)] E 1_1)ZJ[K,J(T)]
+2G_—11[ I+ e /KTl (2(;__11>2[K ]+ (2z—1)2[K J(T)]
+(2Z:1)2“<K> I+ 5 11)2[J(K>,J(T)]
- gg:g)z[K,TH(zGl_l)zJ[K,T] (201 ! (K).T
(20.1_1)21[K J(T)]+ (20— I)Z[J(K),J(T)]

oy (o~

=y (7= 20 e 0.7 )+ 00,00

o — 1y VK TI= I (K).T] = JK (D] + [ (K).J(T)
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1
" (20—-1)2
1
5 r

NJ(K,T)

Ny(K,T)
olur. Diger taraftan;

Ny(K,T) = —s[sK,T] — s[K,sT|+s*[K,T] + [sK,sT]

—s[sK,T| —s[K,sT|+s[K,T]+ [sK,sT|

_ ° T Nk K (-2 / T|+s[K,T]
TN\ 261 201 )| T M 2621 201 SR
N c J K, o I J T

20—1 20-—-1 20 — 1 20 —1
b ° kTl|+ ' gk K- 7laslk 1 gt
I 7 il IR P Rl I Rl v o B Ry

o o J

+S[K’T]+{20—1K’(2c—11_2o—1>T1

1 o J
- [20—1“’ <2o—11_2c—1>T}

(e}
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= T KT S UKL T+ IR T+ SIKT)
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1
T 1)2[JK,JT]

20 (o} J 1 o J
:_20'—1(26—11_26—1)[K,T]+26—1(26_11_20-_1>[‘]K7T]

2

+ 261_1 (266_ 11_ 201— 1> [K,JT|+s[K,T]|+ (%) K, T]

° _KJT ° __UK,T JK,JT
~ 2o KT~ o VK T+ (o KT
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- 20-1"7 (2012070 (2012770 (20-1)270
o) G T4 g T = 3K
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+(260_1)2[ T o _1)2[K,JT]——(26_1>2[JK,T]+W[JK,JT]
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= o2 KT e /T (g VKT
1
~ o I)ZJ[K,J(T)]+ 2 1)2[J(K),J(T)]
= (201—1)2 (V=0(1=0))[K,T]-JJ(K),T| = JK,J(T)| + [J(K),J(T)])
= (261_ 2 (2K, T) = JJ(K),T] = J[K,J(T)|+ [J(K),J(T)])
1
- WNJ(K’T)
1
=5 NI(K.T)

bulunur. O halde

1
NK.T] = 5Ny [K.T] = Ny[K.T]

olur. Benzer sekilde

M. (K,T) =r{rK, T} +r{K,rT} —r*{K,T} — {rK,rT}

=r{rK,T}+r{K,rT} —r{K, T} —{rK,rT}

ol T Vkrlo e (22 T Yy
=r r

26—1 20-1)"" '"\20-1  20-1

c—1 J o—1 J

_F{K’T}_{(zo—leo—JK’<2o—11+2c—1)T}

c—1 1 c—1
—1’{26_1K7T}+r{26_1J(K),T}—|—r{K,2G_1T}

1 o1 (o-1 J
K,—J(T) S — r{K,T} - K I T
”{ Sraasd )} KT} {20—1 ’(26—1 +2c—1> }

1 c—1 J
— K 1 T
{20‘—1J( )’(26—1 Jr26—1) }

1 1 o—1 1
- K.T K).T K.T
2o 1 KT 5l (K) T4 5 K T 5 o

o—1 o—1 o—1 1
—r{K, T}~ K - K T
KT} 20—1{ 261 } 25—1{ 2o -1/ )}

) 261_ 1 {J(K), 206—_11T} B 261_ 1 {J(K), 201_ 1J(T)}
2(0—1)

= K, T

J— 2 _ .
_ (20;;_11) {K’T}_(Zi——i)z{K’J(T)}_ﬁ{J(K)aT}

r{K,J(T)}

r{J(K),T}+

H{K,J(T)} —r{K,T}

20 —1 20 —1

29
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1 c— J
+2G—1(26 11+20’—1){J(K)’T}
1 o—1 J o—1 J
- 1(20 1+ 1){K,J(T)}—(20__1 +5 >{K T}
. 2
(200—11){ e i)Z{ (T)}_@i—hz{ o
- (261_1)2{ (K).J(T)}
_ (G 1) (K, T} +2 -1 J{K,T} o1 {J(K),T}
=2\ 35 (2 —1)2 (20— 1)
+ﬁ’“< ) T}+%{K J(T)}+ (261 e/ 1K)}
2 _
gt T T (5 ) T - G )
_(zi—_i)z{J(K)’T}_(ZG—I—I)Z{J(K)J(T)}
o(l1-o) 1 1
“o- 1 T e O TH g VK T

+<201 R KT} = o 0 K) (7))
i (24 01 = ) KT} 1K), T} +HKI(T)} = ((K).I(T)Y)
7 (( ){K TY+J{J(K), T} +J{K,J(T)}
—{J(K J(T)))
2( 2K, T} +J{J(K ), T}+J{K,J(T)} —{J(K),J(T)})
WM (K, T)
:5; (K, T)

veE

My(K,T) = s{sK,T} +s{K,sT} —s*{K,T} — {sK,sT}

=s{sK,T}+s{K,sT} —s{K, T} —{sK,sT}
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SRR A R
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=535 KT Lokrbeslk, -2 7 K~ T
"N 2o T 2o T T 201 S TN N 20—
(o} o J
_S{K’T}_{ZO'—IK’(26—11_20'—1)T}

1 c J
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o o J
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20 1 1
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o1 T = g UK T 55

2
~(527) WTh e KTy + o KT

- ﬁ{JK,JT}

20 o J 1 o J
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20—1\20—-1 20 —1 20—1\20—-1 20 —1

- 20—1—1 (206— ' 2oJ— 1) {K.JT} = s{K. T} = (%>Z{K,T}

+ﬁ{K,JT}+

s{K,JT}

s{K,JT} — s{K,T}

2{JK7T}_

—(2oi 0 S{JK.JT}

(20—-1)

262 20

= —A{K,T} — —J{K, T} -

20 —1 (20 —1)2 s{JK, T} +

c
(20—1)

c 1 -
- W{KJT}JFWJ{K,JT} ey
2

ﬁJ{JK,T}

{K,T}+

JIK, T
26—1{’}

T )

- (26%1)2{][(,]7"}
o(l—o)

B (20—1)2{K’T}_

ﬁ{][ﬂ]’}

J{K,T}+ SJ{J(K), T}

1
(20 —1)2 (20 1)
+ ﬁJ{K,J(T)} - ﬁ{J(K),J(T)}

= (261_ I (=T +o(1—0){K,T}+J{J(K),T}+J{K,J(T)}

—{J(K),J(T)})
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1
(20 —1)32 (

- ﬁMJ(K, 7)

- L wkm
" 5ar Y

—JH{K, T} +J{J(K), T} +J{K,J(T)} — {J(K),J(T)})

olur. Buradan

1
Mr[Ka T] = gMJ[K,T] :MS[K7T]

oldugu kolayca goriilebilir. Diger taraftan,

Ny+M;

H;(K,T) =
= XK T) MK T)

= 54'H,(K,T)

ve
M
Hy(K, 1) = M
5a”
= 2 . T+ MK T)

— 54"Hy(K,T)

olur. Sonug olarak
1
H.(K,T) = FHJ(K,T) =Hy(K,T)
a
elde edilir.
3.2.4. Sonug
J bir hemen hemen Hsu-altin B-yap1 olmak lizere;

a) r ve s projeksiyonlar1 g-simetrik,
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b) R ve S dagilimlar g-ortogonal,

¢) J, Nj-simetriktir.

Ispat

J bir hemen hemen Hsu-altin B-yap1 olsun. VK, T € I'(TM) igin;

a) r= f;%l—i- \/%7] oldugundan J = v/5a’r + (1 — o)I olur. O halde

0=¢(J(K),T)—g(K,J(T))
=g((V5a'r+(1—o)I)(K),T) — g(K,(V5a'r+ (1 — o)I)(T))
=8(V5a'r(K),T)+¢((1 - 0)I(K),T) — g(K,v5a"r(T)) + g(K, (1 - 0)I(T))
= (1-0)g(K,T) +V5a"g(r(K),T) — (1—0)g(K,T)+V5a"g(K,r(T))
= g(r(K),T) — g(K,r(T))
bulunur. Benzer sekilde s = \/%I . \/%71 oldugundan J = 6I — \/5a’s olur. O halde
0=g((K),T)—g(K,J(T))
= g((ol —V5d's)(K),T) — g(K, (0l — V5a's)(T))

= —g(V5a’s(K),T)+g(cI(K),T) + g(K,V/5a"s(T)) + g(K,cI(T))
=0g(K,T)—V5a7g(s(K),T) — 6g(K,T) +V5a’g(K,s(T))

= 8(s(K),T) —g(K,s(T))

elde edilir.
Sonug olarak r ve s projeksiyonlar1 g-simetriktir.

b) R ve S dagilimlan timleyen dagilim oldugundan 7'M = R, & Sy olur. g metrigi M
manifoldu iizerinde tanimlandig1 igin (R,)* = S, ve (Sy)* = R, olur. Dolayisiyla
g(r(K),s(T)) =0 olur.

Sonug olarak R ve S dagilimlar1 g-ortogonaldir.
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¢) J yapisinin Nijenhuis tensorii Ny olmak iizere;

Ny(J(K),T) = J*([J(K),T]) + [J*(K),J (T)] = JJ*(K),T] = JJ(K),J (T)]
_ (]— ! _45“r1) (V(K),T)) + KJ— : _45“r1> (K),J(T)]

.y [(J— ! _45ar1) (K), T} —JJ(K),J(T)]

2 k), 71+ ) () - L

1—-5a"

= JJ(K),T] -

[K,J(T)]

—JJ(K),T] + J[K,T) = J[J(K),J(T)]
1—5a4"

4

= (I =D(K),J(T)] (V(K), T+ [K,J(T)] - JIK,T])

veE

Nj(K,J(T)) = J2([K,J(T)]) + [J(K),J*(T)] = J[K,J*(T)] = J[J(K),J(T)]
_ (J— 1_45“r1) K, J(T)]+ {J(K), (J— 1_45“r1) (T)}

iy [K, (J— ! _45“r1) (T)] —JJ(K),J(T)]

K () + U K) I 2

1 —-5a"
4

= (I =)J(K),J(T)]

=JIK,J(T)] - J(K),T]

—JIK,J(T)|+ JIK,T]—JJ(K),J(T)]
1—5a4"

4

(L (K), T1+[K,J(T)] - JIK, T])

olur.
Dolaysiyla N;(J(K),T) = N;(K,J(T)) elde edilir. O halde J hemen hemen Hsu-altin

B-yapis1 Nj-simetriktir.

Boylece ispat tamalanmig olur.

3.2.5. Lemma

(M, g,J) bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold olsun. O halde M iizerinde VX,Y € I'(TM)



icin;
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Ny(X,Y) = (Vyx)Y = (Viy)X +J(VyJ)X —J(VxJ)Y (3.15)
olur.
Ispat
Lie parantez operatorii [X,Y] = VxY — VyX ve J yapisinin Kkovaryant tiirevi

(VxJ)Y = VxJY —JVxY dikkate alindiginda,

Ny(X,Y) =1?[X, Y]+ [JX,JY]| - J[JX,Y] - J[X,JY]

1—5a" 1—5a4"
aVXY—i— a

=J(VxY) —J(VyX)— VyX

+ (VJXJ)Y +J(ijY) = (VJyJ)X—J(ijX)
1 —5a"

—J(VyxY) +J(VyJ)X +J(VyX) — VxY

- 5a"
—J(Vx)Y —J(VyY)+ —2

VxY -I—J(ij)()

=(VyxJ)Y — (Vyy )X +J(VyJ)X —J(VxJ)Y.

elde edilir.

N; = 0 i¢in, J hemen hemen Hsu-golden yapisi integrallenebilirdir denir ve (M, g,J) ti¢liisii

Hsu-altin B-manifold olarak adlandirilir.

3.2.6. Sonuc¢

Bir (M,g,J) hemen hemen Hsu-altin B-manifoldunu ele alalim.

VJ = 0 kosulu

saglandiginda, J Hsu-altin yapisi integrallenebilirdir denir ve (M, g,J) tiglisii bir Hsu-altin

B-manifold olarak adlandirilir.

Es. 3.15 esitligine dayanarak, Codazzi tipi bir denklem cinsinden ifade edilen agsagidaki

integrallenebilirlik kosulu elde edilir:
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3.2.7. Teorem

M manifoldu tizerinde herhangi iki vektor alan1 X ve Y olmak iizere; bir (M,g,J) hemen
hemen Hsu-altin B-manifoldu icin, J yapisinin integrallenebilirligi asagidaki Codazzi tipi

denklemin saglanmasina esdegerdir:

(VixJ)Y —J(VxJ)Y =0.

(0,1) tipinden bir Q piir tensoril i¢in, J ye gore tanimlanan ¢ operatdrii asagidaki baginti ile
verilir:

(/Q)(X,Y1,....Y)) = (JX)Q(Y1,....Y)) = XQJY],....Y))

a
+Y o,....(Ly,J)X,....Y)).
A=1
Burada X,Y),...,Y; € I'(TM) ve Ly, Y ye gore Lie tiirevini ifade eder [5].

Asagidaki teorem, J Hsu-altin yapisimin integrallenebilirlik ozelligiyle ¢ operatoriiniin

iligkisini ifade eder.
3.2.8. Teorem

Bir (M, g,J) hemen hemen Hsu-altin B-manifoldu verilsin. J yapisinin integrallenebilirligi

@yg nin sifirlanmasi ile karakterize edilir. Yani ¢;g = 0 ise J integrallenebilirdir.
Ispat

(M,g,J) hemen hemen Hsu-alun B-manifold olsun. VV,K,T € I'(TM) ic¢in Es. 3.4

esitliginden;

va(JK,T) = va(K,JT)
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eld edilir. Ayrica Vg = 0 oldugundan;

Vyg(JK,T)=(Vvg)UK,T)+g(VvJK,T)+g(JK,VyT)

g((VVJ)K—I—J(VvK),T) —|—g(JK,VvT)

g((Vw)K,T)+g(J(VvK),T)+g(JK,VvT) (3.16)

ve

Vvg(K,JT) = (Vve)(K,JT) +g(VvK,JT) +g(K,VvJT)

g(VyK,JT)+g(K,(VyJ)T +J(VyT))

S(VVK,JT) + g(K, (VyJ)T) + g(¥,J (VyT)) (3.17)

olur. Es. 3.16 ve Es. 3.17 esitliklerinden

g((VvI)K,T) = g(K(VvJ)T)

elde edilir. g metriginin Levi-Civita konneksiyonu V ve LxT = [K,T] = VT — V7K olmak
tizere, YW, K, T € I'(TM) igin;

(9s8)(W,K,T) = (JW)g(K,T) —=Wg(JK,T)+g((Lx )W, T) + g(K, (Lr.J)W)

= (JW)g(K,T)—Wg(JK,T)+g([K,JW]—JK,W],T)
+g(K, [T,JW] —J[T,W])

= (IW)g(K.T)-Wg(JK,T)+g([K,JW]|.T) - g(J[K,W],T)
+8(K, [T,JW]) — g(K,J[T,W])

— (JW)g(K,T)—Wg(JK,T)+ g(VxkJW —V;wK,T)
—g(J(VEkW —VywK), T)+g(K,V7JW =V T)
—g(K,J(VTW —VyT))

= (JW)g(K,T)-Wg(JK,T)+g(VgJW,T) —g(VywK,T)
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—8(/(VkW),T) +(J(VwK),T) +g(K,V1JW)
—8(K,VywT) —g(K,J(VTW)) +g(K,J (VwT))
=(W)g(K,T)—Wg(JK,T)+g(VgJW,T)—g(VywK,T)
—8(VkJW — (Vk)W.T) +g(VwJK — (VwJ)K,T)
+g(K,VrJW) —g(K,VywT)—g(K,VrJW — (V7J)W)
+g(K,VwJT — (VwJ)T)
=(W)g(K,T)—Wg(JK,T)+g(VgJW,T)—g(V;wK,T)
—g(VkIJW,T)+g((VkJ)W,T) + g(VwJK,T)
—8((Vw/)K,T)+g(K,VrIW) —g(K,V,wT)
—8(K,V7JW) +¢(K,(V1J)W) +¢(K,VwIT) —g(K,(VwJ)T)
=g((Vg)W,T) +g(K,(V1J)W) —g(K, (VwJ)T)
+(IW)g(K, T)—Wg(JK,T)—g(VowK,T)+g(VwJK,T)
—8((Vw/)K,T) - g(K,VywT) +g(K,VwJT)
=g((Vg)W.T)+g(K,(V1J)W) —g(K, (VwJ)T)
+(IW)g(K,T)—Wg(JK,T)—g(V;wK,T)+g(VwJK,T)
+8(K,J(VwT)) —g(K,VywT)
=g((Vk)W.T)+g(K,(V1J)W) —g(K, (VwJ)T)
+(UW)g(K,T) = (Vwg)UK,T) —g(VwJIK,T) —g(JK,VwT)
—8(VowK,T) +g(VwJK,T) +g(K,J(VwT)) —g(K,VywT)
=g((Vk)W,T) +g(K, (V1J)W) — g(K, (VwJ)T)
+(UW)g(K,T) = (IW)g(K,T) - g(VwJK,T) - g(JK,VwT)
+8(VwJK,T)+g(K,J(VwT))

=g((VkJ)W.T) +g(K,(VrJ)W) —g(K,(VwJ)T) (3.18)
olur. Benzer sekilde;

(9s8)(T, K, W) = (JT)g(K,W) —Tg(JK, W) +g((LgJ)T,W) + g (K, (LwJ)T)

=JT)g(K,W)—Tg(JK,W)+g([K,JT]—J[K,T],W)



+g(K,[W,JT] —J[W,T))
= UT)g(K,W) =Tg(UK,W) +g([K,JT],W) —g(J

+g(K, [W7JT]) —g(K,J[W,T])
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K, T],W)

=(JT)g(K,W)—-Tg(JK,W)+g(VkJT —V,;71K,W)

—g(J(VKT—VTK)7W) +g(K,ijT—VJTW)

—g(K,J(VwT —VW))

= (JT)g(K,W)—Tg(JK,W)+g(VkJT,W)—g(V,;rK,W)

—8(J(VKT),W)+g(J(VrK), W) +g(K,VwJT)

—g(K,VyrW) —g(K,J(VwT)) +g(K,J(VTW))

= (JT)g(K,W)—Tg(JK,W)+g(VkJT,W)—g(V;rK,W)

(
)

—g(ViJT — (VJ)T,W) +g(V7JK — (V7J)K, W)

+8(K,VwJT) —g(K,VjrW) — g(K,VwJT — (VwJ)T)

+g(K,VrJW — (V)W)

=(JT)g(K,W)—Tg(JK,W)+g(VgJT,W)—g(V;rK,W)

—g(VKJT,W (VKJ)T W)+g(VTJK W)

) +8(
+8(K,VwJT) — (K, Ve W) — g(K,VwJT) +g(K
)—8(K

+g(K,VpJW (V)W)

= g(<VKJ)T7W) —|—g(K, (VWJ)T) —g(K, (VTJ)W)

8

g((Vr)K, W)

+(UT)g(K,W)—Tg(JK,W) —g(VyrK,W)+g(VrJK,W)

—g((Vr)K,W) —g(K, VW) +g(K,V1JW)

- g((VKJ)T7W) +g(K7 (VWJ)T) _g(K7 (VTJ)W)

+(UT)g(K,W)—Tg(JK,W)—g(V;rK,W)+g(VrJK,W)

—8(K, (V)W) — g(K, V1 W) +¢(K,VJW)

=8((Vk )T, W) +¢(K, (Vw/)T) — g(K, (V)W)

+UT)g(K,W) —Tg(JK,W) —g(VirK,W) +g(VrJK,W)

+g(K,J(VTW)) —g(K,V,rW)
=g((VkJ)T,W) +g(K,(VwJ)T) — g(K,(VrJ)W)

+(UT)g(K,W) = (Vrg) UK, W) —g(VrJK,W)
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—g(JK, VW) —g(VrK, W)+ g(V7JK,W)
+8(K,J(VTW)) —g(K,V;rW)

=g((Vk)T,W) +g(K,(VwJ)T) — g(K,(Vr/)W)
+(UT)g(K,W)—(JT)g(K,W) —g(VrJK,W) —g(JK,VTW)
+g(VrIK,W) +g(K,J (VT W))

— g((VJ)T, W) +g(K. (V) T) — g(K, (V)W) (3.19)
elde edilir. Es. 3.18 ve Es. 3.19 esitlikleri toplanirsa;
(¢Jg) (W7 K, T) + <¢Jg)(T7 K, W) = 2g((VKJ>T7W)

olur. ¢;g = 0 bu esitlikte yerine yazilirsa VJ = 0 bulunur. O halde J integrallenebilirdir.

Schouten—Van Kampen konneksiyonu 1930 yilinda tanimlanmis, Vranceanu konneksiyonu
ise 1931°de literatiire kazandirilmig olup bu konneksiyonlar: tanimlayan bilim insanlarinin
adiyla anilmaktadirlar [29, 30]. Bahse konu konneksiyonlar i¢in koordinat bagimsiz ifadeler

Ianus tarafindan verilmis, isimlendirmeleri ise Bejancu tarafindan yapilmstir [31, 32].

Schouten-Van Kampen ve Vrinceanu konneksiyonlari, K, 7 € I'(TM) i¢in asagidaki sekilde

karakterize edilir [33]:
a) Schouten-Van Kampen konneksiyonu

Sc

Vi T =r(VgrT)+s(VgsT), (3.20)
b) Vrinceanu konneksiyonu

\%
Vi T =r(VixrT)+s(VsgsT) + r[sK,rT] +s[rK,sT]. (3.21)
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3.2.9. Onerme

V, M iizerinde herhangi bir konneksiyon olmak iizere; r, s projeksiyonlar1 ve J, Schouten-

Van Kampen ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir.

Ispat

VK,T € TI'(TM) icin r projeksiyonunun Schouten-Van Kampen ve Vrinceanu

konneksiyonlarina gore paralelligi Es. 3.20 ve Es. 3.21 esitliklerinden:

Sc Sc Sc
(VKV)T = VKFT — F(VKT)

r(Vgr?T) +s(Vis(rT)) — rlr(VgrT) 4 s(VigsT)]

r(VgrT) — r*(VgrT))

r((VgrT) —r(VgrT)

0

veE

(%KF)T = %KFT — r(%KT)
=r(Vixr(rT)) +s(Vsgs(rT)) + r[sK,r(rT)] 4 s[rK,s(rT)]
—r(r(VogrT) +s(VsgsT) +r[sK,rT] + s[rK,sT))

= (VigrT)+r[sK,r(rT)| —r(VixrT) — r[sK,rT] =0

biciminde gosterilir. Benzer sekilde s projeksiyonunun Schouten-Van Kampen ve Vranceanu

konneksiyonlarina gore paralelligi Es. 3.20 ve Es. 3.21 esitliklerinden:

Sc Sc Sc
(VKS)T = VKST - S(VKT)

s(Vgs*T) +r(Vgr(sT)) — s[r(VgrT) + s(VisT))

s(VisT) —s*(VisT) — sr(VgrT)

$((VgsT) —s(VgsT)

0
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ve

|4 Vv Vv
(VKS)T = VKST - S(VKT)

=r(Vikr(sT)) +s(Vsgs(sT)) + r[sK,r(sT)] + s[rK,s(sT)]
—s(r(VogrT) +s(VsgsT) +r[sK,rT) + s[rK,sT))
= (VygsT) +s[rK,sT) — s(VsgsT) — s[rK,rT]

=0.

olur. J Hsu-altin yapisinin Schouten-Van Kampen ve Vranceanu konneksiyonlarina gore

paralelligi ise Es. 3.20 ve Es. 3.21 esitliklerinden:

Sc Sc Sc
(V)T = VgJT —J(VT)

=r(Vgr(JT)+s(Vks(JT)) = J[r(VgrT) +s(VisT)]
=r(Vko(rT))+s(Vk(1 —0)sT) —or(VgrT) — (1 — 0)s(VgsT)
=or(Vk(rT))+ (1 —o0)s(Vk(sT)) —or(VgrT) — (1 — 0)s(VgsT)

=0
ve

(%KJ)T = %KJT - J(%KT)
= r(Voxr(JT) +5(Vexs(JT))) + rsK, r(JT)] + s[rK ,s(JT)]
—Jr(VygrT) —Js(VsgsT) — Jr[sK,sT] — Jr[rK,sT]
= r(V,k0(rT)) + s(Vix (1 — 6)sT) + r[sK, 6 (rT)] + s[rK, (1 — 6)sT]
— or(V,xrT) — (1— 0)s(VigsT) — or[sK,rT] — (1 — 6)s[rK,sT]
=0r(VkrT)+ (1 —0)s(VsxsT) + or[sK,rT]+ (1 — o)s[rK,sT]
— 6r(V,xrT) — (1 — 6)s(VksT) — or[sK,rT] — (1 — 6)s[rK, sT]

=0

olarak elde edilir.
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3.2.10. Tanim

M manifoldu tizerinde bir D dagilimi verilsin. Herhangi bir X € I'(TM) ve Y € I'(D) igin
VxY € I'(D) kosulu gergekleniyorsa, D dagilimi V lineer konneksiyonuna gore paralel
olarak adlandirilir [2].

3.2.11. Onerme

V, M iizerinde herhangi bir lineer konneksiyon olmak iizere; R ve S dagilimlar1 Schouten-

Van Kampen ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir.
Ispat

KeI'(TM)veT €eT'(R) olsun. T € I'(R) = s(T) =0 ve r(T) =T olur. O halde Es. 3.20
ve Es. 3.21 esitliklerinden,

Sc
VT =r(VgrT)+s(VgsT)
— r(VkT) €R
Vv
VT =r(VgrT)+s(VgsT) 4 r[sK,rT] + s[rK,sT|

= (r(VkT)+r[sK,T]) €R

olur. Diger taraftan, K € ['(TM) ve T € I'(S) olsun. T € I'(S) = r(T) =0 ve s(T) =T olur.
Dolayisiyla Es. 3.20 ve Es. 3.21 esitliklerinden,

Sc

VT =r(VgrT)+s(VgsT)

1%

VT = r(VigrT) +s(VisT) + r[sK,rT] + s[rK,sT]

= (s(VkT)+s[rK,T]) €S

elde edilir.  Sonug¢ olarak R ve S dagilimlar1 Schouten-Van Kampen ve Vrinceanu

konneksiyonlarina gore paraleldir.
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3.2.12. Teorem

% herhangi bir lineer konneksiyon olsun. Q bir (1,2)-tipinden tensor alan1 olmak iizere,

hemen hemen Hsu-altin yapiya karsilik gelen Obata operat0rii:

OrQ(X,Y) = % {Q(X,JY) - \/%Q (X, %JY)} (3.22)

olsun. O halde VJ = 0 kosulunu saglayan lineer konneksiyonlarin kiimesi

1 [5a"+1 ~ ~ ~ ~
VXY:g{ > Vx Y +2J(Vx JY)—J(Vx Y)—Vx.]Y}-i-OFQ(X,Y). (3.23)
olur.
Ispat

V sabit bir lineer konneksiyon ve Q, iligkili Obata operatorii OrQ olan bir (1,2)-tensor
alan1 olmak iizere, VX,Y € I'(TM) igin V lineer konneksiyonlar kiimesine Es. 3.1 ve Es. 3.3

esitliklerinin uygulanmasiyla;

o (o)
1o 201 (e 20—1
T2 :VXY 2;—1 ( Xzi-fﬂ
:% :VXY+2 2i1 (Xzzcjy:lly) _201—1 (vxzzcjyill )}
:% _¢XY+ ® _I)ZJ(?XJY) (262_1>2J(“xy)
_(202—1)2 xJ¥ + (20—1)2%‘4
_ m [(5a’+ DVyY +4J (?XJY) —2J (%Y) —NXJY}
- 52, [Sar; Loy 127 (?XJY> —J (?XY) —?XJY]

elde edilir. Ayrica

(VxJ)Y = VxJY —J(VxY)
1 11



olur. Burada [/ ifadesi agilirsa Es. 3.23 esitliginden,

1 54" +1 . .
VilY = |2 2+ (Vxa¥ ) +27 (V2 ) = (VY ) - VXJZY}
a
+OrQ(X,JY)
1 [5a"+1 . 1—5a" .
_ at (VXJY> v vy (7= 2240y —J(VXJY>
Sa" | 2 4

y 1—5d"
—Vy (J— 7 a 1> Y} +OrQ(X,JY)

1 (54" +1 . 1—54" /o .
{ @+ (VXJY> Y (VXJY> -— a J(VXY> .y (VXJY>
1

Sa’ 2

— (WJY) L %(Y] +O0rQ(X,JY)
1 [(5a+1 1—5a /o
- |(2 + VXJY +J VXJY> e J<VXY>
S5a" 4
1 — Sa }
0(X,JY)
Sa’ — 1—-54a" e
a (VXJY> iy (VXJY> _ i (VXY>
5a’ 4
1—5
a ] L OFO(X,JY)

elde edilir. /1 ifadesi acilirsa Es. 3.23 esitliginden,

VyJY =

— {S“rﬂj( v)+272 (Vxay) =2 (Vx¥) —J(%dY)]
+J(0FQ(X Y))
_sar {S“rﬂj( XY )+ ( 1_45ar1> (Vxar) =7 (Vxav)

VyY
( 1_5“ > (¥xy) ]+10FQ( Y))

_ sizr [5“ 2+ 1J (?XY) +27 (V) - 1 _45“r (Vxsv) = (VxY)
_J (?XJY> L1254 (VXYﬂ +J(0rO(X,Y))

S5a” 2
1-54"

1 ri . . _
. [(5“ T 1)J<VXY> +J(VXJY> 25a VyJY

+ VXY] +J(0FQ(X,Y))

1 [Sa’—l

5qa" | 2

1—-54" -

VyJY

7 (%(Y) +J (?m)

45



46

1—-5a"

+ vxy} +J(OrQ(X,Y))

olur. Es. 3.22 esitliginden;

)

1 F F
0r0(X.1¥) = 1 {Q(X,JY) 0 (x, v
++/54") oldugundan,

olur. Ayrica Es. 3.2 esitliginden FJ = 1 (F

OFO(X,JY) = ~ | Q(X,JY) + ( N \/—“ )]

ar
V5a
2}’

| =

O(X.JY) + ——O(X,FY)+

2a”

0 (X ”[F ) +2a 0, FY)+*/—§FQ(X Y)

1 V5 F V5

<£+@> o(X,Y)+ <i+@> O(X,FY)

FO(X.Y)

2 2 2a" 2

(JOX,Y)+ C%FJQ(X,FY)}

bulunur.

| =

F F
(080X, 1)) = 3 00X 1)+ g0 (X, v )]
olup OrQ(X,JY) =J(OrQ(X,Y)) elde edilir. Sonug olarak,

(VxJ)Y = VxJY —J(VxY)=I1—I1 =0

bulunur. Béylece VJ = 0 olur.
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3.3. Egrilik Tensor Alani

(M,J,g) hemen hemen Hsu-altin B-manifold olmak iizere; U,V,K,T € I'(TM) igin g

metriginin Riemann egrilik tensorii R,

R(U,V)K = VyVyK —VyVyK + Vi v K (3.24)
ve
R(U,V,K,T) =g(R(U,V)K,T). (3.25)

biciminde ifade edilebilir.

3.3.1. Lemma

(M,J,g) hemen hemen Hsu-golden B-manifold olmak iizere, VU,V € I'(TM) igin;

1 . r
RUU,JV) = R(U,JV) — 122

R(U,V) (3.26)

olur.

Ispat

Her U,V,K,T € I'(TM) igin; R nin bilinen 6zellikleri ile Es. 3.25 ve Es. 3.5 esitlikleri

kullanilarak;

g(RJU,JV)K,T) = g(R(K,T)JU,JV)

= g(JR(K,T)U,JV)

1—-54d"

=g(R(K,T)U,JV)— g(R(K,T)U,V)

1—54"
— g(R(U,JV)K,T) - —2

1—-5a"

g(R(U,V)K,T)

— §((R(WU.,IV)

R(U,V))K,T)

elde edilir. O halde
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r

T RU,V)

R(JU,JV)=R(U,JV)—
olur.
3.3.2. Onerme

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold ise, YU,V,K,T € I'(TM) igin g nin

Riemann egrilik tensorii R agsagidaki esitlikleri saglar:

a) R(JU,V,K,T)=R(U,JV,K,T),
(

b) R(U,V,JK,T)=R(U,V,K,JT),
—5a"
¢) R(JU,JV,K,T)=R(U,JV,K.T)— — L R(U,V,K,T),
1—5a"
) R(U,V,JK,JT)=R(U,V,K,JT) — R(U,V,K.,T),
e) R(U,JV,JK,T)=R(JU,V,JK,T)=R(JU,V,K,JT) =R(U,JV,K,JT).

fspat

(M,J,g) hemen hemen Hsu-altin B-manifold olmak iizere, her U,V,K,T € I'(TM) igin
Es. 3.24 esitliginden;

R(U,V)JK = J(R(U, V)K) + VU(Vv.])K —Vy (VUJ)K — (V[Uy]J)K

+ (VuJ)VyK — (VyJ)VyK
olur. O halde,
R(U,V)JK =J(R(U,V)K)
elde edilir. Buradan, Es. 3.25 ve Es. 3.26 esitlikleri kullanilarak;

a) R(JU,V,K,T) = g(R(JU,V)K,T)

g(R(K,T)JU,V)

=g(J(R(K,T)U),V)



g(R(K,T)U,JV)

(R(U,JV)K,T)

g
R(U,JV,K,T)

olur.

b) R(U,V,JK,T) = g(R(U,V)JK,T)

g(JR(U,V)K,T)

(R(U,V)K,JT)

g
R(U,V,K,JT)

elde edilir.

¢) R(JU,JV,K,T) = g(R(JU,JV)K,T)

1—-5a"

=8&((R(U,JV) -

=g((R(U,JV)K,T) —

R(U,V))K,T)

1—54"
L ¢(RWU,V)K,T)

1-5a"

—R(U,JV,K,T) —

olur.

d) R(U,V,JK,JT) = g(R(U,V)JK,JT)
= ¢(RUK,JT)U,V)
= g((R(K,JT)U,V) —

=g((R(U,V)K,JT) —

R(U,V,K,T)

1—-54d"

g(R(K,T)U,V)
1—-54d"

g(R(U,V)K,T)

1-5a"

=R(U,V,K,JT) -

elde edilir.

) R(U,JV,JK,T) = g(R(U,JV)JK,T)

= g(RUK,T)U,JV)

R(U,V,K,T)

49
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g(JRUK,T)U,V)

g(R(JK,T)JU,V)

g(RJU,V)JK,T)

RUJU,V,JK,T),

R(U,JV,K,JT) =g(R(U,JV)K,JT)

g(JR(U,JV)K,T)

(R(U,JV)JK,T)

g
R(U,JV,JK,T)

ve

R(JU,V,K,JT) =g(R(JU,V)K,JT)

g(JR(JU,V)K,T)

(R(JU,V)JK,T)

8

R(JU,V,JK,T)

olur. O halde
R(JU,V.,K,JT)=R(JU,V,JK,T)=R(U,JV,JK,T)=R(U,JV,K,JT)
bulunur.

3.3.3. Lemma

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold ve R de (M,J,g) manifoldunun egrilik
tensorii olsun. O halde VK, T,V € T'(TM) igin;

a) R(K,JK,JK,K)=0
b) R(K,JK,T,JT)=0,

I

¢) R(K,JK,T,V)=0
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olur.

Ispat

(M,J,g) bir hemen hemen Hsu-altin B-manifold ve R de (M,J,g) manifoldunun egrilik
tensorii olsun. VK, T,V € I'(TM) igin Onerme 3.3.2°den;

a) R(K,JK,JK,K) = g(R(K,JK)JK,K)
= g(JR(K,JK)K,K)
— g(R(K,JK)K,JK)

—g(R(K,JK)JK,K)

olur. Buradan R(K,JK,JK,K) = 0 bulunur.

b) R(K,JK,T,JT) = g(R(K,JK)T,JT)
— —g(R(K,JK)JT,T)
= —g(JR(K,JK)T,T)

= —g(R(K,JK)T,JT)

buluur. O halde R(K,JK,T,JT) =0 olur.

) R(K,JK,T,V) = g(R(K,JK)T,JV)

g(R(T,V)K,JK)

g(JR(T,V)K,K)

= —g(JR(T,V)K,K)

elde edilir. Dolayisiyla R(K,JK,T,V) = 0 olur.
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4. SONUC VE DEGERLENDIRME

Bu calisma oncelikle, altin ve Hsu yapilarin tarihsel siirecinden hareketle giincel yaklasimlar
ve mevcut literatiir bulgularinin senteziyle temellendirilmigtir. Daha sonra hemen hemen
Hsu-altin yap1 ad1 verilen 6zgiin bir yap1 tantmlanmistir. Bu yapinin diger altin yapu tiirleriyle
etkilesimi, 6zdegerleri, inversi ve Hsu-yap1 ile iligkisi incelenmis ve B-metrigi yardimiyla

hemen hemen Hsu-altin B-yapisi tanimlanmugtir.

Calismanin devaminda bahse konu yapinin 6zelliklerini karakterize eden tensor alanlari,
tamamlayici dagilimlar, bunlara karsilik gelen projeksiyonlar ve cesitli konneksiyonlarin
tanimlarina yer verilmis, bunlarla ilgili 6nerme ve teoremler ifade edilerek ispatlanmistir.

Ardindan integrallenebilirlik kosullari, paralelizm ve simetri 6zellikleri incelenmistir.

Bu incelemeyi takiben, Riemann egrilik tensorii tanimi verilerek bahse konu yapinin bazi
egrilik iligkileri ispatlariyla sunulmustur. Bu tez calismasi ile elde edilen kazanimlar, hemen
hemen Hsu-altin yap1 Ozelinde daha fazla arastirma yapilabilmesi igin bir c¢ergeve

olusturacak ve literatiire 6zgiin bir katki sunacaktir.
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