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CAUCHY UZAYLARIN KATEGORISINDE iNDIRGENEMEZLIiK, URYSOHN
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OZET

Birinci boliimde diger boliimlerde kullanilacagimiz kategori, fanktor, topolojik fanktor,
baslangi¢ ve bitis kaldirmalari, 6z slizgeg, diskre ve indiskre obje kavramlari1 verildi.
Ikinci boliimde, kapali alt nesneler verilmistir. Ugiincii boliimde indirgenemez Cauchy
uzaylarim karakterize edilmis ve indirgenemez, baglantili Cauchy uzaylarinin her biri
arasindaki iliskiyi incelenmistir. Ddordiincii boliimde Cauchy uzaylari i¢in Urysohn
Lemmas: ve Tietze Genisleme Teoremi verilmistir. Besinci bdliimde sonug¢ ve

degerlendirmelere yer verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Cauchy uzay, kapanis operatdrii, T; uzay, indirgenemezlik, Urysohn

Lemmasi, Tietze Teoremi, kategori
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IRREDUCIBILITY IN THE CATEGORY OF CAUCHY SPACES WITH
APPLICATIONS OF URYSOHNS LEMMA AND TIETZE EXTENSION
THEOREM

Nihal POLATDEMIR

Erciyes University, Institute of Natural and Applied Sciences
Masters Thesis, July 2025
Supervisor: Prof. Dr. Muammer KULA

ABSTRACT

In the first chapter, the concepts of category, functor, topological functor, initial and final
lifts, proper filter, discrete and indiscrete objects, which will be used in the following
chapters, are given. In the second chapter, closed subobjects are discussed. In the third
chapter, irreducible Cauchy spaces are characterized and the relationships among each of
the irreducible and connected Cauchy spaces are examined. In the fourth chapter,
Urysohns Lemma and the Tietze Extension Theorem are given for Cauchy spaces. In the

fifth chapter, results and evaluations are presented.

Keywords: Cauchy space, closure operator, T; space, irreducibility, Urysohns Lemma,

Tietzes Theorem, Topological Category
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GIRIS

Matematik bilim dalinin degisik branslarindaki farklilasma ve uzmanlagmanin artmasi
matematikgileri, bu ¢ok sayidaki farkli branglarin ortak bir alan tizerinde diisiinmelerini
zorunlu kilmistir. Iste kategori teorisi bu ortak alanlardan bir tanesidir ki, farkli
alanlardaki arastirmacilarin daha kolay bir iletisim kurmalart i¢in ortak bir dil
saglamaktadir. Genel topoloji matematiginin cebir, analiz, fonksiyonel analiz, olasilik
teorisi, lattice teorisi gibi pek c¢ok teoride uygulamalara sahip oldugundan, topoloji ile

ugrasanlarin ¢ogu topolojik fikirleri kategori diline ¢evirmeyi tercih ederler.

Topolojide ki bazi 6nemli kavramlar (Kompaktlik, Baglantililik, Indirgenemezlik,
Ayrilma  Aksiyomlari, Kapalilik, vb.) degisik yollarla topolojik kategoriye

genisletilmistir. Bu genislemelerin ¢ogu kapanig operatorleri kullanilarak yapilmistir.

Cauchy isim olarak, reel analizdeki Cauchy dizileri bir genellestirilmesine
dayanmaktadir. Siizgeclerin var olmas1 ve diizgiin uzaylarin ortaya ¢ikmasi neticesinde,
Cauchy siizgecleri topolojik teoride Cauchy dizilerine genellestirilmistir. Yakinsak
teoride ise, Cauchy yakinsaklik anlaminda kullanilmistir. Ancak Cauchy uzaylarinin

aksiyomatik tanimi 1968 tarihinde Keller [1] tarafindan yapilmustir.

Bu tezin amaci, climle tabanli topolojik kategorilerde kapali ve kuvvetli kapalilik
kavramlarin1 kullanarak ozellikle [10] makaleden yararlanarak Cauchy Uzaylarin
topolojik kategorisinde iki tane kapanig operatoriinii tanimlamak ve bu kapanis
operatorlerinden yararlanarak her bir Tj, 1 = 0, 1, 2 Cauchy Uzaylarinin alt kategorilerini
tanimlamaktir. Ayrica, indirgenemez Cauchy uzaylarin1 karakterize ediliyor ve
indirgenemez, baglantili Cauchy uzaylarinin her biri arasindaki iligkiyi inceliyoruz. Son
olarak, Cauchy uzaylar i¢in Urysohn Lemmasini ve Tietze Genisleme Teoremi ifade

ediliyor.



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, diger boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kategori tanimlar1 ve topolojik

kavramlara yer verilmistir [11- 34].
1.1. Bazi1 Temel Tanimlar

1940 lardan sonra Samuel Eilenberg ve Saunders Mac Lane tarafindan temelleri atilan ve
kisa siirede matematigin diger dallarinda bir¢ok kullanim alani bulan kategori teorisi, ayni

tip nesneler ve bunlar arasindaki doniistimler olarak diistiniilebilir.

Biraz daha ayrintili olarak, kiimeler arasindaki fonksiyonlarin bileskesinin birlesme
ozelligine sahip oldugunu ve her kiime i¢in birim fonksiyonu bulundugunu biliyoruz.
Burada daha genel olarak kiimeler yerine nesneler ve fonksiyonlarin yerine morfizmler

alindiginda kategori kavrami elde edilmis olur.
Tamim 1.1.1. (Kategori) Nesnelerin bir sinifi olan Ob(€) ve her bir M, N € Ob(€) nesne

cifti icin M dan N ye tiim morfizmlerin sinifi € (M, N) i¢in,

Mor(€) = U EM,N)
olsun. Mor(€) lizerinde su sekilde kismi islem tanimlansin:
Her M,N,K € Ob(€) igin

EN,K) xXE(M,N) —» €(M,K)

@rH —> gf

Islemi bulunsun.



Bu sekilde tanimlanan tanimlanan asagidaki 6zellikleri saglasin.
1.Egerf € €M,N),g € (N,K)veh e g(K,L)ise (hg)f = h(gf) olsun.

2.HerM € 0b(€)ig¢inf € E(M,—)veg € e(—, M) iken fly=fvelyg =g
olacak sekilde birim morfizm olarak adlandirilan 1,, € € (M, M) morfizmi bulunsun.

Bu sekildeki yapiya kategori denir.

Burada morfizimler fonksiyonlar ve morfizimlerin bileskesi ise fonksiyonlarin bileskesi
gibi yazilmasina ragmen kategorideki morfizimlerin her zaman fonksiyon olmadigina

dikkat edelim. Bundan dolay1 morfizimler bazen oklar olarak da adlandirilir [11-34]

Onerme 1.1.2. [11- 34] € kategorisinde her M € Ob( €) nesnesi igin birim morfizm
olarak adlandirilan 1, € € (M, M) morfizmi tektir.

Ispat: M € Ob( €) nesnesi igin 1, ve1’,, iki tane birim morfizm oldugunu kabul
edelim. 1,, nin birim morfizm olmasindan 1', 1,, = 1'), ve 1’} nin birim morfizm

olmasindan 1’y 1,, = 1, olacagindan 1,, = 1, elde edilir.

Ornek 1.1.3. [11-34] Tiim kiimelerin sinifi kategori olusturur. Bu kategorinin nesneleri

kiimeler ve morfizimleri ise kiimeler arasindaki fonksiyonlardir. M, N kiimeleri i¢in
S(M, N) smifi M den Nye tim fonksiyonlarin smifidir. Burada tanimlanan

fonksiyonlarin bileskesi olarak tanimlanir. Her M kiimesi i¢in birim morfizim

1y : M — M birim fonksiyonudur.

O halde tiim kiimelerin siifi kategori olusturur. Bu kategoriye kiimelerin kategorisi denir

ve Set ile gosterilir.

Ornek 1.1.4. [11-34] Topolojik uzaylarin smifi kategori olusturur. Bu kategorinin
nesneleri topolojik uzaylar, morfizimleri topolojik uzaylar arasindaki stirekli fonksiyonlar
ve tanimlanan fonksiyonlarin bileskesidir. Siirekli fonksiyonlarin bileskeleri de stirekli

oldugundan boyle kismi islem tanimlidir. Bu kategori kisaca Top ile gosterilir.

Ornek 1.1.5. [11-34] Nesneleri gruplar, morfizmleri grup homomorfizimleri ve
tanimlanan grup homomorfizimlerin bileskesi olarak alindiginda kategori elde edilir. Bu

kategori Grup olarak yazilir.



Benzer olarak halkalar ve halka homomorfizimleri de kategori olusturur. Bu kategori

Ring ile gosterilir.

Tammm 1.1.6. [11-34] Bir € kategorisinde morfizmlerin bir diyagrami asagidaki gibi

verilsin.

A / >

B
: lﬁ
D

g 7

a

Sekil 1. Degismeli diyagram

Baslangi¢ ve bitisleri ayni olan bileske morfizimleri esit ise yani ff = ga ise bu
diyagram degismelidir denir.
Tanmmm 1.1.7. [11-34] €ve D iki kategori olsun. Asagidaki sartlar saglaniyor ise

€ kategorisine D nin alt kategorisi denir.
1. Ob( €) < Ob (D) dir.
2.Her A,B € Ob (€) i¢in €(4,B) S D(A, B) dir.

3. € kategorisindeki morfizimlerin kismi bileske islemi, D kategorisindeki morfizimlerin
kismi bileske iglemi ile aynidir.

4. Her A € Ob(€) i¢in € deki 14 birim morfizmi, D deki birim morfizim ile aynidir.

€ kategorisi D kategorisinin alt kategorisi olsun. Her A, B € Ob(€) nesne ¢ifti igin
€(A,B) = D(A, B) ise € alt kategorisine dolu alt kategori, Ob(E) = Ob (D) ise € ye

genis alt kategori denir.

Tamm 1.1.8. [11-34] € kategorisinde A€ Ob(€) nesnesi verilsin. Her X € Ob(€) nesnesi

icin Morg (X, A) tek morfizme sahip ise A€ Ob(€) nesnesine baslangi¢ nesnesi denir.

Benzer olarak her X € Ob(€) nesnesi igin Morg(X,A) tek morfizme sahip ise

A € 0b(€) nesnesine final nesnesi veya bitis nesnesi denir.



Tanim 1.1.9. [11-34] € kategorisinde { A;: i € I } nesnelerin bir sinifi, P € Ob(€) ve her
i € I iginpj: P = Aj morfizmi verilsin. X € Ob(€ ) olmak tizere eger fj: X = A; (i € 1)

morfizimleri verildiginde

pi

fi

Sekil 2. Carpim diyagrami

diyagrami degismeli olacak sekilde tek y: X — P morfizmi varsa { P - A; : i € I} ye

carpim diyagram ve P ye {A;:i € I} nesne sinifinin ¢carpim denir.

Tamm 1.1.10. [11-34] € kategorisinde A— C « B morfizimler olmak iizere bir degismeli

diyagrami verilsin. Eger herhangi bir

v

>
N —w
«Q

X

v

Sekil 3. Degismeli diyagram

degismeli diyagrami verildiginde



Sekil 4. Degismeli diyagram

diyagrami degismeli, yani a8 = h ve 6 = k olacak sekilde tek 6:X — P morfizmi

varsa

v

A\ 4

Sekil 5. Pullback diyagrami
diyagramina f ve g nin pullback diyagram denir.

Tanmm 1.1.11.

[11-34] € kategorisinde B « A — C morfizimler olmak {izere bir



>
v
S

degismeli diyagrami verilsin. Eger herhangi bir

>
v
S

degismeli diyagrami verildiginde

diyagrami degismeli yani 6 = h ve 6 = k olacak sekilde tek 8: D — Z morfizmi varsa



>
v

Sekil 6. Pushout diyagram
diyagramina f ve g nin pushoutu denir.

1.2. Topolojik Fanktorlar

Tamm 1.2.1. [11-34] € ve D kategorileriler olmak tizere € nin her A nesnesini D nin

F(A) nesnesine, € nin her bir f: A— B morfizmini ise D deki bir
F(f): F(A) » F(B) morfizmine dontistiren ve asagidaki sartlar1 saglayan

F dontigiimiine € den D ye fanktor denir ve F: € = D olarak yazilir.

1. € kategorisinde g o f bileskesi tanimli olacak sekilde f ve g morfizimleri igin

F(gof)= F(g)oF(f) dur.

2. Her A € 0b(€) igin F(1a) = 1ra) dir.

Tanmm 1.2.2. [11-34] € ve D kategoriler ve F: € — D olsun.

1. Her A,B € Ob(€) veher f: F(A) —» F(B) icin F(g) = f olacak sekilde en az
bir g: A — B varsaF ye dolgun (full) fanktor denir.

2. ALB € Ob(g)veherf,g: A - BiginF(f) = F(g) iken f = g oluyorsa F ye
diizenli (faithful) fanktor denir.

3. f+ A - Aigin F(f) = 1rn)ve f izomorfizm iken f = 1a oluyorsa F amnestik

fanktor dur.

4. F diizenli ve amnestik ise F ye belirli (concrete) fanktor denir.



Ornek 1.2.3. [11-34] TOP da V(X, T) topolojik uzayi, U(X, T) = X yani iizerindeki

topoloji yapisini birakarak U(f) = f donistiiren fanktoruna unutkan fanktor denir.

Ornek 1.2.4. [11-34] SET de her X kiimesini, iizerine diskre topoloji yapisini ekleyerek
(X, P(X)) diskre topolojik uzayma D: SET — TOP doniisiimiine diskre fanktor denir.

Ornek 1.2.5. [11-34] SET de (X, {@, X}) indiskre obje ve her bir f : X — Y n1topolojik
uzaylar arasindaki D*(f)= f : (X, {0,X}) = (Y, {9,Y}) fonksiyonuna geviren
D*. SET — TOP ya fanktor indiskre fanktor denir.

Tammm 1.2.6. [11-34] € ve D kategoriler ve F, G: € —» D fanktorlar olsun. Her
A € 0b(€) y1D nin bir aa: F(A) = G(A) ne doniistiiren bir « : O0b(€) » Mor(D)

verilsin. € deki Vf : A - B morfizmi igin

F Y em
F(f) G(f)
v \b
F(6) = >G(B)

Sekil 7. Dogal doniisiim diyagram

diyagrami degismeli ise a, F den G ye dogal doniisiim diir ve a: F — G seklinde

gosterilir.

1.3. Topolojik Kategori

Tamm 1.3.1. [11-34] € kategori ve I indis kiimesi igin her i € I igin A ve A; € Ob(€)

icin f; : A — A; verilsin. (4, (f;);e1) Ye bir kaynak (source) denir.
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Tamim 1.3.2. [11-34] € kategori ve I bir indis kiimesi olmak iizere Vi € I igin A ve

A; € 0b(€) olmak tizere f; : A; = Averilsin. ((f;);e1. A) kavsak (sink) denir.

Tanim 1.3.3. [11-34] € ve D kategorileri ve U: € — D bir fanktoru verilsin.
1l.i€licin A; € Ob(€) ve f; : B - B; = U(4;) leri D de bir U —kaynag1 olsun.
{f.}ic: ailesinin bir baslangi¢ kaldirmasmmn (initial lift) A € 0b(€), U(A) = B ve
U(f;) = f; olacak sekilde f;: A — A; olmasi igin su sartlar saglanmalidir:

gi- X — A;, nin bir ailesi ve U (g;) = g; olmak {izere Vi € 1 igin f; 0 h = g; olacak
sekilde bir h : U(X) —» B varsa Vi€ I icin f; o h= g; olacak sekilde
3h: X - A vardr. Eger fi: A > A; baslangi¢ kaldirma ise A daki yapiya f; lere

A; lerden elde edilen yap1 denir.

fi fi s Bi=1u4)

:

Ji g: = UG

Ux)

Sekil 8. Baslangi¢ kaldirma
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2.i€ Iigin A; € Ob(€) ve f; U (A;) = B; — B leri D de bir U-kavsagi olsun.
{f:} ic1 nin bitis kaldirmasinm (final lift) A € 0b(€), U(A) = B ve U(f;) = f; olacak

sekilde f;: A; = A morfizmler ailesi olmasi igin asagidaki sartlar saglanmalidir:

gi: A; = X, € de morfizmlerin bir ailesi ve U (gi) = g; olmak iizere Vi € I igin
ho f; = g; olacak sekilde bir h : B - U(X) varsa Vi € Li¢in h o fi = gi olacak sekilde
3h: A— X vardir.

Sekil 9. Bitis Kaldirma

fi : A; — Abir bitis kaldirma ise A daki yapiya ]_fi ler tarafindan A; den elde edilen yap1
denir.

Not 1.3.4. [11-34] Topolojik kategorilerde keyfi bir U-kaynaginin baslangi¢

kaldirmasinin varligi, keyfi U- kavsaginin bitis kaldirmasinin varligina denktir.

Tamm 1.3.5. (Topolojik Kategori) [11-34] € ve D kategorileri ve U : € = D fanktoru

verilsin. Asagidaki sartlar saglaniyor ise U ya topolojik fanktor veya € kategorisine D

de topolojik kategori denir.
1. U belirli (diizenli ve amnestik) dir.
2. U kiigiik demetlere sahiptir.

3. Her U- kaynag bir baslangi¢ kaldirmaya (initial lift) sahiptir.
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1.4. Siizgecler

Stizge¢ kavrami ilk olarak 1937 yilinca Cartan tarafindan ortaya konmus [20, 21],
ardindan 1940 yilinda Bourbaki [22] tarafindan ¢esitli ¢alismalarda kullanilmistir. Bu
kavram {lizerine daha sonra 1961 yilinda Kowalsky [23] tarafindan da 6nemli ¢aligmalar
yapilmustir.

Tanim 1.4.1 N # @ ciimle, @« # @ ve a € P(N) olsun. Asagidaki li¢ sart saglaniyorsa,

a ya N iizerinde bir 6z siizge¢ denir.
1.0 € a dir.

2. Her U,V €aicin UNV € «a di.
. UeaveUcCViseV € a di.

1 ve 2 sartlarindan a siizgecine ait sonlu sayida ciimlelerin kesisiminin bos olamayacagi
ve 3 sartindan « siizgecine ait her sayida climlelerin birlesiminin « siizgecine ait oldugu
anlasilir. Ayrica 1 sartindan P(N) ciimlesinin kendisi bir siizge¢ degildir. 3 sartindan ise
stizgeclerin artan bir yapida oldugu anlasilir [22]. @ € a ve 2 ve 3 sartlar1 saglanirsa
a = P(N) dir. Bu durumda a ya N iizerinde bir 6z olmayan siizge¢ denir. N {izerindeki

tiim stizgeclerin climlesi F (N) ile gosterilir [22].

Ornek 1.4.2 1. X = {a} kiimesi iizerinde T = {@, X} = P(X) tek bir topoloji ve siizgec
[a] = {X} vardir.

2. X = {a, b} kiimesi verilsin.
i. X tizerindeki topolojiler sunlardir:

71 ={0,X}, 1, ={0,{a}, X}, 13 = {0, {b}, X}, 7, = P(X)
ii. X lizerindeki li¢ siizgeg vardir:

[a] = {{a}}, X}, [b] = [b] = {{b}, X}, [X] = {{X}}
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Tanmm 1.4.3. a,8 € F(B) ,y € F(A) ve f: B — A bir fonksiyon olsun. Bu taktirde ;

l.anf={UcB:U€a velUE B},
2.aupf={UcB:3VeavedWeficinU DV NW}

3. f(a)={V cA:3C € ai¢in f(C) c V},

4. f1(y) ={Uc B:3C €y vardir dyle ki@ # f~1(C) c U} seklinde tanimlanir.
Bunlarin her biri birer 6z siizgegtirler [2].

Burada [enf]=anf dir. anp c[anf ] oldugu 6z siizgecin tanimindan agiktir.
Simdi [a N B] € a N B oldugunu gosterelim. U € [a N f ] alalim. EnazbirV € an f
vardir 6yle ki V.c U dur. V€ anf oldugundan V €a ve V € fdir. @ ve f ve 6z
stizge¢ oldugundan U € « ve U € f dir. Dolayisiyla U € a N f dir. Ayrica silizgeglerin
birlesim isleminin ciimlelerin birlesim isleminden farkli oldugu unutulmamalidir. Ciinkii

normal birlesim islemi alinsa iki stizgecin birlesimi siizge¢ olmayabilirdi.
Tamm 1.4.4 «,§ € F(A) ve f: A = B bir fonksiyon olsun [24].
Lflanp)=fla)nf(B),

2.flauB) > fla)uf(pB),

3. f(a) c a dir,

4.8 < f(f71(B)) d.

Ispat: 1. U€ f @n B ) olsun. Bu takdirde en az birV € a n S vardir, dyle ki
f(V) c Udur. f(V) € ave f(V) € B demektir. Boylece U € f (@) N f(B)dur.
Dolaysiyla, f@@np)c f() n f(B) dir. Diger taraftan, U € f@)N f(B) ise
Ue f(a)veU€efPB) dir. f(V)c U ve f(W)c U olacak sekilde V € ave
W € B vardir. BuradanU o f(V)n f (W) = f (Vn W) € (a N B) oldugundan
Uef@anp)vef@)n f(B) c f(an B)dmr. O halde esitlik saglanir.

2UEf@)uUf(f)olsun.UE€f (a)veyalU € f(B) dir. f(V)c Uve f(W)c U
olacak sekilde V € o ve W € f8 vardur.

Buradan US> f(V)NnfW)=fVn W) e f(aUp) olur ki U€E f (aUpf) di.
Dolayisiyla, f(@aU B ) D f (@)U f (B)dur.
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B UE fif(a)isebaz1 V € f (a)icin f~1(V) c U dur. Sonug olarak f(W) c V
olacak sekilde W € « vardir. Buradan W c f~1(W) c f~}(V) c U dur. Dolayisiyla,
U € adrr. Yani f71f(a) C a dir.

4. Uepise, f(fYWU)ef(Fr(B))vef(fY(U)U oldugundan sonu¢ olarak
U € f(f~X(B)) dir. Buradan B < f(f~1(B)) du.

Tammm 1.4.5. (N, 7) bir topolojik uzay, R € N X N bir denklik bagmtisi olsun.
[x] ={y € N|(x,y) € R} cimlesine x € N nin denklik simifi, N/R = {[x]}| x € N}
ciimlesine bolim ciimlesi ve q: (N, T) = N/R bolim fonksiyonuna gore N/R tizerinde ki
bitis topolojisi boliim topolojisi ve bu topoloji ile birlikte N /R boliim uzay1 olarak bilinir.

Burada g boliim fonksiyonu 6rten ve siireklidir [25].

Tanmim 1.4.6. g: N - N/M epi doniisiimii N nin bos olmayan bir alt ctimlesi M yi * a

esleyen bolim fonksiyonu olarak alalim. a € N ve a, N iizerinde bir 6z siizge¢ olsun [26].

Tamm1.4.7. q: N - N/F epi doniisimii N nin bos olmayan bir alt ciimlesi F yi * a
esleyen bolim fonksiyonu olarak alalim.a ve B, B iizerinde 6z siizge¢ olsun. O halde
q(a) U q(B) oz siizgegtir ancak ve ancak a U B 6z slizge¢ veya a U [F] ve B U [F] 6z
slizgectir [26].

Lemma 1.4.8 a,f N lizerinde 6z siizgecler ve g: N - N /M, N nin bos olmayan bir alt

climlesi M yi * a esleyen boliim fonksiyonu olsun.
l.a U [M] 6z stizgeg degil ise, q(N) < [q(a)] dir ancak ve ancak f < « dir [26].

2. a U [M] 6z siizgeg ise, (N) < [q(a)] dir ancak ve ancak § N [M] € ave a U [M] 6z
stizgectir [26].

Tanmm 1.4.9 N # @ ve «a, N de bir siizge¢ olmak iizere her U € N i¢in U € a veya

A =U" € a ise o ya ultra ( maximal) siizge¢ denir [26].

Tanmim 1.4.10 N # @ ve a ve 8 de iki 6z siizgeg olmak lizere @ C 8 ise a 6z siizgeci

B dan daha kalindir veya 8 6z siizgeci a dan daha incedir [26].
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Tammm 1.4.11 (N,t) bir topolojik uzay olmak iizere, x € N ve x noktasinin biitlin
komsuluklarini ihtiva eden aile B, olsun. B, simifi N {izerinde taniml1 6z siizgeg olup bu

0z slizgece x in komsuluk siizgeci ad1 verilir [26,34].

Tanmm 1.4.12 «, (N, 1) topolojik uzayinda 6z siizge¢ ve x € N olsun.a 6z siizgeci
x noktasinin B, komsuluklar 6z siizgecinden daha ince ise, yani B, C a ise a 0z

slizgecine x noktasina yakinsiyor denir ve & = x veya lim a = X seklinde gosterilir [27].

Tanmm 1413 N # @ ve B c P(N),B # @ olsun. 8 asagidaki sartlar1 saglarsa 8 ya

stizgec bazi (tabani) denir.
1.0 ¢ B dir.

2.HerU,V € Bicin W < U NV olacak sekilde W € (8 vardir. Yani 8 ya ait herhangi iki

climlenin arakesiti 8 ya ait bir climleyi kapsar.

Tamm 1.4.14 (N, 7) bir topolojik uzay ve B ailesi B iizerinde bir siizge¢ bazi olsun.
P siizge¢ bazinin irettigi a siizgeci bir x noktasina yakinsiyorsa, [ silizge¢ bazi da
x noktasima yakinsar ya da x noktasina [ siizge¢ bazinin limit noktasidir denir ve

B = x ile gosterilir [28].

Onerme 1.4.15 (N,7) ve (M, ) topolojik uzaylar ve f:(N,t) —» (M,u) fonksiyonu
verilsin.f fonksiyonu bir x noktasinda siireklidir ancak ve ancak N {izerindeki her a 6z

stizgeci i¢in @ — x oldugunda M iizerinde f(a ) — f(x) dir [29].

1.5.Cauchy Uzaylar1 Kategorisi

Tanim 1.5.1. A bir kiime ve F (A) da A tizerinde siizgeglerin kiimesi ve K < F(A) olsun.
1. Herx € Aigin [x] = [{x}] e Kve[x] = {Bc A:x € B }dir.

2. a,f € Kvea U 06zsiizgeg (proper)ise a NS € K dir.

3. a ve B, N lzerindeki siizgecler ve @ € f olsun. a € L(x) ise B € L(x) dir.

K yukaridaki sartlar1 saglarsa K ya Cauchy yapisi, (4, K) ya da Cauchy Uzay1 denir.
Sadece (1) ve (2) sartlar1 saglaniyorsa (A4, K) uzayina pre-Cauchy uzayi denir. K da ki

elemanlarina da Cauchy siizgeci ad1 verilir.
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(4,K),(B,N) Cauchy uzaylar1 olmak tizere f:(A4,K)— (B,N) Cauchy uzaylari
arasindaki morfizmin Cauchy siirekli fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeter sart

f: A = B bir fonksiyon olmak iizere her & € K i¢in f(a) € N dir.

Nesneleri Cauchy uzaylari, morfizmleri yukaridaki gibi tanimlanan Cauchy siirekli
fonksiyonlar ve islem olarak da fonksiyonlardaki bileske islemi olan kategoriye sirasiyla
pre- Cauchy uzaylari kategorisi ve Cauchy uzaylarin kategorisi denir. Sirasiyla PCHY ve
CHY ile gosterilir.

Teorem 1.5.2. CHY Kkategorisinde { f;: (N,K) = (N;K;), i € I} kaynag: bir baglangi¢
kaldirmadir ancak ve ancak heri € I i¢in a € K iken f;(a) € K; dir [12-14].

Teorem 1.5.3. CHY Kategorisinde ki f: (4, K) — (B, N) epimorfizmasi bitig kaldirmadir.
(final lift) ancak ve ancak her ¢ € N i¢in K da a4, a5, ..., @, olacak sekilde sonlu tane

Cauchy stizgeci vardir 0yle ki i < n i¢in a; nin elemanlar1 ;4 de ki elemanlarla kesisir

ve (L, f(;) € a olur [12-14].
Teorem 1.5.4. (A4, K) uzay1 CHY de nesne olsun.

1.(A,K) uzaymmin diskre obje olmasi icin gerek ve yeter sart her a € A igin
K = {[a], P(A) = [@]} olmasidir.

2. (4, K) uzaymin indiskre obje olmasi igin gerek ve yeter sart K = F(A) olmasidir
[12-13].



2. BOLUM

KAPALI ALT NESNELER

Bu boliimde kalitim, ayrilabilirlik ve idempotentlik kosullarini saglayan, Cauchy uzaylar1
kategorisinde iki kapanis kavrami tanitilmakta ve bu kapanis operatorleri kullanilarak
T;,i =0,1,2 Cauchy uzaylar1 karakterize edilmektedir. Ayrica, bu alt kategorilerin

birbiriyle izomorf oldugu gosterilmektedir.
2.1. p Noktasinda Wedge Carpimi ve Doniisiimler

Tamm 2.1.1. N bir ciimle, p € N ve N2 = N X N, N nin kartezyen ¢arpimi olsun. Ayrica
NLUN, N nin ayrik iki kopyasi olsun. N nin p de wedge carpimi NLIN nin p de
cakismasidir ve NV, N seklinde gosterilir. NV, N de ki bir x noktas: birinci bilesende ise

x, ikinci bilesende ise x, ile gosterilecektir. Ayrica x = p ise x; = x, dir.

Not: 2.1.2. N bir ciimle, pe Nve NV, N de N ciimlesinin p noktasinda ki wedge
carpimi olsun. iy,i;: N > NV,N doniisiimleri de sirasiyla birinci ve ikinci igerme

doniigiimleri olmak {izere,

{r}
.

p————>NV, N

ly

degismeli diyagrami bir pushout diyagramidir.
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id : N — N birim doniigiim ve f: N — N de p ye giden sabit doniisiim olmak iizere,
Ayiy = (id, f) : N > N?, Api,(f,id): N - N?,S,i; = (id,id): N - N2,

Spi, = (f,id) : N > N? ve Ay,i; = Ayi, = idy: N - N doniisiimleri yukarida verilen
pushout diyagramina uygulandiginda asagida verilen A, ,S, ve 4, donisiimleri elde

edilir.
1.p de Temel Eksen Doniigiimii

(x,p), i=1

. 2 ) =

2. p de Egik Eksen Doniisiimii

(x,x), i=1

. 2 N —
Sp NV N = N5, Sp () {(P.x), i =2

3. p de Katlama Doniistimi
VNV, N - N,i=12icinV,(x;)) = x
olarak tanimlanir [2-3].

Tanmm 2.1.3 N bir kiime p € N olsun. V,” N sonsuz wedge ¢arpim N nin sayilabilir
adetteki ayrik kopyalarinin alinmasi ve bunlarin p noktasinda ¢akistirilmasi ile elde
edilir. N° = N X N X ...nin sayilabilir kartezyen ¢arpimi olsun.

Ay : V;°N —» N® déniisiimii Ay (x;) = (p,p, ..., 0, X, D, ...) V&

Vy°:V,°N - N doniisiimii V;° (x;) = x seklinde tanimlanir [30].

Teorem 2.1.4 U : E — Set topolojik bir fanktor , U(x) = B olmak {izere X € E bir nesne
ve p € Bve F € B bos olmayan bir alt kiime olsun. q , (B/F) {izerinde birim ve F yi {x}
noktasina doniistiiren Orten fonksiyon olmak tizere q:U(x) =B — B\F U {x} epi

U-kavsaginin bitis kaldirmas1 X /F ile gosterilir [2].

1. X objesinin p de T; olmasi i¢in gerek ve yeter sart {S,: NV, N = U(X?) = N? ve
V,:NV, N - UD(N) = N}, U- kaynagmin baslangi¢ kaldirmasinin diskre olmasidir
[31].
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2. pninN de kapali olmasi icin gerek ve yeter sart
{4y : V,°N - UX>) = N*veV,*:V,°N - UD(N) = N}, U- baslangi¢ kaldirmasinin

diskre olmasidir. Burada D, U nun sol adjointi olan diskre fanktordur [2,3].

3. F c X nin kapali olmast igin gerek ve yeter sart F nin {*} gortntiisiiniin X /F de kapali
veya F = @ olmasidir [2,3].

4. F c X nin kuvvetli kapali olmasi i¢in gerek ve yeter sart X/F in{*} da T; veya
F = @ olmasidir [2,3].

Aciklama 2.1.5 ([15], s.106) avef, A ilizerinde siizgegler olsun. f:A — B bir

fonksiyon olmak iizere,

flanp) = f(a) N f(B) dir.

Lemma2.1.6.([3]) q: B = B/F F yi * noktasiyla 6zdeslik doniisiimii , o B {izerinde bir
slizge¢c ve a € Bilea & Folsun. O halde, o,B lizerinde bir siizge¢ olmak iizere
a€Bvea & F,F S B bos olmayan bir alt kiime olsun. q, (B/F) iizerinde birim ve
F yi {*} noktasina doniistiiren orten fonksiyon olmak iizere o U [F]| 6z siizge¢ Ve

o C [a] olmasi igin gerek ve yeter sart [a] N [*x] = q([a] N [F]) 2 q(o) dir.
Lemma 2.1.7. f: A — B bir doniigiim olsun,
1. a ve B siizgecler olmak iizere,
f@UfB) < flaup)
2. 8, B iizerinde bir slizgeg ise,
6 < ff1),
burada f~1(8) siizgeci {f ~1(D): Deb} ile iiretilendir [16].

Teorem 2.1.8 (4, K) bir Cauchy uzay1 ve p € A ise (4, K) p noktasinda T; dir ancak ve
ancak ¢ € Kve a # pigin, U € a olacak sekilde p € U vardir [8].
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Teorem 2.1.9 (4, K) bir Cauchy uzayi, p € Ave g #= M c A olsun. O halde,

1. {p} € A, (A4, K) iginde kapalidir ancak ve ancak a € K vea # pi¢in U € a olacak
sekilde p € U vardir.

2. Asagidakiler denktir.

(a) M kuvvetli kapalidir.

(b) M kapalidir.

(c)Herae Avea & M iginve hera € K igina U [M] 6z siizgegtiryada a & [a] dir.
3. Asagidakiler denktir.

(@) M kuvvetli agiktir.

(b) M agiktir.

(c) Hera € Avea & M icin ve her a € K icin a U [M¢] 6z olmayan siizgectir ya da
a & [a] dir [8].

Teorem 2.1.10. (4,K) ve (B,L) Cauchy uzaylar1 ve f:(A4,K) — (B,L) bir Cauhy

donisiimi olsun.
1.M < B kapali(kuvvetli) ise, f~1(M) € A kapaldir (kuvvetli).
2.M < N < B ve N kapali(kuvvetli) ise, M < B kapalidir (kuvvetli) [10].

Ispat: 1. M c B (kuvvetli) kapal olsun. a € Avea & f~*(M) ve a € K herhangi bir
Cauchy siizgeg olsun. Yani f(a) € M, f(a) € Lve f(a) ¢ [f(a)] yada f(a) U [M] 6z
stizgectir. a € K herhangi bir Cauchy siizgeci olsun. f(a) € Lveya f(a) ¢ [f(a)] ya
daf(a) U[M] o6z siizgestir. (Cunkii M  kapalidir). Tamm2.1.4. e gore

f@uMl € f@U[f(fD)] € flavf (D)) d.

Egera U [ f~1(M)] 6z siizgeg ise, f siirekliliginden dolay1 f (a U [f ~1(M)] de 6z siizgeg
olurdu; ama bu durumda 3 U € a dyleki @ > U U [f~1(M)] olur, bu ¢eliski yaratir.
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Dolayisiyla a U [f~1(M)] 6z olmayan siizgectir ve bu durumda f(a) U [M]de 6z
olmayan siizgectir. Ayrica, eger a € [a] olsaydi, f(a) € [f(a)] olurdu; bu da
M c B nin kapali olusuna aykiridir. Sonu¢ olarak a ¢ [a] ve Teorem 2.1.4 den
f~Y(M) c A (kuvvetli) kapaldir.

2.M c N ve N c B (kuvvetli) kapali olsun.a € M, a € Bve a € K olsun.
Eger a & N ise Teorem 2.1.4 e gore a & [a] veya N c B (kuvvetli) kapali oldugunda
aU[N] 06z olmayan siizgectir. Eger aU][N] 06z olmayan slizge¢ ise
M c [N] oldugundan @ U [M] € @ U [N] olur. Sonug¢ olarak a U[M] 6z olmayan
stizgectir. Egera € Nise i: (N — Ly) — (B, L) doniisiimii ile olusturulan altuzay yapisi
Ly almir. i71(a) = aU[N], Tanim2.1.4 e gore a S i(i‘l(a)) ve a € L oldugu igin
i(i7*(a)) €L  sonug¢  olarak i*(a) €Ly  olur. Bu  durumda da
i"(a) ¢ [a] veyai~1(a) U [M] 6z olmayan siizgectir. Ciinkii M € N (kuvvetli)
kapalidir.  Sonu¢  olarak a & [a]veyaa U [M] 6z olmayan  siizgegtir.

Bu da Teorem 2.1.4 e gére M € B nin (kuvvetli) kapali oldugunu gdsterir.

€ kiime tabanli bir topolojik kategori olsun. € kategorisinde tanimli bir kapanis operatorii

(closure operator), her nesne X in (kiime olarak ele alinan) herhangi bir alt kiimesi K ye,
yine X in bir alt kiimesi olan c(K) y1 esleyen bir islemdir. Bu islem asagidaki kosullari

saglar.
1. K c c(K) dir,
2. L cKisec(L) c c(K) olur,

3. Her f: X — Y morfizmasi ve her K C Y igin, cf‘l((K)) C f‘l(c(K)) ya da esdeger
olarak, f(c(K)) c c(f(K)) dir (stireklilik sart1) [32, 33].

¢, € kategorisinde tanimli1 bir kapanis operatorii olsun. Bu durumda:
l.egg.={Xeelxec{yh)vey ec({x}) = x,y € Xikenx =y} [32].
2. &, ={X €e€lher x € Xi¢in c({x}) = {x}} [32].

3. & ={X €€l c(ld) = A4} (Burada 4, X tizerindeki diagonal (¢apraz) kiimedir) [32].
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Not: 2.1.11 € = Top (topolojik uzaylarin kategorisi) ve ¢ kapanis operatorii olmak {izere,

her Top;. altkategorisi i = 0, 1, 2 i¢in T; uzaylar sinifina indirgenir [32].
Tanim 2.1.12. [10] (4, K) bir Cauchy uzay1 ve M c A olsun.
ca(M) =n{U € A |M < U ve U kapalidir} ifadesi M nin kapanis1 olarak adlandirilir.

scy(M) =Nn{U <€ A|M < U veU kuvvetli kapali} ifadesi M nin kuvvetli kapanisi

olarak adlandirilir.

Topolojik kategorilerde, kapalilik kavrammin bir kapanis operatorii olusturdugu

gosterilmistir [32].

Teorem 2.1.13. cvesc,CHY kategorisi lizerinde (zayif) kalitsal, c¢arpimsal ve

idempotent kapanis operatorleridir.
Ispat1 Teorem 2.1.5, Teorem 2.1.4, ve Teorem 1.5.3 ten elde edilir.
Teorem 2.1.14. Bir Cauchy uzay1 (4, K) i¢in asagidakiler denktir.
1. (A, K) € CHY,,,
2. (A,K) € CHY,,,,
3. Herx,y € A vex # y i¢in asagidaki durumlardan en az biri saglanir:

e x¢&M, yeEM olacak sekilde A kiimesinin (kuvvetli) kapali bir alt kiimesi
M c A vardir ve her @ € K i¢in ya a € [x] ya da « U [M] 6z olmayan siizgegtir

(improper),
veya

e XxEN,y&N olacak sekilde A kiimesinin (kuvvetli) kapali bir altkiimesi
N c A vardir ve hera € K i¢in ya a € [y] ya da « U [N] 6z olmayan siizgectir

(improper).

Ispat: Tanim 2.1.4 e gore, (4, K) € CHY,, olmasi ancak ve ancak (4, K) € CHY,,,

olmasi ile miimkiindiir. Bu da (1) ile (2) nin denk oldugunu gosterir.
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Varsayalim ki (4, K) € CHY,. ve x,y € A 6yle ki x # y olsun.

(A,K) € CHY,s. oldugundan, x & c,({y}) veyay & c4 ({x}) olur.

Ilk olarak, x & c,({y}) oldugunu varsayalim.

Tanim 2.1.4 e gore, x € M,y € M olacak sekilde A nin (kuvvetli) kapali bir altkiimesi
M c A vardir.

Teorem 2.1.4 e gore ise, her a € K i¢inya a & [x] ya da @ U [M] 6z olmayan siizgegtir

(improper).

Benzer sekilde, y € ¢4 ({x}) oldugunu varsayalim.

Tanim 2. 1. 4 e gore, x € N, y € N olacak sekilde A nin (kuvvetli) kapal1 bir altkiimesi
N c A vardr.

Teorem 2.1.4 e gore, her ¢ € K icinya a & [y] yada a U [N] 6z olmayan siizgectir.
Bu, (2) nin (3) i sagladigini gosterir.

Simdi, (3) iin saglandigim1 ve x,y € Ave x # y oldugunu varsayalim. Eger (3) teki
birinci durum saglaniyorsa, Teorem 2.1.4 e gére M S A kuvvetli kapalhdir ve

Tanim 2.1.4 ¢ gore y € c4({x}) olur.

Eger (3) teki ikinci durum saglantyorsa, Teorem 2.1.4 e gére N € A kuvvetli kapalidir ve

Tanim 2.1.4 e gore x € c4({y}) olur.

Dolayisiyla, (A, K) € CHY,,. olur ve bu da (3) iin (2) yi sagladigin1 gosterir.
Teorem 2.1.15. Bir Cauchy uzay1 (4, K) igin asagidakiler denktir.

1. (4, K) € CHY,, ,

2. (A,K) € CHY,,, ,

3. Tuimx #y € Aicin [x] N [y] & K dur.

Teorem 2.1.4 ¢ gore, (4, K) € CHY;. ancak ve ancak (4,K) € CHY; . oldugunda, bu

durum (1) ile (2) nin birbirine denk oldugunu gosterir.

Tanim 2.1.4 e gore, (4,K) € CHY;. olmasi, (4,K) € CHY;4, olmasiyla esdegerdir. Bu

durum, (1) ile (2) nin denk oldugunu gosterir.
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Simdi (A,K) € CHYy, oldugunu ve x € A oldugunu varsayalim.
sca({x}) = x oldugu gorilmektedir; yani, {x} kuvvetli kapalidir (sc-kapalidir).
Tanim 2.1.4 e gore, x # y olmak iizere tim x,y € Aicin [x] N [y] € K bagintisi
saglanir.

Tersine, tim x,y € A icin x # y olmak lizere [x] N [y] € K oldugunu varsayalim.
Tanim 2.1.4 e gore, ozellikle {x} kiimesi kuvvetli kapalidir, yani sc,({x}) = [x] olur.

Dolayisiyla (A4, K) € CHY,,. olur ve bu da (3) tin (2) yi sagladigini1 gosterir.
Teorem 2.1.16. Bir Cauchy uzay1 (4, K) igin asagidakiler denktir.

1. (A,K) € CHY,,,

2. (A,K) € CHY,,,,

3. Tim x #y € Aicina, B € K igin, eger a S [x]ve f S [y] ise a U B 6z olmayan

stizgectir.

Tanim 2.1.4 e gore, (A,K) € CHY,, olmasi, (A,K) € CHY,,. olmasiyla tam olarak
esdegerdir. Bu durum, (1) in (2) ye denk oldugunu gosterir.

Simdi (4,K) € CHY,,, oldugunu varsayalim ve x # yolmak f{izere x,y € A ve

a,B € K olsun. Ayrica a € [x] ve B € [y] oldugunu kabul edelim.

Soyle tanimlayalim:

o=m"taum,"?p,

burada m; ve m, , birinci ve ikinci bilesenlere ait izdiistim fonksiyonlaridir.
mo=a€Kven,oc=B€EK

Tanim 1.5.2 ye gore o € K2 yani B? iizerindeki ¢arpim yapisina aittir.
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Simdi, V € o alinsin. O halde V; € aveV, € f olmakiizere V 2 V; XV, mevcuttur.
a C [x] ve B € [y] oldugundan, x € V; ve y € V, olur. Dolayisiyla, a U 8 € [(x,¥)]
dir.

4, B? uzayinda kapali oldugundan ve Teorem 2.1.4 ¢ gore, a U [4] 6z olmayan siizgeg

(improper) olmak zorundadir. Bu nedenle, o da dyle bir V vardirki V N 4 = @ dir.
Bu da sunu gosterir:

VyxV,)Nnd=0 < V,nV, =0
yani a U 8 6z olmayan sii¢gectir. Boylece (2) ifadesi (3) i saglar.

Simdi tersini ele alalim: Timx,y €A i¢cin x#y Vve «,f € K alindiginda,

a C [x],B € [y] ise, @ U B 6z olmayan siizgeg olsun.

Amacimiz (4, K) € CHY,,. oldugunu gostermek, yani 4 nin kuvvetli kapali (sc —kapali)
oldugunu ortaya koymaktir. Teorem 2.1.4 e gore, her (x,y) € B%, (x,y) ¢ 4 ve
her ¢ € K? igin, ya a U [4] 6z olmayan siizgectir ya da o € [(x,y)] olmalidur.
o € K? oldugundan, Tanim 1.5.2 geregi m,0, m,0 € K ve ayrica x # y dir. Asagidaki

sekilde tanimlanan o 1 ele alalim:
o=m"taum, 2B,
Lemma 2.1.4 e gore:

0y S0, moy=m0€K, m,00=m,0 €K ve yine Tanim 1.5.2 ye gore o, € K? ve
0o € [(x,y)] dir. Varsayim geregi m;0, U m,0, 0z olmayan silizgegtir yani w0, den

bir V; ve m,0, den bir V, vardirki V; NV, = @ olur.
Boylece,

Vi xV,)nAdA=0
olur. Bu da 0, U 4 nin 6z olmayan siizge¢ oldugunu gosterir.

Teorem 2.1.4 e gore bu durumda 4 kuvvetli kapalidir, dolayisiyla (4, K) € CHY,,. olur.
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Teorem 2.1.17. Bir Cauchy uzay1 (4,K) € CHY,, ©(A4,K) € CHY;, (i = 1,2 ) dir.

Ispat: (4,K) € CHY,, oldugunu ve x,y € A olmak iizere x # y oldugunu varsayalim.
Bu durumda, A nin kapali bir altkiimesi M vardir ve x € M,y € M olup, her a € K i¢in
yaa & [x] yada a U [M] 6z olmayan siizgectir; veya A nin kapali bir altkiimesi N vardir

vex € N,y € Nolup, hera € K iginyaa € [y] yada a U [N] 6z olmayan siizgegtir.

Birinci  durumun gegerli oldugunu ve M ={y} oldugunu varsayalim.
M = {y} kapali oldugundan, Teorem 2.1.4 (2) geregi, a ¢ M olan her a € A ve

her a € K i¢in, ya @ U [M] 6z olmayan siizgectir ya da a € [a] olur.

Bundan, Teorem 2.1.8 ve Teorem 2.1.9 a gore (4,K) € CHY;. (i =1,2) oldugu

sonucuna ulagilir.
Ikinci durum gerceklesirse, benzer sekilde (4, K) € CHY;. (i = 1,2 )oldugu gosterilir.
Tersine, {x} ve {y} kapali kiimeler olsun. M = {y} veya N = {x} alalim.
Budurumdax € Mvey e Myadax € Nvey & N olur.
Dolayisiyla, Teorem 2.1.7 ye gore (4, K) € CHY,, elde edilir.
Teorem 2.1.18. [10] (4, K) bir Cauchy uzay1 olsun. O halde( i = 1, 2) igin
(A,K) € CHY;, & (A, K) € CHY,,
saglanir.
Bu sonug¢ Teorem 2.1.4 ve Teorem 2.1.12 den elde edilir.

Not 2.1.19. T-CHY, CHY kategorisinin, tim T nesnelerinden olusan full (tam) alt

kategorisidir.

Burada T, [2] de tanimlanan T (sirasiyla (T, Ty, T, ) ayrilma aksiyomlarindan birini ifade
eder.
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Teorem 2.1.20. Bir Cauchy uzay1 (A4,K),To( Ty, T;) dir ancak ve ancak her
x # yi¢in [x] N [y] & K dir [8].

Teorem 2121 (A,K) Cauchy uzayr T,dir ancak ve ancak her farkh
x,y € Aigin [x] N [y] € K dir [8].

Teorem 2.1.22. [10] Asagidaki kategoriler birbirine izomorftur:
1. CHYy,,i=0,1,2,k = cveyasc
2.T-CHY,T = T,,T}, T, T
Sonug Teorem 2.1.17, 2.1.18, 2.1.12, 2.1.13 den dogrudan ¢ikar.
NOT 2.1.23 Teorem 2.1.17, 2.1.18, 2.1.12, 2.1.13 den elde edilir ki:
1. Asagidaki esitlik gegerlidir[10].
CHY,.,= CHY,,. = CHY;.,,= CHY;;. = CHY,. = CHY,
2. Top icin
Topyc = Topase © Topie = Topise © Topoe = Toposc

3. Prord i¢in

Prord,, = Prord,s. € Prord,. = Prords,

Prord,. = Prord s, € Prord,. = Prordgy,
4. Born i¢in

Borny. = Born,. = Born,, < Borngs, = Born,sc = Born,g,

5. FCO ig¢in:

FCOZSC C FCOZC == FCOISC = FCOlC C FCOOSC - FCOOC
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6. ConFCO i¢in

ConFCO,. = ConFCO,,. € ConFCO,, = ConFCO:5, € ConFCOy, = ConFCOg,

7. pgsMet i¢in

pqsMet,sc = pqsMet,sc © pqsMet,. = pqsMet,. ve pqsMetys, © pqsMety,

8. SUConv igin

SUConv,, = SUConv,,, = SUConv,,

9. CApp i¢in

CApszc = CApplsc c CAppOsc

CApp;c © CApp;i. © CAppy.

10. RRel ve PBorn igin

RRel,. = RRel,;. = RRel;;. € RRel;,

PBorny. = PBorn,. = PBorn,, ¢ PBornys,. = PBorn,sc = PBorn,g,



3. BOLUM
INDIRGENEMEZ CAUCHY UZAYLARI

3.1. indirgenemez Cauchy Uzaylar
Tanmm 3.1.1 [17] U: E — Set topolojik bir fanktor ve X, E'de bir nesne olsun.

1. X in kapali alt nesneleri A ve B i¢cin X = A U B oldugunda A = X yada B = X oluyorsa

X indirgenemez (irreducible) olarak tanimlanir.

2. A ve B X in kuvvetli kapali (strongly closed) alt nesneleri olmak tizere X = AU B
oldugunda A = X veya B = X oluyorsa X kuvvetli indirgenemez (strongly irreducible)

olarak adlandirilir.

Indigenemezlik kavrami cebirsel geometri agisindan énemli bir rol oynar. Ornegin klasik
cebirsel geometrinin temel bir teoremine gore, her cebirsel kiime, sonlu sayida
indirgenemez bilesenin birlesimi olarak yalnizca bir sekilde ifade edilebilir. Ayrica,

Zariski topolojileri indirgenemezdir.

Top kategorisinde, indirgenemezlik kavrami klasik indirgenemezlik kavrami ile

ortigmektedir [17].

Ayrica, eger (X, ) bir topolojik uzay olup indirgenemezse, o zaman bu uzay baglantilidir.
Ve eger (X,7) T; ayirdedici aksiyomuna sahipse, o zaman indirgenemezlik ile kuvvetli
indirgenemezlik kavramlari ¢akisir. [17] Buna ek olarak, eger (X,7) bos olmayan,
indirgenemez ve T, bir uzaysa, o zaman bu uzay yalnizca bir noktadan olusan bir uzay

olmalidir [17].
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Teorem 3.1.2. Bir Cauchy uzay1 (4, K) (kuvvetli) indirgenemezdir ancak ve ancak A nin
her bos olmayan 6z altkiimesi F (yani ne bos ne de tiim A olan) i¢in asagidaki kosullardan

en az biri saglantyor olmasidir.

1. K i¢inde; o U [F] 0z siizgeg ve a C [a] olacak sekilde en az bir 6z siizge¢ a ve en az

bir a € F¢ vardir.

2. K iginde; a U [F°] 6z siizgegtir ve a S [b] olacak sekilde en az bir 6z siizgeg a ve en

az bir b € F vardur.

Ispat: Varsayalim ki (4, K) kuvvetli indirgenemezdir ancak A nin 6z altkiimesi F i¢in

yukaridaki kosullardan hi¢biri saglanmiyor olsun.

Kosul (1) in saglanmadigin1 kabul edersek, F € Ave a € F i¢in her a € K siizgeci ya
a U [F] 6z olmayan siizgegtir ya da « € [a] degildir. Bu da F nin kuvvetli kapali

oldugunu gosterir.

Benzer sekilde kosul (2) nin saglanmadigini kabul edersek, F¢ kuvvetli kapali olur.
Boylece X = F U F€olurancak X = F yada X = F¢ degildir. Bu, (4, K) nin kuvvetli

indirgenemez oldugu varsayimiyla celisir.

Tersine, (1) kosulunun saglandigini varsayalim. O halde, Teorem 2.1.4 (2) geregince
F (kuvvetli) kapal1 degildir. Benzer sekilde, (2) kosulunun saglandigini varsayalim. Bu
durumda F¢ (kuvvetli) kapali degildir. Dolayisiyla, X in hem (kuvvetli) agik hem de
(kuvvetli) kapali olan tek alt kiimeleri @ ve X tir. Buradan, A ve B, X in kapali alt kiimeleri
olup X = A U B esitligi saglanirsa, ya A = X yada B = X oldugu sonucu ¢ikar. Boylece,
(A, K) (kuvvetli) indirgenemezdir.

Teorem 3.1.3. Bir Cauchy uzayi1 (4, K) indirgenemezdir ancak ve ancak (4, K) kuvvetli

indirgenemezdir.

Ispat: teorem 2.1.4(2) ve Tanim 3.1.1den elde edilir.
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Ornek 3.1.4

A = R reel sayilar kiimesi,

Ky = F(A),

K, ={[a] | a € A} U {[@]} olsun.

Bu durumda (4, K;) (kuvvetli) indirgenemezdir, ancak (4, K;) (kuvvetli) indirgenemez

degildir. Clinkii Teorem 3.1.2 de verilen iki kosul da F = {5} i¢in saglanmamaktadir.
Teorem 3.1.5. (4, K) € CHY bir Cauchy uzay1 olsun.

(4, K) nin PreT, olmasi igin gerek ve yeter sart A da ki her bir farkli x ve y noktalar
icin [x] N [y] € K (denk olarak A nin her bir sonlu alt kiimesi F i¢in [F] € K) olmasidir

[8].
Teorem 3.1.6. (A, K) € CHY bir Cauchy uzay1 olsun.

(A, K) nin T, olmasi igin gerek ve yeter sart A da ki her bir farkli x ve y noktalar i¢in
[x] n[y] € K (denk olarak A nin herhangi bir sonlu alt kiimesi i¢in [F] € K)
olmasidir [8].

Teorem 3.1.7. (4, K) Cauchy uzayinin (kuvvetli) indirgenemez olmasi igin gerek ve yeter

sart (4, K) nin (kuvvetli) baglantili olmasidir.
Ispat. Teorem 3.1.2, 3.1.3 ve [8] deki Teorem 3.6 dan elde edilir.
Teorem 3.1.8. (4, K) bostan farkli (kuvvetli) indirgenemez Cauchy uzayi olsun.

1. (A,K) € CHYi, vei =0,1,2,k = c veya sci¢in (4, K) tek noktal1 bir uzay

olmalidir.
2. Eger (A,K) T,(veya Ty, T;, T,) ise, bu taktirde (4, K) tek noktal1 bir uzay olmalidir.

3. Eger (4,K) PreT, veya T, ise bu taktirde (4, K) tek noktali bir uzay olmak zorunda
degildir.
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Ispat: 1. Kabul edelim ki (4,K) bostan farkl, (kuvvetli) indirgenebilir ve
(A,K) € CHYi, vei=0,1,2,k = cveyasc ve A da en az iki noktal1 x ve y igeren bir
kiime bulunsun. Teorem 2.1.17, 2.1.18 ve agiklama 2.1.6, 2.1.7 e gore, A nin tim alt
kiimeleri (kuvvetli) kapalidir. Bu durumda {x} ve {y} hem 6z hem de (kuvvetli) kapalidir

ve A = {x} U {x}¢ olur. Bu, (4, K) nin (kuvvetli) indirgenemez olmasiyla celisir.

2. (1) in ispat1 ile benzer sekilde yapilir, yalnizca Teorem 2.1.12, 2.1.13, 2.1.14 ve
Agiklama 2.1.6, 2.1.7 kullanilir.

3. Teorem 3.1.3 ve Ornek 3.1.4 den bir Cauchy uzay1 PreT, ve T, olsun. Ornek 3.1.1 de
tanimlanan (A, K;) Cauchy uzay1, (kuvvetli) indirgenebilir ve PreT, yada T, dir, ancak

tek noktal1 bir uzay degildir.

3.2. Tamimsal Aciklamalar ve Kategori iliskileri
IR € : € kategorisindeki tiim indirgenemez nesnelerden olusan full (tam) alt kategoridir.

T € kategorisinde T aksiyomlarini saglayan tiim nesnelerden olusan full (tam)

altkategoridir. Burada T,, Ty, T'y, Ty, T, T’ olarak alinur.
Aciklama 3.2.1
1.Teorem 3.1.6 yagorei = 1,2 ve k = c veya sc igin:
IRCHY i), = TyIRCHY=T;IRCHY=T,IRCHY=T’, IRCHYc T',IRCHY.

2. Topolojik uzaylar kategorisi i¢in [6] daki Aciklama 3.5 ve Teorem 2.1.14 e gore:
T,IRTop = IRTop, ;= IRTop,sc; € To,Top N IRTopc TyTop.

3. PBorn da [10] daki Teorem 3.6, 3.9 ve [7] deki Teorem 3.7 ye gore, i = 1,2 igin:

PBorn;, = TyPBorn = T',PBorn c T,PBorn cIR PBorn=T,PBorn=T',PBorn=

TiPBorn= PBorn;.
4. CP de [5] ve [18] daki Teorem 3.7, 3.10 a gore, i = 0,1, 2 igin:

TocP - IRCPCT()CP: T’OCP = Tl(:P: Tch - T’ZCP = CPlCl



. RRel de [18] daki Teorem 3.8, 3.11 ve [5] deki Teorem 3.7 ye gore, i = 1,2 igin:

IRRRel;s; = T,IRRel = T,IRRel = T',IRRRel < TyRRel c T,RRel = RRel;,
c T'yRRel

. PgsMet de [5] ve [17] deki Teorem 3.10 a gore, i = 1, 2igin:

IRpgsMet;s.; = T;IRpgqsMet = T,IRpgqsMet = T',IRpgqsMet c T' IRpgsMet.

. Prox de [19] teki Teorem 4.7 ve Agiklama 4.8 e gore, k = ¢ veya sc:

IRProx;;, = TolRProx = T{IRProx = T,IRProx = T',JRProx c T'yIRProx.
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4. BOLUM

URYSOHN LEMMASI VE TIETZE GENiSLEME TEOREMI

4.1. Cauchy Uzaylan icin Urysohn Lemmasi ve Tietze Genisleme Teoremi

Bu béliimde Cauchy uzaylari i¢in Urysohn Lemmasi ve Tietze Genigleme Teoremini

verecegiz.

Teorem 4.1. (Urysohn Lemmasi) (4,K) Cauchy uzayr ve M,N € A , A nin bostan
farkli, ayrik, kapali alt kiimeleri olsun. Bu taktirde en az bir,

£ (A,K) > ([0,1],1)

seklinde bir Cauchy doniisiimii vardir; burada L, [0,1] lizerinde taniml1 herhangi bir

Cauchy yapisidir ve

fM)=0,f(N)=1
saglanir [10].
Ispat: Kabul edelimki f:(4,K) — ([0,1],L)

0, xeM
f(x):{l,xe_fM

seklinde tanimlansin.

Buna gore, f(M) =0, f(N) = 1olur. Simdi f nin bir Cauchy doéniisiimii oldugunu

gosterelim.
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e « € K olsun. a 6z olmayan siizgeg ise, f () de 6z olmayan siizgegtir.

o Kabul edelim ki a 6z siizgeg olsun. M c A kapali oldugu i¢in, Teorem 2.1.4 ¢ gore
x & M olmak iizere x € Ave a € K i¢in ya a U [M] 6z olmayan siizgectir ya da & ¢ [x]

olur.
Su iki durumdan biri gegerlidir:

1. ¢ U [M] 6z olmayan siizge¢ ise bu taktirde 3V € a 6yle ki VN M = @ olur. Bu
durumda f(a) = [1] € Lginkii V € M€ = f(V) = {1} € f(a).

2. Eger a ¢ [x] (x € M vex € A) olsun. Bu taktirde f(a) & [f(x)] =[1] buradan
f(a) € [0] vef(x)u[[0,1]] € [0]u[[0,1]] =[0]. Buradan f(a)u[[0,1]] €L 6z
siizgectir. L [0,1] iizerinde Cauchy yapisi oldugundan, f(a) n[[0,1]] € L dir bu da
f(a) € L demektir.

Sonug olarak f Cauchy dontigiimiidiir.

Teorem 4.2. (A4, K) y1T, (veya T, T1, T, ) Cauchy uzay1 ve M, N C A ayrik, bos olmayan

alt kiimeler olsun. Bu taktirde,
fM) = {0}, f(N) = {1}
olacak sekilde en az bir
f:(AK) = ([01],1)

seklinde bir Cauchy doniisiimii vardir ve burada L, [0,1] iizerinde tanimli herhangi bir

Cauchy yapisidir [10].

Ispat. Teorem 4.1 in ispatina benzer sekilde yapilir; ayrica Teorem 2.1.4, 2.1.12, 2.1.13

kullanilir.
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Tamm 4.3. (Cauchy Genislemesi) (4, K) ve (B, L) Cauchy doniisiimleri, M c A ve

g: (M, Ky) = (B,L) Cauchy doniigiimii olsun; burada K, i:M — (4, K) seklinde ki

igine doniistimler tarafindan tiretilmis baslangi¢ (initial) Cauchy yapis1 olsun.

f:(AK)—- (B,L) ye tim x € Micin g(x) = f(x) olacak sekilde en az bir
f:(A,K) = (B,L) ye Cauchy doniisimii mevcutsa bu taktirde f e g nin Cauchy

genislemesi denir [10].

Teorem 4.4. (Tietze Genisleme Teoremi) (4, K) bir Cauchy uzay1 ve M c A bostan
farkli kapali bir altkiimesi olsun. Bu taktirde f: (M, K,;) = ([0,1], L) ye her bir Cauchy
dontisimii L, [0,1] tizerindeki herhangi bir Cauchy yapisi ve Ky, M {izerinde bir baglangic

Cauchy yapisi olmak iizere;
9:(A,K) = ([0,1], L)

Cauchy genisleme doniistimii tarafindan tiretilmis olur [10].

Ispat. Kabul edelim ki (4, K) Cauchy uzay1, M c A bostan farkli kapali bir alt kiimesi

olsun.

Bu taktirde f: (M, Ky) — ([0,1], L) ye her bir Cauchy doniistimii ve K, de M iizerinde
bir baslangi¢ Cauchy yapisi olmak tlizere i: M — (4, K) seklinde ki i¢ine doniigiimler

tarafindan tiretilmis olan baslangi¢ Cauchy yapis1 olsun.
g:(4,K) = ([0,1], L) doniisimii, tim x € M i¢in g(x) = f(x)

_(f(), xeM
g(x)—{ 0, xX¢EM

seklinde tanimlansin.
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e « € K bir siizgeg olsun. Eger 6z olmayan siizgeg ise, g(«) da 6z olmayan siizgegtir.
Eger 6z siizgeg ise ve x € A dir.
e M kapali oldugu i¢in, ya @ U [M] 6z olmayan siizgegtir ya da a & [x] olur.
Su iki durum incelenir:

1. a U [M] 6z olmayan siizgeg ise: IV € a 6yle ki VN M = @ olur. Bu durumda
g(V) = {0} dolaysiyla g(a) = [0] € L olur.

2. a ¢ [x]:3U € a dylekix € U. O halde U U M € « olur.
e gWUUM)={0}ufM) c[f)]In[0]=gla) c[0]n[f(x)] € Ldir
L bir Cauchy yapisi oldugundan g doniisiimii de bir Cauchy doniistimiidiir.

Teorem 4.5. (4, K) bir T, Cauchy uzay1 ve M c A bostan farkli A nin bir alt uzay1 olsun.
Bu taktirde f:(M, Ky) - ([0,1],L) ye her Cauchy doéniisimii ki burada
L, [0,1] tizerindeki herhangi bir Cauchy yapisi ve Ky, M tizerinde {iretilmis bir baslangi¢

Cauchy yapist olmak iizere
9:(A,K) = ([0,1], L)
bir Cauchy genisletilmis doniisiimiine sahiptir [10].

Ispat.
Teorem 4.4 {in ispatina benzerdir. Ek olarak Teorem 2.1.4, 2.1.12 ve 2.1.13 kullanilir.



5. BOLUM

SONUC VE DEGERLENDIRME

5.1. Sonug¢ ve Degerlendirme

Bu calismada, Cauchy uzaylar kategorisi baglaminda iki farkli kapanis operatorii
tanimlanmistir. S6z konusu operatorler, (zayif anlamda) kalitsal olma, iiretkenlik
(productivity) ve idempotentlik gibi 6nemli yapisal 6zellikleri saglamaktadir. Bu kapanis
kavramlar1 araciligiyla, her bir T; ayriklik aksiyomuna (i = 0,1,2) sahip Cauchy
uzaylar1 ayr1 ayr1 incelenmis; bu uzaylar, s6z konusu kapanis operatorleri kullanilarak
karakterize edilmistir. Ayrica, bu ayriklik siniflarinin olusturdugu alt kategorilerin
birbirleriyle izomorfik oldugu da gdosterilmistir. Bu sonug, farkli ayriklik diizeylerine
sahip Cauchy uzaylarinin, uygun kapanig operatorleri perspektifinden yapisal olarak denk

oldugunu ortaya koymaktadir.

Calismada bununla birlikte, indirgenemez (irreducible) Cauchy uzaylar1 6zel olarak ele
alinmis, bu uzaylarin yapisal 6zellikleri belirlenmis ve baglantililik (connectedness)
kavramiyla olan iligkileri ayrintili  bi¢imde incelenmistir. Bu baglamda,
indirgenemezligin baglantililikla kosutluk gosterdigi durumlar ortaya konmus ve bu

kavramlarin birbirine doniistiiriilebilirligi analiz edilmistir.

Elde edilen teorik bulgular, yalnizca Cauchy uzaylariyla sinirli kalmamis, ayn1 zamanda
farklt topolojik kategorilerdeki kapanis operatorleri ve ayriklik aksiyomlar: ile
karsilastirmali olarak degerlendirilmistir. Bu karsilastirmalar, onerilen yaklagimin
kategorik topoloji c¢ercevesinde evrensel bir bakis a¢isina katki sundugunu

gostermektedir.

Son olarak, klasik topolojinin temel taglarindan olan Urysohn Lemmalar ile Tietze

Uzant1 Teoremi, ilk kez Cauchy uzaylar1 baglaminda sunulmus ve bu uzaylar iizerinde
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stirekli fonksiyonlarin genisletilebilmesi gibi 6nemli yapilarin varligi ispatlanmistir. Bu
sonuglar, Cauchy uzaylarinin yalnizca soyut teorik yapilar degil, ayn1 zamanda analize ve

fonksiyonel genisletmelere elverisli yapilar oldugunu gostermektedir.
Gelecek calismalar i¢in Oneriler

Ilerleyen arastirmalarda, asagidaki &zel tiir Cauchy uzaylarinin da tanimlanmasi ve

karakterizasyonu amaglanmaktadir:

o Kalitsal olarak ayrik (hereditarily disconnected) uzaylar,
e Tamamen ayrik (totally disconnected) uzaylar,

o Sober (ayirt edilebilir temsilcisi olan) Cauchy uzaylari.

Bu tiir calismalar, Cauchy uzaylari kuramini daha da derinlestirecek ve genel topolojiyle

olan iligkisini daha giiclii bicimde ortaya koyacaktir.
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