ANKARA UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

DOKTORA TEZi

FERMI-WALKER TUREViI VE GEOMETRIK UYGULAMALARI

Fatma KARAKUS

MATEMATIK ANABILIM DALI

ANKARA

2012

Her Hakki Sakhdir



OZET

Doktora Tezi

FERMI-WALKER TUREVI VE GEOMETRIK UYGULAMALARI
Fatma KARAKUS

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof.Dr. Yusuf YAYLI

Bu tez beg boliimden olugmaktadir.
Birinci boliim, giris kismina ayrilmigtir.
Ikinci boliimde temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Uctincii boliimde Frenet catisi, Darboux catisi ve Bishop catisia gore Fermi-Walker

tiirevi incelenmigtir.
Dordiincii boliimde Lie gruplar tizerinde Fermi-Walker tiirevi ifade edilmigtir.

Beginci boliimde hiperyiizeyler iizerinde Fermi tiirevi incelenmis ve genellemeler

yapilmigtir.
2012, 62 sayfa

Anahtar Kelimeler : Fermi-Walker tiirevi, Non-rotating cati, Lie grubu, Hiperyiizey,

Bishop catisi, Fermi tiirevi



ABSTRACT

Ph.D. Thesis

FERMI-WALKER DERIVATIVE AND GEOMETRIC APPLICATIONS
Fatma KARAKUS

Ankara University
Graduate School of Natural And Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Yusuf YAYLI

This thesis consists of five chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.
The second chapter, definitions which are needed in the further chapters are given.

In the third chapter, the Fermi-Walker derivative is expressed according to Frenet

frame, Darboux frame and Bishop frame.
In the fourth chapter, the Fermi-Walker derivative is expressed on Lie groups.

In the fifth chapter, the Fermi derivative is examined on the hypersurfaces and

generalized for n dimensional space.
November 2012, 62 pages

Key Words: Fermi-Walker derivative, Non-rotating frame, Lie group, Hypersur-

face, Bishop frame, Fermi derivative

i



TESEKKUR

Yiiksek lisans ve doktora galismalarimin her agsamasinda benden yardim ve bilgilerini
esirgemeyen, bugiine ulasmamdaki en énemli destek¢im, degerli hocam Sayin Prof.
Dr. H.Hilmi HACISALIHOGLU ’na (Bilecik Seyh Edebali Universitesi Fen-Edebiyat

Fakiiltesi) en derin saygilarimla tegekkiirlerimi sunarim.

Bana bu calismay1 vererek caligmam boyunca sordugum her soruyu sabirla cevap-
layan hocam Sayin Prof. Dr. Yusuf YAYLI ’ya (Ankara Universitesi Fen Fakiiltesi)

tesekkiirlerimi sunarim.

Her daim yanimda olan, beni destekleyen, bugiinlere gelmemdeki emeklerini hicbir

zaman ddeyemeyecegim canim aileme sonsuz tegekkiirler. Iyi ki varsiniz.

Doktora calismami maddi olarak destekleyen TUBITAK’ a tesekkiirlerimi sunarim.

Fatma KARAKUS

Ankara, Kasim 2012

1l



ICINDEKILER

ABSTRAGQCT ettt sas et ettt sasa e snsasasasessnsnss
N D13] D) 24 2 U 2 T
SIMGELER DIZINT ...ooooiiiiiiiiiiiiieietetetetceeececie e

1 I € 1 20 £ UUPRRRRRRN
2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR ..couitiiiiiiiiiiiiiiiiiiicnnccnnaeeaees

2.1 n-Boyutlu OKId UZAY1 cecceeeeeeeeiiinnrrerrereeeeeeeeieeeeesennssesseeeeeeeeeesesessennns
2.2 Oklid Uzay1 ve Fermi-Walker THIEVI veeeeeeeervreeeeeeesivreeeeeeeeennereeesnnnns

2.3 Lie Grubu ve Fermi-Walker TUrevi ..cccccceieieiiiiiiiieneiararininisinesesececacens

2.4 Hiperyiizeyler ve Fermi TUrevi ...coccviviiiieiiiieiiiiiiiniieiniieciisecisesasescasens

3. FERMI-WALKER TUREVI VE NON-ROTATING CATI ................

3.1 Frenet Catis1 ve Fermi-Walker TUrevi ....cccocvvuieiiiiininiiiiiiniiieieninenne.
3.2 Darboux Catisi ve Fermi-Walker TUrevi ...cccceeveveiuiniiiiiiiiiiiiieieiinnnnnn,
3.3 Bishop Catis1 ve Fermi-Walker TUrevi ..cccceeeeviiiiiieiniiiiiiiiiiiiiiienececacaae.

4. LIE GRUPLARI UZERINDE FERMI-WALKER TUREVI ................

5. HIPERYUZEYLER UZERINDE FERMI TUREVI .....cccccovcivviivninnnnnne.
5.1 4-Boyutlu Oklid Uzayindaki Yiizeyler Uzerinde Fermi Tiirevi ............
5.2 4-Boyutlu Oklid Uzayindaki Hiperyiizeyler Uzerinde Fermi Tiirevi ...
5.3 n-Boyutlu Oklid Uzayimda Fermi THIEVI v.uueeeeeeeeeeeeeeeeerirnrenneeeeeeeeeeeenenns

| SN A N S - N PN
OZGECGMIS ettt ceeeeeeeertrrereeeeeeeeeeeeeessssssssssssssesseeseeessssssssssnnnes

iv

iii

© N N = <L



SIMGELER DiZzZiNi

n-boyutlu Oklid uzay:

E™ uzayinda birim hizh egri

a (s) egrisinin s-noktasindaki egriligi

« (s) egrisinin s-noktasindaki burulmasi
Lie grubu

Levi-Civita koneksiyonu

Fermi-Walker tiirevi

Fermi tiirevi

Fermi-Walker anlaminda Darboux vektorii



1. GIRIS

Bu caligmada Fermi-Walker tiirevi ele alinarak, bu tiirevin diferensiyel geometri
acisindan uygulamalarini arastirdik. Bunun icin once Oklid uzayinda, daha sonra
da herhangi bir yiizey iizerinde bir egri ele alip bu egri boyunca Fermi-Walker
tiirevini ve bu tiireve gore, Fermi-Walker parelel olmay1 inceledik. Daha sonra, Fermi
tiirevine gore bu egrinin Frenet catisinin degisimini elde ettik. Bu ¢at1 i¢in Darboux
vektoriiniin geometrik yorumunu vermeye calisip benzer islemleri yiizey iizerindeki

catilar i¢in tekrar ettik.

Paralel vektor alanlarimin diferensiyel geometride énemli uygulamalar: vardir.V, E"
in koneksiyonu ve T, o egrisinin tegeti olmak {izere 7T nin « boyunca paralel ol-
mast V71T = 0 demektir. Bu bize E™ de geodezik olmay1 veriyor. Benzer sekilde
Vyiizeyinin koneksiyonu T, & boyunca M de paralel ise VT = 0 saglamir. Bu bize

M de yani yiizey iizerinde geodezik olmay1 verir.

E™ nin biitiin dogrular1 geodeziklerdir. Acaba E™ de biitiin egriler geodezik olur mu?
Bunun cevab1 Fermi tiirevi ile elde edilen koneksiyonda saklidir.Gergekten o, E"de
bir egri olmak iizere ve V de Fermi tiirevi ise V4T = 0 ¢oziimii £" de biitiin egriler

icin saglaniyor. Yani bir cins egriler ile dogrular ayni anlamda oluyor.

Fermi- Walker tiirevi ve geometrik uygulamalarinin verdigimiz bu tez, diferensiyel
geometride bildigimiz bir¢ok kavramin yeniden bu tiireve gore tanimlanmasi ile geometriye
saglayacag1 yararlar bakimindan ¢nemlidir. Fermi-Walker paralel vektor alanlariin
hareketlerde ¢nemli bir uygulamasi vardir. Ornegin Bishop catisi Fermi-Walker
paralel gatidir. Hareketlerin modellenmesinde Frenet gatisi yerine Fermi- Walker

paralel cat1 kullanilir.

Son zamanlarda bu tiirevin fiziksel uygulamalar1 da ¢ok galigilan konulardandir. Bu
bakimdan bu tez fizikte ve matematikte uygulamalar: oldugundan bu konuda c¢aligan-

lar i¢in 6nemli bir kaynak olacaktir.



2. TEMEL TANIM VE KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerde kullanilacak olan temel tanimlar ve kavramlar agik-
lanmigtir. Diger boliimlerde kullanilan kavramlarla ilgili bazi teorem ve ¢nermeler

verilmistir.
2.1 n-Boyutlu Oklid Uzay1

Tanmim 2.1.1. A bos olmayan bir ciimle ve bir K cismi iizerindeki vektor uzayr V'

olsun. Agagida verilen 6nermeleri dogrulayan bir
f:AXA—V

fonksiyonu varsa, A ya V ile birlesen Afin Uzay denir.

(i) VP, Q, R € A igin
FP,Q)+ f(Q,R)=f(PR)

(ii) VP € Ave a € V igin
f(PQ)=a
olacak gekilde bir tek @) € A noktasi vardir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.2. Bir reel afin uzay A ve A ile birlesen bir vektor uzayi da V' olsun. V'

vektor uzayinda, x = (r1, 2, ..., T,) ve y = (Y1, Y2, ..., Yn) olmak iizere,

(,) = VxV-—IR

([L’,y) - <x7y>zz~rzyz

seklinde bir i¢ carpim tammlamrsa, A afin uzayma Oklid Uzay: denir ve E™ ile

gosterilir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.3. n-boyutlu Oklid uzay1 E” ve I, I R nin irtibath acik alt ciimlesi olmak

lzere,

a:lCR— E"



doniigiimii diferensiyellenebilir ise a (1) ciimlesine E™ de bir egri ve t € I degiskenine

de egrinin parametresi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.4. M egrisi (I, @) koordinat komgulugu ile verilmis olsun. Eger Vs € T

icin

ise M egrisi (I, @) koordinat komguluguna gore birim hizli egri, denir. Bu durumda

egrinin s € [ parametresine yay parametresi denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.5. M egrisi (I, ) koordinat komsgulugu ile verilmis olsun. Bu durumda
= {0/7 o o} sistemi lineer bagimsiz ve Vo, k > r icin a¥) € Sp {4y} olmak
iizere 1) den elde edilen {V3,...,V,} ortonormal sistemine, M egrisinin Frenet r-
ayakli alami ve m € M igin {V; (m), ...,V (m)} ye ise m € M noktasindaki Frenet
r-ayaklisi denir. Her bir V;;1 < i < r ye Frenet vektorii denir (Hacisalihoglu
2000).

Tanim 2.1.6. o : I C IR — E? egrisi, t € I icin egrinin teget vektor alam

1 /

T(0) = e ©

egrinin asli normal vektor alani

ve egrinin binormal vektor alani

_aw
0

()
§ol

N«
Bt
(t) s

olmak {izere bu vektorlerden olusan {T', N, B} sistemine Frenet 3-ayaklis1 denir.

{T, N, B} Frenet 3-ayaklisi ortonormal bir ¢atidir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.7. M egrisi (I, a) koordinat komgulugu ile verilmig olsun. s € I ya

karsilik gelen « (s) noktasindaki Frenet r-ayaklisi {V; (s),...,V, (s)} olsun. Buna



gore

ki I —IR1<:<r

s — ki(s) = (Vi (5) Vi ()

seklinde tanimli k; fonksiyonuna M egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu ve s € [
icin k; (s) reel sayisina da « (s) noktasinda M nin i-yinci egriligi denir (Hacisali-

hoglu 2000).

Teorem 2.1.1. M C E™ egrisi (I, a) koordinat komsgulugu ile verilsin. s € I yay

parametresi olmak {izere, o (s) noktasindaki i-yinci egrilik &; (s) ve Frenet r-ayakhisi

{Vi(s),...,V.(s)} ise

Vils) = ki(s) Va(s)

Vi(s) = —ki—1(s).Vici(s) +ki(s) . Visa(s), 1 <i<r
Vi(s) = —keo1(s).Viea(s)

olur (Hacisalihoglu 2000).

Tamm 2.1.8. a: [ C IR — E?

s — a(s) = (a1 (s),2(s), a3 (s))

s yay parametresi ile verilen bir egrinin « (s) noktasindaki Frenet 3- ayaklis1 {T', N, B}

olsun.

T (s) = ki(s).N(s)
N (s) = —ki(s).T(s)+ ka(s).B(s)
B (s) = —ko(s)N(s)

denklemlerine Frenet formiilleri denir (Hacisalihoglu 2000). Burada ky = K, ke = 7

alinabilir.



degerine « (s) egrisinin s—noktasindaki egriligi denir (Carmo ve Monfedo 1976).

Tamim 2.1.10. « : [ C IR — E3 egrisi yay parametresi ile verilmis olsun.

" (s) # 0 olmak iizere

B (s) =7(s).N(s)

esitligi ile tammh 7 (s) sayisia « (s) egrisinin s—noktasindaki burulmas: denir.
ks (s) = 7 (s) burulmasi, egrinin diizlemden ne kadar saptigim 6lger (Hacisalihoglu

2000).

Tanim 2.1.11. M, E™ Oklid uzaymda bir hiperyiizey ve o : I C IR — M regiiler
bir egri olsun. Her t € I icin o (t) hiz vektorii, o (t) noktasinda M hiperyiizeyinin
bir egrilik vektorii ise v egrisine, M hiperyiizeyi {izerinde bir egrilik ¢izgisi denir

(Sabuncuoglu 2006).

Tanmim 2.1.12. E" Oklid uzaymda yay parametresi ile verilen « (s) egrisinin s—noktasindaki

burulmas: 7 (s) = 0 ise « (s) egrisine diizlemsel egri denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.13. M, E™ Oklid uzaymda bir hiperyiizey ve o : I C IR — M regiiler
bir egri olsun. Her ¢ € I igin o (t) hiz vektorii, a () noktasinda M hiperyiizeyinin
bir asimptotik vektorii ise « egrisine, M hiperyiizeyi iizerinde bir asimptotik egri

denir (Sabuncuoglu 2006).

Tamm 2.1.14. E"™! de M hiperyiizeyi {izerindeki parametre egrisi o : I C
IR — M olsun. « : I C IR — M egrisinin her noktasindaki ivme vektorii
M hiperyiizeyine ortogonal ise « egrisine M hiperyiizeyinde geodezik egri denir

(Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.1.15. 4-boyutlu Oklid uzaymda birim hizh bir egri o : I C IR — E* ve



[V / .
« egrisinin Frenet elemanlar {T, N, B, k,7} olsun o = Z—i olmak iizere

<a{//7 a//> 7& 0
ise a egrisine Frenet egrisi, denir (Inoguchi 2002).

Tanim 2.1.16. E" Oklid uzaymda birim hizh bir egri o : I C R — E™, « egrisinin
Frenet catis1 {V1, V4, ..., V,,} ve Frenet egrilikleri {ki, ks, ..., k,_1} olsun. « egrisinin
Frenet egrilikleri sabit ise a egrisine w-egrisi denir (Klein ve Lie 1871, Chen vd.

1992).

Tanim 2.1.17. E? Oklid uzayinda bir « (s) egrisinin birim teget vektor alam T =
o (s) olsun. T vektor alam belirli bir u vektorii ile sabit ac1 yapiyorsa a (s) egrisine

genel helis denir (Hacisalihoglu 2000).

Tamim 2.1.18. E™ uzayinda yay parametresi ile verilen « (s) egrisinin s—noktasidaki

burulmasi

T(s)#0

ve s—noktasindaki egriligi

k(s) = sabit
ise «a (s) egrisine Salkowski egrisi denir (Salkowski 1909).

Tanim 2.1.19. E" uzayinda yay parametresi ile verilen « () egrisinin s—noktasindaki
burulmasi

7 (s) = sabit

ve s—noktasindaki egriligi

k(s) #0

ise «a (s) egrisine anti Salkowski egrisi denir (Salkowski 1909).

Tanmim 2.1.20. M bir diferensiyellenebilir (C'*) manifold olsun. M iizerindeki C'*

vektor alanlarimin uzayi x (M) ve M den IR ye C* fonksiyonlarin uzay1 C* (M, I R)



olmak tizere, M iizerinde;
g:x (M) xx (M) — C=(M,R)

seklinde tanimlanan pozitif, simetrik ve 2-lineer g Riemann metrigi ile birlikte M ye

bir Riemann manifoldu denir ve (M, g) seklinde gosterilir (Kobayashi vd. 1996).

Tanmim 2.1.21. M, n boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M tizerindeki C'*°

vektor alanlarinin uzay1 x (M) olmak iizere;

Voo (M) xx (M) T x (M)
(X,)Y) — V(X,Y)=VyxY
doéniigiimii, VX,Y, Z € x (M) ve Vf,g € C*° (M, IR) i¢in
) Vx Y+ 2)=VxY +VxZ
il) VixigvZ = f(VxZ) +9(VyZ)
iii) Vx (fY) = f(VxY) + X (/)Y

ozelliklerini saghyor ise V ya M iizerinde bir Afin Koneksiyon adi verilir (Hacisal-

ihoglu 2000).

Tanim 2.1.22. (M, g) n—boyutlu bir Riemann manifoldu ve V da M iizerinde

tanimlanan bir afin koneksiyon olmak iizere VX,Y, Z € x (M) igin
i) VxYV —Vy X = [X,Y]

ii) Xg(V,Z2) = g(VxY,Z) + g(Y,VxZ) sartlarin1 sagladiginda V ya M {izerinde
sifir torsiyonlu Riemann Koneksiyonu veya M nin Levi-Civita Koneksiyonu denir

(Hacisalihoglu 2000).

Teorem 2.1.2. E" deki o egrisinin V Levi-Civita koneksiyonuna gore egrilikleri

ki (1 <i<n)ve{V, Vs, .., V, 1} tanjant uzayimn Levi-Civita tiirevleri VV; olmak



lizere

ViV = ki(s).Va(s)
ViV = —kio1(s) Viea (s) + ki(s) Viga (s), 1 <i<r
ViV, = =k (8) Vi (S)

olur(Hacisalihoglu 2000, Monterde 2007).

Onerme 2.1.1. 3-boyutlu reel uzay formu M de bir egri a : I € IR — M
ve kabul edelim ki M = S3 olsun. Bu nedenle S® {izerindeki herhangibir egri I R*
de olarak diigiinebilir. 4-boyutlu Oklid uzayindaki egrinin {e1, es, €3, €4, k1, ko, k3}
Frenet elemanlan ile {T', N, B, k, 7} igsel Frenet elemanlar arasindaki bagint1 ¢ = e;

olmak iizere

VTT = k’l (62 — <62, Oé> Oé)

1
N = (e2 — (€2, ) @)
1_<€2>a>
k = (k-1
B = aNepNes

dir (Monterde 2007).

Uyar1 2.1.1. 4-boyutlu Oklid uzaymda birim hizh bir egri o : I C IR — E* ve «
egrisinin Frenet elemanlar1 {T, N, B, k, 7} olsun. « Frenet egrisinin geodezik olmasi

icin gerek ve yeter sart £ = 0 olmasidir (Inoguchi 2002).

Tamm 2.1.23. E? Oklid uzayinda birim hizli a : I € IR — E? egrisinin teget

vektor alam1 7" olsun. Egri boyunca

(T, N1) = (T, Ng) = (N1 Na) =0

sartin1 saglayan vektor alanlar1 N; ve Ny = T' A N; olmak tizere T, N1, Novektor



alanlar hareketli v egrisi byunca ortonormal bir ¢at1 olugturur. Bu {T, Ny, N»}

catisina Bishop catisi denir (Bishop 1975).

Teorem 2.1.3. Birim hizh o : I C IR — E* egrisi boyunca egrinin Frenet catisi
{T,N, By, Bs} ve {T'(s),M (s),My(s),Ms(s)} birim hizli a(s) egrisinin Bishop
¢atisi olsun. Buna gore ¢at1 denklemleri

!

T 0 ki ky ks| | T

Myl |~k 0 0 0] |M,
Myl |-k 0 0 0 |M
M| |=ks 0 0 0] |Ms

seklinde verilir. Burada k£, ko, k3 Bishop catisina gore a(s) egrisinin egrilik fonksiy-

onlandir ve

ki = kycosfcost
ky = ki (—cos¢siney + sin¢sinfcosi))
ks = ki (sin¢sin 4 cos ¢sinf cos))

esitlikleriyle verilirler (Yayh vd. 2012).
2.2 Oklid Uzay1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Tanim 2.2.1. n—boyutlu Oklid uzay1 E" de o : I C IR — E" parametre egrisi

boyunca bir X vektor alani i¢in Oklid tiirevi % olmak {izere

. dX
X="20
dt

ise X vektor alanina a egrisi boyunca Oklid anlaminda paraleldir, denir (Hacisal-

ihoglu 2000).

Tanim 2.2.2. X s yay parametreli o : [ C IR — E"™ uzay egrisi boyunca herhangi



bir vektor alani olmak tizere
VrX =VeX — (T, X) A+ (A, X)T

seklinde tanimlanan VX tiirevine a (s) uzay egrisi boyunca vektor alaninin Fermi-

Walker Tiirevi denir. Burada 7" = Z—’;‘, A= Z_Z (Benn and Tucker 1989).

Tanim 2.2.3. X, s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor

alani olmak fiizere egri boyunca vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
VX =0

ise X vektor alanina o(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir,

denir (Benn ve Tucker 1989).

Tamim 2.2.4. s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca U,V ve W ortonormal

vektorler olmak iizere

VU = 0
ViV o= 0
VW = 0

ise bu vektorlerin olugturdugu {U, V, W} catisina non-rotating gati denir (Balakr-

ishnan 2005).
Tanim 2.2.5. s yay parametreli «(s) uzay egrisi boyunca

VT = W'AT

%TN = w*/\N

VTB = w*/\B

olacagindan

w'=71T

10



vektoriine {T, N, B} Frenet gatisina gére Fermi-Walker anlaminda darboux

vektorii denir (Karakus ve Yayli, 2012).

s den s + ds e kadar hareket, { N, B} diizleminin 7" ekseni etrafinda 7ds agisi kadar

donmesidir. Yani {/N, B} diizlemi 7 agisal hiziyla doner.

Tanim 2.2.6. n—boyutlu Oklid uzay1 E"de bir yiizey M, M yiizeyi iizerinde bir
egri a : [ C IR — M olsun. « egrisinin teget vektor alam 7' = ﬁve yiizeyin

birim normal vektor alani n olmak iizere
Y=nAT

esitligiyle tanimlanan Y vektor alanmini alalim. Vektorel carpimin 6zeliklerinden
dolay1 {T"(s),Y (s),n(s)} kiimesi, Tp(s) ™ uzaymin ortonormal bir catisi olur. Bu
catiya (o, M) egri-yiizey ikilisinin gatis1 ya da Darboux ¢atis1 denir (Gray vd.
2006, Sabuncuoglu 2006).

Tanim 2.2.7. M E3te herhangi bir yiizey, {T,Y, N} darboux catis1 ve yiizey iiz-

erindeki s yay parametreli « : I C E3 — M egrisi boyunca

6TT == w*/\T
6TY = wyA\NY

6TN = w*/\N

olacagindan

wye =t 1

vektoriine {7,Y, N} Darboux catisina gore Fermi-Walker anlaminda dar-

boux vektorii denir (Karakug ve Yayl 2012).

s den s + ds e kadar hareket, {Y, N} diizleminin 7" ekseni etrafinda ¢,.ds agis1 kadar
doénmesidir. Yani {Y, N} diizlemi ¢, agisal hiziyla doner.

11



2.3 Lie Grubu ve Fermi-Walker Tiirevi

Tanim 2.3.1. G diferensiyellenebilir bir manifold olsun.
p:GxG— G, pu(a,b)=ab
ve G deki inversiyon operatorii olan
£:G—G,¢(a)=at

doniigiimlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir(Boothby

1975).

Tanim 2.3.2. (,) bi-invaryant metrik ile G bir Lie grubu ve X, a : I — G Frenet
egrisi boyunca herhangi bir vektor alani olsun. Eger X, vektor alaninin Fermi-Walker

tiirevi

VX =0

ise X vektor alanina o(s) Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir,

denir (Karakus ve Yayl 2012).

Tanmim 2.3.3. G Lie grubu a: [ C IR — G, Lie grubu iizerinde bir Frenet egrisi,

a (s) egrisinin Frenet catis1 {7, N, B} ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere

VT = AT
VN = AN

VeB = T"AB
olur. a: I C IR — G Frenet egrisi boyunca
O'=(r—71g)(s)T

vektoriine Lie grubunda Fermi-Walker anlaminda darboux vektorii denir

(Karakug ve Yayh 2012).
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Onerme 2.3.1. G Lie grubu a : I € IR — G, Lie grubu iizerinde bir egri,
V' egrinin hiz vektor alani ve egri boyunca herhangibir vektor alan1 W olsun. V,

Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere
: 1
VW =W — §[W,V]

dir (Crouch ve Silva Leite 1995).

Tanim 2.3.4. G bir Lie grubu o : I C IR — G, Lie grubu iizerinde birim hizh
egri ve «v egrisinin Frenet elemanlar1 {T', N, B, k, 7} olmak iizere V' egrinin hiz vektor
alani ve egri boyunca herhangibir vektor alan1 W olsun. V| Levi-Civita konneksiyonu
olmak tizere

([T, NT, B)

TG —

DN | —

seklinde tanimlanir (Ciftci 2009).

Teorem 2.3.1. (Lancert) G bir Lie grubu olsun. ¢ bir sabit say1 olmak tizere G

de bir egrinin genel helis olmasi icin gerek ve yeter sart
T=CK+Tg

olmasidir (Cift¢i 2009).

Onerme 2.3.2. G bir Lie grubu, a: I € IR — G Lie grubu iizerinde birim hizli

egri ve v egrisinin Frenet elemanlar {T', N, B, k, 7} olmak {izere

[T,N] = 2TgB

[T,B] = —2rgN

esitlikleri vardir (Ciftci 2009).

Uyar1 2.3.1. (,) bi-invaryant metrik ile G bir Lie grubu olsun. Farklh Lie gruplar

icin agagidaki esitlikler verilebilir.

i) Eger G bir Abel grubu ise 7 = 0,
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ii) Eger G = SO® ise 7¢ = 3,
iii) Eger G = SU? ise 7¢ = 1 (Fornari et al. 2003).
2.4 Hiperyiizeyler ve Fermi Tiirevi

Tamim 2.4.1. M, IR? uzaymn bir alt kiimesi olsun. M nin her bir p noktasi icin
p € ¢ (U)vep(U)C M olacak bigimde ¢ : U — I R? diizgiin ve regiiler doniigtimii
bir homeomorfizm ise M kiimesine, IR® uzaymnda bir yiizey denir (Sabuncuoglu

2006).

Tanim 2.4.2. E", n-boyutlu Oklid uzayimnda (n — 1) boyutlu yiizeye Hiperyiizey
denir (Hacisalihoglu 2000).

Tanim 2.4.3. E""! de bir hiperyiizey M ve M hiperyiizeyi iizerinde bir parametre
egrisi  : I C IR — M olsun. « egrisi boyunca M ye teget olan bir X vektor

alaniin Levi-Civita tiirevi VX olmak iizere
VrX =0

ise X vektor alanina Levi-Civita anlaminda paraleldir, denir (Hacisalihoglu

2000).

Tanmim 2.4.4. M hiperyiizeyi iizerinde «« : I C IR — M birim hizh bir egri, X
her yerde « egrisine dik ve egri boyunca yiizeye teget differensiyellenebilir bir vektor

alani olsun. V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere

X
(;—S - VTX - <VTX,T>T

seklinde tanimlanan ‘% tiirevine egri boyunca vektor alaninin Fermi tiirevi denir

(Thorpe 1979).

Tamim 2.4.5. M hiperyiizeyi iizerinde o : [ C R — M birim hizhi bir egri, X

her yerde a egrisine dik ve egri boyunca yiizeye teget differensiyellenebilir bir vektor
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alani olsun. V, M nin Levi-Civita konneksiyonu olmak {iizere

5X

K
ds

ise X vektor alanina yiizey iizerindeki «(s) egrisi boyunca Fermi-Walker an-

laminda paraleldir, denir (Thorpe 1979).

Tanim 2.4.6. M hiperyiizeyi iizerinde o : I C IR — M birim hizh bir egri ve a/(s)

egrisi boyunca U,V ve W ortonormal vektorler olmak iizere

oU
g—O
%
E_O
oW
5 0

ise bu vektorlerin olusturdugu {U, V, W} ¢atisina non-rotating gati denir (Karakug

ve Yayl 2012).
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3. FERMI-WALKER TUREViI VE NON-ROTATING CATI

Bu béliimde Fermi-Walker tiirevi Oklid uzayinda alman herhangi bir egri boyunca
incelenmistir. Ik énce Oklid uzaymda Frenet catisma gore ifade edilen herhangibir
vektor alani alinmigtir. Bu vektor alaninin egri boyunca Fermi-Walker tiirevi ve

tiirevle ilgili elde edilen sonuglar incelenmistir.
3.1 Frenet Catis1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Lemma 3.1.1. X, s yay parametreli «(s) uzay egrisi boyunca herhangi bir vektor

alan1 olmak {izere, vektor alaninin egri boyunca Fermi-Walker tiirevi
VrX = VX —k(BAX)

seklinde ifade edilir (Balakrishnan 2005).

ispat :
VX = VX — (T, X)VyT + (VoT, X) T
VX = VX — (T, X) (kN) + (kN, X) T
VrX =VrX — 6 (T, X)N + (N, X)T
VrX =VrX —k((X,TYN — (X,N)T)

olur. Vektorel carpimin
(uAv) Aw = (w,u) v — (w,v)u

ozeligini kullanirsak

VrX =VeX — k(T AN)AX)
VrX = VX —k(BAX)
elde edilir.

Sonug 3.1.1. X vektor alaninin s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-
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Walker tiirevi ile X vektor alaninin a(s) uzay egrisi boyunca Oklid tiirevinin cakis-

masi icin gerek ve yeter sart

X =)\B
olmasidir. Burada B binormal vektor ve A sabittir (Karakus ve Yayh 2012).

Ispat : Lemma 3.1.1. den
VrX =VrX —k(BAX)

olup
olmasi i¢in

olmalidir.

Teorem 3.1.1. A\, \; ve A3; s e bagh fonksiyonlar olmak tizere X = \{T+A o N+A3B
vektor alani s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda

paraleldir ancak ve ancak

A1 (s) = sabit.

o = e
(

A3 (s) = cycos

dir (Karakus ve Yaylh 2012).
ispat :

(=) X, s yay parametreli a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda parelel
olsun. Buna gore

VrX = VX —k(BAX)
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~ d\ d\
VX = (d_sl) T+ M\ (VT + <d_52> N+ X (VrN)

d\

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa

~ o d)\l d/\2 d)\?)
VTX— (%) T+ <% —T(S))\g) N+ <E+T(S)>\2) B

elde edilir. X vektor alan1 a(s) uzay egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda parelel

oldugundan
VX =0
olup,
A\
o
d\
d_32 —7(s)Ag = 0
dAs

E+T(S))\2 =0

elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden,

A1 (8) = sabit

Mo (5) = ¢ cos </187(5)ds) + cpsin (/IST(SMS)

Xs (5) = s cos (

.xm
\]
—~
V2)
S~—
QL
V)
N———
|
@)

AR
2.
=
VRS
»\
V)
\]
©
oW
V2)
N———

bulunur.

(<=) X = MT + AN + \3B olmak iizere

A1(s) = sabit

Ay (8) = ¢ cos

(
Xa(s) = cpcos (

T

s) + ¢ sin (

(s)d
7(s)ds

N——
|
L
e,
=
N\
»—\MN
9
©
oy
N— —

|
J
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olsun.

VrX =VrX —k(BAX)

den

VrX = (%)T+ <&—T(S)A3)N+ (%—FT(S))\Q)B

denklemini elde ederiz. Bu denklemde

no_
ds
d)\g ‘ s s
— = —c7(s)sin 7(s)ds ) 4 ca7 () cos / 7(s)ds
ds 1 1
d)\3 ‘ s s
— = —co7(8)sin 7(s)ds ) — 17 (s) cos / 7 (s)ds
ds 1 1
yazilirsa
VrX =0
olur.

Teorem 3.1.2. )\, Ay, \3 sabitler olmak iizere s yay parametreli diizlemsel «(s)

uzay egrisi boyunca X = AT + AN + A3 B vektor alam1 Fermi-Walker anlaminda

paraleldir (Karakus ve Yayh 2012).

ispat :
VrX = VX — k(BAX)
VX = (MVeT 4+ MVeN + AsVrB) — k(B A (MT + AN + A3B))
ifadesinden
VX =7(s) (B — A3N)
olur.

s yay parametreli a(s) uzay egrisi diizlemsel oldugundan

T(s)=0
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olup
VX =0

elde edilir.

Sonug 3.1.2. Biitiin Frenet vektorleri s yay parametreli diizlemsel egri boyunca

Fermi-Walker anlaminda paraleldir (Karakus ve Yayl 2012).
Ispat : Teorem 3.1.2. de

a) A\ = 1, A2 = A3 = 0 alinirsa

X =T
ve
VT =0
olur.
b) A\ = A3 =0,y = 1 alinirsa
X =N
ve
VrN =17(s)B
elde edilir.
c) A1 = Ay = 0,3 =1 aliirsa
X =B
ve
VB =—7(s)N
olur.

s yay parametreli diizlemsel egrilerde

7(s) =0
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oldugundan

VoN =0
VsB =0
olacaktir.

Sonug 3.1.3. Diizlemsel egriler boyunca {7, N, B} Frenet ¢atisi non-rotating ¢atidir
(Karakus ve Yayh 2012).

Sonug 3.1.4. Frenet catisinin w = 71" + kB darboux vektorii ile w* = 771" Frenet
catisina Fermi-Walker anlaminda darboux vektorii birbirinden farklhidir ve ¢akigma-

zlar (Karakus ve Yayli 2012).

Teorem 3.1.3. s yay parametreli a(s) uzay egrisi anti-Salkowski egrisidir ancak ve
ancak w* = 77T Fermi-Walker anlaminda darboux vektorii Fermi-Walker anlaminda

pareleldir (Karakus ve Yayli 2012).

ispat :
6Tw* = Vrw" — k(B AW")

Viw* = (%) T+7(VeT)—k(BATT)

_ (‘;—;) T+ (rk) N — (rk) N

~ dr
VTCU* == ET

olacaktir. a(s) uzay egrisi anti-Salkowski egrisi ise

T(s) = sabit
k(s) # 0
oldugundan
~ dr
* -7
Viw ds
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%TW* =0
olup w* = 7T darboux vektorii Fermi-Walker pareleldir.

Benzer sekilde w* = 77" Frenet gatisina gore Fermi-Walker anlaminda Darboux vek-

torit Fermi-Walker paralel ise

%TW* =0
ve
dr
A 0
dan
T(s) = sabit
k(s) # 0

olacaktir. Buna gore «(s) uzay egrisi anti-Salkowski egrisidir.
3.2 Darboux Catis1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Bu boliimde vektor alant Darboux gatisina gore tanimlanmigtir. Egri-yiizey catisina
gore alinan vektor alaninin Fermi -Walker tiirevi incelenmigtir. Vektor alaninin hangi

egriler boyunca Fermi-Walker paralel oldugu agiklanmigtir.

Lemma 3.2.1. « : [ — M herhangi bir egri, M E® te herhangi bir yiizey, {T,Y,n}
Darboux ¢atisi ve X, a(s) egrisi boyunca herhangi bir vektor alan olmak iizere, yiizey

iizerindeki egri boyunca vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
VX = VX — [(kgn — £,Y) A X]

seklinde ifade edilir (Karakus ve Yayh 2012).

ispat :
VrX =VeX — (T, X) A+ (A, X)T
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ifadesinde
B da

e
ds

A=V7T =kK)Y + Ko

dir. Buna gore
VX = VX — (T, X) (kY + knn) 4 (kY + kon, X) T

VX = VX — kg (T, X)Y — 5y (T, X) 04 5 (Y, X) T + ki (0, X) T
VX =VeX — kg (T, X)Y = (Y, X)T) — kp, (T, X) . — (n, X) T

olur. Vektorel carpimin
(uAV)ANw = (w,u)v —(w,v)u
ozeligini kullanirsak ve

TAY = n

Thn = =Y
oldugundan gerekli diizenlemeler yapilirsa
VX = VX — ((kgn — 5,Y) A X)

elde edilir.

Sonug 3.2.1. X, yiizey iizerindeki «(s) egrisi boyunca herhangi bir vektor alam
olsun. X, vektor alanmin a(s) egrisi boyunca Fermi-Walker tiirevi ile X, vektor

alaninin Oklid tiirevinin cakigmasi icin gerek ve yeter sart
X = A(kgn — K,Y)

olmasidir. Burada A sabittir (Karakus ve Yayli 2012).
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Ispat : Lemma 3.2.1. den
VX = VX — ((kgn — 5,Y) A X)

olup
VX = VX

olmasi icin

X = A(kgn — K,Y)
olmaldair.

Teorem 3.2.1. A, A\ ve \3; s e bagh fonksiyonlar olmak iizere yiizey iizerindeki
s yay parametreli o : I — M egrisi boyunca X = MT + AY + A\3n vektor alam

Fermi-Walker anlaminda paraleldir ancak ve ancak

A1 (s) = sabit

Ao (8) = ¢ cos tr(s)ds
A3 (s) = cocos t.(s)ds

(
(

~
+
Q
[\&}
=.
=
N\

J
J
dir (Karakus ve Yayh 2012).

ispat :

(=) X, yiizey iizerindeki s yay parametreli a(s) egrisi boyunca Fermi-Walker an-

laminda paralel olsun.
ViX = VX — ((kgn — ,Y) A X)
ifadesinden

~ dA dA dA
VX = (d—;) T+ X\ (VT + <d_52> Y + XM (VYY) + (d—;> N+ X3 (VrN)
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olur.Bu denklemde

VTY = —/{gT + t,,n
Vrn=—k,1T—1tY

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
~ d)\l d/\2 d>\3
X=|—)|T — —t(s) A3 Y — 41 (s) A
Vr (ds) +<ds ()3) —l—(d—i- (s) >n
elde edilir.

X vektor alani yiizey tizerindeki s yay parametreli a(s) egrisi boyunca Fermi-Walker

anlaminda paralel oldugundan

VX =0
olup

d\
)
ds

dA

d_52 — tr (S) )\3 =0

dA

d_83 + tr (S) )\2 =0

olacaktir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden,

A1 (8) = sabit

A2(3)2c1c03</18u(5> )—1-028111(/1 b(s >
/\3(5)262008</18tr(s) >—6181n<

\
s*
v

olur.
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(<=)X = MT + XY + A\3N vektor alani olmak tizere
A1 (s) = sabit
Ao (8) = ¢ cos
A3(s) = cycos

olsun.
VX = VX — ((kgn — 5,Y) A X)

denkleminden
=~ . d)\l d)\g d)\S
VTX—(dS)T+<dS tr(s)/\;;)Y—l—(dS —I—tr(s))\2>n
elde edilir. Burada

o
ds
dA\ :

d_s2 = —cltr(s)sm(

J (] ro)
dhs —Cat, (s) sin (/IS tr (s) dS) — a1ty (s) cos (/18 tr (s) dS)

ds

= 0

yazilirsa

elde edilir.

Teorem 3.2.2. \j, Ay, A3 sabitler olmak iizere s yay parametreli a(s) egrisi egrilik
gizgisi ise X = MT + Y + A3n vektor alam «a(s) egrisi boyunca Fermi-Walker
anlaminda paraleldir (Karakus ve Yaylh 2012).

ispat :
VX = VX — ((kgn — 5,Y) A X)

26



ifadesinden
VX = M (V2T) 4 A (VYY) + As (Von)] — kg (R A X) + 5 (Y A X)

elde edilir. Bu denklemde

VTY = —HQT + trn
Vrn=—-k,T—1tY

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
VrX =t, (Aan — AsY)

elde edilir.

s yay parametreli a(s) egrisi egrilik ¢izgisi oldugundan

olup

olur.

Ornek 3.2.1. M = S? ve Ai, Ay, A3 sabitler olmak iizere kiire tizerindeki biitiin

egriler boyunca X = \T+ XY +A3n vektor alan1 Fermi-Walker anlaminda paraleldir.
(Qiinki kiire tizerindeki biitiin egriler egrilik ¢izgisidir.

Sonug 3.2.2. Darboux gat1 vektorleri yiizey tizerindeki s yay parametreli o(s) egrilik

cizgileri boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir (Karakus ve Yaylh 2012).

Ispat : Teorem 3.2.2. de
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a) A\ = 1,y = A3 = 0 alinirsa

X =T
ve
VT =0
olur.
b) Ay = A3 =0, = 1 alinirsa
X =Y
ve
6TY = t,«n
elde edilir.
c) A\ = A2 =0, A3 = 1 aliirsa
X =n
ve
%Tn = —tTY
olur.

s yay parametreli a(s) egrisi egrilik ¢izgisi oldugundan

t-(s) =0
olup

VY =0

67‘71 =0
olacaktir.

Sonug 3.2.3. Yiizey iizerindeki s yay parametreli o(s) egrilik ¢izgileri boyunca

{T,Y,n} egri-yiizey ¢atis1 non-rotating gatidir (Karakug ve Yayh 2012).
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Teorem 3.2.3. Yiizey iizerindeki s yay parametreli ¢, = sabit olan «a(s) egrileri
boyunca darboux catisina gore Fermi-Walker anlaminda darboux vektori w, = ¢, T

Fermi-Walker anlaminda pareleldir (Karakus ve Yayli 2012).

ispat :
6Tw* = Vrw, — [(kgn — £, Y) A w,]

= dt,

Voriw, = <£T + tTVTT> — [(kgn — K, Y) AT

~ dt,

V9w, = %T +t, VT — kgt, (N AT) + kpt, (Y ANT)

elde edilir. Burada

VT = kY + Kyn

nANT =Y
YANT = —N
yazilirsa,
~ dt,
Vriw, = —T +t, kY + trkpn — kgt Y — Epten
ds
den
~ dt,
VTCU* == ET

olacaktir. w, = t,. T darboux vektorii Fermi-Walker anlaminda parelel oldugundan
%Tw* =0

olup
t, = sabit

olacaktir.
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3.3 Bishop Catis1 ve Fermi-Walker Tiirevi

Bu boliimde de Fermi-Walker tiirevi Bishop catisina gore ifade edilen herhangi bir

vektor alan igin incelenmistir.

Lemma 3.3.1. {T, Ny, No} Bishop catisi, s yay parametreli «(s) uzay egrisi ve egri
boyunca herhangi bir vektor alan1 X olmak tizere, Bishop c¢atisindaki egri boyunca

vektor alaninin Fermi-Walker tiirevi
VX = VX —ky (Ny A X) 4 ko (N; A X)

seklinde ifade edilir (Karakus ve Yayh 2012).

ispat :
VrX =VeX — (T, X)A+ (A, X)T
ifadesinde
_ da
 ds

= V7T = ki Ny + kN,
yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa,
VrX = VX — ((kiNy — ksNy)) A X
den
VX = VrX + k(X N) T = (X,T) Ny) = b ((X,T) Ny = (X, 1) T)
elde edilir. Vektorel ¢arpimin

(uAvV)ANw = (w,u)v— (w,v)u
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ozeligini kullanirsak
VX = VX + ki (Ny AT)AX) — ks (T A Na) A X)

olur. Burada
Nl VAN T = —N2

TN Ny=—-N,

yazilirsa

VX = VX — ki (Ny A X) + ka (N7 A X)
elde edilir.

Sonug¢ 3.3.1. X vektor alaninin Bishop catisindaki egri boyunca Fermi-Walker

tiirevi ile Oklid tiirevinin cakismasi icin gerek ve yeter sart

X = )\ (klNg - k2N1)
olmasidir. Burada A sabittir (Karakus ve Yayli 2012).

Ispat : Lemma 3.3.1. den
VX = VX — ky (Na A X) + ko (N; A X)

olup
VX =VrX

olmasi i¢in

X = )\ (kleQ - k‘QNl)
olmalidur.

Teorem 3.3.1. {7, Ny, N>} Bishop gatist ve Aj, Ay, A3 sabitler olmak iizere s yay
parametreli biitiin «(s) uzay egrileri boyunca X = M7 + A\ N; + A3 Ny vektor alam
Fermi-Walker anlaminda paraleldir (Karakug ve Yaylh 2012).
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ispat :
VX = VX — ki (Ny A X) + ky (N A X)

ifadesinden
VrX = [\ (V2T) + A (V2N1) + Az (V7 Na)] — ki (Ny A X) + ky (N7 A X)

elde edilir. Bu denklemde
VTT - klNl + kzNg

VN, = -k T
VN = —k,T

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa
VrX =0

elde edilir.

Sonug 3.3.2. Bishop cat1 vektorleri biitiin a(s) egrileri boyunca Fermi-Walker
anlaminda paraleldir (Karakug ve Yayl 2012).

Ispat : Teorem 3.3.1. de

a) A\; = 1,2 = A3 = 0 alinirsa

X =T
ve

VT =0
olur.
b) A\; = A3 =0, Ay = 1 alinirsa

X == Nl
ve

6TN1 - O
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elde edilir.

c) A\ = A2 =0, A3 = 1 aliirsa

ve

VN, =0
olur.

Sonug 3.3.3. s yay parametreli biitiin «(s) egrileri boyunca {7, Ny, No} Bishop
gatis1 non-rotating catidir (Karakus ve Yayh 2012).
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4. LIE GRUPLARI UZERINDE FERMI-WALKER TUREVi

Bu boliimde 6nceki boliimden farkh olarak 4-boyutlu £* Oklid uzayinda bir Lie
grubu aldik. Fermi-Walker tiirevini ile ilgili tanim ve kavramlar1 Lie gruplar: icin

inceledik.

Lemma 4.1. E* te bir Lie grubu G, ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere,

X vektor alaninin o : I C IR — G Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker tiirevi,
~ 1
VrX =VrX — 3 [T, X]—k(BAX)

seklinde ifade edilir.

ispat :
VrX =VeX — (T, X)A+ (A, X)T

ifadesinde

1
Ve W =W — 2 [W.V]

ve Lie ¢carpiminin

[u,v] = — [v, ]

ozeligini kullanirsak
~ 1
VX =VrX — 3 T, X]| = (T, X)VsT +(V:T,X) T

olur. Frenet denklemlerinden

da
ds
A = V7T =kN

VrX = VX — % [T, X] — (T, X) (kN) + (kN, X) T
VrX = VX — % [T, X] — K (T, X)N +r (N, X)T
VX = ViX — % 7, X] = 5 (X, T) N — (X, N} T)
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olur. Vektorel carpimin
(uAv)ANw = (w,u)v—(w,v)u
ozeligini kullanmirsak

%TXZVTX—%[T,X]—K((T/\N)AX)

~ 1
VX =VrX — 3 [T, X]—k(BAX)
elde edilir.

Teorem 4.1. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olsun. A;, Ay
ve A3; s e bagh fonksiyonlar olmak tizere X = \{T + Ao N 4+ \3B vektor alani o : [ C

IR — G Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paraleldir ancak ve ancak

A1 (s) = sabit.
Ao (s) = clcos(

(el ()

s

(= 16) (9) ds) + ¢y8in (
)

(r—7¢) (s)ds ) — ersin <

—
—

a(s) = aveos ( (7~ 76) 5)ds

dir.
ispat :

(=) X = MT + AN + A\3B vektor alan1 « : I C IR — G Frenet egrisi boyunca

Fermi-Walker anlaminda paralel olsun. Buna gore

d\ d\ d\
VeX = 22T+ MVeT + —2N 4+ AVrN + —2B + \3VrB
ds ds ds

olup {7, N, B} Frenet gatisimin Levi-Civita tiirevleri

VTT = kN
VTN = —xkI'+7HB
VTB = —71N
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yazilirsa

A A A
VrX = d—;T + A\ (kN) + d—;N + X\ (=T +7B) + d—;’B + X3 (—7N)

d\ d\ d\
VX = [ 22 kg | T4+ (2 46— | N+ [ 22470, | B
ds ds ds

olur.
[T, X]| = [T, \\T + X\aN + \3B]|
[T, X] = [T, \MT) + [T, \oN] + [T, A\3B|
T, X] = M[T,T]+ X2 [T, N] + X3 [T, B|
denkleminde
[T, T] =0
[T, N| =271¢B
[T, B] = —27¢N
yazilirsa

T, X] = —2(M\s76) N +2 (\o7¢) B

elde edilir.
BAX =) MN - X\T

olup
~ 1
VTX == VTX — 5 [T,X] - H(B/\X)
ifadesinden
=~ . d)\l d)\g d)\?)
VX = (dS)T+ < 7 —(T—Tg)(s))\g)N+ ( 7 +(T—Tg)(s))\2)B

elde edilir. X vektor alan1 «a(s) Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda
paralel oldugundan

VX =0
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olup,

d)\
2
ds

d\

O TN = 0

d)\g

Is +(t—=7g)(s) A2 = 0

elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden,

A1 (s) = sabit

Mo (5) = ¢ cos (/1 (r —76) (5) ds) + cpsin (/1 (r —76) (5) ds)
A3 (s) = ¢y cos (/18 (1 —7a)(s) ds) — ¢ sin (/18 (1 —7a)(s) ds)

bulunur.

(<=) X = MT + AN + \3B olmak iizere

A1 (s) = sabit

Ao (s) = ¢cos

T—TG 3)
T—TG S)

([ =000 o [
o :@m4/7_m )

— ¢y sin <

\\

olsun.
~ 1
VTX = VTX — 5 [T,X] - K(B/\X)
bagintisindan
=~ . d)\l d)\g d)\S
VX = (dS)T+ ( 7 —(T—Tg)(s))\g)N+ (d——i-(T—Tg)(s))\g)B
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denklemini elde ederiz. Bu denklemde

d\
ds
d)s
ds
)
ds

= 0

S S

= —¢ (T —17¢)(s)sin (1 —7¢) (s) ds> + o (1 —7¢) (s) cos (1 —7¢) (s) ds)

S S

(
(

—

(
(7= 76) (5 ) = e (7 = 7) (o) cos

—

— —ey(r—7) (s)sin

(7~ 76) (5)ds)

yazilirsa

VrX =0
olur.
Teorem 4.2. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olsun. Aj, Ao, A3
sabitler ve Ay # 0,A3 # 0 olmak iizere X = MT + AN + A\3B vektor alaninin

a: I C IR — G Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi

icin gerek ve yeter sart

TG=T
olmasidir.
ispat :

VX =VrX — % [T, X] -k (BAX)
ifadesinden

~ 1
VX = M (VeT)+ X (VeN) 4+ A3 (VrB) — 3 [T, \MT + XoN + \3B]

—k[B A (MT + AN + A\3B)]

elde edilir. Bu denklemde Levi-Civita tiirevleri

VTT = /{N
VTN = —xkI'+7HB
VTB = —71N
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[T,7] =0

[T, N| =27r¢B
[T, B] = —27¢N
ve
BANX =MN—X\T
yazilirsa

VX = (1 — 76) (s) (=AsN + X\ B)
elde edilir.

Buna gore Fermi-Walker paralel olmas: i¢in

olmalidir.

Uyar1 4.1. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olsun. Aj, Ay, A3
sabitler ve Ay = 0, A3 = 0 olmak iizere X = AT vektor alani biitiin egriler boyunca

Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Teorem 4.3. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak fizere
a: I C IR — G Frenet egrisinin Frenet catis1 {7, N, B} olsun. {7, N, B} Frenet
vektorlerinin a(s) Frenet egrisi boyunca Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in

ancak ve ancak

T="Tg
olmalidir.
Ispat Uyar 4.1. den
a) A\ = 1,2 = A3 = 0 alinirsa
X=T



ve

Vil =0
olur.
b) Uyari 4.1. ve Teorem 4.2. den,
A = A3 =0, =1 alinirsa

X=N

ve

elde edilir.
c) Uyar 4.1. ve Teorem 4.2. den,

A1 = Xy =0, A3 = 1 alinirsa

ve

olur. Burada

T=TQ
oldugundan
VrN =0
VB =0

elde edilir.

Sonug 4.1. E* te G Lie grubu iizerindeki 7 = 74 olan Frenet egrileri boyunca

{T, N, B} Frenet gatis1 non-rotating ¢atidir.

Sonug 4.2. E*te G = (R3 +) Lie grubu a : [ C IR — IR? Frenet egrisi ve
egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun. {T', N, B} Frenet catis1 non-rotating gatidir
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ancak ve ancak 7 = 0 dir.

Sonug 4.3. E* te G bir Lie grubu, a : I € IR — G egrisi G de bir genel helis
ve egrinin Frenet catis1 {T, N, B} olsun. {7, N, B} Frenet catisi genel helis egrisi

boyunca non-rotating gatidir ancak ve ancak « (s) egrisi bir geodeziktir.

Ispat : Teorem 4.3. den,
VT =0

VN = (1 —7¢) (s)B
VB =— (1 —7¢) (s)N

dir. a(s) egrisi bir geodezik iken

oldugundan {T, N, B} Frenet catis1 non-rotating catidir. Ispatin diger kismu acikca

goriillmektedir.

Teorem 4.4. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere
a: 1 C IR — G Frenet egrisinin Frenet catis1 {7, N, B} olsun. 7 — 74 = sabit olan
a(s) Frenet egrileri boyunca w* = (7 — 7¢) (s) T' Fermi-Walker anlaminda darboux

vektorii, Fermi-Walker anlaminda paraleldir.

Ispat : Lemma 4.1 den

- 1
Vid" = Viid® = S [T,&] - £ (BAG)

d(t—7¢)
ds

1

%T&?Z( T+(T—T(;)VTT> —é[T,(T—Tg)T]—/{(B/\(T—T(;)T)

elde edilir. Burada
VTT =rN

[T, 7] =0
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BANT =N

yazilirsa,

T = (MTHT—TG)RN) —%(T—TG) 1,7 =k (r = 76) (BAT)

ds
den
S — d(r— Tg)T
ds

olacaktir. w* = (7 —7¢) (s) T darboux vektorii Fermi-Walker anlaminda parelel
oldugundan

Vod* =0
olup

T — Tg = sabit

olacaktur.

Diger yandan,

T —Tg = sabit

iken
Vrd* =0
olacagindan w* = (7 — 7¢) (s) T’ Fermi-Walker anlaminda darboux vektorii, Fermi-

Walker anlaminda paralel olur.

Sonug 4.4. E* te G bir Lie grubu, a : I € IR — G egrisi G de bir genel helis

ve egrinin Frenet catist {7, N, B} olsun. Fermi-Walker anlaminda darboux vektorii

Tk

w* = (1 —7¢) (s) T, Fermi-Walker anlaminda paraleldir ancak ve ancak k = sabit

tir.

Ispat : «a(s) egrisi G de bir genel helis olsun Bu durumda Lancret teoreminden

T=CK+Tg
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ve teorem 4.4. den

T —Tq = sabit

oldugundan

Kk = sabit
olur.

Teorem 4.5. « : [ — 53 bir genel helis egrisi ve egrinin Frenet gatis1 {T, N, B}

olsun. Bu durumda asagidaki énermeler denktir.
i) a(s) bir geodeziktir,

ii) ky =1,

iii) Frenet catis1 {T', N, B} non-rotating frame dir,
iv)k=0,7=1

Burada ki, ko, k3 egrinin asli egrilik fonksiyonlari, x egrinin igsel egrilik fonksiyonu

ve 7 egrinin torsiyon fonksiyonudur.

Ispat : a(s) bir geodezik olsun. Bu durumda

ve

olur. Sonug 4.3. ten , {7, N, B} Frenet gatisi non-rotating ¢atidir. Sonug 4.3 ve
Uyar: 2.2.1. den

T=1
elde ederiz. Buna gore a(s) bir geodezik olur.

Uyar1 4.2. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak tizere
a: I C R — G Frenet egrisinin Frenet catis1 {7, N, B} olsun. G Lie grubu bir
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Abel grubu iken {7, N, B} Frenet gatisi non-rotating ¢atidir ancak ve ancak 7 = 0
dir.

Uyar1 4.3. E* te bir Lie grubu G ve V, Levi-Civita konneksiyonu olmak iizere
a: I C IR — G Frenet egrisinin Frenet gatis1 {7, N, B} olsun. G = SO(3) iken

{T, N, B} Frenet gatis1 non-rotating ¢atidir ancak ve ancak 7 = % dir.
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5. HIPERYUZEYLER UZERINDE FERMI TUREVi

Bu boliimde 4-boyutlu Oklid uzaymdaki yiizey iizerinde alman bir egri ve vektor

alaninin Fermi tiirevi (Thorpe 1979) incelenmistir.
5.1 4-Boyutlu Oklid Uzayindaki Yiizeyler Uzerinde Fermi Tiirevi

Lemma 5.1.1. E? teki M yiizeyi tizerinde o : I — M birim hizh bir egri, X her
yerde «(s) egrisine dik ve egri boyunca yiizeye teget differensiyellenebilir bir vektor
alani olsun. V, M nin Levi-Civita konneksiyonu ve yiizeyin Darboux gatis1 {7, Y, n}
olmak {iizere X, vektor alaninin egri boyunca Fermi tiirevi

0X  d(In)(s))

— = X
ds ds

seklinde ifade edilir.

ispat :

0X
E = VTX — <VTX, T>T

X, vektor alamiin Levi-Civita tiirevi

yazilirsa
SX dX  /dX \  /dX  /dX A\
ds  ds ds AL ds ds AL

0X dX dX dX dX
o5 ds <£7”>”— <$’T>T+ <d—”> (. T)T

X her yerde a(s) egrisine dik ve egri boyunca yiizeye teget differensiyellenebilir bir
vektor alani oldugundan (X, 7T) = 0 ve (X,n) = 0 dir. Buna gore

0X dX dn dT
EZE+<X7E>H+<X7%>T

olur. Burada

drT
% - ngY + /inTL
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dr

=T ;Y
yazilirsa
‘;_f _ ij_f — (X, Y)Y+ Ky (X, Y)T
% _ ‘Z_f (XY (—k, T + t,n)

elde edilir. Burada (X,T) =0 ve X € x (M) oldugundan

X=A(9)Y
olacaktir. Buna gore

0X  dX(s)

= Y

0s ds
0X  d(ln)X(s))
22V
0s ds

elde edilir.
Sonug 5.1.1. X vektor alani %’ Fermi tiirevi ile lineer bagimlidir.

Sonug 5.1.2. M, E? te herhangi bir yiizey olmak iizere X = X (s) Y vektor alanimin

M tizerindeki biitiin egriler boyunca Fermi paralel olmasi icin ancak ve ancak
A (s) = sabit

olmalidir.
ispat :

Lemma 5.1.1. den,
0X  d(InA(s))
§s ds

buna goére

A (s) = sabit
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olmaldair.

Sonug 5.1.3. E? te herhangi bir M yiizeyi tizerinde o : I C IR — M birim hizh bir
egri olsun. « (s) asimptotik egri ise egrinin normali N egri boyunca Fermi paraleldir.
a(s) geodezik egri ise egrinin binormali B egri boyunca Fermi paraleldir.Burada

{T, N, B} egrinin Frenet catisi, {T,Y,n} yiizeyin darboux catisidir.
ispat :

a (s) asimptotik egri olsun. Bu durumda

Y=N
den

ON

A

0s
olacaktir.
a (s) geodezik egri olsun.Buna gore

Y =8B
olup

0B

Z 0

0s

elde edilir.

Teorem 5.1.1. E? te herhangi bir M yiizeyi {izerinde o : I C IR — M geodezik
bir egri olsun. X = A (s)Y vektor alaninin egri boyunca Levi-Civita paralel olmasi

icin X = A\ (s)Y vektor alanm egri boyunca Fermi paralel olmalidir.
ispat :

X = A(s)Y vektor alam geodezik egri boyunca Levi-Civita paralel olsun. Bu du-

rumda vektor alani egri boyunca Fermi paraleldir.
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Vektor alan1 X = A (s) Y geodezik egri boyunca Fermi paralel olsun. Bu durumda

olur. Buna gore vektor alaninin Levi-Civita tiirevi

dA

VX = —Y — (kA (s)) T
ds
VrX =0

olur. X vektor alani egri boyunca Levi-Civita paraleldir.

Ornek 5.1.1. E? te S? birim kiire olmak tizere X = X (s) Y vektor alaninmn biiyiik
¢emberler boyunca Levi-Civita paralel olmasi i¢in ancak ve ancak X = A (s) Y vektor

alani biiyiik cemberler boyunca Fermi paralel olmalidir.

Gercekten kiire iizerindeki biiyiik cemberler geodeziklerdir. Bu nedenle Teorem 5.1.1.
den X biiyiik cemberler boyunca Levi-Civita paraleldir ancak ve ancak X vektor

alani biiyiik cemberler boyunca Fermi paraleldir.
5.2 4-Boyutlu Oklid Uzayindaki Hiperyiizeyler Uzerinde Fermi Tiirevi

Bu boliimde 4—boyutlu Oklid uzayimdaki hiperyiizey tizerinde herhangi bir egri aldik.
Egri boyunca aldigimiz herhangi bir vektor alaninin Fermi tiirevini inceledik. Vektor
alanmin 4-boyutlu Oklid uzaymdaki hiperyiizey iizerinde alinan egri boyunca Fermi

paralel olmasi icin gerekli durumlar incelenmigtir.

Bu boliimde M E* te hiperyiizey, o : I C R — M hiperyiizey tizerinde birim hizh
egri olmak iizere egri boyunca Frenet ¢atisi {7, N, B} dir. V, M nin Levi-Civita
konneksiyonu, x ve 7, Levi-Civita konneksiyonuna gore egrinin, sirasiyla, egrilik ve

torsiyonudur.

Lemma 5.2.1. E* teki M hiperyiizeyi tizerinde o : I C IR — M birim hizh bir

egri, X her yerde «(s) egrisine dik ve egri boyunca M hiperyiizeyine teget differen-
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siyellenebilir bir vektor alani olsun. V, M nin Levi-Civita konneksiyonu 7" egrinin

teget vektor alan1 ve n, M nin normali olmak {izere X, vektor alaninin egri boyunca

5X_dX_ dxX _, — dX? ?
ds  ds ds’n " ds’

Fermi tiirevi

seklinde ifade edilir.

ispat :

0X
E = VTX — <VTX, T>T

X, vektor alaninin Levi-Civita tiirevi

yazilirsa
0X dX  /dX _ JdX  /dX 7\ 7
ds  ds as )" ds as' ")
0X dX dX dX dX
Os T ds <E’”>"‘ <E’T>T+<E’”> (. T)T

olur. Buna gore

0X dX dX dX

b5 ds <E’">”_ <E’T>T
elde edilir.

Teorem 5.2.1. E* te herhangi bir M hiperyiizeyi {izerinde o : I C R — M birim
hizli egri boyunca {7, N, B} gatisi vardir. Ajve Ag; s e bagh fonksiyonlar olmak iizere

X = AN + Ao B vektor alani « (s) egrisi boyunca Fermi paraleldir ancak ve ancak

M (5) = ¢ cos </187'(8)d8) + cpsin (/187(3)615)
X () = c3 cos (/IST(S)ds) ~ ¢ sin </IST(s)d8)

dir.

ispat :
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(=) X = M N + X\oB vektor alant o : I C IR — M egrisi boyunca Fermi paralel

olsun. Buna gore
0X
(5_ = VTX — <VTX, T>T
s

Fermi tiirevinden

0X d\ dM\
oatel “LYN+MVeN + [ 22 ) B+ \VyB
0s ds ds

d\ d\
([ )N+ MVeN + (=2 ) B+ MVeB,THYT
ds ds

olur. {T, N, B} Frenet gatisinin Levi-Civita tiirevleri

VTT = kN
VTN = —kT+71B
VTB = —7N

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0X  [d\ dXy
ds ds

= —) N+ X\ (=kT+7B) + (—) B4+ Xy (=7N) + (kM) T

5X_ d)\l d)\Q
E— <d$ _T(S)AQ)N—i_ (E"—T(S))\l)B

elde edilir. X vektor alan1 a(s) egrisi boyunca Fermi parelel oldugundan

0X
E:O
olup,
%—T(S))\QZO
%—1—7(5)/\1:0

elde edilir. Denklem sisteminin ¢oziimiinden,

A1 (8) = ¢ cos (/:T(s)ds) + cysin (/jﬂsms)
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Ao (8) = ez cos (/157(s)d3> ¢y sin (/IST(s)ds)

bulunur.

(<) Tersine X = A\; N + A\ B olmak iizere

M (5) = ¢ cos </187'(s)ds) + cpsin ([T(s)ds)
X () = c3 cos (/:T(S)ds> ~ o sin </187'(s)d8)

0X
g = VTX — <VTX, T>T

olsun.

bagintisindan

0X  (d dXo
E—<d—s T(S)AQ)N—F(E_’—T(S)Al)B

denklemini elde ederiz. Bu denklemde

A1 (8) = ¢ cos (/IST(SMS) + ¢y 8in (/IST(s)ds)
Xe (5) = 3 cos (/187(s)ds> — ¢18in (/IST(s)ds)

yazilip diizenlenirse

elde edilir.

Sonug 5.2.1. \; ve )y sabitler olmak iizere 7 = 0 ise X = A\ N + A\ B vektor alam

a (s) egrisi boyunca Fermi paraleldir.
ispat :
X = M N + A\ B vektor alaninin o : I € R — M egrisi boyunca Fermi tiirevinden

0X
g = VTX — <VTX, T>T
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0X
E = )\1VTN + )\2VTB - <)\1VTN -+ )\QVTB,T> T

olur. {T, N, B} Frenet ¢atisinin Levi-Civita tiirevleri

VTT = kN
VN = —kT+71B
VTB = —7N

yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa

0X
5 = M (=T +7B)+ X (—=7N) + (M (=kT' + 7B) + Ao (—7N),T) T
0X
g = (/45/\1)T+ (7')\1) B — (7')\2) N — (H)\l)T
0X
g = (’7'/\1) B — (T)\Q)N
0X
g =T (S) (>\1B — )\QN)
elde edilir. 7(s) = 0 ise
"
5s

olur.

Teorem 5.2.2. E* te herhangi bir M hiperyiizeyi tizerinde o : I C IR — M birim
hizli egri boyunca {T, N, B} ¢atis1 vardir. {N, B} vektorlerinin a(s) egrisi boyunca

Fermi-Walker anlaminda paralel olmasi i¢in ancak ve ancak

T(s) =0

olmaldir.

Ispat : Sonug 5.2.1. den
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A1 = 1, Ay = 0 alimirsa bu durumda

X=N
buradan da
ON
g =T (S) B
elde edilir.
A1 =0,y =1 alinirsa
X=2B
ve
B
(i?_s =—7(s)N

olur. Buna gore 7(s) = 0 oldugundan

ON
E_O
0B
E_O

olacaktir.
Sonug 5.2.2. 7 =0 ise {N, B} egri boyunca non-rotating dir.

Teorem 5.2.3. E* te herhangi bir M hiperyiizeyi tizerinde o : I C IR — M birim
hizli egri boyunca herhangi bir vektor alant X olsun.Vektor alaninin egri boyunca

Fermi tiirevi ile Levi-Civita tiirevinin ¢cakismasi icin ancak ve ancak
X =)\B

olmalidir. Burada B binormal vektor ve )\ sabittir.

ispat :

0X
E = VTX — <VTX, T>T
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bagintisinda

0X

— =VrX

0s
olmasi icin

(Ve X, TYT =0
yani,
X =)\B

olmahdir.

5.3 n-Boyutlu Oklid Uzayinda Fermi Tiirevi

Bu béliimde n—boyutlu Oklid uzaymdaki herhangi bir egri boyunca vektér alaninin
Fermi tiirevini inceledik. Vektor alaninin n—boyutlu Oklid uzayindaki egri boyunca

Fermi paralel olmasi i¢in gerekli durumlar ve Fermi tiirevinin ¢zelikleri incelenmigtir.

Bu boliimde n > 4 olmak tizere M bir Riemann manifold, o : [ C IR — M egrisi M
de birim hizhi bir w—egrisi, {Vi, V5, ..., V,,_1} egri boyunca M nin teget uzay1, V, M
nin Levi-Civita konneksiyonu ve k; (1 < i < n), konneksiyona gore egrinin egrilik-
leridir.

n—2

Teorem 5.3.1. A, A2, ...\, 2; s e bagh fonksiyonlar olmak iizere X = > \;Viig
i=1

vektor alaninin egri boyunca Fermi paralel olmasi igin

-, 0 ke 0 . . ) 0 - .
A A1
, —ky 0 kg . . ) 0
g A2
0 —k3 O .
, kn—Q
/\n—2 An—2
- - 0 0 —k,_a O - -
olmalidir.
n—2

ispat : X = > A\ Vigq vektor alani egri boyunca Fermi paralel olsun.
i=1

o4



Buna gore

0X
E = VTX — <VTX, T>T

Fermi tiirevinden

56X d)\ 2 Ay d\,_o
35 = (E - k‘2/\2) Vfr; (T + ki1 Nimo — kz)\i) Vi+( I + kp—aA—3 | Vot

elde edilir.

n—2

n—2
Burada 3 > n— 2,3 (% + kiadi = kidi) Vi = 0 olmahdir. X = 3 AVies
=3 =1

vektor alani egri boyunca Fermi paralel oldugundan

A\
Is 2A2 =0
d\
—2 + k?g)\l - ]{?3)\3 — 0
ds
A
2 + kn—Q)\n—i% =0
ds
olur. Denklem sisteminin ¢oziimiinden
o, 0 ke 0 . . . 0 - -
A A1
, —ke 0 ks . . . 0
g A2
0 —ks3 O .
’ kn—2
/\n—2 /\n—2
- - 0 0 —kno O - -

elde edilir.

Bu teoremde n = 4 alinirsa teorem 5.2.1. elde edilir.
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Sonug 5.3.1. k; =0(2<i<n-—2)ise {V,Va,....,V,_1} egri boyunca non-rotating
dir.

Ornek 5.3.1 E° te M = E* te bir hiperyiizey ve {T, My, My, M3} birim zh o : I C
IR — E* C EP egrisinin Bishop catis1 olmak tizere E* teki biitiin egriler boyunca

{M,, My, M3} non-rotating dir.

n—2 n—2
Teorem 5.3.1 X = > \;Viy; ve Y = > 1, Vi1 egri boyunca Fermi paralel vektor
i=1 i=1
alanlar1 olmak tizere

i) || X|| = sabit
ii) (X,Y) = sabit
iii) 0 = sabit
iv) X +Y ve ¢X vektor alanlari egri boyunca Fermi paraleldir.
Burada \; ve p;; s e bagh fonksiyonlar, c bir reel say1 § da X ve Y arasindaki agidir.
ispat :
n—2

i) X = > A\ Vg1 vektor alam egri boyunca Fermi paralel olsun.
i=1

Buna gore
0X
= _0
ds
4| x| dx
=2(— X
ds ds’
| X || = sabit
olur.
n—2 n—2

i) X = > \ViggveY = > p, Vi vektor alanlar egri boyunca Fermi paralel olsun.
i=1 i=1

Buna gore
0X oY

TR T

26



d(X,Y) /dX 4y
et A b % x &
ds <ds’ >+< ’ds>

(X,Y) = sabit

elde edilir.

n—2 n—2
iii) X = ; AiVigg ve Y = ; 1;Vir1 egri boyunca Fermi paralel vektor alanlari

olmak iizere

(X,Y)
6 = arccos ————
| X[ {[Y7]]
0 = sabit

olur.

n—2 n—2

iv) X = Y \Viyg ve Y = > u,Vipvektor alanlar egri boyunca Fermi paralel
i=1 i=1

olsun.

Bu durumda

S(X+Y) 66X Y

s os s

(X +Y)

— 2 =0
0s

ve

(5(cX)_C(5_X
ds s
d(cX)
0s =0

elde edilir.
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