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OZET

BiR EGRININ YUZEY UZERINE MERKEZIL izDUSUMU UZERINE

Bedia Merih OZCETIN

Matematik Anabilim Dali

Yiiksek Lisans Tezi
Tez Danismani: Dog. Dr. Mustafa DULDUL

Bu tez calismasi bes bolliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, literatlir 6zeti ve tezin
amaci verilmistir.

ikinci bolimde tasari geometri ile sayisal analizin bazi temel kavramlarina yer
verilmigtir. Ayrica egriler ve ylizeylerle ilgili bazi temel tanimlara deginilmistir.

Uclincti bélimde, ikinci mertebeden Taylor acilimi kullanilarak bir parametrik egrinin
bir parametrik yizey Uzerine dik izdlisimu tanitilmistir. Dik izdisim egrisi icin olusan
kesme hatasi hesaplanmistir.

Dordiinci bolim tezin orijinal kismidir.

Dordiincii bolimde 3-boyutlu Oklid uzayinda ikinci mertebeden Taylor acihimi
kullanilarak bir parametrik egrinin bir parametrik ylzey lizerine merkezil izdlisimu
arastirilmistir. Olusan kesme hatasi hesaplanarak c¢esitli 6rnekler verilmistir.

Besinci bolim ise sonug ve 6nerilerden olusmaktadir.
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ABSTRACT

ON THE CENTRAL PROJECTION OF A CURVE ONTO SURFACE

Bedia Merih OZCETIN

Department of Mathematics

MSc. Thesis
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This thesis consists of five sections. In the first section literature summary and the
purpose of the thesis are given.

The second section includes some basic concepts of descriptive geometry and
numerical analysis. Also, some basic definitions of curves and surfaces are mentioned.

In the third section, orthogonal projection of a parametric curve onto a parametric
surface is introduced by using Taylor expansion up to second order. Resultant
truncation error is calculated for orthogonal projection curve.

The fourth section is original part of the thesis.

In the fourth section, central projection of a parametric curve onto a parametric
surface is researched by using Taylor expansion up to second order in Euclidean 3-
space. Truncation error is calculated, some examples are given.

Fifth chapter consists of conclusions and suggestions.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatiir Ozeti

Bir ylzey Uzerindeki egrilerin bilgisayar destekli olarak incelenmesi genis bir uygulama
alanina sahiptir. Bir noktanin veya egrinin bir egri veya ylzey lzerine dik izdisiminin
hesaplanmasi, bilgisayar destekli tasarim, bilgisayar animasyonu ve insan-makine
etkilesimlerinin sayesinde oldukga ilgi cekmektedir [1-3]. Dik izdlisiimu hesaplamak i¢in
varolan yaklasimlar cebirsel, diferansiyel denklem, geometrik ve alt bélimlere ayirma

yaklasimlarini icermektedir.

izdlisim tanimindan, izdiisim kosullari cebirsel denklemlerin bir sistemi olarak ifade
edilebilir. Bu denklemleri ¢ozmek igin cesitli yontemler onerilmistir. 1985 yilinda
Mortenson polinom denklemler sisteminin koklerini bulmak icin Newton-Raphson
yontemini kullanmistir [4]. Ayni zamanda Zhou vd. 1993 yilinda ¢6ziUm igin problemi
polinom denklemler sistemine dontstlirmdislerdir [5]. Piegl ve Tiller 1997 yilinda, nokta
izdisim ve degisim problemini ¢cozmek icin Newton-Raphson iterasyon yaklasiminin

ayrintili bir tanimini vermislerdir [6].

Bir cebirsel denklem sisteminin bir diferansiyel denklem sistemine dontsiimd, izdlsim
hesaplamasi icin bir alternatif sunmaktadir. Bu baglamda, Pegna ve Wolter 1996 yilinda
diferansiyel denklemlerin genel sistemini insa etmisler ve Runga-Kutta, Adams-
Barsforth veya diger sayisal yontemlerle c¢oziilebilecek bu problemi birinci dereceden

baslangi¢c deger problemi olarak formiile etmislerdir [7].

izdiisimiin geometrik etkilerini dikkate alarak, Hu ve Waller 2005 yilinda nokta

izdlUsima icin tamamen geometrik bir yontem 6nermislerdir [8]. 2009 yilinda ise tim
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ylizeyin ikinci dereceden yerel geometrik bilgilerinden faydalanmak amaciyla Liu vd.
tarafindan gelistirilmis bir algoritma 6nerilmistir [9]. Her iki yontem nokta izdlisimi

icin oldukga etkilidir [10].

Alt bollimlere ayirma yontemlerinde, egri veya ylizey birden fazla par¢aya veya yamaya
bollinlr. Burada ¢6zim sirecinin hedefi, izdlisiim noktasini iceren bir parca veya yama
bulmaktir. 1999 yilinda Dyllang ve Luther [11] ile 2003 yilinda Ma ve Hewitt’in [12]

calismalarinda egri ya da ylizey direkt olarak alt bélimlere ayrilmigtir.

Genel olarak, egrinin dik izdlisiim problemini ¢ozmek igin iki temel yaklagim tiirti vardir.
Biri diferansiyel denklem yaklasimidir [5],[6],[13]. Bu yaklasimin dezavantaj,
hesaplama verimliligi ve hassasligin bliyik Ol¢lide sayisal ¢oziicliiye bagh olmasidir ve
kararhligl, baslangic degeri ve adim boyutuna baglidir. Diger yaklasim yontemi ise
nokta izdisliimine dayanir. Bu yaklasimda verilen ana egri nokta dizisine ayrilir ve bu

noktalarin izdtsim [8], [9] da verilen nokta izdlisim yontemiyle bulunabilir.

1.2 Tezin Amaci

Bu tez calismasinin amaci, 3-boyutlu Oklid uzayinda parametrik olarak verilen bir
egrinin, bir parametrik ylizey lGzerine merkezil izdliisimini ikinci mertebeden Taylor

yaklagimiyla arastirmaktir.

1.3 Orijinal Katki

Bu calismada 3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametrik egrinin bir parametrik yiizey
Uzerine merkezil izdlisimline ikinci mertebeden Taylor acilimi ile nasil yaklasimda

bulunulabilecegi gosterilerek, ilgili yaklasim icin kullanilan algoritmaya yer verilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu boélimde, daha sonraki bélimlerde kullanilacak olan bazi temel tanimlara yer

verilecektir.

2.1 Tasari Geometri

Tanim 2.1 Gosterilmek istenen uzay elemanlarinin resim dizlemindeki seklinin
kendisinden baska bir diger elemana ait olmamasi, yani bu seklin birden fazla bir baska
elemani gostermemesi, eleman ile sekil arasinda bire birlik prensibini ifade eder.
Boylece bir degerin ancak ve yalniz bir sekil ile belirtilmesi; diizlemdeki bir sekilden de
ancak ve yalniz uzaydaki bir degere gecilmesi saglanmis olur. Bu, eleman ile kendi sekli
arasinda birden fazla olmayan bir tekabil anlamina gelir. Bu esasa bire birlik prensibi

adi verilir [14].

Tanim 2.2 Tasari geometride, uzaydaki elemanlarin ve onlarin birbirleriyle olan
durumlarinin bire birlik prensibine sadik kalinarak, bir diizlem Uzerinde gosterilmesine
izdlislim adi verilir. Uzayda bir taraftan gelisigizel durumda bir 7 dizlemi ve bunun
disinda bir P noktasi, diger taraftan her dogrultuda i1sik tGreten 6z bir M 1sik kaynagi

distnelim. Bu kaynaktan gelen bir p isini P noktasindan gegecek ve bu nokta 7

dizlemi (izerine golge durumunda olan P™ noktasi olarak diisecektir. iste golge

m . . v .. . . o o . e
durumunda olan P noktasina P’nin izdlisimi, 7 dizlemine resim veya izdisim

diizlemi; M noktasina izdlisim merkezi ve p isinina da izdiisiim 1sin1 adi verilir [14].



__> [Izdiisiim merkezi

—/> Nokta

Resim
Diizlemi

Noktanin
Izdiistimii

_/—> [zdiistim Isim
Sekil 2.1 izdiisiim Prensibi

Bir noktanin izdlisimu bu noktayi izdlisim merkezine birlestiren bir dogrunun 7 resim
diizlemini kestigi nokta, yani bu isinin izidir. Boylece bir noktanin izdisimi yine bir

noktadir.

p 1sini Gzerinde olmayan bir diger Q noktasi disinelim. Uzayda P ve Q™ noktasi bir

d dogrusu teskil ederler. Sekilden goriluyor ki d dogrusunun izdiisimi d™ = P"Q™

dogrusundan ibarettir. Kisaca, bir dogrunun izdlisimu genel halde yine bir dogrudur.

Daha genel bir ifade ile bir gizginin izdlsliimu yine bir gizgidir [14].

M

Sekil 2.2 Dogru izdlisim{i
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d dogrusu Uzerinde olmayan bir R noktasit P ve Q ile birlikte bir & dizlemi veya

koseleri P,Q,R olan ve lggenden ibaret bulunan bir duzlemsel sekli teskil eder.
Boylece bu seklin izdisimi ™ =P"Q™R™ seklinden ibarettir. Diger ve genel bir

deyimle; her yuzeysel diizlemsel seklin izdisimi genel halde yine bir dizlemsel

sekildir.

Sekil 2.3 Diizlem izdiisimii

2.2 izdiisiim Cesitleri

M izdlsiim merkezinin 6z veya sonsuzda bir nokta olmasina gore izdlsimler ikiye

ayrilir.

2.2.1 Merkezi izdiisiim veya Persfektif

M izdisim merkezi 6z bir nokta olarak dustndlirse boyle bir izdlisim Merkezi
izdiisiim veya Persfektif olarak isimlendirilir. Uzayin elemanlari ve uzaydaki durumlar
bir diizlemde birebir olarak tek bir sekil ile temsil edilirler. Bu izdlisimde uzaydaki diklik

ve parallellikler bozulmustur.



2.2.2 Paralel izdiisiim

M izdlisiim merkezi sonsuzda bulunursa izdisiim isinlari birbirine paralel olur. Bu
sekildeki her izdiisiime Paralel izdiisiim adi verilir. izdtisiim 1sinlari, 7z resim dizlemine
ve bunlarin a egim acisinin degerine nazaran, g farkli durumda bulunurlar. Buna gore
izdisimler de sekilde oldugu gibi dik, egik ve kaybolmus izdlisim olarak

isimlendirirlirler.

y
?P
YR
: >
o = 90°

Sekil 2.4 Dik izdiistim

,

a + 90°
Sekil 2.5 Egik izdiisim




FS‘

a =0

Sekil 2.6 Kaybolmus izdiisiim

2.2.2.1 Eslenik Dik izdiisiim

Bu izdlislimde uzayin elemanlari birbirine dik iki dizlemde birer cift ile temsil edilirler.
Bundan dolayi bu cesit izdisiimlere eslenik izdiisiimler denilmistir. izdisim isinlari
dizleme diktir. Elemanlarin egik 1sinlarla bu dizlemlere diisen golgeleri, egik birer
izdisimden ibarettir. Boylece eslenik izdlislimler dik ve egik olarak uzayi birebir temsil

edebilirler [14].

2.2.2.2 Aksonometrik izdiisiim

Uzayin elemanlari uzayda birbirine dik, O noktasinda kesisen ¢ X ,Y ,Z eksenlerine
gore ifade edilmis ise bu elemanlar bu eksenlerle birlikte resim dizlemi olarak kabul
edilen bir 7 dizlemine izdUslrilebilir. Boylece elde edilen izdiisiime Aksonometrik

izdiistim denir [14].

2.2.2.3 Kotlu izdiisiim

Bu izdisimde uzayin elemanlari belirli bir p resim dizlemine nazaran farkh
ylkseklikte noktalarla meydana gelmis farzedilerek her noktanin yiksekligi veya kotu
dik izdisimiin yaninda belirtilmis ise bdylece elde edilen izdiisiime Kotlu izdiisiim adi

verilir [14].



2.3 Afin Uzay ve Oklid Uzay!

Tanim 2.3 A= O bir kime ve V, R cismi lizerinde n-boyutlu bir vektor uzayi olsun.

Eger
f:AxA>V

—_—

(P.Q)— f(P.Q)=PQ
fonksiyonu
Al) VP,Q,R e A igin

f (P.Q)+ f (Q.R)=f (P,R) (veya PQ+QR = PR)

A2) VP e A, Va €V igin % = o olacak sekilde bir tek Q € A vardir

ozelliklerini saghyorsa A’ ya V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir Afin Uzay denir

[15].

Tanim 2.4 V , n-boyutlu bir vektor uzayive A, V vektor uzayi ile birlesen bir afin uzay

olsun. Ry, R,...P, € A noktalari igin {POF’l,POPZ,..., POPn} vektdr sistemi V ’nin bir baz

ise {PO,Pl,...Pn} kimesine A afin uzayinin bir Afin ¢atisi denir. B, noktasina ¢atinin

baglangi¢ noktasi, P, P,,...P, noktalarina da afin gatinin birim noktalari denir [15].

Tanim 2.5 V, n-boyutlu bir reel ig-carpim uzayi olsun. V ile birlesen A afin uzayina n

boyutlu Oklid uzayi denir.

V =R" standart reel vektér uzayinda, X =(X1,...,Xn) ve Y =(yl,..., yn) olmak Uzere
n

(V:R"xR" >R, (X,Y)>(X,Y)=> xy
i=1

standart i¢-carpimi (Oklid ic-carpimi) tanimli oldugunda, V =R" ic-carpim uzayi ile

birlesen A= R" afin uzayina N -boyutlu standart Oklid uzayi denir ve E" ile gosterilir.



Tanim 2.6 E"’de sirali bir {P,Pl,PZ,...P} nokta n+1-lisine R" de karsilik gelen

n

{POPl,POPZ,...,POPn} vektor n-lisi R" igin bir ortonormal baz ise {PO’P].’PZ""Pn}
sistemine E"’nin bir dik catisi veya Oklid gatisi denir.
n

Tanim 2.7 E", n-boyutlu Oklid uzayi ve S:{PO,Pl,PZ,...P} afin catisi verilsin.

{F’OF’i |i =1,...,n} sistemi R"’de ortonormal bazise S afin catisina bir dik cati ve karsilik

gelen afin koordinat sistemine dik koordinat sistemi denir. Ayrica bu sistemin

fonksiyonlarina da Oklid koordinat fonksiyonlari denir.

Tanim 2.8 E" Oklid uzayi, U cE" acik alt kime olsun. Eger f:UcE" >R
fonksiyonu K -yinci mertebeden kismi tiirevlere sahip ve bu turevler sirekli ise f

fonksiyonuna k -yinci mertebeden diferensiyellenebilir fonksiyon adi verilir.

Kk -yinci siniftan diferensiyellenebilir fonksiyonlarin kiimesi Ck(U,]R) ile gosterilir,

yani C*(U,R)={f|f :U >R, f C*} 15].

2.4 Tanjant Vektorler ve Tanjant Uzaylar
Tanim 2.9 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. P € A, ;eV

icin (P,;) ikilisine A afin uzayinda bir tanjant vektor denir ve v ile gosterilir.

P € A noktasinda A afin uzayinin tanjant vektorlerinin kiimesi TA(P) ile gosterilir ve

Tu(P)={ve =(PV)Jpc AveV)
seklinde tanimlanir.
Tanim 2.10 A, V vektor uzayi ile birlesen n-boyutlu bir afin uzay olsun. {PO, B...P }

n

nokta sistemi A afin uzayinda bir afin ¢ati olmak zere {POPl,..., POPn} kiimesi V nin

bir bazidir. ;p:(P,%) ve %EV oldugundan 4 €3, i=1..,n skalerleri igin



S

_

PQ =X 4P,R yazlabilir. Burada (ﬂl,...,ln) n-lisine (;p eT,(P) tanjant vektériniin

—_

N

A’daki {PO,Pl,...Pn} catisina gore koordinatlari veya bilesenleri denir ve

Vo = (A dy)

o ile gosterilir.

2.5 Egriler Teorisi

Tanm2.11 I cR, | = (a,b) bir acik alt aralik olmak Uzere
a:l >E"
t - a(t)=(eq(t), o (t),.... , (1))
diferensiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda a(l ) — E" alt kimesine E" de

diferensiyellenebilir bir egri (veya parametrik egri) denir. Ayrica (I,a) ikilisine
egrinin koordinat komsulugu, | alt kiimesine egrinin parametre araligi ve t €| reel

sayisina da egrinin parametresi denir. Bir egri M :a(l)c E" seklinde veya kisaca
(a) ile gosterilir.
Eger ;1 > E", C* sinifindan ise a’ya C* sinifindan egri denir [15].

Tanim 2.12 E"’de bir M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. &:1 — E"

fonksiyonunun koordinat fonksiyonlari a;,«,, ..., olmak lzere

a(t) = (0:1(t),052(t),...,05n (t)) — E" yazilabilir. Buradan elde edilen

da :(dal‘ daz‘ dan‘ j:(dal da, dan)‘
gt 't Ldt " at "t dt " dt " dt T dt )"

vektoriine M egrisinin a(t) € M noktasindaki hiz vektéri denir. Bir diger ifadeyle,

(a(t),w(t)):og'(t)‘a(t) €T, (a(t)) vektorine M egrisinin a(t) noktasindaki (I,a)
komsuluguna gore hiz vektori denir [15].

Tanim 2.13 E"’de bir M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin.
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al:l >R

O

t—>‘

olarak tanimli fonksiyona M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna gore skalar hiz

fonksiyonu ve Ha'HeR reel sayisina da M egrisinin (I,a) koordinat komsuluguna

gore «a(t) noktasindaki skalar hizi denir [15].

Tanim 2.14 E"’de bir M egrisi (I,a) koordinat komsulugu ile verilsin. M nin her

noktasindaki hiz vektéri birim ise yani ‘a’(s)H =1, Vsel ise M ’ye birim hizli egri

denir ve bu durumda s € | parametresine de egrinin yay parametresi denir.

Tanim 2.15 Her noktada hiz vektori sifirdan farkli olan egriye regller egri denir. Her t

icin o'(t) +0 oluyorsa (yani Ha'(t)” #0)ise a 'ya regller egri denir.

Tanim 2.16 E"’de bir M egrisi (I ,a) koordinat komsulugu ile verilsin. a,b € | olmak
tzere M egrisinin a’dan b’ye yay uzunlugu diye egrinin a(a) ve a(b) noktalari

arasindaki egri boyunca uzakhga karsilik tutulan
b

I”a’(t)”dt,t el

a

reel sayisina denir.
2.6  Yuzeyler Teorisi

Tanim 2.17 U c E? bir baglantili acik kiime ve ¢:U c E2 > E® bir regller donlisim
(rank ¢ =boyU =2) olsun. Eger ¢:U —>¢(U) dontsimi bir homeomorfizm ise ¢(U)
kiimesine E* de bir regller ylzey denir. Yani ¢:U c E2 5E® dontsimi

1) ¢, 1-1,

2) ¢, regiler,

3) ¢_1 fonksiyonu surekli,
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ozelliklerini sagliyorsa ¢(U)CE3’e bir regililer ylzey denir. ¢ fonksiyonuna da

M= ¢(U ) — E? alt kiimesinin bir parametrelendirilmesi denir [15].

2.7 Sayisal Analiz

Tanim 2.18 Herhangi bir islem sonucu elde edilen gercek deger S, bilgisayarin ayni

islemler sonucu elde ettigi deger s olsun. s sayisina Ssayisinin yaklasik degeri denir

[16].
Tanim 2.19 Bir S sayisinin bir yaklasik degeri g olsun. Bu durumda

ES=‘S—S

degerine mutlak hata denir [16].

2.7.1 Taylor Serisi

Bir fonksiyonun X noktasindaki degeri, buna yakin bir X = X, noktasindaki degerleri

cinsinden;

' " (n)
f(x)=f(x)+ f i)!(o)(x—xo)+ f é)!(o)(x—xo)2+...+f(XO)(X—XO)n +o.

seklinde yazilabilir. Bunun gecerli olabilmesi icin seri yakinsak olmali ve X=X,
noktasinda tiirev tanimh olmalidir. Sonsuz sayida terime sahip bu fonksiyonda belli
sayida terim alinmasi durumunda olusacak kesme hatasinin degeri X’in (Xo)

noktasina yakinligina ve alinan terim sayisina baghdir. Nn-inci terimden sonrasi

kesiliyorsa kesme hatasi

(x=%)"" [d™fe0| A" d™f ()
(n+1)t | o&x™ | (n+1)r ax™?

e=

seklinde yazilabilir. Olusan bu hatanin mertebesi h" olup, hata mertebesi O(hn+1)

olarak gosterilir [17].
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2.7.2 Taylor Teoremi
f veilk n turevi, f', f",..., £ (M [a,b] veya [b,a] araliklarinda surekli iseler ve f(n),
(a,b) veya (b,a) araliginda turevlenebiliyorsa, a ile b arasinda

M (a
N €))

n!

(b-a) +

f'(a f'(a
f(b)=f(a)+1(!)(b—a)+2(!)(b—a)2+

olmasini saglayacak bir C sayisi bulunur [18].

2.7.3 iki Degiskenli Esitlikler (Newton Raphson)

f (X,y) =0, g(x,y)zo denklemleri verilsin. Boyle bir tanimlamada 6yle bir (X) ve

(y) degeri bulunmalidir ki her iki denklemi de ayni anda saglamalidir. Esitlikler tek

degiskenli sistemlerde oldugu gibi Taylor serisine agilarak yazildiginda asagidaki sekilde

ifade edilebilirler.

Ax of (X,,Y Ay of (X4, Y,
f(xO+Ax,y0+Ay)zf(x0,yO)+1!((;(O)Jrli/(a(;o)

AX 09( X%y, Ye) Ay 0g( Xy, Y
g(x0+Ax,y0+Ay)zg(x0,yO)+l!(a())((’)+1i/(6;0)

Yukaridaki esitliklerde denklemin koku esitligi sifir yapan deger oldugu icin esitlikler

sifira esitlenerek asagidaki sekillerde yazilabilirler. Bu yazim tarzinda (X) ve (y)

degerlerinin eski ile yeni farklari (AX) ve (Ay) seklinde gosterilmektedir.

~ Ax OF (%5, Yo) Ay of (Xg,Yp)
0~ f(xo,y0)+I ox +I oy

Ax 09 (%, Yo) +g39(xo,)’o)

Ozg(XO’yO)JFF ox 1y

Yukaridaki esitlikler bilinmeyenler olarak (AX) ve (Ay) alinarak iki bilinmeyenli iki

denklem olarak asagidaki gibi matris formunda katsayilar matrisi, bilinmeyenler

vektori ve esitlik vektora olusturularak yazilabilir.
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of (%5.¥s) 8 (%9:Yo)

OX oy

6g(f:, Yo) 69(2,, Yo) [iﬂ ={

f(xo,yo)}

9(%:Yo)

Bu denklem sisteminin ¢éziminde X,,Yy, baslangic degerleri ve mutlak hata(g)

degeri verilerek isleme baslanir.

X, = Xy + AX

Y1 = Yo +AY

Elde edilen bu yeni degerler (Xl), (yl) baslangi¢ degerleri gibi kullanilarak denklem

sistemi yeni bir (AX) ve (Ay) degeri elde etmek lizere ¢ozulur. Her ¢6zim adimi

sonunda elde edilen yeni degerler (XM) ve (yi+1) asagidaki sekilde genellestirilerek

ifade edilebilirler.

X = X, +AX

yn+1 = yn + Ay

iterasyonun bitirilebilmesi igin,

‘Ax‘<g, Ay‘<g

veya
x|<e,

‘Xn+1 B

Y — yn|<g

sartlarinin saglanmasi aranilir [19].
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BOLUM 3

PARAMETRIK YUZEYE DiK izDUSUM EGRISi iCiN iKiNCi MERTEBEDEN
ALGORITMA

Bu boliimde, verilen bir parametrik egrinin bir parametrik ylzey tzerine dik izdlisim
bulunurken ikinci mertebeden Taylor yaklasimi kullanilarak, egri lzerinde ilerleyis

incelenecek ve olusan kesme hatasinin hesaplanmasina yer verilecektir.

3.1 Dik izdiisiim Egrisi
3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametrik egri ve bir parametrik yiizey verilsin. Egri ve

ylzeyin kesismedigi kabul edilmektedir.

Egri Uzerinde bir g noktasi
atk) =[x(k) y() z(k)]" (3.1)

ve U ve W ile parametrelendirilmis ylzey
S(uwW) =[x(uwW) yu,w) z(uw)] (32)

olsun. g noktasinin S yizeyi Gzerindeki izdisimi p olsun. p ve @ noktalar
arasinda birebir bir karsihk oldugu kabul edilsin. q noktasi egri boyunca hareket
ettikge, p noktasi S yiizeyinde bir egri gizer. Bu durumda, 3-boyutlu parametrik egri
ana egri olarak ve ylizey Uzerindeki izdisimi{ de izdisim egrisi olarak adlandirilir.
izdiigim egrisi S Uzerinde oldugundan p(u,w) noktas, S vyiizeyinin U ve W

parametrelerinin bir fonksiyonudur.
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q(k;)

o | )~

N

_P'_._-_-_-_‘_'_"Ha-h

= S(ulkhw(kisq))

= S(ulk,),w(k)) P+t

Sekil 3.1 Egri izduisimii

Bununla birlikte,

p(u,w) = p(u(k),w(k)) (3.3)

olacak sekilde ana egrinin k parametresi ile iliskilendirilebilir.

izdisim egrisi u=u(k) ve. w=w(k) olacak sekilde ana egrinin parametresiyle
parametrelendirilmistir. izdiisim egrisi, verilen ana egri ve parametrik vyiizey

kullanilarak sayisal olarak hesaplanabilir [10].

Asagida izdisim egrisinin birinci ve ikinci dereceden diferansiyelleri analiz

edilmektedir.

N =p—q alalim. p noktasi, q noktasinin izdisiml oldugundan, N yilzeye p

noktasinda diktir. Buradan
N-S =0 (3.4)
N-S =0 (3.5

yazilabilir. Burada
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dx dy dz ! dx dy dz '
S,=| ———| ve S,=| ————
du du du dw dw dw
vektorleri U ve W-parametre egrileri boyunca p noktasinda yonli teget vektoérlerdir

[10].

N = p—q yazilir ve (3.4) esitliginin Kk 'ya gore tirevi alinirsa;

ds ds
P-S,=0-S, =P, -S,+p- dku =Q-S,+q-—

dk
pk'su+(p_Q)‘ dku:qk'su
ds
pk-Su+N- dku :qk~Su (3.6)

esitligi elde edilir. Benzer sekilde (3.5) esitliginin K ’ya gére turevi alinirsa;

ds ds
P-Su=0-Su= P Sy* P m=G Syt

ds
Pe-Sy+(P-a)-— " =S,

ds
Pe-Sy+N-= ¥ =G S, (3.7)

esitligi elde edilir.

Diger taraftan p(u,w) = p(u(k),w(k)) oldugundan, yukarida bulunan tiirevler

Py = SyUy + S, W (3.8)
ds,
W = SuuUk + SUWWk (3.9)
ds
d—kw =S, Uy + S Wi (3.10)

seklinde ifade edilebilir. Buradan (3.8), (3.9) ve (3.10) esitliklerinde bulunan ifadeler

(3.6) ve (3.7) esitliklerinde sirasiyla yerine yazilirsa
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(Syuy + Sy ) Sy + N -( Syl + Sy ) =Gy - S, (3.12)
(S +SyWi ) Sy, + N + (Sl + SypWy ) =G - S,y (3.12)
elde edilir. Bu esitlikler diizenlenirse

(S, Sy + NSy, Ju, +(S, - Sy + NSy, )W, =0 - S, (3.13)
(S, Sy + NSy Uy +(Sy Sy + NSy )W, =0 -S,, (3.14)

olup, bulunan bu esitlikler matris formunda yazilirsa

S,-S,+N-S,, S,-S,+N-S,, || u, _ a - S, (3.15)
S,-S,+N-§,, S,-S,+N-S,, W, qe S,
sistemi elde edilir. Bu sistem
G S,-S,+N-S,, S,-S,+N-S,, (3.16)
S,-S,+N-§,, S,-S,+N-S,,

olmak Uzere

-S
G{uk } {qk “} (3.17)
W Ay - Sw

seklinde yazilirsa, (3.17) esitligi

-S
{uk } _G™* {qk ! } (3.18)

Wy O - Sw

seklinde ¢oziilebilir.

Yukarida bulunan (3.18) esitligi |G| =0 olmadigi surece iyi tanimhdir. R :”N” ve N

N
yoninde bir birim vektdér n = —— olsun. Ayrica

IN]
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sirasiyla, ylizeyin birinci ve ikinci temel form katsayilari olmak Gzere G matrisi

E+RL F+RM
G= (3.19)
F+RM G+RH
seklinde ifade edilebilir. Boylece G matrisinin determinanti
‘G‘— E+RL F+RM
"|F+RM  G+RH
=EG + EHR+GLR + LHR* = F* — FMR— FMR - M°R (3.20)
olarak bulunur. Bu esitlik dizenlenirse
G| =(EG - F?)+(GL-2FM +EH)R+(LH -M?)R? (3.20)
elde edilir.
Boylece |G , R’ye bagli bir polinom olarak goérilebilir. Yiizey diferansiyel geometrisine

gore, bu polinomun kokleri, p noktasinda S yizeyinin iki asli egrilik yarigapidir. Bu
yuzden parametrik egrinin q noktasi ylzeyin asli egrilik merkezi ile ¢akismadiginda

(3.18) esitligi iyi tanimlidir [10].

(3.6) esitliginde N = p—q vyazilirsa

S ds
=0 Sy A

d
pk'su+p' dk

dk

olup, bu son esitligin k ’ya gore tirevi alinirsa

ds d?s ds ds d’s
S +pP—+pP P —=0Qu S, +O—— - ——+Q—
Pac >0t P P g TP g T e e g e T e
veya
ds d’s ds
.S +2p, —4+N.-—Y%=gq,, -S. +2q, - —" 3.22
Pi = 2w 1 4Pk dk e O -9y T 20k dk (3.22)

elde edilir. Benzer sekilde (3.7) esitli§inde N = p—q vyazilirsa
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dsS

w

ds
.S + LW .S +qg-— %
P Sw TP T deSw

olup, k ya gore tirevi alinirsa

ds ds d2s ds ds d?s
So+p - —2+p S+ p—2=q,-S,+q N+, 2+
P2 P P P P g T S T e et
veya
ds d2s ds
.S +2p, - — Y +N- LU .S +2g9, - — WY 3.23
Pk~ ow + 4Pk dk e Oy~ ow T 20y dk (3.23)

bulunur.

Buradaki ikinci tirevleri bulabilmek igin p, =S u, +S,w, esitliginin K 'ya gore tirevi

alinirsa

Puc = (Suuuk + Sy Wy )Uk + Sy Uy + (Suwuk + SyWi )Wk + S\, Wi

2 2
=Sw0&)+&M%W+SNW+§MMW+SWOW)+SMM

veya
T
uk Suu Suw uk ukk
P = +[Sy Su] (3.24)
W Sun Sww_| W, Wi
elde edilir.

ds
Benzer sekilde diku =S, U, + S, W, esitliginin Kk 'ya gore tirevi alinirsa

u _
- (Suuuuk + Suuka )uk + Suuukk + (Suwuuk + Suwka )Wk + Sukak

T
d?s, |u S,, S u u
2u — k uuu uuw k + [Suu Suw] kk (3.25)
dk W, Suuw SWWW W, Wiy
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ds
bulunur. dikw =S, U + S, W, esitliginin de K 'ya gore tirevi alinirsa

d’s

deW = (Suwuuk + Suwka )uk + Suwukk + (SWWuuk + SWWWWk )Wk + SWWWkk
veya

-
d’s, |u S S u u
2w _| "k |:Suuw Suww:l k +[Suw Sww] kk (3.26)

dk W, uww www || Wy Wik

elde edilir.

Buradan (3.9), (3.24) ve (3.25) esitliklerinde bulunan ifadeler (3.22) esitliginde bulunan

d’s ds
ey = 0O Sy + 20—

SN =
dk dk

ds
P~ Sy T 2Py - m

denkleminde yerine yazilirsa

2 2
Sy Sw (uk) +S,, - SyuWiUy +S, - Syl +S,, - Sy U W +S,, -SWW(WK) +S, - S, Wi

u

+2(Suu, + Swwk)-(Suuuk + S )+ NS, (uk)2 +N - S, WU, +N-S, Uy,

2
+N - S UW, + N =S, (Wk) +N - S, Wi
= Oy - Sy + 20, - Sy Uy + 20, - Sy Wi (3.27)
elde edilir. Bu esitlik dlizenlenirse

2
(Su 'Su +N 'Suu)ukk +(Su 'SW +N- Suw)Wkk = _Su ’ Suu (uk) _Su 'Suwwkuk

2 2
_Su ’ Suwuka _Su ) SWW (Wk) —ZSU ) Suu (uk) _ZSu ’ Suwuka _ZSW ’ SuuWkuk

28-Sy (W )" =N =Sy (U ) =N - Sl =N - Sy Wie — N - Sy (W )’

uuw

+0y - Sy + 20, - Sy Uy + 20, - Sy, Wi (3.28)
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(Su 'Su +N 'Suu)ukk +(Su 'SW +N 'Suw)Wkk = Oy 'Su +2qk '[Suu Suw:||:uk :|

Wi
T
_ Uy |:3Suu “Sy+Suu N 25, =Sy + Sy Sy + Sy - N j| Uy (3.29)
W, 2SSy S, Sy SN Sy S, +2S,, - S, + S - N W,

elde edilir. Benzer sekilde (3.10), (3.24) ve (3.26)'da bulunan esitlikler (3.23) esitliginde

bulunan

ds d’s ds,,

P S, +2p, - —2%+N.-—F*=q, -S, +2q, - —%
ke Ow T 4Py dk k2 Oy - Ow T 20y dk

denkleminde yerine yazilip diizenlenirse

2 2
Sy, Su (uk) +S,, - SuWiUy +Sy, - Sy Wige +S,, Sy Ui Wi +SW-SWW(Wk) +S,, * Sy Wiy

12(S0y + Sy )+ (Sunle + Sl )+ N =Sy (U ) N - Wil +N - Sl

uwu

2
+N - S W, + N =S (Wk) +N =S, Wi

= O - Sy + 20, - Sy Uy + 20, - S, W (3.30)

(Sur- S+ N =Sy JWige +(Sy + S+ N S U = =iy - Su (U )” =iy - S Wil
=S, - SulheWe —S - Sum (W )” =25, - S (U )’ =25, - Sy Wi —2S,, - Sy Wil

25, Sy (W ) =N =S (U )" =N - Sl =N - Suthe Wy — N - S (W)

uuw

0 - Sy, F20 - Sy + 20 - Sy W (3.31)

(Sy~ Suy+ N =Sy JWige +(Sy - Sy + N Sy JUyge = G * Sy +20 [ Sun SWW]{U" }

.
[ || S0+ 2808+ SN 28,4 S Sy + S N [ U | o
W, | | 2S,, Sy + Sy Sy + Sy N 3Su - Sy + Sy - N W,

elde edilir. (3.29) ve (3.32)’de bulunan bu denklemler matris formunda yazilirsa

22



Ug | |1y
Jal v

elde edilir. Burada

u
bl = Oy - Su +2qk '[Suu Suw]|:v\;( j|

k

T
u, 3S,, S, +S,,, N 2SSy + S, Sy S N || Uy
W, 28, Sy Sy Sy + Sy N Sy Sy + 25, - Sy + S - N | w,

uuw

ve

u
b2 = qkk 'SW +2qk '[Suw SWW]|: “ :|
W

T
Uy Sy Sy +2S,, S, +Suuw N 25, Sy, + Sy Sy + Sy - N || Uy
W, 2SSy + Sy Sy +Syuw N 3S,,, S, +S -N

ww w Wwww

seklindedir. (3.33) esitliginden

{ukk } _G™* {bl} (3.34)
Wik b,

elde edilir.

3.2 lzdiisiim ilerleyisi

3.2.1 Genel Bakis

Sekil 3.1’de ana egri Uzerindeki q noktasi hareket ettikge, q noktasinin izdlisimi de
S vyiizeyi Uzerindeki izdiisim egrisi Uzerinde hareket eder. izdiisim ilerleyisi, bu
hareketin karakterizasyonuna odaklanir. Ozel olarak, q(ki) noktasindan q(ki+1)

noktasina ilerlendiginde, buna karsilik izdlisim noktasi da S(u(ki),w(ki)) noktasindan

S (u(km), W(ki+1)) noktasina ilerler [10].

ikinci mertebeye kadar Taylor serisi acilimi yapilirsa, K “daki artis | = Sk olmak lizere,
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I (3.35)
T gk 2 dk? '

o I LW (3.36)
O gk 2 dk? '

dir. Burada u; =u(k;) , w=w(k), u,=u(k,,), w,=w(k,) ve I =k, —k

seklinde ifade edilebilir.

K 'nin artisinda birden ¢ok segenek vardir. Eger | degeri sabit bir deger kabul edilirse
izdlisim egrisi boyunca konumlari hesaplamak icin (3.18), (3.34), (3.35) ve (3.36)

esitlikleri kullanihr.

izdlisiim egrisi Gzerindeki ilerleyis ana egri lizerindeki sabit Vq adimlarina dayanir. Ana

egrinin yay uzunluk fonksiyonu I kabul edilirse,

dr=|xdk y.dk z.dk|=|q,|dk (3.37)
esitligi yazilir.
Boylece,
1
I =+—v, (3.38)
o

olmak uzere ki, =k, +1 ve (3.18), (3.34), (3.35) ve (3.36) esitlikleri kullanilarak

izdlUstim egrisi boyunca ilerlenir.

Ana egri ve ylzey arasindaki yerel geometri ve yerel ayrima bagh olarak, ana egri ve

izdlUslim egrisi boyunca hareketlerin hizlari farkli olabilir.
izdlisim egrisi Gizerindeki ilerleyis, izdiisim egrisi lzerindeki sabit adimlar v, ve

izdUsim egrisinin yay uzunluk fonksiyonu s olmak lizere
ds = ‘Suuk + Swwk‘dk

= ‘(quk +x, W )dk (YU + vy )dk  (z,u, + ZWWk)dk‘. (3.39)
Boylece,
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1

- =y (3.40)
S U, +S,w,

p

olmak Uzere k;, =k +1 ve (3.18), (3.34), (3.35) ve (3.36) esitlikleri kullanilarak

izdlisim egrisi boyunca ilerlenir [10].

3.2.2 lerleyis Diizeni

Yukarida anlatilan ilerleyis semalari ikinci mertebeden Taylor seri agilimina dayanir.
Yiksek mertebeden terimler ihmal edilmistir. Kesilmesi nedeniyle hatalar olusabilir ve
¢cok fazla adimdan sonra izdisim egrisinden sapma olabilir. Burada ilerleyisin her

adiminda kesme hatasini azaltmak igin bir yaklasim énerilmistir.

(3.35) ve (3.36) esitliklerinden her bir adimin sonunda sirasiyla

i u+dul+1d2u2 (3.41)
G, =U+—+—-——7 .
WO gk 2 dk?

A W, +dWI+1dZWI2 (3.42)
W. . =W + — _—— .
MO gk 2 dk?

elde edildigi kabul edilsin.

Kesme hatasindan dolay;, N vektéri ylzeyin p,,, noktasindaki teget dizleme dik

olmayabilir. Yizeyin normali N =S, xS olsun. N ’nin parametrik ylzeye dikligini

p

hesaplamak amaciyla

|NXNJ (3.43)
E=—7—7 .
N[N
kabul edilsin.

Kuclk acil sapmalarda; £, N vektorl ve ylzeyin normali N arasindaki agi icin iyi bir

p
yaklasimdir. & onceden ayarlanmis bir esik degeri «’dan daha blyik ise ilerleyis

devam eder.

g ve &,’nin N vektoriyle, yizeyin teget vektorlerinin i¢ ¢arpimi oldugunu kabul

edelim:
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NS, = &, (3.44)
N - SW =&, (345)

Eger (0i+1,wi+1) izdugim egrisinde olsaydi, & =&, =0 olurdu. Birinci dereceden

duzeltim [5u 5W] kabul edilirse,

ui+l _ lji+1 é‘u
o

elde edilir. Burada N, =S, ve N, =S olacak sekilde alinirsa [5u 5W] asagidaki

sekilde bulunur.
S(N-S,)=(N, S, +N-S, )8, +(N,,-S, +N-S,, )3, =—& (3.47)

(NS, )=(N, S, +N-Sy,)8, +(N,, S, +N-S,, )8, =—&, (3.48)

Bu esitliklerden

F“ } -Gt .{N Sy } (3.49)
5, N-S,

elde edilir.
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BOLUM 4

BiR EGRININ YUZEY UZERINE MERKEZIL izDUSUMU

Calismanin orijinal kismini olusturan bu bolimde, parametrik denklemiyle verilen bir
egrinin, bir parametrik ylzey lzerine merkezil izdisiima, ikinci mertebeden Taylor
yaklasimi kullanilarak incelenecek ve olusan kesme hatasinin hesaplanmasina yer

verilecektir.

4.1 lzdisiim Egrisi icin Birinci ve ikinci Dereceden Diferansiyel Esitlikler

3-boyutlu Oklid uzayinda bir parametrik egri

pt)=[x®) y(t) 2] (4.0)
ve bir parametrik ylizey

S(u,w) =[x(u,w) y(uw) z(u,w] (4.2)
olsun. Egri ve yuzeyin kesismedigi kabul edilmektedir.

Egri Uzerindeki bir p noktasinin S ylzeyi Uzerindeki C merkezli izdiisimG g olsun.

P noktasi egri boyunca hareket ettikce ¢ noktasi S Uzerinde bir egri gizer. izdiisim

egrisinin q(u,W) noktasi, S ylizeyinin U ve W parametrelerinin bir fonksiyonudur.

Bununla birlikte

q(u,w): S(u(t),w(t)) (4.3)

olacak sekilde ana egrinin t parametresiyle iliskilendirilebilir.
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Sekil 4.1 Merkezil izdiisiim

Ylzey Uzerinde olmayan bir C noktasi alindiginda, merkezil izdusiim esitliginden

[p(t)-C]x[at)-C]=0 (4.4)
yazilabilir [13].

(4.4) esitliginin t’ye gore tlrevi alinirsa

dp dg ~
Ex[q(t)—C]Jr[p(t)—C]xa_O

veya
dp du dw | =
dtx[q(t)—C]+[p(t)—C]>{Sudt+SWdt}—0 (4.5)
elde edilir. Bu esitlik dlizenlenirse

du dw @X B
(s, ><[p(t)—c:])a+(swx[p(t)—c])E - [a)-C] (4.6)

olup, bu esitligin her iki tarafi S, ile skaler carpilirsa

w
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du

d
(su x[p(t)—c],sw>dt=<d':x[q(t)—c],sw> (4.7)

elde edilir. Buradan
dp

A=—x|qglt)-C
it [OI() ]

olmak Uzere

d7u _ _<A’ Sw>
dt (S, xS,.[pt)-C])

(4.8)

bulunur. Burada C merkezi <SuxSW,[p(t)—C]>¢0 olacak sekilde secilmektedir.

Benzer sekilde (4.6) esitliginin her iki tarafi S ile skaler garpilirsa

u

dw /d
<wa[p(t)—C]'Su>(;:/=<£><[Q(t)—0],8u> (4.9)
olup,
dw (AS,)

aw_ 4.10
dt (s, xS,.[p)-C]) (4.10)

olarak bulunur. Boylece (4.8) ve (4.10) esitliklerinden birinci dereceden diferansiyeller

elde edilir.

ikinci tiirevlerin bulunabilmesi icin (4.6) esitliginin t’ye gére tiirevi alinirsa;

ds do \d q2
[ “x[p®-Cl+s, X(ji)](;:+(su <[pO-C]) 7 +

dt
ds dp ) dw d’w

+ —Ex|[pt)-C|[+S, x— |— +(S, x| pt)-C|)—-

(dt [p®)-C]+s, dtjdt (sux[pr-c])

d’p dp ( du dw)

= x[gt)-C|+—x|S, —+S, — 411
dt? [a -] dt \ “dt "t (41D

esitligi bulunur. Bu esitlik diizenlenirse
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dt

d’p dp ( duj dp ( dw)

=——x[qt)-C|+—x| S, — |+ x| S — 412
dt? [a)-c] dt Ydt ) dt Yot (412)
elde edilir.

ds, du dw

~u-g 48 4.13
g “dt " dt (4.13)
ve

ds, du dw

Sw g 4s, 4.14
dt Yt dt (414)

esitlikleri (4.12) denkleminde yerine yazilirsa;

du ? du dw dp \du d%u
[suu[dtj S o0l 5, 2 |2 +fs, 00 -C])

du dw dw dp ) dw d’w
I S
d2 du (dp dw
e [ (t) - c:] (th j ( xSWj (4.15)

dt dt dt

elde edilir. Bu esitlik diizenlenirse

du du dw dw ? d2u
(Su“(dtj +2S,, v ar sww(dtj x[p(t)—C]+(Sux[p(t)—C])dt2

d’w  d?%p dp jdu (dp jdw
S X —C _— = X — R - X _
+(s, x[p®)-C]) i [act) (:]+2(dt S 2 S . (4.16)

dt dt

seklini alir. (4.16) esitliginin her iki tarafi S, ile skaler carpilirsa
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d? d d d d
B= dtsz[q(t)—C]+2(dF:xSuj u+2(pxswj i

dt o \dt dt
2 2
du du dw dw
—| Syl — | +2S,——+S,,| — | [x|pt)-C
[““(dtj "t dt Ww(dtj] [pt)-C]

olmak ulzere
d? -(B,S

;= (B.5,) (4.17)
dt? (S, xS,.[p®)-C])
bulunur. Benzer sekilde (4.16) esitliginin her iki tarafi S ile skaler carpilirsa
d? B,S

w < u> (4.18)

dt® (s, xS,.[p(t)-C])

elde edilir. Buradan (4.17) ve (4.18) esitliklerinden ikinci dereceden diferansiyeller

bulunur.

4.2  Egriilerleyisi

Sekil 4.2’de ana egri Uzerindeki p noktasi hareket ettikce, p noktasinin izdlisimu de
S vyizeyi Uzerindeki izdiisim egrisi Uzerinde hareket eder. Ozel olarak p(ti)
noktasindan p(ti+l)noktasma ilerlendiginde, buna karsilik izdisim noktasi da

g = S(ui,Wi) noktasindan ¢, :S(u W

i+1) noktasina ilerler.

i+1?
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‘ p(t)

AN

L\

Sekil 4.2 Parametrik Egri Uzerinde ilerleyis
ikinci mertebeye kadar Taylor serisi acilimi yapilirsa k’ daki artis k = At olmak lizere
du dw| 1| d’ d®w
[0 Wy ] = U]+ = = [k+ 2| =5 = k? (4.19)
dt dt 2| dt® dt
esitligi yazihr.
Eger k = At sabit adim buyukligi ise, (4.19) esitligine yerlestirilerek izdlisiim egrisinin
ardisik (ui,Wi) noktalari bulunabilir. Buna ragmen izdiisim noktalari iyi orantili

olmayabilir.

Ana egri Gzerindeki sabit adim uzunlugu Vo, I' yay uzunluk fonksiyonu olmak tzere

d
ar = (3. y,.2) ot - de i (@20
seklindedir.
Boylece
k = ! (4.21)

v
dp| ®
dt
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olmak tzere t,,, =t. +k ve (4.8), (4.10), (4.17), (4.18) ve (4.19) esitlikleri kullanilarak

izdlisim egrisi boyunca ilerlenir.

Vg izdlisim egrisinde sabit adim wuzunlugu, S vyay uzunluk fonksiyonu ve

d d d
j: SU7U+SW—W olmak Gzere,
dt dt dt
d
ds = |29 gt
dt
du dw
=S, — +S,,—]|dt 4.22
Yat " dt (422

esitligi yazilir. Boylece

1

S dquS dw
Ydt " dt

(4.23)

Vg

olmak uzere t,,, =t +k ve (4.8), (4.10), (4.17), (4.18) ve (4.19) esitlikleri kullanilarak

izdisim egrisi boyunca ilerlenir.

4.3 Hata Yaklasimi

izdiisim noktalari bulunurken ikinci mertebeden Taylor seri acihmi yapildigindan,
kesme hatalari olusabilir. Bu kisimda anlatilan yaklasim olusan kesme hatalan

sonucunda izdlsim egrisinde sapmayi azaltmak icin kullanilabilir.

Giyg =S (0i+1’wi+l) noktasinin (4.19) denkleminden yani
d d l d2 d2
[Giw‘ﬂ’m]:[ui,wi]{ u W}“f { : W}kz

dt'dt ] 2| dt’dt®

esitligi yardimiyla elde edilen izdiisim noktasi oldugunu varsayalim.

~

Gy = S(l]i+1,wi+1), Piy = p(ti+1) ve (= S(ui+l'Wi+1) oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla

—

(pi+1_C)X(qi+l_C):g¢0 (4.24)
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dir.

[AU,AW] sapma vektori olmak Gzere;

qi+1 =3 (ui+1’ Wi+1) =3 (0i+1 + Au’VAVi+1 + AW) (4-25)

olarak yazilabilir. (4.4) esitliginden merkezil izdlisim taniminin

(Pia _C)X(qm -C) =0

oldugunu biliyoruz.

Hata yaklagim vektori [Au,AW] 'yi hesaplayabilmek igin,

Gy =S (Upyq, Wy ) + S,AU+ S, AW (4.26)
O,y =Gy + S,AU+ S AW (4.27)

olarak yazilir. (4.27) esitligi, (4.4) denkleminde yerine yazilirsa;

(Piy —C)x((6Guy +S,AU+S,AW)~C) =0 (4.28)
(Pra—C)x (61 —C)+(pry —C)x(S,AU+S,AW) =0 (4.29)
(P —C)x(S,Au+S,AW)=—¢ (4.30)
elde edilir.

(4.30) esitliginin her iki tarafi S, ile skaler ¢arpilirsa

Au = (2:5) (4.31)
(s, x5,.[p())-C])

elde edilir. Benzer sekilde (4.30) esitliginin her iki tarafi S

_<8'SU>

"= (s, xSu [P -C]) (4.32)

, ile skaler carpilirsa

elde edilir. Buradan bulunan (4.31) ve (4.32) esitliklerinden hata yaklasim vektori

hesaplanir.
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(4.30) denkleminden elde edilen & degerinin normu hesaplanir. Bulunan ”g” degeri,

daha 6nceden belirtilen o kesme hatasindan buyik oluyorsa yani HgH > a oluyorsa

iterasyona devam edilir ve izdlisim egrisi bulunur.

4.4 izdiisiim Egrisinin Cizimi icin Algoritma

Bu bélimde ylizey Uzerine izdlisim noktalarinin hesaplanmasi amaciyla bir algoritma

verilmistir. Bu algoritma asagidaki sekilde 6zetlenebilir.

Parametrik ylizey S(u,w), parametrik egri p(t), merkez noktasi C, baslangic izdiisiim
noktasi, bu noktanin yiizey izerindeki ilk izdlisiim noktasi ve hata esik degeri kullanici

tarafindan girilecektir. [al,a2] araligi izdusimu yapilacak olan egrinin araligi olarak

secilecektir.

(1) p(al)noktasina karsilik gelen g(al) izdiisiim noktasi hesaplanir.

(2) u; =u0 ve w, =wO0 olarak atanir.

du dw d%u d?w . )
(3) —, —, —, — turevleri hesaplanir.

dt’ dt” dt® dt
(4) (0i+1,wi+1) degerleri ve ¢ degeri bulunur.

(5) [AU,AW] hata sapma vektori hesaplanir ve izdlisiim noktasi bulunur.

A

(6) (ui , W, ) = (ui+l,wi+l) olarak atanir ve HSH > oldugu siirece ikinci adimdan isleme

devam edilir.

4.5 izdiisiim Egrisinin Cizim Programi

Ana egrinin verilen parametrik ylzeye gore izdliisim egrisini cizdirmek amaciyla
asagidaki program verilmistir. Bu programda [al,aZJ aralhigl izdisimu yapilacak olan
egrinin araligl olarak segilsin. Bu aralik gizdirilmek istenen egriye gore kullanici
tarafindan girilecektir.

syms uw t;

input('YUzeyin 1. bilesenini giriniz, f1=");
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fl=ans

sl=symfun(f1, [u w])

input('Yizeyin 2. bilesenini giriniz, f2=");
f2=ans

s2=symfun(f2, [u w])

input('Yuizeyin 3. bilesenini giriniz, f3=");
f3=ans

s3=symfun(f3, [u w]);

[=[s1 s2 s3]

s=[f1 f2 f3]

input('Egrinin 1. bilesenini giriniz, g1=');
gl=ans

pl=symfun(gl, [t])

input('Egrinin 2. bilesenini giriniz, g2=');
g2=ans

p2=symfun(g2, [t])

input('Egrinin 3. bilesenini giriniz, g3=');
g3=ans

p3=symfun(g3, [t])

p=[p1p2 p3]

input('Egrinin parametre araliginin baslangi¢ noktasini giriniz, al=");
al=ans

input('Egrinin parametre araliginin bitis noktasini giriniz, a2=");
a2=ans

input('Adim araligini giriniz, vp=');
vp=ans;

input('Merkez noktasini giriniz, C=');
C=ans;

input('Baslangig izdiisim noktasini giriniz, g=");
g=ans

input('Kesme hatasini giriniz, h=");
h=ans

input('ilk izdistim noktasina karsilik gelen uO degerini giriniz, u0=");
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uO=ans

input(' ilk izdiisim noktasina karsilik gelen w0 degerini giriniz, w0=");
wO0=ans

ui=u0

wi=wO0

tsu=diff(s,u)
tsul=tsu(:,1)
x1=symfun(tsul,[u,w])
tsu2=tsu(:,2)
x2=symfun(tsu2,[u,w])
tsu3=tsu(:,3)
x3=symfun(tsu3,[u,w])
x4=[x1 x2 x3]
su=x4(ui,wi)
tsw=diff(s,w)
tswil=tsw(:,1)
x5=symfun(tswl,[u,w])
tsw2=tsw(:,2)
x6=symfun(tsw2,[u,w])
tsw3=tsw(:,3)
x7=symfun(tsw3,[u,w])
x8=[x5 x6 x7]
sw=x8(ui,wi)
tsuu=diff(tsu,u)
tsuul=tsuu(:,1)
x9=symfun(tsuul,[u,w])
tsuu2=tsuu(:,2)
x10=symfun(tsuu2,[u,w])
tsuu3=tsuu(:,3)
x11=symfun(tsuu3,[u,w])
x12=[x9 x10 x11]
suu=x12(ui,wi)

tsww=diff(tsw,w)
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tswwl=tsww(:,1)
x13=symfun(tsww1,[u,w])
tsww2=tsww(:,2)
x14=symfun(tsww2,[u,w])
tsww3=tsww(:,3)
x15=symfun(tswws3,[u,w])
x16=[x13 x14 x15]
sww=x16(ui,wi)
tsuw=diff(tsu,w)
tsuwl=tsuw(:,1)
x17=symfun(tsuwl,[u,w])
tsuw2=tsuw(:,2)
x18=symfun(tsuw2,[u,w])
tsuw3=tsuw(:,3)
x19=symfun(tsuw3,[u,w])
x20=[x17 x18 x19]
suw=x20(ui,wi)
zt=diff(p,t);

ztt=diff(zt,t);

pt=zt(al);

ptt=ztt(al);
k=vp/sqrt(sum(pt.”2))
A=cross(pt,g-C)
Suxsw=cross(su,sw)
X=dot(A,sw)
Y=dot(suxsw,p(al)-C)
Z=dot(A,su)

ut=-X/Y

wt=2/Y

E=cross(ptt,g-C)
F=cross(pt,su)

G=cross(pt,sw)

H=suu*ut.A2+2*ut*wt*suw+sww*wt.A2
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J=cross(H,p(al)-C)
B=E+2*ut*F+2*wt*G-J
T1=dot(B,sw)
T2=dot(B,su)
utt=-T1/Y;

wtt=T2/Y;
hu=ui+ut*k+(utt*k.A2)/2
hw=wi+wt*k+(wtt*k.A2)/2
z=l(hu,hw);

yp=p(al);
Eps=cross(yp-C,z-C);
m=sqrt(sum(Eps."2))
ql=q(,1)

92=q(:,2)

93=q(:,3)
plot(ql,92,93)

hold on

v=al;

while m>h

v=v+k;

if v>a2

break

end

yp=p(v);

tsu=diff(s,u)
tsul=tsu(:,1)
x1=symfun(tsul,[u,w])
tsu2=tsu(:,2)
x2=symfun(tsu2,[u,w])
tsu3=tsu(:,3)
x3=symfun(tsu3,[u,w])
x4=[x1 x2 x3]

su=x4(ui,wi)
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tsw=diff(s,w)
tswil=tsw(:,1)
x5=symfun(tsw1i,[u,w])
tsw2=tsw(:,2)
x6=symfun(tsw2,[u,w])
tsw3=tsw(:,3)
x7=symfun(tsw3,[u,w])
x8=[x5 x6 x7]
sw=x8(ui,wi)
tsuu=diff(tsu,u)
tsuul=tsuu(:,1)
x9=symfun(tsuul,[u,w])
tsuu2=tsuu(:,2)
x10=symfun(tsuu2,[u,w])
tsuu3=tsuu(:,3)
x11=symfun(tsuu3,[u,w])
x12=[x9 x10 x11]
suu=x12(ui,wi)
tsww=diff(tsw,w)
tswwil=tswwf(:,1)
x13=symfun(tsww1l,[u,w])
tsww2=tsww(:,2)
x14=symfun(tsww2,[u,w])
tsww3=tsww(:,3)
x15=symfun(tsww3,[u,w])
x16=[x13 x14 x15]
sww=x16(ui,wi)
tsuw=diff(tsu,w)
tsuwl=tsuw(:,1)
x17=symfun(tsuw1,[u,w])
tsuw2=tsuw(:,2)
x18=symfun(tsuw2,[u,w])

tsuw3=tsuw(:,3)
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x19=symfun(tsuw3,[u,w])
x20=[x17 x18 x19]
suw=x20(ui,wi)
zt=diff(p,t);

ztt=diff(zt,t);

pt=zt(v);

ptt=ztt(v);
k=vp/sqrt(sum(pt.A2))
A=cross(pt,q-C)
SUXSW=Cross(su,sw)
X=dot(A,sw)
Y=dot(suxsw,p(v)-C)
Z=dot(A,su)

ut=-X/Y

wt=Z/Y

E=cross(ptt,g-C)
F=cross(pt,su)
G=cross(pt,sw)
H=suu*ut.A2+2*ut*wt*suw+sww*wt.A2
J=cross(H,p(v)-C)
B=E+2*ut*F+2*wt*G-J
T1=dot(B,sw)
T2=dot(B,su)

utt=-T1/Y;

wtt=T2/Y;
hu=ui+ut*k+(utt*k.A2)/2;
hw=wi+wt*k+(wtt*k.A2)/2;
ui=hu;

wi=hw;

a=hu;

b=hw;

z=l(hu,hw);
Du=dot(Eps,sw)/dot(suxsw,p(v)-C);

41



Dw=-dot(Eps,su)/dot(suxsw,p(v)-C);
Eps=cross(yp-C,z-C);
m=sqrt(sum(Eps.2));
aa=a+Du;

bb=b+Dw;
x=s1(aa,bb);
y=s2(aa,bb);
z=s3(aa,bb);

a=[xy z];

plot3(x,y,z)

hold on

end

4.6 Merkezil izdiisiim i¢in Ornekler

1) te[O,Z;z] olmak uzere p(t):(cost,sint,Z) egrisinin S(u,w):(u,w,o) duzlemi
uzerine vp=0,02 adim araligi ve h=0,0001 kesme hatas! ile birlikte Cz(0,0,l)

merkezli merkezil izdlisim egrisini bulalim.

Yukarida verilen programda [al,az] arahg bu ornekte [O,27z] olarak alinmistir. p
egrisinin  baslangic noktasinin S ylzeyi Uzerindeki ilk izdusim noktasi

q(O) = (ql,qz,q3) olsun. Merkezil izdlisiim esitliginden

[p(0)-c]x[a(0)-c]-0

yazilir. Buradan

[(10:2)- (0.0.) ][ (0,.:) (0.01)] -0

(L0,1)x (0,00, -1)=0 = (=a,,1—0, +7,0,)=(0,0,0)

elde edilir. Ayrica

q(0)= S(uo’Wo):(uovWO’o):(qlqu’qs)
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oldugu g6z 6niine alinirsa, q(O) =(q1,q2,q3):(—1,0,0) ve (uo,wo) =(—1,0) olarak
bulunur. Boylece yukaridaki program MATLAB(8.3.0.532) ile galistirilirip sonlandiktan

sonra esas egri de cizdirilirse asagidaki sekil elde edilmektedir.

) )

13 S~ /
L 1

0.5-

Sekil 4.3 Cemberin Merkezil izdiisimi

ikinci mertebeden Taylor yaklasimiyla merkezil izdiisim yapilirken adim araligi ve
kesme hatasi kiictldikce izdlslim egrisi ve ana egri arasindaki sapma miktari az olur.
Asagida farkli adim araliklari ve kesme hatalariyla girilen egrilerin karsilastiriimasi

verilmistir.
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0.5

-0.5-

Sekil4.4 v, = 0.1 ve h=0.001alnarak izdusim egrisi

l [ /'M,\
0.5
o |
-0.5-
1
r r r r r r r
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Sekil 4.5 Vp = 0.02 ve h=0.00001 alinarak izduisiim egrisi
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2) te[—2,2] olmak (zere p(t)=(t2,t,3) egrisinin S(u,w):(u,W,O) dizlemi

uzerine vp=0,1 adim araligi ve h=0,001 kesme hatasi ile birlikte C:(1,0,2)

merkezli merkezil izdlstim egrisini bulalim.
Yukarida verilen programda [al,aZ] araligi bu 6rnekte [—2,2] olarak alinmistir.

p egrisinin baslangic noktasinin S ylzeyi Uzerindeki ilk izdisim noktasi

q(—2) = (ql,qz,q3) olsun. Merkezil izdlisiim esitliginden

[p(-2)-c]x[a(-2)-c]-0

yazilir. Buradan

[(4-23)-(10.2) |x[(a,0,.0,) ~(2.0,2) ]=0
(3-22)x(0,~1.6,,0,-2) =0

(—20; +4-0,,-30; +5+0,,30, + 20, —2) =(0,0,0)
elde edilir. Ayrica

A(-2) =S (U W) = (U, W5, 0) = (1, 6. )

oldugu goz 6nine alinirsa, q(—2) = (q11quQ3) = (—5,4,0) ve (uO,WO) = (—5,4) olarak
bulunur. Boylece program MATLAB(8.3.0.532) ile ¢alistirilirip sonlandiktan sonra esas

egri de cizdirilirse asagidaki sekil elde edilmektedir.
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Sekil 4.6 Paraboliin Merkezil izdiisimii

3) te[0,27z] olmak Uzere p(t):(ZCOSt+20054t,2$int—28in4t,3) egrisinin
S(u,w):(u,W,O) duzlemi tzerine vp=0,02 adim araligit ve h=0,00001 kesme

hatasi ile birlikte C =(0,0,1) merkezli merkezil izdisiim egrisini bulalim.

Yukarida verilen programda [al,aZ] araligl bu ornekte [O,Z;r] olarak alinmistir. p
egrisinin  baslangic noktasinin S ylzeyi Uzerindeki ilk izdisim noktasi

q(O) = (ql,qz,qg) olsun. Merkezil izdiislim esitliginden

[p(0)-c]+[a(0)-C]=0
yazilir. Buradan

[(4' 0, 3) - (O' 0’1):| x [(qlv 4y, CI3) - (O, 011):| = 6

(4,0,2)x(0, 0,0, -1) =0 = (-20,,4—4q, +2q,,40,) =(0,0,0)

elde edilir. Ayrica
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q(0)= S(uo’Wo):(uovWO’o):(qlqu’qs)

oldugu goz 6nine alinirsa, q(O):(ql,qz,qg) :(—2,0,0) ve (uo,wo) :(—2,0) olarak
bulunur. Boylece program MATLAB(8.3.0.532) ile galistirilirip sonlandiktan sonra esas

egri de gizdirilirse asagidaki sekil elde edilmektedir.

Sekil 4.7 Hypotrochoid Egrisinin Merkezil izdiisimii

4) tE[O,Zﬂ'] olmak Uzere p(t)=(38in(2t+l),4sint,5) egrisinin S(u,W):(u,W,O)
duzlemi Uzerine vp=0,02 adim araligi ve h=0,0001 kesme hatasi ile birlikte

C= (2,1,3) merkezli merkezil izdistim egrisini bulalim.
Yukarida verilen programda [al,aZ] araligi bu érnekte [O,Z;r] olarak alinmistir.

p egrisinin baslangic noktasinin S ylizeyi Uzerindeki ilk izdUisim noktasi

q(O) = (ql,qz,qs) olsun. Merkezil izdisiim esitliginden
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[p(0)-c]x[a(0)-c]=0

yazilir. Buradan

[(2.5244,0,5) - (2,1,3) |x[ (4, 0,.65) - (2.1,3) | =0

—

(0.5244,-1,2)x(q, 2,9, 1,0, ~3) =0

(5-0; —20,,(3—0,)0.5244 + 2, — 4, (q, —1)0.5244 + g, —2) =(0,0,0)
elde edilir. Ayrica
q(O) = S(UO’WO)z(UO’WO’O) =(q1’q2'q3)

oldugu gbz o6nlne alinirsa, q(O):(ql,qz,q3):(l.25,2.5,0) ve (uO,WO):(1.25,2.5)

olarak bulunur. Boylece program MATLAB(8.3.0.532) ile ¢alistirihrip sonlandiktan sonra

esas egri de cizdirilirse asagidaki sekil elde edilmektedir.

—'—'—:_—'_"—
5. ,
4»‘

Sekil 4.8 Lissajous Egrisinin Merkezil izdiisimii
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BOLUM 5

SONUC VE ONERILER

Bu calismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda uzayda parametrik bir egrinin, parametrik bir
ylzey lizerine merkezil izdlisim incelenmistir. Elde edilen izdlisiim egrisinin birinci ve
ikinci dereceden diferansiyel o6zellikleri analiz edilmistir. Olusan izdisim egrisini
hesaplamak amaciyla ikinci mertebeden Taylor acgilimi kullanilmis ve izdisim bir
algoritma ile gosterilmistir. Verilen orneklerde farkli adim araliklari ve kesme hatasi
secilerek izdusurulen egrilerin sapma miktarlari gosterilmistir. Daha kiguk kesme

hatalari secildiginde izdlsiim egrisinde olusan sapma miktarinin azaldigl gbzlenmistir.

Benzer diisiinceyle; 4-boyutlu Oklid uzayinda verilen egrilerin bir hiperyiizey iizerine

merkezil ve paralel izdlstmleri arastirilabilir.
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