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Bu tez ¢alismasi 9 boliimden olugmaktadir.

Birinci boliimde, 3-boyutlu Oklid ve Minkowski uzaylarinda temel tanim ve
teoremler verildi. Ardindan Lucas polinomlar1 tanitilarak, toplam formiilii, rekiirans
bagintisi, Binet formiilii ve baz1 6zellikleri verildi.

ikinci bolimde, E® 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catiya gére sabit
genislikli egriler ile E} 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop c¢atiya gore sabit

geniglikli timelike ve spacelike egriler incelendi ve bu egrileri karakterize eden
diferensiyel denklem ve denklem sistemleri verildi.

Ucglincti bélimde, Oklid 3-uzayinda Frenet catiya gore birim hizli olmayan
kiiresel egriler ile Minkowski 3-uzayinda Frenet catiya gore birim hizli olmayan
Lorentziyen kiiresel timelike, spacelike egriler ve hiperbolik kiiresel spacelike egriler
incelenerek bu egrilerin diferensiyel denklem karakterizasyonlar: verildi.

Dérdiincii boliimde, degisken katsayili lineer diferensiyel denklemler, genel
lineer diferensiyel denklem sistemleri ile normal formdaki lineer diferensiyel
denklem sistemlerinin ¢bzimu igin rezidii hata fonksiyonuna dayali Taylor siralama
ve Lucas siralama metodlar1 verildi.

Besinci boliimde, 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catiya gore sabit
genislikli egrileri karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin Taylor ve
Lucas siralama metodlar1 kullanilarak yaklasik ¢éziimleri verildi.

Altinc1 bolimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catiya gore sabit
genislikli timelike ve spacelike egrileri karakterize eden diferensiyel denklem
sistemlerinin Taylor ve Lucas siralama metodlar1 kullanilarak yaklasik c¢oziimleri
verildi.

Yedinci boliimde, Oklid 3-uzayinda Frenet gatiya gore birim hizli olmayan
kiiresel egrileri karakterize eden diferensiyel denklemlerin Taylor ve Lucas siralama
metodlar1 kullanilarak yaklasik ¢oziimleri verildi.
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Sekizinci bolimde, Minkowski 3-uzayinda Frenet catiya gore birim hizli
olmayan Lorentziyen Kkiresel timelike ve spacelike egrileri karakterize eden
diferensiyel denklemlerin Taylor ve Lucas siralama metodlart kullanilarak yaklasik
cozimleri verildi.

Dokuzuncu bélimde, Minkowski 3-uzayinda Frenet catiya gore birim hizl
olmayan hiperbolik kiresel spacelike egrileri karakterize eden diferensiyel

denklemlerin Taylor ve Lucas siralama metodlar1 kullanilarak yaklagik ¢oziimleri
verildi.

Anahtar Kelimeler: Sabit genislikli egriler, kiiresel egriler, Taylor siralama metodu,
Lucas siralama metodu, diferensiyel karakterizasyon.
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This thesis consists of nine sections.

In the first section, basic definitions and theorems in 3-dimensional Euclidean
and Minkowski spaces are given. Lucas polynomials are introduced. Then sum
formula, recurrence relation, Binet formula and some identities of the Lucas
polynomials are given.

In the second section, the curves of constant breadth according to Bishop
frame in 3-dimensional Euclidean space E®, and the timelike and spacelike curves of
constant breadth according to Bishop frame in 3-dimensional Minkowski space E’

are studied. Then differential equations and differential equation systems
characterizing these curves are given.

In the third section, the non-unit speed spherical curves according to Frenet
frame in Euclidean 3-space, and the non-unit speed Lorentzian spherical timelike and
spacelike curves and the non-unit speed hyperbolic spherical spacelike curves are
studied. Then differential equation characterizations of these curves are given.

In the fourth section, for solving linear differential equations with variable
coefficients, general linear differential equation systems and systems of linear
differential equation in normal form, Taylor collocation and Lucas collocation
methods based on residual error function are given.

In the fifth section, approximate solutions of the differential equation systems
characterizing curves of constant breadth according to Bishop frame in 3-
dimensional Euclidean space are given by using Taylor and Lucas collocation
methods.

In the sixth section, approximate solutions of the differential equation
systems characterizing timelike and spacelike curves of constant breadth according
to Bishop frame in 3-dimensional Minkowski space are given by using Taylor and
Lucas collocation methods.
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In the seventh section, approximate solutions of the differential equations
characterizing non-unit speed spherical curves according to Frenet frame in
Euclidean 3-space are given by using Taylor and Lucas collocation methods.

In the eighth section, approximate solutions of the differential equations
characterizing non-unit speed Lorentzian spherical timelike and spacelike curves
according to Frenet frame in Minkowski 3-space are given by using Taylor and
Lucas collocation methods.

In the ninth section, approximate solutions of the differential equations
characterizing non-unit speed hyperbolic spherical spacelike curves according to

Frenet frame in Minkowski 3-space are given by using Taylor and Lucas collocation
methods.

Keywords: Curves of constant breadth, spherical curves, Taylor collocation method,
Lucas collocation method, differential characterization.
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GIRIS

Sabit genislikli egriler ve kiiresel egriler matematikteki dnemli konulardandir.
Ciinkii bu egriler 6zellikle miithendislikte sik¢a karsilasilan ve kullanilan egrilerdir.
Bundan dolayi, birgok matematik¢i bu egriler iizerine calismalar yapmis ve bilimsel

makaleler yayinlamiglardir.

En yaygin sabit geniglikli egri 6rnegi ¢cemberdir. Ayrica diizlemde sabit
genislikli olan bir siirli 6rnek s6z konusudur. Bunlardan en c¢ok bilinen Reuleaux
Ucgenidir. Sabit genislikli egrilerin, makine pargalart ve madeni para sekilleri gibi

birgok uygulama alanlar1 vardir.

Sabit genislikli egriler lizerine ilk ¢alisma Euler tarafindan yapilmistir [1].
Euler bu ¢aligmasinda diizlemde sabit genislikli egrileri tanimlamistir. Daha sonra
Fujiwara sabit genislikli egrileri 3-boyutlu Oklid uzayina tastyarak, bu egrilerin 3-
boyutlu Oklid uzayinda tanimlamasini yapmustir [2]. Daha birgok matematikci bu
egrileri incelemis ve Onemli sonuglar elde etmistir [3,4,5,6,7,8]. Reuleaux
“Kinematics of Machinery” adli ¢alismasinda sabit genislikli egrilerin miithendislik
ve kinematikteki uygulamalarina yer vermistir [9]. Kdse 1982 yilindaki dogentlik
tezinde sabit genislikli egriler ve bu egrilerin baz1 karakterizasyonlarini incelemistir
[10]. Ardindan “Diizlemde ovaller ve sabit genislikli egrilerin bazi ozellikleri” adl
eserinde ise Mellish’in (1931) sonuglari1i Minkowski fonksiyonuna ve bu
fonksiyonun tiirevine baglayarak ovalin karsit noktalarindaki egrilik yarigaplari ile
ilgili baz1 6nemli sonuglara ulagsmistir [11]. Dahas1 Kose 1986 yilindaki makalesinde
bir uzay egrisi verildiginde egri ile karsilikli noktalarindaki tegetleri paralel, zit yonlii
ve bu noktalar arasindaki uzakliklar1 sabit olan bir uzay egrisinin bulunabilecegini

gostermistir [12]. Ayrica sabit genislikli bir egrinin toplam burulmasinin 2kz (k € Z)

oldugunu bulmustur. Sezer, [13]'te sabit genislikli egrilerin diferensiyel
karakterizasyonlarin1 vermis ve 3-boyutlu Oklid uzayimda bir egrinin sabit genislikli
olmasi i¢in gerekli kriteri ortaya koymustur. Ardindan Akdogan ve Magden sabit
genislikli egrileri n-boyutlu Oklid uzayma tasiyarak, sabit genislikli egrileri
karakterize eden bir diferensiyel denklem sistemini elde etmis ve bu denklem
sisteminin yaklasik bir ¢oziimiinii vermistir [14,15]. Daha sonra Onder ve ark. 3-
boyutlu Minkowski uzayinda sabit genislikli timelike ve spacelike egrileri incelemis
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ve bu egrilerin bir diferensiyel denklem karakterizasyonunu elde etmistir [16].
Ayrica, 3-boyutlu Minkowski uzayinda bir egrinin sabit geniglikli olmasi igin gerekli
kriteri vermistir. Ardindan Kocayigit ve Onder 3-boyutlu Minkowski uzayinda sabit
genislikli timelike ve spacelike egrilerin bazi durumlarda normal egriler, helis ve
kiiresel egriler olma durumlarini incelemislerdir. Dahas1 kapali sabit genislikli
spacelike bir egrinin toplam burulmasinin 0 (sifir), sabit genislikli timelike bir

egrinin ise toplam burulmasinin 2nz (neZ) oldugunu gostermislerdir [17].

Temel diferensiyel geometri kitaplarinda bir egrinin kiiresel olma sarti,
egrinin egrilik ve burulmasina bagli olarak verilmistir [18,19,20]. Wong 1963 deki
makalesinde bir egrinin kiiresel olmasi i¢in daha kapsamli bir formiil gelistirmistir
[21]. Daha sonra Breuer ve Gottlieb 3-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel egrileri
karakterize eden diferensiyel denklem igin bir ¢6ziim vermis ve egrinin egrilik
yarigapinin burulma cinsinden karsiligin1 elde etmistir [22]. Ardindan Wong, Breuer
ve Gottlieb in 1971’de kiiresel egriler i¢in verdigi karakterizasyonu gelistirerek daha
kapsamli hale getirmistir [23]. Daha sonra Ozdamar ve Hacisalihoglu 1974°de
kiiresel egrileri n-boyutlu Oklid uzayma tasiyarak, n-boyutlu Oklid uzayinda
kiiresel egriler igin bazi karakterizasyonlar vermistir [24]. Mehlum ve Wimp 3-
boyutlu Oklid uzayinda kiiresel egriler icin bir diferensiyel karakterizasyon vermistir.
Buna gore, 3-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel egriler, egrinin egrilik ve burulmasia
bagli, 3. mertebeden degisken katsayili lineer bir diferensiyel denklemle ifade
edilebilmektedir [25]. Sezer 1989’da 4-boyutlu Oklid uzayinda kiiresel egriler igin
bir diferensiyel ve integral karakterizasyonu vermistir [26]. Pekmen ve Pasali
1999°’da 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli aslinormali spacelike olan
Lorentziyen kiiresel spacelike egriler ig¢in bazi karakterizasyonlardan bahsetmis ve
birim hizli aslinormali spacelike olan spacelike bir egrinin kiiresel olma sartini
bulmustur [27]. Daha sonra Petrovic-Torgasev ve Sucurovic 3-boyutlu Minkowski
uzayinda birim hizli aslinormali timelike veya null olan Lorentziyen kiresel
spacelike egriler icin karakterizasyon vermistir [28]. Ardindan yine Petrovic-
Torgasev ve Sucurovic 3-boyutlu Minkowski uzayinda hiperbolik kure Gzerindeki
birim hizli timelike, spacelike ve null egriler icin baz1 karakterizasyonlardan
bahsetmistir [29]. Benzer ¢alismalar devam etmis ve Petrovic-Torgasev ve Sucurovic

2001’de 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli Lorentziyen kiresel timelike ve



null egriler i¢in baz1 karakterizasyonlar vermistir [30]. Guner ve Ekmekg¢i 2012°de

Bertrand egrilerinin kiiresel egrilerle olan iliskisini ortaya koymustur [31].

Yukarida bahsedilen caligmalara bakilirsa sabit genislikli egriler ve kiiresel
egrileri karakterize eden lineer diferensiyel denklemler ve denklem sistemlerinin elde
edildigi ancak analitik ¢6ziimlerinin tam olarak bulunamadigir goriilmektedir.
Buradan hareketle tezin 4. boliimiinde bahsedilen rezidii hata fonksiyonuna dayali
Taylor siralama metodu ve yeni gelistirdigimiz Lucas siralama metodu yardimiyla
bugline kadar ¢ozulmeyi bekleyen denklem ve denklem sistemleri igin bir ¢6zim
metodu gelistirildi. Bu ¢alismada, 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atiya gore sabit
geniglikli egrileri karakterize eden diferensiyel denklem sistemleri, ve 3-boyutlu
Minkowski uzayinda Bishop ¢atiya gore sabit genislikli timelike ve spacelike egrileri
karakterize eden diferensiyel denklem sistemleri Taylor siralama metodu ve Lucas
siralama metodu vasitasiyla ¢oziime kavusturuldu. Ayrica 3-boyutlu Oklid uzayinda
birim hizli olmayan kiresel egriler, ve 3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli
olmayan Lorentziyen kuresel timelike ve spacelike egriler ile hiperbolik kuresel
spacelike egrileri karakterize eden diferensiyel denklemler elde edilerek, yine Taylor
ve Lucas siralama metodlar1 vasitasiyla bu denklemlerin yaklasik olarak ¢oziimleri
bulundu. Sabit genislikli egrileri karakterize eden denklem veya denklem
sistemlerinin  ¢ozulmesiyle birlikte bir egrinin sabit genislikli oldugu egri
belirlenebildi. Aynmi1 zamanda kiiresel egrileri karakterize eden diferensiyel
denklemlerin ¢oziilmesiyle birlikte kiiresel egrilerin egriligi, burulmasi ve hizi
bilindiginde denklemlerinin belirlenmesi miimkiin hale geldi. Bu tez g¢alismasi
Geometri ve Uygulamali Matematigin kesisimi olarak diisiiniilebilir. Bu tez ¢aligsmasi
bircok bilim dalinda karsilasilan diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin

¢O0zUme kavusturulmasina onderlik edecek bir ¢caligmadir.



1. TEMEL KAVRAMLAR

1.1. 3-Boyutlu Oklid ve Minkowski Uzaylarinda Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 1.1.1. R® uzayinda iki vektor a=(a,a,,a,) ve b=(h,b,,b,) olmak tizere
<5,6> —ab +a,b, +ab,
esitligiyle tanimlanan R®xR® >R, (5,5)—><5,5> fonksiyonu, R® uzayinda bir i¢

carpimdir. Bu i¢ ¢arpima, R® uzayinin Oklid i¢ ¢arpimi denir [32].

Tamim 1.1.2. R® uzayinda bir vektdr a=(a,a,,a,) olmak lzere

Jol= (@)

esitligiyle tanimlanan R® - R, 5—>”5H fonksiyonuna, R® uzayinda norm denir [32].

Tanimm 1.1.3. R" de bir agik ciimle U olmak Uzere bir
f:U->R

fonksiyonunun k -yinci mertebeden biitiin kismi tiirevleri var ve siirekli iseler f

fonksiyonuna C* sinifindan diferensiyellenebilirdir, denir [32].

Tanim 1.1.4. R® uzaymdaki birim kiire

s? ={a=(a1,a2,a3)eR3|af+a§+a§ =1}

seklinde tanimlanir. [33].

Tanim 1.1.5. R® uzayinda birim hizli «:1 — R® egrisi igin
T(s)=a (s)
esitligi ile belirli T(s) vektoriine, « egrisinin a(s) noktasindaki birim teget vektorii

denir [32].

Tamm 1.1.6. R® uzayinda birim hizli «:1 —» R? egrisi igin

Kl >R, K(s)zuf'(s)




fonksiyonuna, « egrisinin «(s) noktasindaki egrilik fonksiyonu denir. x(s) sayisina

egrinin a(s) noktasindaki egriligi denir [32].

Tanim 1.1.7. R® uzaymnda birim hizli «:1 — R® egrisi igin

N(s) = %f (s)

esitligi ile belirli N(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki aslinormali denir

[32].

Tanim 1.1.8. R® uzayinda birim hizli «:1 — R® egrisi igin
B(s) =T () AN(5)

esitligi taniml1 B(s) vektoriine, o egrisinin a(s) noktasindaki binormali denir [32].

Tammm 1.1.9. T(s), N(s), B(s) vektorlerine o:1 —>R® egrisinin a(s) noktasindaki

Frenet vektorleri denir.
{T(s). N(s), B(s)}

kiimesine, a egrisinin «(s) noktasindaki Frenet ¢aris: denir [32].

Tamm 1.1.10. R® uzayinda birim hizli «:1 > R® egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B olmak tizere
71 >R, r(s)=—<§'(s)ﬂ(s)>

fonksiyonuna, « egrisinin a(s) noktasindaki burulma fonksiyonu denir. z(s)

sayisina egrinin «(s) noktasindaki burulmas: denir [32].

Teorem 1.1.1. R® uzaymnda birim hizli «:1 —>R® egrisinin Frenet vektor alanlari

T,N,B, egrilik ve burulmasi sirasiyla «,7 ise

0 0T
N |=|-« 0 7||N (1.2)
‘B" 0 -« 0 B

olur. Bu esitliklere, birim hizli « egrisi i¢in Frenet formilleri denir [32].



Teorem 1.1.2. R® uzayinda birim hizli olmayan «:1 - R® egrisinin Frenet vektor

alanlar1 T,N, B, egrilik ve burulmasi sirasiyla «,7 olsun. |l’|=v olmak tizere

T 0o w 0]T
N |=|~vk 0 vz|N (1.2)
‘B" 0 -vr 0 E

olur. Bu esitlikler, birim hizli olmayan « egrisi i¢in Frenet formalleri dir [32].

Teorem 1.1.3. R® uzaymnda «:1 — R® egrisinin Frenet vektor alanlar1 T,N, B, egrilik

ve burulma fonksiyonlar1 x,7 olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler saglanir.

, ' "
- « - o AQ — = =
T-%  B=%"% - N_BAT
! n
’ " ! 4 "
a NO oa Na o
= 3 = 2
r r "
Ha Ha re

[32].

Tammm 1.1.11. «:1 >R® egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak Uzere e
K

fonksiyonuna, a egrisinin egrilik yaricap: fonksiyonu denir ve p ile gosterilir [32].

Tamim 1.1.12. Her noktasindaki hiz vektorii sifirdan farkli olan egriye reguler egri

denir [33].

Teorem 1.1.4. R® Oklid uzayinda birim hizli «:1 —»R® egrisinin Bishop vektor

alanlar1 T,N;,N, ve Bishop egrilikleri k,, k, ise

T 0 k kT
N, [=|-k, 0 OJN, (1.3)
N | Lk o o

olur. Bu esitliklere, birim hizli « egrisi i¢in Bishop formdilleri denir [34,35]. Burada

(s) =k +K} , 6(s) = arctan [%j 7(s) = d(ejS)



k, =xcosé, k, =ksind
ve
T-T, N, =Ncoso—Bsing, N, =Nsin0+Bcoso

esitlikleri saglanir.

Tanmm 1.1.13. R® standart reel vektor uzayinda, Oklid ic carpimi yerine (—, +, +)
isaretli
() R*xR* >R
(5,5) - <5,5> =—ab +a,b, +ab,

Lorentziyen i¢ ¢arpimi alinirsa R® afin uzayina Minkowski 3-uzay: denir ve R? ile

gosterilir [36,37].

Tanim 1.1.14. R} uzayinda
A:{aeRf |<5,5>=0, 57&0}
cumlesine 51k konisi ad1 verilir [37].
Lorentziyen i¢ ¢arpimi pozitif tanimli olmadigindan, bu uzaydaki vektorler U¢

smifa ayrilir. Timelike vektorler 1sik konisinin iginde, lightlike (null) vektorler 1s1k

konisinin tzerinde ve spacelike vektorler de 1sik konisinin disinda bulunurlar.

Tamim 1.1.15. R? uzayinda herhangi bir vektér a=(a,,a,,a,) olmak lzere;
i) <5,5>>0 veya a=0 ise a ya spacelike vektor,
ii) (a,a)<0 ise a ya timelike vektor,

iii) <5,5>=0 ve a=0 ise a ya lightlike (veya null) vektér denir [36,37].

Tamim 1.1.16. R} uzayinda diferensiyellenebilir bir a=af(t) egrisi verilsin. o'(t), «

nin t deki teget vektorii olmak lizere vtel R igin
<a’(t),a’(t)> <0

ise o Ya timelike egri denir [36,37].



Tanmm 1.1.17. R} uzayinda a=af(t) egrisi verilsin. a(t) egrisinin binormalleri daima

timelike kaliyorsa, a(t) ye timelike binormalli spacelike egri denir [36,37].

Tammm 1.1.18. R} uzaynda a=a(t) egrisi verilsin. a(t) egrisinin aslinormalleri

daima timelike kaliyorsa, a(t) ye timelike aslinormalli spacelike egri denir [36,37].

Tamm 1.1.19. R? uzayindaki bir a vektori icin a niin normu

Jol=l22)

biciminde tanimlanir. Normu 1 olan vektore birim vektor adi verilir [36].

Tamim 1.1.20. R? uzayimda iki vektér a ve b olsun. a=(a,a,,a,) ve b=(b,b, b,)

olmak (izere a ve b vektorlerinin Lorentziyen vektérel carpimi
anb=(ab,—ap, ab -ah,ah -ab,)

seklinde tanimlidir [37].

Tamm 1.1.21. R} uzaymdaki Lorentziyen ve hiperbolik birim kureler sirasiyla

S? :{a:(al,az,ag)eRf |<5,5>:1}
Ve

H; = fa=(a,8,,2)) < B2 (a.3) =]

bi¢iminde tanimlanir [37].

Tamm 1.1.22. i) Hiperbolik A¢i: a ve b, R? uzayinda iki future pointing (veya past
pointing) timelike vektor olsun. Bu taktirde, (a,b)=-[a][b|cosho olacak sekilde bir

tek >0 reel sayis1 vardir. Bu #>0 reel sayismma a ve b vektorleri arasindaki
hiperbolik agi denir.

ii) Merkez Agi: R} uzaymin bir timelike alt vektor uzayini geren iki spacelike vektor

a ve b olsun. Bu taktirde <5,5>:Hé””ﬁ“cosh6 olacak sekilde bir tek 6>0 reel sayisi

vardir. Bu >0 reel sayisia a ve b vektorleri arasindaki merkez agi denir.



iii) Spacelike A¢i: R uzayinin bir spacelike alt vektor uzaymni geren iki spacelike
vektor a ve b olsun. Bu taktirde <5,B>=Hé””6”cose olacak sekilde bir tek 6>0 reel
sayisi vardir. Bu 6 >0 reel sayisina a ve b vektorleri arasindaki spacelike agi denir.
iv) Lorentziyen Timelike A¢i: R? uzayinda a bir spacelike vektor ve b bir timelike

vektor olsun. Bu taktirde <é,5>=“5““5”sinh9 olacak sekilde bir tek >0 reel sayisi

vardir. Bu >0 reel sayisina a ve b vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike act

denir [36].

Teorem 1.1.5. R} uzayinda birim hizli «:1 —R} timelike egrisinin Frenet vektor

alanlar1 T,N,B, egrilik ve burulmas sirastyla «,r ise

Tlro x ofT
N |=|x 0 ¢|N (1.4)
B 0 - O||B

olur. Burada <f,f>=_1, <N,N>=1, <§,§>=1 ve <f,N>=<f,§>=<N,E>=o seklindedir

[38].

Teorem 1.1.6. R} uzayinda birim hizli «:1 >R} spacelike egrisinin Frenet vektor

alanlar1 T,N,B, egrilik ve burulmasi sirastyla «,z ise

—!

T 0 « 0]|T
N |=|-ex 0 z||N (1.5)
—B" 0 z 0 B

olup, <f,f>=1, (NN)=¢, (BB)=—= ve <T,N>=<f,§>=<ﬁ,§>=o seklindedir. Burada
e=1 ise a egrisi timelike binormalli spacelike bir egri, ¢ =-1 ise a egrisi timelike

aslinormalli spacelike bir egridir [38].

Teorem 1.1.7. R} uzaymda birim hizli olmayan «:1— R} timelike egrisinin Frenet

vektor alanlart T,N, B, egrilik ve burulmas: sirasiyla ,7 olsun. Ha’” =v olmak Uzere



0 w 0T
N |=|vk 0 vz|IN (1.6)
— 0 -v¢ 0||B

olur [39].

Teorem 1.1.8. R} uzayinda birim hizli olmayan «:1 — R} spacelike egrisinin Frenet

vektor alanlart T,N, B, egrilik ve burulmast sirastyla «,7  ise

—!

T

0 w 07T
N [=|-svk 0 vz |IN (1.7)
‘B" 0 vi 0 E

olur. Burada ¢=1 ise « egrisi timelike binormalli spacelike bir egri, ¢ =-1 ise «

egrisi timelike aslinormalli spacelike bir egridir [39].

Teorem 1.1.9. R} Minkowski uzaymda birim hizli «:1 - R} timelike egrisinin

Bishop vektor alanlar1 T,N,,N, ve Bishop egrilikleri k,, k, ise

T T

0 k k,

N, |=|k 0 0[N, (1.8)

N—z’ k2 0 O WZ’
olur. Burada

k
Kk(s) =k +k: 0(5):arctan(zzj, r(s)=—di(s)
s

k,=xcosé, k, =xsind

ve

T-T, N, =Ncoso—Bsing, N, =Nsin0+Bcoso

esitlikleri saglanir [40].

Teorem 1.1.10. R} Minkowski uzaymda birim hizli «:1 R} spacelike egrisinin

Bishop vektor alanlart T,N;,N, ve Bishop egrilikleri k,, k, ise

10



T 0 k1 _kz -T;
N, [=|ek, 0 0 ||N] (1.9

N—z’ 8k2 0

olup <‘F,'F>=1, <W,N>=—g , <§,§>=g . Burada =1 ise « egrisi timelike aslinormalli

spacelike bir egri, ¢ =-1 iSe a egrisi timelike binormalli spacelike bir egridir. Ayrica
k do(s
K(s)= |k12 —k22| , 6(s) = arctan h[k_jJ , 7(s) = %

k,=xcosh6, k,=x«sinh6@
Ve
T=T, N,=Ncoshg—Bsinhd, N, =-Nsinho+Bcosh@

esitlikleri saglanir [41,42].

1.2. Lucas Polinomlari

1.2.1. Lucas Polinomlarinin Toplam Formali

L,(x) =2, [x] taban fonksiyonu ve (I:j binom katsay1si olmak iizere;

_ﬂn/Z]] n o (n=k) ., ~ n/2 , ngiftise
L”(X)_kz(;ﬂ( k jx (=1 [[n/zﬂ_{(n—l)/z , N tek ise (1.10)

seklinde ifade edilen L (x), n. dereceden Lucas polinomlarini ifade eder [43,44]. Bu
polinomlardan bazilar1 ve grafikleri asagidaki gibidir.
L (x) =2
L(x)=x
L(x)=x"+2
L(x) = x* +3x
L,(X)=x" +4x* +2
L (X) = x° +5x° +5x
L, (%) = X° +6x* + 9% +2
L, (x)=x" +7x° +14x> + 7x

Ly (X) = X° +8x° +20x* +16x° +2

11



L(x) [* L) |

LO (X) ~ "..,‘_h_‘-%-i-—r— / 7---,,/_ g

Sekil 1.1. Lucas polinomlarinin grafigi

1.2.2. Lucas Polinomlarimin Tekrarlama (Rekiirans) Bagintisi

Lucas polinomlarinin L,(x) =2 Ve L (x)=x olmak tizere
L (x)=xL,_,(x)+L _,(x (1.11)

seklinde bir tekrarlama bagintis1 vardir. Bu duruma birkag¢ 6rnek asagida verilmistir.

L, (x) = XL, (X) + Ly (x) = x* +2

L, (x) = XL, (x) + L, (x) = x> +3x

L, (X) = XLy (X) + L, (x) = x* +4x° +2.

Asagidaki tablo Lucas polinomlarinin katsayilarinin hesaplanisin1 gostermektedir
[44].

o

n X X X X X X X X X
110 1

212 o0 ,1

3|0 3<0 1

412 0 4 0 1

5/0 ,5 0 ,5 0 1

6 2<0 9<0 6 0 1
710 7 o0 14 0 7 0 1
8|2 0 16 0 20 0 8 0 1

12



1.2.3. Lucas Polinomlarinin Binet Formiilii

(1.11) esitligi ile verilen rekiirans bagintisinin karakteristik denklemi

A?—xA-1=0 (1.12)
olup, bu denklemin ¢ozimleri a(x) ve p(x) asagidaki gibidir.
a(x)=x+\/;< +4 ve ﬂ(x):x_ ;( +4.

Ayrica, L, (x) lucas polinomunun Binet formulu

L (x)=a"(x)+B"(x)
seklindedir [43,44].

1.2.4. Lucas Polinomlarimin Baz1 Ozellikleri

Ozellik 1 : n>1igin L (x) Lucas polinomunun derecesi n dir.
Ozellik 2 : L, (x) Lucas polinomunun baskatsayis1 1 dir.

Ozellik 3: a(x) ve B(x), (1.12) karakteristik denkleminin kokleri olmak tizere
1) (L. (0) =" (x)
i) B(Lopa(9)=B""(x)
1) L, (Lna () = ™" (1) + B (%) = Ly (X

esitlikleri saglanir [44].
Ozellik 4 1 L, (x)| Ly (x) [44].

Ozellik 5 : ‘i-j(g(x)):‘i—j(a“(x)w”(x)) [44].

13



2.3-BOYUTLU OKLID VE MINKOWSKI UZAYLARINDA BISHOP
CATIYA GORE SABIT GENISLIKLi EGRILER

2.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catiya Gére Sabit Genislikli Egriler

Tamm 2.1. (C), 3-boyutlu Oklid uzayinda kapali bir uzay egrisi olsun. Eger, (C)

egrisi a(s) ve o (S) gibi karsit noktalarida zit yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu
noktalar arasindaki uzaklik daima sabitse bu durumda (C) egrisine sabit genislikli

egri ad1 verilir [2].

Tammm 2.2. (C) ve (C") gibi bir uzay egri ¢ifti a(s) ve o (S) karsilikli noktalarinda
zit yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzakliklari daima

sabitse (C) ve (C') egrilerine sabit genislikli egri cifti ad1 verilir [12].

Teorem 2.1. Bishop egrilikleri (k ve k,) sifirdan farkli olan birim hizli bir a:1 —E®

egrisinin Bishop ¢atiya gore slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart I':—l nin sabit
2

olmasidwr [45].

{T.N,N,} ve k,k, swrastyla (C) egrisi boyunca Bishop catiyt ve Bishop
egrilikleri; {T°,N,N,’} ve k',k, ise sirastyla (C') egrisi boyunca Bishop catiy1 ve
Bishop egrilikleri gostersin. E* Oklid uzaymda (C) ve (C) gibi birim hizh ve
Bishop egrilikleri sifirdan farkli olan iki egriyi goz oniine alalm. (C) egrisinin
a () noktasindaki konum vektorii

o (8) = a(8)+ A ()T (5)+ A (IN; () + Aa (SIN, (5) (2.1)
seklinde ifade edilebilir. Burada, A(s) (i=12,3) degerleri (C) egrisinin yay
parametresi olan s e gore tiirevlenebilen fonksiyonlardir. (2.1) ifadesinin s e gore

tirevi alinir ve (1.3) Bishop formulleri kullanilirsa

da’ =ds’ d - da, )~ dA, )
— =T —=|1+—2-kA, -k, A, |T+| kA +—= N, +| k,A4, +—= [N
ds ds [ ds 172 23] [111 dsj 1 (2/11 dsj 2
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esitligi bulunur. (C) ve (C) egrilerinin «(s) ve o (S') gibi karsilikli noktalarindaki

tegetleri paralel ve zit yonlii olsun. Bu durumda T* = -T yazilabilir. O halde,

*

di _ O

el 1+k4, +k, 2,

dA, _

= kA (2.2)
a4 _

& k2

denklem sistemi elde edilir. (C) egrisinin herhangi bir «(s) noktasindaki tegetinin
sabit bir dogrultu ile yaptigt aciya ¢ denirse, bu egrinin «a(s) V€ a(s+As)
noktalarindaki T(s) ve T(s+As) tegetleri arasindaki Ap kontengez agis1 igin

lim22 _de _
As—>0 AS ds

olur. Buna gore (2.2) denklem sistemi

A~

¢

a4, __

dp Ay (2.3)
di,

Ea— Moy

seklinde yazilabilir. Burada,
1= ph, =X _cos(0), 1, = pk, =<2 —sin(), (9 = jzds)
K K

ve
f@)=p+p, p=%, P’ =%
olup p ve p*, (C) ve (C) egrilerin sirasiyla o(s) ve a (') karsilikli noktalarindaki
egrilik yaricaplarini ifade eder. (2.2) denklem sisteminde 4,,4, ve bunlarin tiirevleri
yok edilirse 2, e gore 3. mertebeden lineer
a, A+b A +c A+d =e (2.4)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
. . 3 . . .
a :(kl k,—k, kl) +k kzg(kl k,—k, k1j

q=m@@f@+@(«ﬁkﬁ«&@—&@f}kxm@—&hf}
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G = k1|:k23 kz k1+(k1 kz_kz kl)(kgklz _kl(kz)2 +kz k1 kz*’@)}

_(Izl)z I(23 k.2+(k1 k'z_kz kl)z (_kz k.2+(k12 + kzz)(kl k.z_ kz kl)j
d1 = kz |€1|:(—k;k1 _kzzkf)kuz"'((kf +k12k2 +3k23)k.2_k1k2 k.1(_2k2 +k1)j(k1 k.z_kz hﬂ

+ (I 4K ) (K)? +[(kfk2 + kf)k"2+3(kl k,—k, klj(kl kK, k;ﬂ(kl k,—k, kljz

e = —k{kg (0' k'l—c}kl)kz” —(kl K,—k, Rl)(—kj é}+(k1 K,—k, kl)(—kz o+k, am
. . . . . 2 . . . . . .
—(k,)? (—kj K, o +k aj+(k1 K,—k, klj K—kz o+k, o-)kz—a(kl K,—k, klﬂ

seklinde tanimlidir. oz%ﬂ olup, () s e gore tirevi ifade etmektedir. Benzer

sekilde (2.2) denklem sisteminde 1,4, ve bunlarin tiirevleri yok edilirse 1, ye gore
3. mertebeden lineer
a, L, +b, A+, A +d, 4, =6, (2.5)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

= _k12kz
b, = 2k, kk, +k, k2
¢, = k1 klk2 - 2(k1)2 kz - kldkz - kz k1 k1 - k:kf

dz = _kf (kl kz - k.z klj

e, = kf(k.2 O'—(.Tkzj
seklindedir. Aynm1 sekilde (2.2) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok

edilirse 1, e gore 3. mertebeden lineer

a, A+ by A+ Cy A+ dy 2, = e, (2.6)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

a, = —kZk,
b, = 2k, k,k, +k, k2

Gy = k, Kok, _2(k2)2 k, —k; k, k, _k13k22 - k;kl

d, =—k§(k2 k —k, kzj
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€ :kg(k.la—(;klj
seklindedir. (C) egrisi ve o fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.4), (2.5) ve
(2.6) denklemlerinin ¢oziimunden 4, (i=1,2,3) degerleri bulunabilir. Bu denklemler,
() ve (C) egrileri icin 4 katsayilara gore bir diferensiyel karakterizasyonu ifade
eder. Benzer sekilde, (2.3) denklem sisteminde 4,,4, ve bunlarin turevleri yok
edilirse 4, e gore 3. mertebeden lineer
AA"+BA"+CA +DA =E, (2.7)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
3
A = (st sy | 0”1 (st = o)

B, = 11, [(uﬁ')z Hy + 1 (—u§ oty + (i, — o) ) + 1ty (et _ﬂzlﬁ,)z:|

Co=u [ui#z"#f +(p, — uzﬂf)(ufuf = (1, )+ pp sy + 1 )}

- (/-11” )2 ﬂ;,uzl + (/Jl/'lz’ - /’12/-11,)2 (_:uz":uz’ + (/412 + /‘122)(:“1/-12’ —H, 1”1,))
D, = s, [(—uﬁﬂl — 15 ) 1 +((uf’ 14y 3005 ) 1y = ) (241, + M))(Mu{ ~ it )}
2
(1 + 1501 ) (uy )2+|:(M2,U2+H§)ﬂz +3(ﬂluz ~ Iy th )(MM + Lyl )}(Mﬂz —uzﬂi)

E =-u [ui ( fu —f ’ul)uz" —(ﬂluz' S0 )(—ui f"+ (uluz' — o1t )(—ﬂz o, f ))}
2
—(') (—ufuz f +ﬂ£‘f')+(ulﬂz —uzul) [(—ﬂzf’ﬂtz f)ﬂz - f"(ulﬂz ~ Ha by )}
olup, () ¢ e gore tirevi ifade etmektedir. Benzer sekilde (2.3) denklem sisteminde

2,2, ve bunlarm tiirevleri yok edilirse 1, ye gore 3. mertebeden lineer

m

A" +B,A," +C,A, + DA, = E, (2.8)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
A, =4
B, = 2p1 pupt, + 1y
" N2 4 L 3,2
Co =ty paty —2(0y )"y — 1y Hy — Hy My Hy — Hy fy

D, =~ 1 — 1 14

E, :ﬂf(ﬂzlf _f,ﬂz)
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seklindedir. Aynm1 sekilde (2.3) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok
edilirse 1, e gore 3. mertebeden lineer
A" +ByA" +CA, + D,A, = E, (2.9)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
A==l th
By = 244,y g + g1y 5
Co =ty Moty =201t ) pty — gy 11y 1y — 5113 — i g1y
D, =4 (uz'ul —ul'uz)

Eﬁﬂi’(ﬂff —f'ﬂl)
seklindedir. (C) egrisi ve f(¢) fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.7), (2.8) ve
(2.9) denklemlerinin ¢ozumiinden A, (i=1,2,3) degerleri bulunabilir. Bu denklemler
de, (C) ve (C) egrileri i¢in 4 katsayilarma gore bir diferensiyel karakterizasyonu

ifade eder.

(C) ve (C), sabit genislikli egri ¢ifti oldugunda karsilikli noktalar1 arasindaki
uzaklik sabittir. O halde,

a2 :”H”z :H?(S*)_&(S)Hz A2+ 22422 =K% keR (2.10)

olur. (2.10) esitliginin ¢ degiskenine gore tlirevi alinirsa

1d

Eﬁnanz = A+ A0 A0 =0 (2.11)

elde edilir. (2.11) esitliginde (2.3) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa
Af =0
elde edilir. Bu esitlik (C) ve (C') egrilerinin E® te sabit genislikli egri ¢ifti olmas1

icin gerek ve yeter sarttir. Burada temel iki durum vardir.

Durum 1. f(p)=0 (Z—§+1=a=oj olsun. Bu durum (C") egrisinin, (C) egrisine gore
S

d=AT+A4N,+ AN, (2.12)
sabit vektori ile otelenmesini ifade eder. Gercekten f(p)=0 oldugunda d vektorii
sabittir. Bunu gostermek icin (2.12) ile verilen d vektorinin ¢ degiskenine gore

tirevi almip, f(p)=0 igin (2.3) ile verilen esitlikler ve (1.3) Bishop formidilleri
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kullanilirsa g—d=o elde edilir. Bu ise d vektoriiniin sabit oldugu anlamma gelir.
@

Tersine d vektori sabitse f(¢)=0 olur.

f(p)=0 [Ziﬂ: o :OJ olmasi durumunda (2.2) ve (2.3) denklem sistemleri
S

ile (2.4), (2.5), (2.6) ve (2.7), (2.8), (2.9) denklemleri asagidaki gibi yazilabilir.

d
d_ilz kliz +k223

dA, _

& i (2.13)
d4,
R

& 2

d
A+

4
d4, _
d
d_ﬁg:_/lzﬂl

@

a, L+ b A+c A+d =0 (2.15)

oyle ki
o= ko | KoKk

q=n@@f@+&(¢ﬁkﬁ«m@—m@f}kxm@—&hf

1

G = k1|:k23 kz k1+(k1 kz_kz kl)(kgklz _kl(kz)2 +kz k1 kz*’@)}

_¢y@@+@@_@@f@@@+wﬁ«bm@—n&ﬂ
q:@@B«yﬁgwwaﬁw+@&+%3&—mwQ4m+mﬂﬁ&—@@ﬂ
(K + KK ) (k)2 {(ksz + |<§)|<"2+3(|<1 k,—k, k'ij(ki k+k, kzﬂ(kl k,—k, k}j

2

a, /.1"2+b2 ):2+c2 i2+d212 =0 (2.16)
oyle ki

a, = —k’k,
b, = 2k, kk, +k, k2

¢, = k1 klk2 - 2(k1)2 kz - kldkz - kz k1 k1 - k:kf
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dz :_k13 (kl kz _k.z klj .

a, /'1';+b3ﬂ;+c3}53+d3ﬂ3 =0 (2.17)
oyle ki
a, = —kZk,

b, = 2k, k,k, +k, k2

C; = kz kzkl _Z(kz)z k1 - kl kz kz _k13k22 - k;k1
d, =-k§(k’2 k —k, kzj

bulunur. Benzer sekilde

m

A" +BA"+CA +DA =0 (2.18)

oyle ki
' A% " 3 ’ '
A=(Mﬂz —uzul) i uz(uluz —uzul)
B, = 11, [(M")Zuf + 1 (—u§ "+, —uzuf)z)wz" (i, _ﬂzlﬁ,)z:|

Co=u [uiuz"uf + (it = ot (uiuf — (1 )+ o 1, + 15 )}
(VB et = oY (=t + G 1)ty o))
D, = iyt [(—uﬁ =15 ) +((uf 1, + 3185 ) 1y — o (<21, +M))(Mu{ —uzﬂl'ﬂ
(1 + 1508 ) (1) J{(ufuz +15) 11, +3(ulﬂ2' —uzuf)(ﬁwf +u2ﬂz'ﬂ(ﬁwz' ~ ot )2 :
A" +B,A," +C,A + DA, =0 (2.19)
oyle ki
A, =i 1,
B, = 244 ity + 1, 14
Co= "ty =2(p ) 1ty = 'y = g gy g = 5 o
D, = (M'uz —Nz’ﬂq) :
AL +BA" +CA + DA, =0 (2.20)
oyle ki
A =15

B, = 2/12'/12/11 + /’11'#22
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Co= ity ppty = 2(py )2 gty — a1y gy — ol = g gy

Dy =48 (11t~ 1411

Sonu¢ 2.1. Oklid 3-uzayinda Bishop catiya goére sabit genislikli egri ciftlerini
karakterize eden diferensiyel denklem sistemleri (2.13), (2.14) ve diferensiyel
denklemler ise (2.15), (2.16), (2.17), (2.18), (2.19), (2.20) deki gibidir.

Durum 2. 4 =0 olsun. Bu durumda karsimiza ti¢ durum daha ¢ikar.

1) 4, =sbt ve 1,=0 ((2.3) den) olabilir. Bu durumda f(¢)= 4, olur.

i) 4, =0 ve 4, =sbt ((2.3) den) olabilir. Bu durumda f(p)= u,4, olur.

Asil dikkat c¢ekici olan hal asagidaki durumdur.

iii) 2, =sbt ve A4, =sbt ((2.3) den) olabilir. 4, =sbt ve A, =sbt iken f(p)=0 alinirsa

KA ot oldugu gériiliir. Bu ise (C) egrisinin Bishop catiya gore E° te bir slant

M
k, 4

helis oldugu anlamina gelir (Teorem (2.1) den).

Teorem 2.2. E® de Bishop catiya gére karsilikly noktalarinda egrilik yaricaplart
toplamu sifir olan (C) ve (C*) gibi sabit genislikli egri ¢iftini goz oniine alalim. Eger,
(2.1) denkleminde verilen teget bilesen A, =0, birinci normal bilesen A, =sht ve

ikinci normal bilesen 2, = sbt ise bu durumda (C) egrisi bir slant helistir.

Birim hizli (C) egrisinin konum vektorii a(s) olmak lzere, (2.1) denklemini

a(s) ve tiirevleri cinsinden ifade edelim. (C) birim hizli bir egri oldugundan

a=T (2.21)

yazilabilir. (2.21) esitliginin s e gore ard arda iki defa tiirevi alinirsa
a =k N+ N, (2.22)

o= (k2 + KT +K N, +K, N, (2.23)
elde edilir. Burada (") s e gore tiirevi ifade etmektedir. (2.21), (2.22) ve (2.23)

esitlikleri kullanilarak

N, :l{—kz a+k, a—k, (k2 +k§)2} (2.24)
U
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ve

N, :l{kl a-Ka+k (k2 +k§)§} (2.25)
u

olarak bulunur. Burada x =k? [%} =k, k —k k,.
(2.21), (2.24) ve (2.25) esitlikleri (2.1) de yerlerine yazilirsa

o (S) =('% ks J§+[k2 % "‘lﬂs]é{(kl )k o) +4é+a (2.26)
u

H H

esitligi elde edilir. Boylece, (C*) egrisi, (C) egrisinin konum vektorii a(s) ve
tirevleri cinsinden ifade edilmis olur. O halde (C) egrisinin konum vektori ve

tirevleri, Bishop egrilikleri ve (2.13), (2.14) denklem sistemleri ya da (2.15), (2.16),
(2.17) veya (2.18), (2.19), (2.20) denklemleri yardimiyla hesaplanan 4, A, ve 2,

degerleri (2.26) esitliginde yerlerine yazilirsa, (C) egrisinin sabit genislikli oldugu

a’(s") konum vektorii ile verilen (C*) egrisi belirlenmis olur.

2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli Egriler

2.2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli

Timelike Egriler

Tamim 2.3. (C) E? te bir timelike egri olsun. Eger, (C) egrisi a(s) ve « (S) karsit
noktalarinda zit yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik
daima sabitse bu durumda (C) egrisine sabit genislikli timelike egri adi verilir.
Dahasi, (C) ve (C) gibi timelike egri ¢ifti a(s) ve « (s') karsilikli noktalarinda zit
yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzakliklar1 daima sabitse

() ve (C") egrilerine sabit genislikli timelike egri ¢ifti ad1 verilir [17].

Teorem 2.3. Bishop egrilikleri (k,ve k,) sifirdan farkl olan birim hizl bir a:1 —E
timelike egrisinin Bishop c¢atiya gore slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart I':—l
2

nin sabit olmasidir [46].
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{T.N,,N,} ve k,k, sirasiyla (C) egrisi boyunca Bishop catiyr ve Bishop
egrilikleri; {T",N,N,"} Ve k',k, ise sirastyla (C7) egrisi boyunca Bishop catiy1 ve
Bishop egrilikleri gostersin. E° Minkowski uzayinda (C) ve (C') gibi birim hizl ve
Bishop egrilikleri sifirdan farkli olan iki timelike egriyi géz oniine alalim. (C)
egrisinin o (S') noktasindaki konum vektorii

o' (8) = a(s) + A4 (S)T (8) + A, ()N, () + A, ()N, (5) (2.27)
seklinde ifade edilebilir. Burada, A(s) (i=12,3) degerleri (C) egrisinin yay

parametresi olan s e gore tiirevlenebilen fonksiyonlardir. (2.27) ifadesinin s e gore

tirevi alinir ve (1.8) Bishop formulleri kullanilirsa

di:f?di:[l"- dd/ll +k1/12 +k2/13j-|_—'+(k111+ d/l jN:JF(kz}L‘l-i_

di ) dAi
ds ds S ds ds

3)N‘2’
esitligi bulunur. (C) ve (C) timelike egrilerinin «(s) ve o (S) gibi karsilikli

noktalarindaki tegetleri paralel ve zit yonlii olsun. Bu durumda T* =-T yazilabilir. O
halde,

*

4 _ds

ds  ds 1ok, —ledy

a4 __

% -k (2.28)
dA, _

E‘ kzﬂﬁ

denklem sistemi elde edilir. (C) timelike egrisinin herhangi bir «(s) noktasindaki
tegetinin sabit bir dogrultu ile yaptig1 agiya ¢ denirse, bu egrinin a(s) V€ a(s+As)
noktalarindaki T(s) ve T(s+As) tegetleri arasindaki A¢ kontengez acist igin

lim 22 -9 _
As—0 AS ds

olur. Buna gore (2.28) denklem sistemi

(;_Aiz_/"i/lz_,uzj?_f

2

dA, _

To thy (2.29)
dA, _

E— Moo

seklinde yazilabilir. Burada,

s = pk =5 cos(@) 1, = pk, = <2 Zsin(e), (ezjrds)
K K
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ve

* 1 * 1
fl@)=p+p, p==ip ==

K

olup p ve p°, (C) ve (C) timelike egrilerinin sirasiyla «(s) ve o (S) karsilikli
noktalarindaki egrilik yaricaplarimi ifade eder. (2.28) denklem sisteminde 1,,1, ve

bunlarin tiirevleri yok edilirse 4, e gore 3. mertebeden lineer

a2+ A+ A+ d =g (2.30)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
a z(klk.z_kz klj +l€1k23(k1k.2_k2 klj
b =k, [(@)Zki ' I%L[—kfkl o+ (k=g k;)Zj+ ke (k Ky =k, k;)ﬂ

_ @[k; K, k- (k K, —k, k'l)(kgkf +k (k)2 —k, k K, + kfﬂ

()R K (K, Kk, ) [kz o (K2 +K2) (K Ky, kl)j

d, =k, I&;[(—kﬂq _ kzzkf)k2+((kf +kK, +3k23)k.2— kk, |<.1(—2k2 + ki)j(k1 k.z— K, KH

—(k§+k;kf)(|€1)2{(ksz+k§)k"2+3(k1|<'2—k2k'1j(klk1+k K ﬂ(klk K, kJ

e =k {k (ak ak)k (kll{z—kz kl)kl(—k;éﬂ(klkz—kzk —k, o4k, ﬂ
. . . . . 2 . . .
_(kl)z(—kj k20+k;‘aj+(kl K,—k, klj K—kzmkzajkz—a(klk;—kz klﬂ

seklindedir. az%i+l olup, (") s e gore tirevi ifade etmektedir. Benzer sekilde

(2.28) denklem sisteminde 1,4, ve bunlarin tiirevleri yok edilirse 1, ye gore 3.

mertebeden lineer
a, lz+ b, /{2+c2 /iz+ d,A, =e, (2.31)

diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

a, = —k’k,
b, = 2k kk, +k, k’

¢, = k kk, — 2(k )2k, + k’k, — K, k, k, + K’k
dz :kls(klkz_kz klj
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e, = kf(k'2 a—c;kzj
seklindedir. Ayn1 sekilde (2.28) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok

edilirse 2, e gore 3. mertebeden lineer

asﬂ';+bsﬂ;+csﬂ;+d3ﬂ3 =e, (2.32)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

a; = _kzzkl
b, = 2K, k,k, +k, k2

¢, = k, Kok, — 2(K,)?k, —k, K, k, + k°Kk2 + ki,
d3 :k23(k'2 kl_k'l kzj

e = k;(kla—(;klj
seklindedir. (C) egrisi ve o fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.30), (2.31) ve

(2.32) denklemlerinin ¢Oziminden A (i=12,3) degerleri bulunabilir. Bu

denklemler, (c) ve (C') timelike egrileri i¢in 4 katsayilarma gére bir diferensiyel
karakterizasyonu ifade eder. Benzer sekilde (2.29) denklem sisteminde 2,,1, ve

bunlarin tiirevleri yok edilirse 4 e gore 3. mertebeden lineer

AL" +BA"+CA +DA =E, (2.33)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

3
A = (=t ) -+ 1 18 sy = ot )
B, = 11, [(M")Zuf + 1 (—u§ "+, —uzuf)z)wz" (i, _ﬂzlﬁ,)z:|

Co=p' [uiuz"ul' ~ Gty ot B2+ 11 oot 1+ 1 )}

(Y iy = oty = w2 1+ G+ 1)t o1t
D, =1 [(—ué‘ﬂl — 15 +((uf’ 1t 1+ 305 1) — o (<21, +ﬂl))(ﬂluz' _:Uz/—ﬁ,ﬂ
2
(1 + 1501 ) (ut )2—[(/%2#2"‘#2)#2 +3(#1u2 ~ Iy 4 )(Mﬂl + Lyl )}(ﬂluz —uzﬂl)

E =-u [ui ( fu —f ’ul)uz" - (uluz' — ot )(—u? f"+ (uluz' — ot )(—uz ', f ))}

2
(") (—uiuz' f+pf ) + (uluz' - uzu{) [(—uz frvp, )/Uz” —f ”(uluz' — f )}
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olup, () ¢ e gore tlrevi ifade etmektedir. Benzer sekilde (2.29) denklem sisteminde
2,2, ve bunlarim tiirevleri yok edilirse 1, ye gore 3. mertebeden lineer
AL" +B,A," +C,A, +D,4, =E, (2.34)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
A, == 1y
B, = 2 i, + 1y !
Coo= aty upty = 201" )? py + 15 1y — by g gy + i3 i
D, =1 (ufuz —uz'ul)
. =44 (14 F = 't
seklindedir. Ayn1 sekilde (2.29) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok
edilirse 1, e gore 3. mertebeden lineer
A" + B4 +C A + DA, = E, (2.35)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
A=
By = 204, oty + 1ty 113
Cy = 1y Hobty = 24y )ty = by 1y 1y + 5 143 + a3 g1y
D, =4 (uz'ul —ul'uz)
AYHIA R
seklindedir. (C) egrisi ve f(p) fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.33), (2.34)
ve (2.35) denklemlerinin ¢oziiminden 4 (i=12,3) degerleri bulunabilir. Bu
denklemler, (c) ve (C') timelike egrileri icin 4 katsayilarina gére bir diferensiyel
karakterizasyonu ifade eder.
() ve (C), sabit genislikli timelike egri ¢ifti oldugunda karsilikli noktalari
arasindaki uzaklik sabittir. O halde,
¢ =|d[ =H;f(s*)_a<s)“2 S|AZ+ A2+ 22 =K, keR (2.36)

olur. (2.36) esitliginin ¢ degiskenine gore tlirevi alinirsa

%;—@“H”Z = A2 42, + 2 =0 (2.37)

elde edilir. (2.37) esitliginde (2.29) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa
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2f=0
elde edilir. Bu esitlik (C) ve (C') timelike egrilerinin E te sabit genislikli timelike

egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Burada temel iki durum vardir.

Durum 1. f(p)=0 (zisH:o:OJ olsun. Bu durum, (C') timelike egrisinin (C)

timelike egrisine gore

d=AT+4N,+ AN, (2.38)
sabit vektorl ile dtelenmesini ifade eder. Gergekten f(p)=0 oldugunda d vektori
sabittir. Bunu gostermek icin (2.38) ile verilen d vektorinin ¢ degiskenine gore

tirevi alinip, f(p)=0 icin (2.29) ile verilen esitlikler ve (1.8) Bishop formidilleri

kullanilirsa g—dzo elde edilir. Bu ise d vektoriiniin sabit oldugu anlamina gelir.
¢

Tersine d vektori sabitse f(p)=0 olur.

f(p)=0 [?12 +l=0 :Oj olmast durumunda (2.28) ve (2.29) denklem
sistemleri ile (2.30), (2.31), (2.32) ve (2.33), (2.34), (2.35) denklemleri asagidaki gibi
yazilabilir.
LR
s kA, —ky
d,
= kA (2.39)
% _
s KAy
d
d_/tl ==, — Ay
@
a% __
di,
E_ Moy
a,L+b A +c A+dA =0 (2.41)
oyle ki

o=k |+ Kbk
b =k, {(I{)Zkf +I;;(—k22kl K, +(k k,~ k, |<'1)2j+|<"2(|<1 K,—k, k'l)z}
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6, =K K21 o Kok K G+ )7l |
(KK (kK K, K [k'; Ky (2 + k2K KK, k;)j
d1 = _kz Izll:(_k;ki _kzzkf)kz"'((kf + klzkz +3k23)k.2_ kikz k.1(_2k2 + kl)j(kl k.z_kz k1j:l

(kS +kK?) (k)2 {(ksz +|<§)|<"2+3(k1 K,—k, k.1j(k1 k+k, k’zﬂ(kl K,—k, lez.

a, /.l;+b2 }:2+c2 i2+ d,A, =0 (2.42)
oyle ki
a, = —k’k,
b, = 2k kk, +k, k’
; . . .. -
c, =k kk, —2(k))k, + Kk 'k, —k, k Kk, +kk;
dz =k13(k1k2_k2 k1j
asﬂ';+bsﬂ;+csﬂ;+d313 =0 (2.43)
oyle ki
a, :_k22k1

b, = 2K, k,k, +k, k2
. C, e
c, =k, K,k —2(k, )k, —k, k, k, + k'k; +k,k,
d3 :k23(k2 k1_k1k2j
bulunur. Benzer sekilde

AA" +BA"+CA +DA, =0 (2.44)
oyle ki

N )3 T Ty
B, = 11, [(M")Zuf 4 (—u§ iy + (e, —uzul')z)wz" (s, _ﬂzlﬁ,)z:|
Co=u [uiuz"#{ —(pt, — umf)(#iuf + 1 (1) = ot 1y + 3 )}
— (") oy — (et = popt )’ (uz"#z' + (g + 1)ty — paopty ))
D, =1 [(—uﬁﬂl — 15 1y +((yf 18 1y + 3005 ) 1 — o (<20, + ﬂl))(ﬂlu{ it )}
—(18 + 150 ) (1Y —[(ﬂfuz + 15 ) " +3(#1ﬂ2' _ﬂz/'ﬁ,)(yl/'ﬁl +,uz/'lzl):|(/-ﬁ/-lzl —uzuf)z :
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A" +B,A," +CyA) +D,A, =0 (2.45)
oyle ki
A, =~ 1,
B, = 2 i, + 1y !
Co= "ty = 2(p" )y + gy — g gy’ oy + i3 o
D, = 1 (M'uz —uz'ul)-
A" + B, +CA + DA, =0 (2.46)
oyle ki
A =15
By = 204, oty + 1ty 117
Cy =ty oty — 21 )y — ) g1y + i el + g1 gy

D, = 15 (uz'ul —ul'uz) :

Sonug 2.2. Minkowski 3-uzayinda Bishop ¢atiya gore sabit genislikli timelike egri
ciftlerini  karakterize eden diferensiyel denklem sistemleri (2.39), (2.40) ve
diferensiyel denklemler ise (2.41), (2.42), (2.43), (2.44), (2.45) ve (2.46) daki gibidir.

Durum 2. 2 =0 olsun. Bu durumda karsimiza {i¢ durum daha ¢ikar.
i) 1, =sbt ve 4, =0 ((2.29) dan) olabilir. Bu durumda f(p)=—4, olur.
i) 1, =0 ve A4, =sbt ((2.29) dan) olabilir. Bu durumda f(p)=-u,, olur.

Asil dikkat ¢ekici olan hal asagidaki durumdur.
Iii) 1, =sbt ve 2, =sbt ((2.29) dan) olabilir. 1, =sbt ve A, =sbt iken f(p)=0 alinirsa

kﬁ:;—jﬁ‘: sbt oldugu goriiliir. Bu ise (C) timelike egrisinin Bishop catiya gore E’ te
2 2

timelike slant helis oldugu anlamina gelir (Teorem (2.3) ten).

Teorem 2.4. E’ de Bishop catiya gore karsilikli noktalarinda egrilik yaricaplar
toplami sifir olan (C) ve (C") gibi sabit genislikli timelike egri ¢iftini géz oniine
alalim. Eger, (2.27) denkleminde verilen teget bilesen 2 =0, birinci normal bilegen
A, =sbt ve ikinci normal bilesen 1, =sbt ise bu durumda (C) timelike egrisi bir

timelike slant helistir.
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Birim hizli (C) timelike egrisinin konum vektorii a(s) olmak iizere, (2.27)

denklemini a(s) ve tirevleri cinsinden ifade edelim. (C) birim hizli bir egri

oldugundan

a=T (2.47)
yazilabilir. (2.47) esitliginin s e gore ard arda iki defa tiirevi alinirsa

=k N +k N, (2.48)

a= (K A+K)T+K N, +K, N, (2.49)
elde edilir. Burada (1) s e gore turevi ifade etmektedir. (2.47), (2.48) ve (2.49)

esitlikleri kullanilarak

N—lzi{_kz ot k.2¢.—>.z+k2(kf+k§)3} (2.50)
u
Ve
N—zzi{kj_k;;_kl(kf +k;>;} (2.51)
u

k . .
k—zj:kzkl—klkz.

1

olarak bulunur. Burada u = kf[

(2.47), (2.50) ve (2.51) esitlikleri (2.27) de yerlerine yazilirsa

&T(S*) =[k123 ;kzﬂvz J&'_'_[kz ﬂ«z;kl %Ja_‘_l:(kl +k2 )(ZZAZ _klﬂ‘B) +ﬂ’l]&'+&’ (252)

esitligi elde edilir. Boylece, (C") timelike egrisi, (C) timelike egrisinin konum
vektorii a(s) ve tiirevleri cinsinden ifade edilmis olur. O halde (C) egrisinin konum
vektorli ve tiirevleri, Bishop egrilikleri ve (2.39), (2.40) denklem sistemleri ya da
(2.41), (2.42), (2.43) veya (2.44), (2.45), (2.46) denklemleri yardimiyla hesaplanan
A, A, Ve A, degerleri (2.52) esitliginde yerlerine yazilirsa, (C) timelike egrisinin
sabit genislikli oldugu «o’(s) konum vektorii ile verilen (C7) timelike egrisi

belirlenmis olur.
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2.2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Goére Sabit Genislikli
Spacelike Egriler

Tammm 2.4. (C) bir spacelike egri olsun. Eger, (C) egrisi a(s) ve «'(s) karsit
noktalarinda zit yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik

daima sabitse bu durumda (C) egrisine sabit genislikli spacelike egri ad1 verilir.

Dahasi, (C) ve (C) gibi spacelike egri ¢ifti a(s) ve o (S) karsilikli noktalarinda zit
yonlii ve paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzakliklar1 daima sabitse

() ve (C) egrilerine sabit genislikli spacelike egri ¢ifti ad1 verilir [17].

Teorem 2.5. Bishop egrilikleri (k Ve k,) sifirdan farkl olan birim hizly bir a:1 —>E’

spacelike egrisinin Bishop catiya gore slant helis olmasi icin gerek ve yeter sart I':—l
2

nin sabit olmasidir [47].

{T.N,,N,} ve k,k, sirasiyla (C) egrisi boyunca Bishop catiyr ve Bishop
egrilikleri; {T°,N,,N,"} Ve k,k, ise sirastyla (C') egrisi boyunca Bishop ¢atiy1 ve
Bishop egrilikleri gostersin. E’ Minkowski uzayinda (C) ve (C') gibi birim hizl ve
Bishop egrilikleri sifirdan farkli olan iki spacelike egriyi géz oniine alalim. (C°)
egrisinin a () noktasindaki konum vektorii

o' (8) = a(8) + A4 ()T (8) + A, ()N, (8) + A, ()N, (5) (2.53)
seklinde ifade edilebilir. Burada, A4(s) (i=123) degerleri (C) egrisinin yay

parametresi olan s e gore tiirevlenebilen fonksiyonlardir. (2.53) ifadesinin s e gore

tirevi alinir ve (1.9) Bishop formulleri kullanilirsa

da’ ==ds’ d T dz
T (e s [P (0

esitligi bulunur. Burada &, (C) spacelike egrisinin tiiriinii belirler. Eger - =1 ise (C)
egrisi birinci normali timelike olan spacelike olan bir egridir. Eger - =-1 ise 0
zaman (C) egrisi ikinci normali timelike olan spacelike bir egridir. (C) ve (C)
spacelike egrilerinin a(s) ve « (S) gibi karsilikli noktalardaki tegetleri paralel ve

zit yonlii olsun. Bu durumda T° =-T yazilabilir. O halde,
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dh _ 95 1 a-

PR 1-¢ek A, —ek, 4,

da,

i (2.54)
dz

=k

L

denklem sistemi elde edilir. (C) spacelike egrisinin herhangi bir «(s) noktasindaki
tegetinin sabit bir dogrultu ile yaptig1 a¢iya @ denirse, bu egrinin a(s) Ve a(s+As)
noktalarindaki T(s) ve T(s+As) tegetleri arasindaki A¢ kontengez acisi i¢in

lim 22 -9 _
As—0 AS ds

olur. Buna gore (2.54) denklem sistemi

L

¢

d, _

do Ay (2.55)
d4, _

W—#zﬂi

seklinde yazilabilir. Burada,

1y = =X cosh(@) ) 1, = pk, = X2 —sinh(0), (0= [zds)
K K
ve
] 1.1
fl@)=p+p, p==ip ==

K

olup p ve p°, (C) ve (C) spacelike egrilerinin sirasiyla «(s) ve @'(s") karsilikli
noktalarindaki egrilik yaricaplarimi ifade eder. (2.54) denklem sisteminde 1,,1, ve
bunlarin tiirevleri yok edilirse 4, e gore 3. mertebeden lineer

a, A +b A+ c At d =g (2.56)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

o=k |+ Kbk

1

b, =k, [(@)Zki ¥ I%L[—kfkl Kyt (K, Ky —, k;)Zj+ Ky (k, K, —k, k)2

C, = kl[k23 k, k,—(k, k,— Kk, kl)(gkjkf +k (k,)? =k, k, kz—gkfﬂ

()R K (K Kok, ) [kz 6+ (k2 —k2)(k, Kk, kl)j
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d, =—ek, lé'{(k;‘k1 —kjkf)k;{(kf kK, —3K3 )k~ ko, Ky (<2, + kl)j(k1 k,~k, klﬂ

—e(kik! k7 ()’ —s[(ksz —ki)'<'2+3('ﬁk'z‘kz klj(“l kb k;ﬂ(klk;’kz k'j

e :_k{k;(gk;_(;qk;_(kl K-k, k;j[_k;(;{kl K-k, k;j(_kzgﬂk; fm
. . . . . 2 . . . . . .
+(k1)2 (kf K, o—k;‘aj+(kl k,—k, klj K—kz o+k, ojkz—a(k1 k,—k, klﬂ

seklinde tanimlidur. 0':(1]%+1 olup, (") s e gore tlrevi ifade etmektedir. Benzer

sekilde (2.54) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok edilirse 1, e gore
3. mertebeden lineer

a, b, L,+c, A,+d, 4 =6, (2.57)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

a, = —k’k,
b, = 2k, kk, +k, k2

¢, =k kik, —2(k )2k, + ek'k, — K, k, k; — ek’k?
d, = gkf(k; k, _k.z klj

e, = kf(k'2 a—c;kzj
seklindedir. Ayn1 sekilde (2.54) denklem sisteminde 4,4, ve bunlarin tiirevleri yok

edilirse 2, e gore 3. mertebeden lineer

a, Ayt b, A+, A+ d,A, =e, (2.58)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

a, = -kZk,
b, = 2K, k,k, +k, k2

¢, =k, k,k, —2(k,)2k, —k k, k, + ek’k? — ek’k,

d, = ek’ (—kz k +k, klj

e = —k;(k'la—(.?klj

seklindedir. (C) egrisi ve o fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.56), (2.57) ve

(2.58) denklemlerinin ¢O0ziminden 2 (i=123) degerleri bulunabilir. Bu
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denklemler, (c) ve (C) spacelike egrileri i¢in A katsayilarina gére bir diferensiyel
karakterizasyonu ifade eder (2.55) denklem sisteminde 4,,1, ve bunlarin tiirevleri
yok edilirse 2, e gore 3. mertebeden lineer

A" +BA"+CA +DA =E (2.59)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

3
N PTEaTg g prynyny
B, = 1, [(M")Zuf + 1 (—u§ "+, —uzuf)z)wz" (i, _ﬂzlﬁ,)z:|

Co=u [ui TR (AT TR (eﬂi i+ () = o 1, — et )}

- (1”1” )2 ﬂ;,uzl - (1”1,“2, - /’lz:ull)z (/Jz”:uz’ + 5(/-112 - /'122)(/'11#2’ - /-12/‘[1,))

D, =zt [(ué‘ﬂl — 15 1, +((ﬂf 1y =348 ) 1y = o) (211, +M))(Muz' —uzﬂ!ﬂ
2
—e (18 — 115 (14 )2—8[(%#2—#3)#2 +3(ﬂ1u2 ~ I h )(ﬂlﬂl ~ Iy 4 )}(ﬂluz —uzﬂl)

E =-u [ui ( fu —f ’ul)uz" —(ﬂluz' — o )(—ui f"+ (uluz' — o1t )(—ﬂz o, f ))}
2
+ (1 )Z(uiuz f —ﬂé‘f’)+(umz —ﬂzﬂl) [(—ﬂzf’ﬂtz f)uz - f"(uluz ~ Ha by )}
olup, (') ¢ e gore tlrevi ifade etmektedir. Benzer sekilde (2.55) denklem sisteminde

2,2, ve bunlarm tiirevleri yok edilirse 1, e gore 3. mertebeden lineer

A" +B,A," +C,A, +D,2, = E, (2.60)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
A, =i 1,
B, = 244ty + ;i
Cp=aty gty = 2(py ) gy + &1y iy — 0y 1) pay — 613

D, = e (ﬂl'uz —uz’#l)

E, =,uf(,u2'f - f'/,tz)
seklindedir. Ayn1 sekilde (2.55) denklem sisteminde 4,1, ve bunlarn tiirevleri yok

edilirse 1, e gore 3. mertebeden lineer

AL +B,A," +CoA + DA, = E, (2.61)
diferensiyel denklemi elde edilir. Burada

A =—pi
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By = 2, iy + 11, 113
Co= )" oy = 2(uy )Py — ) g1y, + epa il — epas g
Dy = et} (~t 1 + 188
E, =—ﬂ§(u{f - f’ul)
seklindedir. (C) egrisi ve f(p) fonksiyonunun verilmesi durumunda (2.59), (2.60)
ve (2.61) denklemlerinin ¢oziminden 2 (i=12,3) degerleri bulunabilir. Bu
denklemler, () ve (C') spacelike egrileri i¢in 4 katsayilarina gore bir diferensiyel
karakterizasyonu ifade eder.
() ve (C), sabit genislikli spacelike egri ¢ifti oldugunda karsilikli noktalari
arasindaki uzaklik sabittir. O halde,
¢ =[d| :“?(s")-&(s)”2 =[AZ o2t + 62 =K?, keR (2.62)
olur. (2.62) esitliginin ¢ degiskenine gore tiirevi alinirsa
1d =2 , / ,
EEM = WA — &0y +ehd =0 (2.63)
elde edilir. (2.63) esitliginde (2.55) ile verilen esitlikler yerlerine yazilirsa
At =0
elde edilir. Bu esitlik (¢) ve (C) spacelike egrilerinin E’ te sabit genislikli
spacelike egri ¢ifti olmasi i¢in gerek ve yeter sarttir. Burada temel iki durum vardir.
ds

o +1:a:0j olsun. Bu durum, (C") spacelike egrisinin (C)

Durum 1. f(p)=0 [

spacelike egrisine gore

d=AT+,N, + 4N, (2.64)
sabit vektorl ile dtelenmesini ifade eder. Gergekten f(p)=0 oldugunda d vektori
sabittir. Bunu gostermek icin (2.64) ile verilen d vektorinin ¢ degiskenine gore

tirevi alinip, f(p)=0 icin (2.55) ile verilen esitlikler ve (1.9) Bishop formidilleri
kullanilirsa g—dzo elde edilir. Bu ise d vektoriiniin sabit oldugu anlamia gelir.
¢

Tersine d vektori sabitse f(p)=0 olur.
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f(p)=0 [?12 +1:G:0j olmast durumunda (2.54) ve (2.55) denklem

sistemleri ile (2.56), (2.57), (2.58) ve (2.59), (2.60), (2.61) denklemleri asagidaki gibi

yazilabilir.

% = gk 1, — &k, A,

& e (2.65)

S )

do

= (2.66)

% =tk

a, A +b, di+c, A+ d 4 =0 (2.67)

oyle ki

a, :(k1 K,—k, kljg +k, kj(k1 k,—k, le
b =k, {(k;)zkg + |Zl(—|<;|<1 K, + (k K, ~ K, k'1)2j+ K, (k K, —k, k'l)z}

c = k;[kj K, k,— (k, k,—k, kl)(gkjklz 1k, (k,)? —k, k, k'z—gkgﬂ
— (k)7 KE Ky (k, K, —k, K,)? (k"z K+ & (k? —k2)(k, k,—k, k'l)j
d, =—ek, R{(k;‘kl - k§kf)|€2+((k5 kK, —3K3 )k, ko k, K, (2K, + k1))(k1 k,~k, kiﬂ
e (KK K¢ ) (K,)? —,{(ksz —k23)k"2+3(k1 K,—k, klj(ki K —k, k;ﬂ(kl k,—k, k'ljz.
a, L, +b, A+c,2,+d,2, =0 (2.68)

oyle ki

a, = —k’k,

b, = 2k kk, +k, k’

¢, =k, kik, —2(k )2k, + ek'k, — K, k, k, — ekk?

d, :gkf(klkz—kz klj.
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a, 2+, A+ ¢, A+ dya, =0 (2.69)
oyle ki
2 :_k22k1
b, = 2K, k,k, +k, k2

C, =k, Kok, —2(k,) 2k, —k, k, k, + ek*k2 —ek?k,
d, :gkg(—kz k, +k, klj

bulunur. Benzer sekilde

AL" +BA"+CA + DA =0 (2.70)

oyle ki
' \° " 3 ' '
A=(ulu2 —uzul) i uz(uluz —uzul)
B, = 11, [(M")Zuf + 1 (—u§ "+, —uzuf)z)wz" (i, _ﬂzlﬁ,)z:|

Co=u [ui TR (AT TR (eﬂi e+ (1, ) = o 1, — et )}

- (1”1” )2 ﬂ;,uzl - (1”1,“2, - /’lz:ull)z (/Jz”:uz’ + 5(/-112 - /'122)(/'11#2’ - /-12/“1,))

D, =gt [(ué‘m — 15 1y +((ﬂf’ 18 1y =305 ) 1y — iy (<20, + ﬂl))(muz' ~ o1t )}
—e( 1l - 15 ) (") —8[(#12#2 —15 ) 1’ +3(/-t1/-tz, —uzﬂf)(ﬂlﬂf —ﬂzuz'ﬂ(muz' — 4] )2-
A" +B,A" +C,A +D,A, =0 (2.71)
oyle ki
A, == 1y
B, = 244ty + 1, 14
Cp=mty gty = 2(py ) g + &1y iy — 0y 1) p1y — 613
D, =t 1 1o — 1114
AL +B,A" +CA + DA, =0 (2.72)
oyle ki
A=ty
By = 244, oty + g1y 45
Co= )" oy = 2(, )Py — ) 11y + ep1 il — epas g

D, =eu; (—uz’ul +uz#1') :

37



Sonug 2.3. Minkowski 3-uzayinda Bishop c¢atiya gore sabit genislikli spacelike egri
ciftlerini  karakterize eden diferensiyel denklem sistemleri (2.65), (2.66) ve
diferensiyel denklemler ise (2.67), (2.68), (2.69), (2.70), (2.71) ve (2.72) deki gibidir.

Durum 2. 2 =0 olsun. Bu durumda karsimiza {i¢ durum daha ¢ikar.
i) 1, =sbt ve 4, =0 ((2.55) den) olabilir. Bu durumda f(¢)=—cu,A, Olur.
i) 4, =0 ve A, =sbt ((2.55) den) olabilir. Bu durumda f (¢) =-eu,4, olur.

Asil dikkat ¢ekici olan hal asagidaki durumdur.
iii) A, =sbt ve A, =sbt ((2.55) den) olabilir. 2, =sbt ve A, =sbt iken f(p)=0 alinirsa

kﬁ:;—jﬁ‘ = sbt oldugu goriiliir. Bu ise (C) spacelike egrisinin Bishop catiya gore E’ te
2 2

spacelike slant helis oldugu anlamina gelir (Teorem (2.5) den).

Teorem 2.6. E’ de Bishop catiya gore karsilikli noktalarinda egrilik yaricaplar
toplami sifir olan (C) ve (C") gibi sabit genislikli spacelike egri ¢iftini goz oniine
alalim. Eger, (2.53) denkleminde verilen teget bilesen 2 =0, birinci normal bilesen
A, =sbt ve ikinci normal bilesen 1, =sbt ise bu durumda (C) spacelike egrisi bir

spacelike slant helistir.

Birim hizl1 (C) spacelike egrisinin konum vektorii a(s) olmak iizere, (2.53)

denklemini a(s) ve tirevleri cinsinden ifade edelim. (C) birim hizli bir egri

oldugundan

a=T (2.73)
yazilabilir. (2.73) esitliginin s e gore ard arda iki defa tiirevi alinirsa

@ =k N -k, (2.74)

o = s(k? —K)T +k N, -k, N, (2.75)

elde edilir. Burada (") s e gore tiirevi ifade etmektedir. (2.73), (2.74) ve (2.75)

esitlikleri kullanilarak
N, = 5| ok, @k, a+ 2k, (k2 —k2 ) (2.76)
u
Ve
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N, :l{—kléﬂél o+ ek (k2 _kg)é} (2.77)
u

k . .
k—zjzkzkl—klkz.

1

olarak bulunur. Burada u = kf{
(2.73), (2.76) ve (2.77) esitlikleri (2.53) de yerlerine yazilirsa

o’ (s :{_klﬂg koo j§+[k2 4 +k1ﬂ3}é+[€(kl —k )(kziz +hts) +A];+& (2.78)
J 7

7
esitligi elde edilir. Boylece, (C") spacelike egrisi, (C) spacelike egrisinin konum
vektorii a(s) ve tiirevleri cinsinden ifade edilmis olur. O halde (C) egrisinin konum
vektorii ve tiirevleri, Bishop egrilikleri ve (2.65), (2.66) denklem sistemleri ya da
(2.67), (2.68), (2.69) veya (2.70), (2.71), (2.72) denklemleri yardimiyla hesaplanan
A, A, Ve 2, degerleri (2.78) esitliginde yerlerine yazilirsa, (C) spacelike egrisinin
sabit genislikli oldugu «'(s") konum vektorii ile verilen (C") spacelike egrisi

belirlenmis olur.
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3. 3-BOYUTLU OKLIiD VE MINKOWSKI UZAYLARINDA KURESEL
EGRILER

3.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Kiiresel Egriler

Temel diferensiyel geometri kitaplarinda [18-20] ve [21-26]’da, Oklid uzayinda
klresel egriler ve bunlarin karakterizasyonlart verilmistir. Birim hizli bir egrinin

kiiresel olma sart1 z(s) 0 olmak Uzere

1{1[3} J i
K T\ K
esitligi ile verilmistir. Burada x ve ¢ sirastyla egrinin egrilik ve burulmasidir. Simdi

E* Oklid uzayinda, birim hizli olmayan Kkiresel egriler ve bunlarin bazi

karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.1. E® Oklid uzayinda yaricapr r ve merkezi m olan bir kiire Gzerinde

bulunan, birim hizli olmayan, reqgller o egrisini goéz oniine alalim. t(t)=0 Ve
Ha’(t)” =v(t) olmak lzere,
a(t)-m=-PN(t)- P'QB(t)

cqrvs 1
esitligi saglamir. Burada, P== Ve Q = L olarak tammbhdur.
K 43

Ispat : «:1 > E® egrisi, yaricapi r ve merkezi m olan bir kiire lzerinde yatan
reguler bir egri olsun. « egrisinin «(t) noktasindaki konum vektorii
a(t) = m+ A, (OT () + 4, (ON () + 4 (t)B(Y) (3.1)
seklinde ifade edilebilir. « kiiresel bir egri oldugundan
(a-ma-m)=r (3.2)

yazilabilir. (3.2) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,
<a’ a- m> ~0

V<T',E—ﬁ>=0

ya da

elde edilir. o egrisi regiiler oldugundan v=0 olup
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(T.a-m)=0 (3.3)
bulunur. (3.3) esitliginin t degiskenine gore tlirevi alinir ve (1.2) Frenet formilleri
kullanilirsa

VK<N,E —ﬁ>+v<f,f> =0
olur. Buradan da

(Ng-m)=-2=-p (3.4)

K

elde edilir. Son olarak, (3.4) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

K
buradan da
<B,a—m>=—%(%) =-PQ (3.5)
elde edilir. (3.1) esitligini
a(t)—m=A4 0T )+, E)N()+ 4, 1)B() (3.6)
seklinde yazip, (3.6) esitliginin her iki tarafinin sirasiyla T, N, B ile i¢ carpimi
alinirsa,
(Tia—m)=14 =0 (3.7)
(N,o-m)=1, =_%=_p (3.8)
ve
<§,5—ﬁ>=ﬂ3 =—%&) =-PQ (3.9)

elde edilir. (3.7), (3.8) ve (3.9), (3.1) esitliginde yerlerine yazilirsa
a-m=-PN-P'QB

bulunur.
Teorem 3.2. €% Oklid uzayinda birim hizli olmayan, reqller o egrisini goz éniine

alalim. z(t) =0 olmak Uzere, P?+(P'Q)* =r? =sbt (r>0) iSe o egrisi, yaricapt r olan

bir kiire Uzerindedir.
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Ispat : Oncelikle asagida verilen
m=a(t)+PN(t)+P'QB(t) (3.10)
esitligini g6z Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafinin t degiskenine gore tiirevi

alinirsa

’

m :(% P'Q+ P’Q’JE (3.11)

bulunur. P?+(P'Q)? =r? =sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t’ye
gore tlirevi alinirsa

PP'+P'Q(P"Q+P'Q")=0
ve bdylece

g+ P'Q+P'Q'=0 (3.12)

elde edilir. O zaman (3.11) ve (3.12) den

ve buradan da

bulunur. Ayrica, (3.10) esitligini
a-m=-PN-P'QB
seklinde yazalim. Buradan
(¢ =m,a—m)=P?+(PQ)* =r? = sht
olur. O halde,
a-m=-PN-P'QB
esitligi, o egrisinin yaricapt r ve merkezi m olan bir kiire iizerinde bulundugunu

gosterir.

Teorem 3.3. €% Oklid uzayinda birim hizli olmayan, reqller o egrisini goz éniine

alalim. =(t) =0 olmak Uzere, o egrisinin kiiresel olmasi icin gerek ve yeter sart
P :
Z+(PQ) =0
S+ (PQ)

olmasidir.

Ispat : r(t)=0 olmak izere, birim hizli olmayan, regiler o egrisini gdz oniine

alalim. Teorem 3.1 den
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P? 4+ (P'Q)? =r?
yazilabilir. Burada r, kiirenin yaricapidir. Bu esitligin t ’ye gore tlirevi alinirsa
2PP'+2(P'Q)(P'Q) =0
olur ve boylece

g+(P’Q)' =0

elde edilir. Tersine, g+(P’Q)' =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) ile ¢arpilirsa,
2PP'+2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
P?+(P'Q)* =r? = sht
ifadesinin tirevidir. O halde, Teorem 3.2 den o egrisinin kiiresel bir egri oldugu

soylenebilir.

Teorem 3.4. €% Oklid uzayinda birim hizli olmayan, reqller o egrisini goz éniine
alalim. =(t) =0 olmak Uzere « egrisinin kiiresel olmasi igin gerek ve yeter sart

P
f=PQ Ve f'=——
Q

esitliklerini saglayan tirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidur.

Ispat : E° Oklid uzayinda birim hizli olmayan, regiiler o egrisini gdz oniine alalim.

r(t) =0 olsun. Teorem 3.3 den g+(P’Q)' =0 esitligine sahibiz. Burada, f(t)=P'Q

olacak sekilde tiirevlenebilir bir f fonksiyonu tanimlanabilir. O halde, ' = _P olur.

Tersine, f=PQ ve f’:—g olsun. Bu durumda, (P’Q)':—g yani

g+(P’Q)' =0 yazilabilir. Sonug olarak, Teorem 3.3 den « egrisinin kiiresel oldugu

soylenebilir.

Simdi, « egrisinin T,N,B Frenet vektor alanlarini; o', o’ 0" x,z V€ v

cinsinden ifade edelim. Ha'(t)” —v(t) olmak izere

a =\T (3.13)
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olur. (3.13) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizli olmayan

egriler igin (1.2) Frenet formiilleri kullanilirsa,

a =vT+vkN (3.14)

a = (V”—V3K‘2)f+(3W,K+V2K/)N+V3KT§ (3.15)

elde edilir. (3.13), (3.14) ve (3.15) den

[V (3.16)
V'K V'K
ve
- ’ N _n n2 rot "\ _y
B= 31 {a —(sl+£ja +[3(V2) +V—K+v2K2—V—Ja} (3.17)
VKT Vv K Vv VK \"

olarak bulunur. (3.1) esitliginde (3.7), (3.8), (3.9), (3.13), (3.16) ve (3.17) esitlikleri
yerlerine yazilirsa, E® Oklid uzayinda birim hizli olmayan kiiresel egrileri

karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine bagl

PO O+ P, (Da )+ p,(Da O+ P OA(M) = PO (3.18)
3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
p,(s) = Vikk'
p,(s) = —v'x’r? —3w'kx’ —Vv*(x')’
p,(s) = V3K’ r? — WKk + V' i + 3(V) 2 K + W (')
P, (s) = —v°k*z?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.5. E* Oklid uzayinda o :1 — E* egrisi, yarigapt r ve merkezi m olan bir

kiire Uzerinde bulunan, birim hizli olmayan regiiler bir egri olsun. «o(t) kiresel

egrisini karakterize eden diferensiyel denklem (3.18)’deki gibidir.
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3.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Kiiresel Egriler
3.2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Lorentziyen Kiiresel Egriler
3.2.1.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Lorentziyen Kiiresel Timelike Egriler

Bu bolimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet catiya gore birim hizli olmayan
Lorentziyen kiiresel timelike egriler ve bunlarin bazi karakterizasyonlar1 verilecektir.

Petrovic-Torgasev ve Sucurovic [30]’da, E’ Minkowski uzayinda birim hizl,

Lorentziyen kiiresel timelike egriler ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini vermistir.
Buna gore, birim hizli bir timelike egrinin Lorentziyen kiire iizerinde bulunma sarti

x(s) =0 ve z(s) =0 olmak Uzere

1{1[3}] 0
K T\ K
esitligi ile verilmistir. Burada «(s) ve z(s), sirasiyla timelike egrinin egrilik ve

burulmasidir. Simdi E? Minkowski uzayinda, birim hizli olmayan Lorentziyen

kuresel timelike egriler ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.6. E’ Minkowski uzayinda yaricapr r ve merkezi m olan bir Lorentziyen
kiire tizerinde bulunan, birim hizli olmayan, regiiler o timelike egrisini géz oniine
alalim. x(t)#0, 7(t)#0 Ve Ha’(t)uzv(t) olmak uizere,

a(t)-m=PN(t)+P'QB(t)

esitligi saglanir. Burada, P T Q= L olarak tammhdir.
K vt

Ispat : o:1 > E? egrisi, yaricap1 r ve merkezi m olan bir Lorentziyen kiire izerinde
bulunan reguiler bir timelike egri olsun. « egrisinin «(t) noktasindaki konum
vektorl
a(t) =m+ 2, (0T (t) + 4, QN () + 4, (t) B(t) (3.19)
seklinde ifade edilebilir. « Lorentziyen kiresel bir egri oldugundan
(a-ma-m)=r (3.20)
yazilabilir. (3.20) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,
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yada

V<T', a- ﬁ> =0
elde edilir. o egrisi regiiler oldugundan v=0 olup

(T.a-m)=0 (3.21)
bulunur. (3.21) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinir ve birim hizli olmayan
timelike egriler igin (1.6) Frenet formiilleri kullanilirsa

VK<N,E —ﬁ>+v<f,f> =0

olur. Buradan da

(Na-m)=2=p (3.22)

K

elde edilir. Son olarak, (3.22) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

v,c<f,a_a>+w<§,a_m>+v<ﬁ,f>{lj'

K
buradan da
—— = 1(1)
(B.a-m) ‘E(Ej _PQ (3.23)
elde edilir. (3.19) esitligini
a(t)—m= 2, )T (t)+ 4, ()N (t) + A, () B(t) (3.24)

seklinde yazip, (3.24) esitliginin her iki tarafinin sirastyla T, N, B ile i¢ carpimi

alimirsa,
(Tia-m)=-2,=0 = 24 =0 (3.25)
(N.afi) =1y == (3.26)
ve
(Boa-m)=2 =%G) =PQ (3.27)

elde edilir. (3.25), (3.26) ve (3.27), (3.19) esitliginde yerlerine yazilirsa
a-m=PN+P'QB

bulunur.
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Teorem 3.7. E' Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiler o timelike
egrisini goz oniine alalim. x(t) =0 Ve z(t) =0 olmak Uzere, P?+(P'Q)? =r? =sht (r >0)

ise « egrisi, yarigapr r olan bir Lorentziyen kire Gzerindedir.

Ispat : Oncelikle asagida verilen
m=a(t)- PN(t)- P'QB(t) (3.28)
esitligini gdz Oniline alalim. Bu esitligin her iki tarafinin t degiskenine gore tiirevi

alinirsa

—

m =—£%+ P”Q+P’Q’j§ (3.29)

bulunur. P? +(P'Q)?* =r? =sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t’ye
gore tiirevi alinirsa

PP'+P'Q(P'Q+P'Q')=0
ve boylece

g+ P'"Q+P'Q'=0 (3.30)

elde edilir. O zaman (3.29) ve (3.30) dan

ve buradan da
bulunur. Ayrica, (3.28) esitligini

seklinde yazalim. Buradan
(a-m,a-m)=P*+(PQ) =r = sht
olur. O halde,
a-m=PN+P'QB
esitligi, « timelike egrisinin yarigapt r ve merkezi m olan bir Lorentziyen kire

tizerinde bulundugunu gosterir.

Teorem 3.8. E’ Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiler o timelike
egrisini goz oniine alalim. «x({t)=0 ve t(t)=0 olmak Uzere, o egrisinin bir

Lorentziyen kiresi Uzerinde olmasi icin gerek ve yeter sart
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g+(P’Q)' =0

olmasidir.

Ispat : x(t)=0 ve r(t)=0 olmak iizere, birim hizli olmayan, regiiler o timelike
egrisini gdz Oniine alalim. Teorem 3.6 dan
P? +(P'Q)? =1
yazilabilir. Burada r, kiirenin yaricapidir. Bu esitligin t ’ye gore tiirevi alinirsa
2PP'+2(P'Q)(P'Q) =0

olur ve boylece

P :
—+(P'Q) =0
S+ (PQ)
elde edilir. Tersine, g+(P’Q)' =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) ile garpilirsa,
2PP'+2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
P2+ (P'Q)* =r? = sht
ifadesinin tlrevidir. O halde, Teorem 3.7 den o timelike egrisinin Lorentziyen

kiiresel bir egri oldugu sdylenebilir.

Teorem 3.9. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler o timelike
egrisini goz oniine alalim. x(t)=0 ve ¢(t)=0 olmak Uzere « egrisinin Lorentziyen

kuresi Uzerinde olmas igin gerek ve yeter sart

P
f=PQ Ve f'=——
Q

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidir.

Ispat : E2 Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler « timelike egrisini goz

Online alalim. «x(t)=0 ve r(t)=0 olsun. Teorem 3.8 den g+(P’Q)'=0 esitligine

sahibiz. Burada, f(t)=P'Q olacak sekilde tiirevlenebilir bir f fonksiyonu

tanimlanabilir. O halde, f' = —g olur.
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Tersine, f=PQ ve f’:—g olsun. Bu durumda, (P’Q)':—g yani

g+(P’Q)' =0 yazilabilir. Sonu¢ olarak, Teorem 3.8 den o egrisinin Lorentziyen

kiresel bir egri oldugu sdylenebilir.

Simdi, « timelike egrisinin T,N,B Frenet vektor alanlarint; o', ", a”, x, r V€

v cinsinden ifade edelim. “a'(t)”:v(t) olmak Uzere

—!

a =vT (3.31)
olur. (3.31) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizli olmayan

timelike egriler igin (1.6) Frenet formiilleri kullanilirsa,

a =vT+vikN (3.32)

a = (v” +v? )f + (3W’K +v2K’)N +VikrB (3.33)

elde edilir. (3.31), (3.32) ve (3.33) den

— 1 —r VA
N =Wa —EOZ (334)
ve
- ’ ™ _n n2 . "\ _,
5ot { S +[3<V3 __H (3.35)
VKT Vv K Vv VK Vv

olarak bulunur. (3.19) esitliginde (3.25), (3.26), (3.27), (3.31), (3.34) ve (3.35)
esitlikleri yerlerine yazilirsa, E Minkowski uzayinda Lorentziyen kiiresel timelike
egrilerini karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine bagli
Py (" (1) + p, ()" (1) + p, (D’ (t) + Py (e () = py(t)m (3.36)
3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
p,(s) = VK’
p,(s) = V'x?c? + 3wk’ + V2 (k')
P, (s) = V'K ’r? + Wk + VK = 3(V) 2 K — W (k')
P, (s) = —v°x“z?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.10. E? Minkowski uzayinda o:1 —E} egrisi, yarigapt r ve merkezi m

olan bir Lorentziyen kiire iizerinde bulunan, birim hizli olmayan regiiler bir timelike
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egri olsun. a(t) Lorentziyen kiiresel egrisini karakterize eden diferensiyel denklem

(3.36) daki gibidir.

3.2.1.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiiresel Spacelike Egriler

Bu bolimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet catiya gore birim hizli olmayan
aslinormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egriler ve bunlarin bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir. Petrovic-Torgasev ve Sucurovic [28]’de, E?

Minkowski uzayinda birim hizli, aslinormali timelike olan Lorentziyen kiresel
spacelike egrileri incelemistir. Buna gore, aslinormali timelike olan spacelike bir
egrinin Lorentziyen kiire lizerinde bulunma sart1 x(s) =0 ve z(s) =0 olmak lzere

' 2
' 2 '
g_[zﬁ] “ove (1] {1@}
K T\ K K T\ K
esitligi ile verilmistir. Burada «(s) ve z(s), sirasiyla egrinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi E’ Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, aslinormali timelike olan

Lorentziyen kiresel spacelike egrileri ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.11. E} Minkowski uzayinda yarigcapr r ve merkezi m olan bir Lorentziyen
kiire tizerinde bulunan, birim hizli olmayan, regiiler, aslinormali timelike olan «

spacelike egrisini goz oniine alalim. x(t) =0, r(t)=0 Ve “a’(t)” =v(t) olmak Uzere,
a(t)-m=PN(t)-P'QB(t)

esitligi saglanir. Burada, P T Q= L olarak tammhdir.
K vt

Ispat : «:1 - E? aslinormali timelike olan spacelike egrisi, yaricap1 r ve merkezi m
olan bir Lorentziyen kiire iizerinde bulunan regiiler bir egri olsun. o egrisinin aft)
noktasindaki konum vektorii
a(t)=m+ A4 OT )+ 4, )N () + 4 (t)B(t) (3.37)
seklinde ifade edilebilir. o Lorentziyen kiiresel bir egri oldugundan
<&—ﬁ,&—ﬁ> =r’ (3.38)
yazilabilir. (3.38) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,
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yada

V<T', a- ﬁ> =0
elde edilir. o egrisi regiiler oldugundan v=0 olup

<f,&—ﬁ>:0 (3.39)
bulunur. (3.39) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinir ve birim hizli olmayan
aslinormali timelike olan spacelike egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa

VK<N,E —ﬁ>+v<f,f> =0

olur. Buradan da

(No-my=-2=—p (3.40)

K

elde edilir. Son olarak, (3.40) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

v,c<f,a_m>+w<§,a_a>+v<ﬁ,f>=_(lj'

K
buradan da
- 11y
<B,a_m>_7(zj —_pQ (3.41)
elde edilir. (3.37) esitligini
a(t)—m= A, )T (t)+ A, ()N (t) + A, () B(t) (3.42)

seklinde yazip, (3.42) esitliginin her iki tarafinin sirasiyla T, N, B ile i¢ carpimi

alinirsa,
(Tia-m)=4=0 (3.43)
(ﬁ&—ﬁ>=ﬁ@:—%=—P :>ﬂ?:%:P (3.44)
ve
(Ba-mp=r=-1(2] --p0 (345

elde edilir. (3.43), (3.44) ve (3.45), (3.37) esitliginde yerlerine yazilirsa
a-m=PN-PQB

bulunur.

51



Teorem 3.12. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller aslinormali
timelike olan « spacelike egrisini gz oniine alalim. «x(t) =0 ve z(t) =0 olmak Uzere,
-P?+(P'Q)*=r’=sbt (r>0) iSe « egrisi, yarigapr r olan bir Lorentziyen kire

Uzerindedir.

Ispat : Oncelikle asagida verilen

m=a(t)-PN(t)+ P'QB(t) (3.46)
esitligini gz Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafin t degiskenine gore tiirevi
almirsa

m =£—%+ P”Q+P’Q’j§ (3.47)
bulunur. —P? + (P'Q)? = r? =sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t’ye
gore tiirevi alinirsa

~PP'+P'Q(P"Q+P'Q")=0
ve boylece

‘%* P'Q+P'Q =0 (3.48)

elde edilir. O zaman (3.47) ve (3.48) den

ve buradan da

bulunur. Ayrica, (3.46) esitligini
a-m=PN-PQB
seklinde yazalim. Buradan
(@ -m,a-m)=—-P*+(PQ)* =r* = sht
olur. O halde,
a-m=PN-PQB
esitligi, aslinormali timelike olan « spacelike egrisinin yaricapi r ve merkezi m

olan bir Lorentziyen kiire tizerinde bulundugunu gosterir.
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Teorem 3.13. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller aslinormali
timelike olan « spacelike egrisini gz oniine alalim. «x(t) =0 ve z(t) =0 olmak Uzere,

a egrisinin bir Lorentziyen kiresi Uzerinde bulunmas: igin gerek ve yeter sart
—%+(P'Q)’ =0 ve (P'Q)® > P>

olmasidir.

Ispat : ¢(t) =0 olmak iizere, birim hizl1 olmayan, regiiler aslinormali timelike olan «
spacelike egrisini gdz oniine alalim. Teorem 3.11 den
—P?+(P'Q)’ =12
yazilabilir. Burada r, kiirenin yarigapidir. Bu esitligin t "ye gore turevi alinirsa
—2PP'+2(P'Q)(P'Q) =0

olur ve boylece

P '
-—+(P'Q) =0
2+ (PQ)
elde edilir. Tersine, —%+(P’Q)’ =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) 1ile ¢arpilirsa,
—2PP'+2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
—P2+(P'Q)? =r% =sht
ifadesinin tarevidir. O halde, Teorem 3.12 den aslinormali timelike olan « spacelike

egrisinin Lorentziyen kiiresi tizerinde oldugu sdylenir.

Teorem 3.14. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan o spacelike egrisini géz dniine alalim. x(t)#0 ve «(t) =0 olmak lzere

a egrisinin Lorentziyen kiiresi iizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart

P
f=PQ ve f'=—
Q

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidir.

Ispat : E° Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali timelike

olan « spacelike egrisini gbz Oniine alalim. x(t)=0 ve z(t)=0 olsun. Teorem 3.13
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den —%+(P’Q)’ =0 esitligine sahibiz. Burada, f(t)=P'Q olacak sekilde tlirevlenebilir

bir f fonksiyonu tanimlanabilir. O halde, f’ =g olur.

P

Tersine, f=PQ ve f'= olsun. Bu durumda, (PQ) = yani

Ol

P
Q
—%+(P’Q)’ =0 yazilabilir. Sonug olarak, Teorem 3.13 den « egrisinin Lorentziyen

kiiresel bir egri oldugu sdylenebilir.

Simdi, aslinormali timelike olan « spacelike egrisinin T,N,B Frenet vektor

alanlarini; o', «”. o, x, - Ve v cinsinden ifade edelim. Ha'(t)”:v(t) olmak tizere

a =\T (3.49)
olur. (3.49) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizli olmayan

egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa,

a =vT+vikN (3.50)

a = (V"+V31<2)'F+(3VV'K+V2K')N+V3KT§ (3.51)

elde edilir. (3.49), (3.50) ve (3.51) den

— 1 —r VA
N =Wa —EOZ (352)
Ve
" ’ N _n n2 ror "\ _y
B= 31 {a —(3—V+£ja +(@+V—K—V2K2—V—Ja:| (3.53)
VKT \" K \" VK Vv

olarak bulunur. (3.37) esitliginde (3.43), (3.44), (3.45), (3.49), (3.52) ve (3.53)

esitlikleri yerlerine yazilirsa, E’ Minkowski uzayinda aslinormali timelike olan

Lorentziyen kuresel spacelike egrilerini karakterize eden ve egrinin konum vektorii

ve tlirevlerine bagl

P )+ p,(0a ()+ P (D O+ py (D) = pyO)m (3.54)
3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
p,(s) = Vikk'
p,(s) = v'x?r? —3w'kk’ —Vv?(x')’
p,(s) = —VV'k %1% — Wik — Vi + 3(V) 2k + W (k')
P, (s) = —v°k*z?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.15. E? Minkowski uzayinda «:1 — E? aslinormali timelike olan spacelike
egrisi, yarigapt r ve merkezi m olan bir Lorentziyen kiire Uzerinde bulunan, birim
hizlt olmayan regiiler bir egri olsun. a(t) Lorentziyen kiiresel egrisini karakterize

eden diferensiyel denklem (3.54)’teki gibidir.

3.2.1.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiiresel Spacelike Egriler

Bu bolimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet catiya gore birim hizli olmayan
binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egriler ve bunlarin bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir. Pekmen ve Pasali [27]’de, E’ Minkowski uzayinda

birim hizli, binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri incelemis
ve bu egrilerin baz1 karakterizasyonlarin1 vermislerdir. Buna gére, binormali timelike

olan spacelike bir egrinin Lorentziyen kiire {izerinde bulunma sarti «x(s)=0 Ve

7(s) =0 olmak Uzere

! 2
' 2 ’
1_[;[1” “ove (1] {1(1)}
K T\ K K T\ K
esitligi ile verilmistir. Burada «(s) ve z(s), sirastyla egrinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi E Minkowski uzayinda, birim hizli olmayan binormali timelike olan

Lorentziyen kiiresel spacelike egriler ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.16. E} Minkowski uzayinda yarigapr r ve merkezi m olan bir Lorentziyen
kire Uzerinde bulunan, birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike olan «
spacelike egrisini goz oniine alalim. x(t) =0 ve ¢(t) =0 Ve ”a’(t)“:v(t) olmak Gzere,

a(t)—m=—PN(t)+P'QB(t)

esitligi saglanmir. Burada, P ~Love Q= L olarak tammhdr.
K \'is

Ispat: o:1 — E? egrisi, yarigap1 r ve merkezi m olan bir Lorentziyen kiire (izerinde
bulunan regiiler binormali timelike olan spacelike bir egri olsun. « egrisinin «(t)
noktasindaki konum vektorii

a(t) = m+ A, (0T (£) + 4, ()N (t) + A, () B(t) (3.55)
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seklinde ifade edilebilir. o Lorentziyen kiiresel bir egri oldugundan
<E—ﬁ,a—ﬁ>: r? (3.56)

yazilabilir. (3.56) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,

ya da

elde edilir. o egrisi regiiler oldugundan v=0 olup
(T.a-m)=0 (3.57)
bulunur. (3.57) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinir ve birim hizli olmayan
binormali timelike olan spacelike egriler i¢in (1.7) Frenet formilleri kullanilirsa
VK<W,E—H>+V<'IT,'T>=O
olur. Buradan da

(Ng-m)=-2=-p (3.58)

K

elde edilir. Son olarak, (3.58) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

’

_V,<<f,a_m>+w<§,a_m>+v<ﬁ,f>:_(lj

K
buradan da
(Ba-im)= _%Gj __pQ (3.59)
elde edilir. (3.55) esitligini
a(t)—m =2, (T () + 4, Q)N (t) + 4, (1) B(t) (3.60)

seklinde yazip, (3.60) esitliginin her iki tarafinin sirasiyla T, N, B ile i¢ ¢arpinmu

alinirsa,
(Tia—m)=14 =0 (3.61)
(Na-m)=1, =_%=_p (3.62)
ve
<§,&—ﬁ>:—4 :—%Gj =-PQ = 4 =%GJ -PQ (3.63)

elde edilir. (3.61), (3.62) ve (3.63), (3.55) esitliginde yerlerine yazilirsa
a-m=-PN+P'QB

56



bulunur.

Teorem 3.17. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller binormali
timelike olan « spacelike egrisini gz oniine alalim. x(t) =0 ve ¢(t) =0 olmak Uzere,
P2—(P'Q)?*=r?=sht (r>0) ise « egrisi, yaricapt r olan bir Lorentziyen kire

Uzerindedir.

Ispat : Oncelikle asagida verilen
m=a(t)+PN(t)-P'QB(t) (3.64)
esitligini gbz Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafin t degiskenine gore tiirevi

alinirsa

m - [g_ Q- P’Q’JE (3.65)
bulunur. P?—(P'Q)* =r? =sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t’ye
gore tiirevi alinirsa

PP~ P'Q(P"Q+P'Q")=0
ve boylece

g—P”Q—P’Q’:O (3.66)

elde edilir. O zaman (3.65) ve (3.66) dan
m =0
ve buradan da
m = sht
bulunur. Ayrica, (3.64) esitligini
a-m=-PN+P'QB
seklinde yazalim. Buradan
(a-m,a-m)=P*—(P'Q)* =r’ = sht
olur. O halde,
a-m=-PN +P'QB
esitligi, binormali timelike olan « spacelike egrisinin yarigap1 r ve merkezi m olan

bir Lorentziyen kiire {izerinde bulundugunu gosterir.
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Teorem 3.18. E’ Minkowski uzaymmda birim hizli olmayan, reguler binormali
timelike olan « spacelike egrisini gz oniine alalim. «x(t) =0 ve z(t) =0 olmak Uzere,

a egrisinin bir Lorentziyen kiiresi tizerinde bulunmasi igin gerek ve yeter sart

g—(P’Q)' =0 Ve (P'Q)> < P?

olmasidir.

Ispat : «(t)=0 ve r(t)=0 olmak iizere, birim hizl1 olmayan, regiler binormali
timelike olan « spacelike egrisini géz oniine alalim. Teorem 3.16 dan
P?—(PQ)*=r’
yazilabilir. Burada r, kiirenin yaricapidir. Bu esitligin t ’ye gore tiirevi alinirsa
2PP'-2(P'Q)(P'Q)' =0
olur ve boylece

P

P'Q) =0
9 (PQ)

elde edilir. Tersine, g—(P’Q)' =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) ile carpilirsa,
2PP' - 2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
P2 —(P'Q)? =r? = sht
ifadesinin tlrevidir. O halde, Teorem 3.17 den binormali timelike olan « spacelike

egrisinin Lorentziyen kiiresi tizerinde oldugu soylenir.

Teorem 3.19. E* Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali
timelike olan o spacelike egrisini goz oniine alalim. «(t) =0 ve z(t)=0 olmak Uzere

a egrisinin Lorentziyen kiiresi iizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart

P
f=PQ Ve f'=—
Q

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidir.

Ispat : E® Minkowski uzaymnda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali timelike

olan « spacelike egrisini gbz Oniine alalim. «(t) =0 ve z(t)=0 olsun. Teorem 3.18
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den g—(P’Q)' =0 esitligine sahibiz. Burada, f(t)=P'Q olacak sekilde tiirevlenebilir

bir f fonksiyonu tanimlanabilir. O halde, f' =g olur.

Tersine, f =P'Q ve f’=g olsun. Bu durumda, (P'Q) =g yani g—(P’Q)' -0

yazilabilir. Sonug olarak, Teorem 3.18 den « egrisinin Lorentziyen kiiresel bir egri
oldugu sdylenebilir.
Simdi, « spacelike egrisinin T,N,B Frenet vektor alanlarini; o', ", a”, «,

ve v cinsinden ifade edelim. |o'(t)| =v(t) olmak Uzere

—!

a =T (3.67)
olur. (3.57) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizli olmayan

egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa,

a =vT+vikN (3.68)

a =(V"—VBKQ)'F+(3W’K+V2K’)N+V3m’§ (3.69)

elde edilir. (3.67), (3.68) ve (3.69) dan

N-t o L4 (3.70)
Vi vk
ve
" ' "N _n n2 [ "\ _
B= 31 {a —(3—V+£)a +[ﬂ+v—’<+v2x2—v—ja} (3.71)
v’kr VoK v VK v

olarak bulunur. (3.55) esitliginde (3.61), (3.62), (3.63), (3.67), (3.70) ve (3.71)

esitlikleri yerlerine yazilirsa, E* Minkowski uzayinda binormali timelike olan

Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve

tiirevlerine bagl

P )+ p,(0a ()+ P (D O+ py (D) = pyO)m (3.72)
3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
P, (s) = VK’
p,(s) = —v'x’r? + 3w'kk’ + V2 (k')
p,(s) = V¥V'k’r? + W'k — Vv ik’ = 3(v') xx’ — W' (x)?

po(S) = ~Vir'z?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 3.20. E} Minkowski uzayinda «:1 — E’ binormali timelike olan spacelike

egrisi, yarigapt r ve merkezi m olan bir Lorentziyen kiire Uzerinde bulunan, birim

hizlt olmayan regiiler bir egri olsun. a(t) Lorentziyen kiiresel egrisini karakterize

eden diferensiyel denklem (3.72) deki gibidir.
3.2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Hiperbolik Kiiresel Egriler

3.2.2.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiiresel Spacelike Egriler

Bu bélimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet ¢atiya gore birim hizli olmayan
aslinormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egriler ve bunlarin bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir. Petrovic-Torgasev ve Sucurovic [29]’da, E

Minkowski uzayinda birim hizli, aslinormali timelike olan hiperbolik kiresel
spacelike egrileri incelemistir. Buna gore, aslinormali timelike olan spacelike bir

egrinin hiperbolik kiire lizerinde bulunma sart1 z(s) = 0 olmak Uzere

! 2
' 2 ’
1_[;[1” “ove (1] {1(1)}
K T\ K K T\ K
esitligi ile verilmistir. Burada «(s) ve z(s), sirastyla egrinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi E’ Minkowski uzayinda, birim hizli olmayan, aslinormali timelike olan

hiperbolik kiiresel spacelike egrileri ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.21. E} Minkowski uzayinda yaricapr r ve merkezi m olan bir hiperbolik

kiire iizerinde bulunan, birim hizli olmayan, regiiler aslinormali timelike olan «

spacelike egrisini goz oniine alalim. =(t)#0 Ve ||o'(t)| =v(t) olmak lzere,
a(t)-m=PN(t)-P'QB(t)

esitligi saglanir. Burada, P R Q= L olarak tammidir.
K vt

Ispat : «:1 - E? aslinormali timelike olan spacelike egrisi, yarigap1 r ve merkezi m
olan bir hiperbolik kiire tizerinde bulunan regiiler bir egri olsun. o egrisinin aft)

noktasindaki konum vektori
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a(t) =m+ A, (0T () + 4, ()N (1) + 4, (t) B(t) (3.73)
seklinde ifade edilebilir. « hiperbolik kiire {izerinde bulundugundan
(a-ma-m)=-r’ (3.74)

yazilabilir. (3.74) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,
<a’ a- m> ~0

v<T,a—m>:O

yada

elde edilir. « egrisi regiiler oldugundan v=0 olup
<f,a_a>:o (3.75)
bulunur. (3.75) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinir ve birim hizli olmayan
aslinormali timelike olan spacelike egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa
VK<W,E—H>+V<'IT,'T>=O
olur. Buradan da

(Na-m)=-2 = (3.76)

K

elde edilir. Son olarak, (3.76) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

v,c<f,a_m>+w<§,a_a>+v<ﬁ,f>=_(lj'

K
buradan da
(B.a-m) :_%Gj __pQ 3.77)
elde edilir. (3.73) esitligini
a(t)—m =4 (OT )+ 2, ON()+ A, )B(1) (3.78)
seklinde yazip, (3.78) esitliginin her iki tarafinin sirasiyla T, N, B ile i¢ ¢arpimi
alinirsa,
<f,&-ﬁ>=,11=0 (3.79)
<N,&—ﬁ>=—12:—%=—|3 = AZ:%:P (3.80)
ve
(B.a-m)=1, :_%&j —_pQ (3.81)

elde edilir. (3.79), (3.80) ve (3.81), (3.73) esitliginde yerlerine yazilirsa
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bulunur.

Teorem 3.22. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller aslinormali
timelike olan « spacelike egrisini goz oniine alalim. t(t)=0 olmak Uzere,
~P?+(P'Q)’=-r?=sbt (r>0) iSe o« egrisi, yaricapt r olan bir hiperbolik kire

Uzerindedir.

Ispat : Oncelikle asagida verilen

m=a(t)-PN(t)+ P'QB(t) (3.82)
esitligini gbz Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafin t degiskenine gore tiirevi
alimirsa

m =£—%+ P”Q+P’Q’j§ (3.83)

bulunur. —P? +(P'Q)* =-r? =sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t
’ye gore tiirevi alinirsa

—PP'+P'Q(P'Q+P'Q')=0
ve boylece

_g+ P'Q+P'Q' =0 (3.84)

elde edilir. O zaman (3.83) ve (3.84) ten

ve buradan da
bulunur. Ayrica, (3.82) esitligini

seklinde yazalim. Buradan
(¢ =m,a—m)=—P*+(P'Q)’ =—r’ = sht
olur. O halde,
a-m=PN-PQB
esitligi, aslinormali timelike olan « spacelike egrisinin yaricapi r ve merkezi m

olan bir hiperbolik kiire tizerinde bulundugunu gosterir.

62



Teorem 3.23. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller aslinormali
timelike olan « spacelike egrisini goz oniine alalim. t(t)=0 olmak Uzere, «

egrisinin bir hiperbolik kire iizerinde bulunmasi igin gerek ve yeter sart

—%+(P'Q)’ =0 Ve P?>(P'Q)>

olmasidir.

Ispat : (t) =0 olmak iizere, birim hizl1 olmayan, regiiler aslinormali timelike olan «
spacelike egrisini goz oniine alalim. Teorem 3.21 den
~P2+(P'Q)? = —r?
yazilabilir. Burada r, kiirenin yaricapidir. Bu esitligin t ’ye gore tiirevi alinirsa
—2PP'+2(P'Q)(P'Q)' =0

olur ve boylece

P '
-—+(P'Q) =0
S+(PQ)
elde edilir. Tersine, —g+(P’Q)' =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) ile carpilirsa,
—2PP'+2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
—P? +(P'Q)? =-r® =sbt
ifadesinin tarevidir. O halde, Teorem 3.22 den aslinormali timelike olan « spacelike

egrisinin hiperbolik kiresi iizerinde oldugu sdylenir.

Teorem 3.24. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan o spacelike egrisini goz oniine alalim. «(t)=0 olmak Uzere «

egrisinin hiperbolik kiiresi tizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart

P
f=PQ Ve f'=—
Q

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidir.
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Ispat : E> Minkowski uzaymnda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali timelike

olan o spacelike egrisini géz Oniine alalim. z(t)=0 olsun. Teorem 3.23 den

—%+(P’Q)' =0 esitligine sahibiz. Burada, f(t)=P'Q olacak sekilde tiirevlenebilir bir

f fonksiyonu tanimlanabilir. O halde, f' :g olur.

Tersine, f=PQ ve f'= olsun. Bu durumda, (P’Q)'zg yani

Q|

—%+(P’Q)' =0 yazilabilir. Sonug olarak, Teorem 3.23 den « egrisinin hiperbolik

kiiresel bir egri oldugu sdylenebilir.
Simdi, « spacelike egrisinin T,N,B Frenet vektor alanlarini; o', ", a”, «,
ve v cinsinden ifade edelim. |a'(t)|=v olmak Uzere
a' =vT (3.85)
olur. (3.85) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizli olmayan

egriler i¢in Frenet formiilleri kullanilirsa,

—r

a =vT+VvkN (3.86)

a =(v”+v3r<2)f+(3vv’x+v21<’)ﬁ+v3kr§ (3.87)

elde edilir. (3.85), (3.86) ve (3.87) den

[N (3.88)
VK 'S
ve
" ' " _n n2 ro . "\ _.n
B= 31 {a —(3—V+£ja +[ﬂ+v—’<—v2x2—v—ja} (3.89)
vkr VoK v 'S v

olarak bulunur. (3.73) esitliginde (3.79), (3.80), (3.81), (3.85), (3.88) ve (3.89)

esitlikleri yerlerine yazilirsa, E Minkowski uzayinda aslinormali timelike olan

hiperbolik kiiresel spacelike egrilerini karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve

tiirevlerine bagl

P )+ P, )+ P, O+ p (D (V) = py(Om (3.90)
3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
p,(s) = Vikk'
p,(s) = Vvix?c? —3w'kk’ —v? (')’

P, (s) = —VV'k %1% — Wik — v icPi + 3(V) 2k + W (k')
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po() = —Vxz?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.25. E} Minkowski uzayinda «:1 — E? aslinormali timelike olan spacelike

egrisi, yarigapt r ve merkezi m olan bir hiperbolik kire Gzerinde bulunan, birim

hizli olmayan regiiler bir egri olsun. a(t) hiperbolik kiiresel egrisini karakterize eden

diferensiyel denklem (3.90) daki gibidir.

3.2.2.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiiresel Spacelike Egriler

Bu bélimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda Frenet ¢atiya gore birim hizli olmayan
binormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egriler ve bunlarin bazi

karakterizasyonlar1 verilecektir. Pekmen ve Pasali [29]’da, E? Minkowski uzayinda

birim hizli, binormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egrileri incelemis ve
bu egrilerin baz1 karakterizasyonlarini vermistir. Buna gore, binormali timelike olan

spacelike bir egrinin hiperbolik kiire tizerinde bulunma sart1 z(s) =0 olmak izere

! 2
' ! 2
1_[1@} o ve Hgn (3)
K T\ K T\ K K
esitligi ile verilmistir. Burada «(s) ve z(s), sirastyla egrinin egrilik ve burulmasidir.

Simdi E’ Minkowski uzayinda, birim hizli olmayan, binormali timelike olan

hiperbolik kiiresel spacelike egrileri ve bunlarin bazi karakterizasyonlarini verelim.

Teorem 3.26. E} Minkowski uzayinda yaricapt r ve merkezi m olan bir hiperbolik
kiire tizerinde bulunan, birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike olan «
spacelike egrisini goz oniine alalim. t(t) =0 Ve |«'(t)|=v(t) olmak lzere,

a(t)—m=—PN(t)+P'QB(t)

TR o 1
esitligi saglanmir. Burada, P== ve Q - L olarak tammhdir.
K '
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Ispat : «:1 > E? binormali timelike olan spacelike egrisi, yarigap1 r ve merkezi m
olan bir hiperbolik kiire tizerinde bulunan regiiler bir egri olsun. o egrisinin aft)
noktasindaki konum vektorii

at)=m+ 4, OT )+ 4, EN ) + 4 (t)B(t) (3.91)
seklinde ifade edilebilir. o hiperbolik kiiresel bir egri oldugundan

(a-ma-m)=-r’ (3.92)

yazilabilir. (3.92) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa,
<a’ a- m> ~0

V<T',E—ﬁ>=0

ya da

elde edilir. o egrisi regiiler oldugundan v=0 olup
<f,&—ﬁ>:0 (3.93)
bulunur. (3.93) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinir ve birim hizli olmayan
binormali timelike olan spacelike egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa
v;<<ﬁ,§—ﬁ>+v<f,f> =0
olur. Buradan da

<N,a—m>:—%:—P (3.94)

elde edilir. Son olarak, (3.94) esitliginin t degiskenine gore tiirevi alinirsa

_VK<f,a_m>+w<§,a_m>+v<ﬁ,f>=_(lj'

K
buradan da
(B.a-m) :_%Gj __p0Q (3.95)
elde edilir. (3.91) esitligini
at)-m=4OT )+, EONE)+A,0)B() (3.96)
seklinde yazip, (3.96) esitliginin her iki tarafinin sirasiyla T, N, B ile i¢ ¢arpimi
alinirsa,
(Tia—m)=14 =0 (3.97)
(N.a-m)=1, :_%:_p (3.98)
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ve

<§,&—ﬁ> =1, =—i(3)' =-PQ = 4 =i(1j’ =PQ (3.99)

VT \ K VT \ K

elde edilir. (3.97), (3.98) ve (3.99), (3.91) esitliginde yerlerine yazilirsa

a-m=-PN+P'QB

bulunur.

Teorem 3.27. E} Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regller binormali
timelike olan o spacelike egrisini goz oniine alalim. t(t)=0 olmak Uzere,
P2—(P'Q)*=-r*=sht (r>0) iSe o« egrisi, yaricapt r olan bir hiperbolik kire

Uzerindedir.

Ispat : Oncelikle asagida verilen
m=a(t)+PN(t)-P'QB(t) (3.100)
esitligini gz Oniine alalim. Bu esitligin her iki tarafim1 t degiskenine gore tiirevi

alinirsa
o [g p"Q_p'Q'Jg (3.101)

bulunur. P?—(P'Q)? = —r? = sbt oldugunu kabul edelim. Buna gore, her iki tarafin t’ye
gore tiirevi alinirsa

PP'—P'Q(P"Q+P'Q")=0
ve boylece

g_ P'Q-P'Q'=0 (3.102)

elde edilir. O zaman (3.101) ve (3.102) den

m =0
ve buradan da
m = sht
bulunur. Ayrica, (3.100) esitligini
a-m=-PN+P'QB

seklinde yazalim. Buradan

<a —m,a—ﬁ>= P’ - (P'Q)* =-r® =sbt
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olur. O halde,
a-m=-PN+P'QB
esitligi, binormali timelike olan « spacelike egrisinin yarigap1 r ve merkezi m olan

bir hiperbolik kiire tizerinde bulundugunu gosterir.

Teorem 3.28. E’ Minkowski uzaymmda birim hizli olmayan, reguler binormali
timelike olan « spacelike egrisini goz oniine alalim. t(t)=0 olmak Uzere, «

egrisinin bir hiperbolik kiire tizerinde bulunmasi igin gerek ve yeter sart

g—(P’Q)' =0 ve P2<(P'Q)’

olmasidir.

Ispat : (t) =0 olmak iizere, birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike olan «
spacelike egrisini goz oniine alalim. Teorem 3.26 dan
P2 —(P'Q)* =-r*
yazilabilir. Burada r, kiirenin yaricapidir. Bu esitligin t ’ye gore tiirevi alinirsa
2PP'-2(P'Q)(P'Q)' =0

olur ve boylece

P '
Z_(PQ) =0
=-(PQ)

elde edilir. Tersine, g—(P’Q)' =0 oldugunu kabul edelim. Esitligin her iki tarafi

2(P'Q) ile carpilirsa,
2PP' - 2(P'Q)(P'Q)' =0
elde edilir. Bu ise,
P> —(P'Q)? =-r® =sht
ifadesinin tlrevidir. O halde, Teorem 3.27 den binormali timelike olan « spacelike

egrisinin hiperbolik kiire iizerinde oldugu sdylenebilir.

Teorem 3.29. E* Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali
timelike olan o« spacelike egrisini goz oniine alalim. ©(t)=0 olmak Uzere «

egrisinin hiperbolik kiire iizerinde olmasi igin gerek ve yeter sart
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P
f=PQ Ve f'=—
Q

esitliklerini saglayan tiirevlenebilir bir f(t) fonksiyonunun var olmasidir.

Ispat : E® Minkowski uzaymda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali timelike
olan o spacelike egrisini géz Oniine alalim. z(t)=0 olsun. Teorem 3.28 den

g—(P'Q)' =0 esitligine sahibiz. Burada, f(t)=P'Q olacak sekilde tiirevlenebilir bir f

fonksiyonu tanimlanabilir. O halde, f' =g olur.

Tersine, f=P'Q ve f’:g olsun. Bu durumda, (P'Q) =g yani g—(P’Q)' =0

yazilabilir. Sonug olarak, Teorem 3.28 den « egrisinin hiperbolik kiiresel bir egri
oldugu soylenebilir.
Simdi, « spacelike egrisinin T,N,B Frenet vektor alanlarini; o', o”, a”, «,

ve v cinsinden ifade edelim. | '(t)|=v olmak Uzere

—! —

a =VT (3.103)
olur. (3.103) ifadesinin ard arda t ye gore iki defa tiirevi alinir ve birim hizlh

olmayan egriler i¢in (1.7) Frenet formiilleri kullanilirsa,

a =VvT+VikN (3.104)

a :(v"—v31<2)f+(3w’z<+v21<’)ﬁ+v3m§ (3.105)

elde edilir. (3.103), (3.104) ve (3.105) den

[ (3.106)
V'K V'K
ve
" ' ™ _n n2 rr "\ _.s
gl {5 _[31+£)a +[ﬂ+v—’<+v2x2—v—ja} (3.107)
VKT \ K \ VK \Y

olarak bulunur. (3.91) esitliginde (3.97), (3.98), (3.99), (3.103), (3.106) ve (3.107)

esitlikleri yerlerine yazilirsa, E’ Minkowski uzayinda binormali timelike olan

hiperbolik kiiresel spacelike egrilerini karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve

tiirevlerine bagl

p(a )+ p,Ma O+ pOa 1)+ p,Balt) = p,t)m (3.108)

3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi elde edilir. Burada
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P, (s) = VK’
p,(s) = —v'x’r? + 3w'kk’ + V2 (k')
p,(s) = V¥V'k’r? + W'k — Vv ik’ —3(v') xx’ — W' (x)?
P, (s) = —v°k*z?

olarak tanimlidir. Buna gore asagidaki teoremi verebiliriz.

Teorem 3.30. E Minkowski uzayinda «:1— E} binormali timelike olan spacelike

egrisi, yarigapr r ve merkezi m olan bir hiperbolik kire Uzerinde bulunan, birim

hizli olmayan regiiler bir egri olsun. a(t) hiperbolik kiiresel egrisini karakterize eden

diferensiyel denklem (3.108) deki gibidir.
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4. COZUM YONTEMLERI VE REZIDU HATA TAHMINI
4.1. Taylor Collocation (Siralama) Yontemi

Karamete [48,49], Kesan [50], Sezer ve ark. [51], Taylor siralama metodu kullanarak
lineer diferensiyel denklem ve denklem sistemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini elde
ettiler. Bu boliimde Taylor siralama metodunu gelistirerek, metod igin rezidi hata

fonksiyonuna dayali bir hata tahmini verilecektir.

4.1.1. Degisken Katsayih Lineer Diferensiyel Denklemlerin Coztmu i¢in Taylor

Siralama Yontemi

Degisken katsayili m mertebeden lineer
Ly()]=2 p()y“(x)=g(x), 0<a<x<b (4.1)
k=0

diferensiyel denkleminin

m_l(a;ky‘”(a)+bjky‘”(b)) =c,, j=01.,m-1 (4.2)

k=0

karisik kosullar altinda

Y02, 00 =3 a0 (43)
kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda bir yaklasik c¢oziimiiniin oldugunu
varsayalim. Burada y©(x)=y(x) bilinmeyen fonksiyon, p, (x) ve g(x) [a,b]’nda
bilinen surekli fonksiyonlar, y*(x), y(x) in k. mertebeden tirevidir. a, bilinmeyen
katsayilar, ve &, b, ve C; reel katsayilardir.
Ayrica, (4.2) kosullart altinda, (4.1) denkleminin yaklagik ¢6zimund bulmak igin

xi=a+bN;ai, i=0,1..,N, 0<a<x<b (4.4)

ile verilen siralama noktalarim1 kullanalim. Oncelikle (4.3) ile verilen yaklasik
¢6zUmUn matris formu
yn () = X(x)A (4.5)
olarak ifade edilebilir. Burada
X(x)=[l X X2 ... x“}

Ve
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A=[a a a - a]
seklinde tanimlanir. Ayrica, X(x) matrisi ile X'(x), X'(x) ve X®(x) tirevleri
arasinda
X'(x) = X(x)B, X"(x)=X(x)B* ve X®(x)=X(x)B* (4.6)

bagintisi vardir. Burada B matrisi

0
0
B = :
N
0
olarak tanimlidir. O halde (4.5) ve (4.6) dan
yi(X) = X(X)BA, v/ (x)=X(x)B*A Ve y¥(x) = X(x)B*A 4.7)

matris bagintilar1 yazilabilir. (4.7), (4.1) denkleminde yerine yazilirsa

> P (OX(0B'A= () (4.8)
matris bagintisi elde edilir. (4.8)’de (4.4) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa

> P ()X(6)B A = 9(x)

matris denklem sistemi yada kapali form olarak

{Zm:PkXB"}A:G (4.9
k=0
elde edilir. Burada
p(x) 0 - 0 X(%) | 1 % % - x) 9(%)
p - 0 b)) 0 X)) Lo X e g 904)
0 0 R 0 : A :
0 0 - p(xy) X)) [T % xg - oxy 9(xy)

seklinde tanimlanir. Boylece (4.1) denklemi igin (4.9) ile verilen temel matris

denklemi

WA=G yada [W:G]; 6yleki w = Zm: P, X B* (4.10)

artirilmig matris formunda yazilabilir. (4.7) den yararlanarak (4.2) kosullari igin
?j[aij(a) +b,X()]B*A=[c,], j=01..m-1
ya da kisaca
UA=[c;] yada[uU;c ], j=01..m-1 (4.11)

artirilmis matris formu elde edilir. Burada
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LN

m—

U; =Y [a,X(a)+b;X(b)|B* =

k=0

[ujo u, up

u, J i=01..(m-1)

seklinde tanimlanir. Son olarak, (4.10) matris formunun son m satir1 silinerek,

bunlarin yerine (4.11) kosullar i¢in artirilmis matrisinin satirlar1 yazilirsa

Woo Wo, Won g(Xo)
Wiy Wy, Wiy 9(X1)
3.~ W(me)o W(me)1 ' W(N—m)N g(Xme)
[wi6]-
Ugo Uos Uon G
U Uy, Uy C,
L u(m—l)D u(m—l)l u(m—l)N ; Cm—l i

yeni artirimis matris formu elde edilir. Bu ise lineer bir cebirsel sistemdir. Eger, rank
\TV:rank[va;é'] — N +1 iSe 0 zaman
A=(W) G
yazilabilir. BOylece
A=[a, & a -~ a]
bilinmeyen Taylor katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belirlenen a,,a,a,,..,a,

katsayilar1 (4.3) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.1) diferensiyel denkleminin

Taylor polinom ¢ozimi elde edilir.

4.1.2. Taylor Siralama Yontemiyle Cozulen Lineer Diferensiyel Denklemler igin

Coziimiin Dogrulugu ve Rezidii Hata Tahmini

Bu bolimde rezidi hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.2) kosullart
altinda (4.1) denkleminin yaklasik ¢6ziimii olan (4.3) Taylor polinom ¢6zumi igin
bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.1) denklemi icin rezidi hata fonksiyonunu
Ry () = L[yy (¥)]-9(x) (4.12)
seklinde tanimlayalim. Burada y, (x), (4.1) denkleminin Taylor polinom ¢ézimaddr.

Boylece vy, (x)

L[y (9] = X P (Y () = 909+ Ry (9

3
LN

(2, v (@) +b, ¥ (B)) =¢;,  j=01...m-1

k

I
o

problemini saglar. Ayrica e, (x) hata fonksiyonu
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ey (¥) = y(X¥) -y, (¥) (4.13)
seklinde tanimlanir. Burada y(x), (4.1) denkleminin tam ¢Ozimudir. (4.1), (4.2),
(4.12) ve (4.13) denklemlerinden

N

> (ae(@)+byel’ (b)) =0, j=01..m-1

=~

homojen karigik kosullar1 altinda
L[eN (X)] = L[y(x)] - L[yN (X)] =—-R(¥)

hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, agik sekilde hata problemi

P (e’ (x) =Ry (X)

M5

=
Il
o

(4.14)

3
N

(a,el’(a)+byel’(0))=0, j=01,..,m-1

=
o

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;

N

(2, ¥y @ +b, y¥())=c;, j=01..,m-1

k=0

ve

3

-1

(2 v @ +by ¥ (0))=c;, j=01..,m-1

=
]
o

homojen olmayan karisik kosullari

N

> (ayed (@) +byel’ (0))=0, j=01,..,m-1

k=0
seklinde homojen olan karigik kosullara dontismektedir. (4.14) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢6ziilebilir. Boylece

M
ey (¥)=>ax", M>N
n=0

seklinde, e, (x) e gore e, (x) yaklasik ¢dziimii bulunur. Sonug olarak, vy, (x) ve
ey w (X) polinomlar1 yardimiyla
Y (X) = Yy (X) +ey v (X)
diizeltilmig Taylor polinom ¢6ztimi elde edilir. Ayrica,
ey () =y(x¥)-yy(x)
asil hata fonksiyonunu,
ey m (X)
tahmini hata fonksiyonunu;

EN‘M (X) =€y (X) —€\m (X) = Y(X) ~Yam (X)
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ise diizeltilmis hata fonksiyonunu ifade eder. Simdi asagida verilen problemlerin

¢Oziimiinii, Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya ¢alisalim.

Ornek 4.1. Tam ¢6zimil y(x) = x(—x)e* olan, degisken katsayil1, 0<x <1 araliginda
y @ (x) + xy(x) = —(8+ 7x+ x*)e*
homojen olmayan 4. mertebeden lineer diferensiyel denklemini
y(0)=0, y"(0)=0, y1)=0, y"(Q)=—4e
kosullar1 altinda Taylor siralama yontemini kullanarak ¢6zelim [57,58].

N =5 igin y,(x) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢bzimi
y5(X) = Zanxn

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin a,, (n=0,12,3,4,5) katsayilarin1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =5 icin (4.4) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi
1 2 3 4
{xo =0, x =5 X, =3 Xq =3 X, =% Xg =1}
olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu uygulanirsa N =5 igin vy, (x) Taylor

polinom ¢ozimi

¥, () =1.1351545520109646263x — 0.6545212185511746370x° — 0.33333333333333333333x*
—0.14730000012645665596x°

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢dztimuni elde etmek igin

&5 (x) + xes (x) = =Ry (x)
e;(0)=0,¢,(0)=0,e,1)=0,¢e'(1)=0

hata problemini ele alalim. Oyleki;

R (X) = Y& (X) + Xy, (X) + 8+ 7x + x*)e*
seklinde tanimlidir. Yine, Taylor metodu kullanilarak M =6 igin bu hata problemi
cozlllrse e,(x) e gore e, (x) tahmini hata fonksiyonu

&, ¢ (X) = —0.111188115931996 + 0.128356555990440x° — (0.833333333333333¢ —10) X*
+(0.255086135689322¢ —1)x° — (0.426770535440429 —1)X°

seklinde hesaplanir ve boylece

¥s.¢ (X) =1.02396643606800x — 0.526164662609560x° — 0.333333333383333x*
—0.121791386531068x° — (0.426770535440429 —1)x°

diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimii elde edilmis olur. Benzer sekilde VYso(X) ve

¥s11(X) ¢Oziimii asagidaki gibi bulunur.
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Y5 (X) =1.00002437285014x —0.500024934241621x* — 0.333333333383333x*

—0.125002533109927x° — (0.333161948721942¢ —1)x° — (0.699814396901965¢ — 2) X"
—(0.110160272776683¢ — 2)x® — (0.247630546279298¢ — 3)X°

s 1 (X) =1.00000015646940x — 0.500000158571441x° — 0.333333333383333x"
—0.124999993131259x° — (0.333333761497010e —1)x® — (0.694437055055541e — 2)X’
—(0.119035166848747e — 2)x® — (0.174340158144659 — 3)x°
— (0.208074050727092e — 4)x™° — (0.342545138387607¢ — 5)x'".

Problemin tam ¢6ziimi, Taylor polinom ¢oziimii ve diizeltilmis Taylor polinom
¢6zUmandn verilen aralikta se¢ilmis bazi degerleri icin niimerik sonuglart Tablo 4.1.

de gosterilmistir.

Tablo 4.1. Ornek 4.1°in tam ¢6ziim ile yaklasik ¢ziimlerinin

N =5 Ve M =6,9,11 i¢in niimerik sonuglari

Tam Taylor Polinom T . - .
Coziim Coziimii Diizeltilmis Taylor Polinom Coziimleri
i y(x) Y5 () Yss (%) Yso(%) Yo (%)
0 0 0 0 0 0
0.2 0.195424441 0.221214271 0.200008932  0.195429116  0.195424471
0.4  0.358037927 0.402130777 0.365956754  0.358046078  0.358037980
0.6  0.437308512 0.485062100 0.446066656  0.437317739  0.437308572
0.8  0.356086549 0.388208180 0.362147373  0.356093256  0.356086592
1.0 0 0.1000e-19 -0.6680e-16 0.8566e-15 0.1763e-13
0.6 T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
O e e A Rt it el Nt El s B
l l O
~ 04— -4 w
= ! |
§ [ [
A e i B S - - NaT--
> [ [
< [ [
‘;Z 0.2 - -+
= 4 —— y(x)=x(1-x)e* (Tam Goziim)
= 01 77,‘,,,,‘ N=5 icin y(x) Fo- i
[ | —¢ — N=5we M=6icin Yg 6(x) [
| \ : |
**ﬂ***w+N=5veM=9i<;iny59(x) i B
: : : &— N=5we M=11i¢in Yg 1l(x) :
| | | ’ |

-0.1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

X

Sekil 4.1. Ornek 4.1’in tam ¢6ziim ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi
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Tablo 4.1 ve Sekil 4.1 e bakarak, M degeri artirildiginda, yaklasik ¢oztiimlerin tam
cozlime vyaklastigi gorilmektedir. Asagidaki Tablo 4.2 ise diizeltilmis mutlak

hatalarin karsilastirmasini gostermektedir.

Tablo 4.2. Ornek 4.1’in diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =5 ve M =6,9,11 i¢in Karsilastiriimasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |EN‘M (X)| = |y(X) ~Yum (X)|

Xi |E5,e (Xi)| |E5,9(Xi)| ‘Es,ll(xi)‘

0 0 0 0
0.2 0.458449¢-2 0.467489¢-5 0.300257e-7
0.4 0.791883e-2 0.815089e-5 0.524390e-7
0.6 0.875814e-2 0.922697e-5 0.596090e-7
0.8 0.606082e-2 0.670756e-5 0.438762e-7
1.0 0.668e-16 0.856610e-15 0.176261e-13

Tablo 4.2 ye bakildiginda, M degeri arttik¢a diizeltilmis mutlak hatanin kiigiildigii

ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

Ornek 4.2. Tam ¢6zimil y(x) = x(— x)e* olan, degisken katsayil1, 0<x <1 araliginda
y® (x) - y(x) = ~(15+10x)e’
homojen olmayan 5. mertebeden lineer diferensiyel denklemini
y(0)=0, y'(0)=1, y(0)=0, y@®) =0, y@®)=-e
kosullar1 altinda Taylor siralama yontemini kullanarak ¢ézelim [59,60].

N =6 i¢in y,(x) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢oziimii
6
ys(X) = Z a'nxn
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin a,, (n=0,12,3,4,5,6) katsayilarint hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =6 i¢in (4.4) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

1 2 3 4
X, =0, xlzg, X, :E’ xszg, X“:E’ X5:E’ Xs =1

olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu uygulanirsa N=6 igin vy, (x) Taylor
polinom ¢ozimdi

Y, (X) = x—0.4821381146908052794x* —0.3551519137342694634x*
—0.12500000000000000000x° — (0.37709971574925257351e — 1) x°

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢6ziimiinii elde etmek i¢in
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{eéﬂ(x) —5(X) =Ry (x)
e;,(0)=0, ¢, (0)=0,¢, (0)=0,¢/(1)=0,¢ ()=0
hata problemini ele alalim. Oyleki;
Rs (X) = Y& (X) = ¥4 (X) + (15 +10x)e*
seklinde tanimlidir. Yine, Taylor metodu kullanilarak M =7 igin bu hata problemi
cozlllrse e, (x) e gore e,,(x) tahmini hata fonksiyonu

&, - (X) = —(0.155983754693797e —1)x° + (0.191646266291429¢ —1)x*
+(0.489962199009021e — 2)x° — (0.846587314985338¢ — 2)X

seklinde hesaplanir ve boylece
Yo7 (X) =X— 0.497736490169380x° —0.335987287070857 x* —0.12500000000000000000x°
—(0.328103495799098e —1)x° — (0.846587314985338e — 2)x’
diizeltilmis Taylor polinom ¢6ziimii elde edilmis olur. Benzer sekilde Y;,0(X) ve

Ys3(X) ¢Oziimii asagidaki gibi bulunur.

Y10 (X) = X—0.499998960328312x° — 0.333334449870202x" — 0.12500000000000000000%°
— (0.333336323290548e —1)x° — (0.694251102077484e — 2)X
—(0.163993965842713e —3)x° — (0.301056977066866¢ — 4)x"°
—(0.119634675810629 — 2)x°

Yo13(X) = X~ 0.499999998536806x° — 0.333333334836932x" —0.12500000000000000000x°
—(0.333333366170699 —1)x° — (0.694441580738783e — 2)x’
—(0.173333131383124e - 3)x° — (0.224606569920738¢ — 4)x*°
—(0.443226187307744e —6)x* + (0.159581940994968¢ — 7)x"*
—(0.119059242405106€ — 2)x* — (0.210069136752367e — 5)x**.

Problemin tam ¢oziimii, Taylor polinom ¢6ziimii ve diizeltilmis Taylor polinom
¢cOziimiiniin verilen aralikta secilmis bazi degerleri icin niimerik sonuclar1 Tablo 4.3

de gosterilmistir.
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Tablo 4.3. Ornek 4.2’nin tam ¢6zum ile yaklasik ¢oziimlerinin

N=6 Ve M =7,10,13 i¢in niimerik sonuglari

Tam Taylor Polinom T . - .
Coziim Coziimii Diizeltilmis Taylor Polinom Coziimleri
X y(x) Y () Yo1(X) Yo10(%) Yo1s(%)
0 0 0 0 0 0
0.1  0.099465383 0.099481059 0.099467381  0.099465384  0.099465383
0.2  0.195424441 0.195532239 0.195438320  0.195424448  0.195424441
0.5 0.412180318 0.413040273 0.412298682  0.412180378  0.412180318
0.8  0.356086549 0.356829619 0.356202066  0.356086623  0.356086549
1.0 0 -0.1510e-18 0.3000e-10 0.2999e-10 0.3001e-10
0.45
0.4
036+~~~ AR
% 0.3 E—
g
o 025 - -+ ——— - e e e e
>
X 02
>‘Z ‘ _ X o
= oasl T y()=x(Ix)e* (Tam Cozam) |y |
§ ’ : N=6 igin y,(x) :
0.1 - = &— N=6 ve M=7 i(;iny67(x) R (- —
| ' |
0.05 :7 | —=—N=6ve M=10icin yG’lO(x) o 7:7 _
- N=6 ve M=13 igi
: : ve icin yg 13(%) :
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 4.2. Ornek 4.2’in tam ¢6ziim ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi

Tablo 4.3 ve Sekil 4.2 ye bakarak, M degeri artirildiginda, yaklasik ¢oziimlerin tam
¢coziime yaklastigi goriilmektedir. Asagidaki Tablo 4.4 ise diizeltilmis mutlak

hatalarin karsilagtirmasini1 gostermektedir.
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Tablo 4.4. Ornek 4.2’nin diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =6 ve M =7,10,13 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |EN'M (X)| = |y(X) ~Yum (X)|

|Eq., (%) |Eq 10 (%) |Eq15(%))

0 0 0 0

0.1 0.199850e-5 0.927862e-9 0.131149e-11
0.2 0.138789¢e-4 0.652565e-8 0.926550e-11
0.5 0.118364e-3 0.598642e-7 0.882683e-10
0.8 0.115517e-3 0.741339%e-7 0.131679e-9
1.0 0.300000e-10 0.299997e-10 0.300178e-10

Tablo 4.4 e bakildiginda, M degeri arttik¢a diizeltilmis mutlak hatanin kiigildigii ve

¢Oziimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

4.1.3. Genel Lineer Diferensiyel Denklem Sistemlerinin C6zUmu icin Taylor

Siralama Yontemi

Degisken katsayil1 yliksek mertebeden lineer

k

L[yi(x)]=g§pi",j(x)yﬁ”’(x)=gi(x), (i=12..k 0<a<x<b) (4.15)
diferensiyel denklem sisteminin
m:[aiinygm(a)+bi{ny§”>(b)]:c“, (i=01..m-1 j=12,..K) (4.16)
karisik kosullar1 altinda
N2, 00 =30, (4.17)

kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda bir yaklasik c¢oziimiiniin oldugunu

varsayalim. Burada y\”(x)=y,(x) bilinmeyen fonksiyon, p{;(x) ve g,(x) [a,b]’nda
bilinen strekli fonksiyonlar, y"(x), y,(x) in n mertebeden turevidir. &,

bilinmeyen katsayilar, ve &', b, ve ¢;; reel katsayilardir.

Ayrica, (4.16) kosullar1 altinda, (4.15) denklem sisteminin yaklagik ¢6ziimiinii

bulmak icin

0<a<x<b (4.18)

x —a+2=3i i=01..N,
N

ile verilen siralama noktalar1 kullanilsin. Oncelikle (4.17) ile verilen yaklasik

¢6zUmUn matris formu
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Yin () =XMA;,  j=12..k (4.19)
olarak ifade edilebilir. Burada
X(x)=[1 X x* . XN:|
ve
Aj :[ajy0 a;; @, - 3y ]T
seklinde tanimhidir. Ayrica X(x) matrisi ile X (x) tirevi arasinda
X® (x) = X(x) B (4.20)

bagintis1 vardir. Burada B matrisi

0
0
B= :
N
0
olarak tanimlidir. O halde (4.19) ve (4.20) den
YO () =X(XB'A;, i=01..,m Ve j=12,.k (4.21)
elde edilir. Boylece
Y(”(X)=>_<(X)(§)iA, i=0,1..,m (4.22)
yazilabilir. Burada
yin (%) X(x) 0 - 0 B O - 0 A,
Vo= 0| gy O X0 0] g 0B 0l A,
400 0 o - xw) [00 -8 |
olarak tanimlidir. Simdi (4.15) denklem sistemini
z P(OY® () = G(x) (4.23)
matris formunda ifade edelim. Burada
PL(O PLOO o PL(X) Yon (%) 9,(x)
P (g —| P P0) P | oy VOO o gy (0.0
P00 P00 - Pl() Vi (%) 9, (%)

seklinde tanimlidir. (4.23) de (4.18) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa

SR OOYO(X)=G(), 501N

ya da
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Zm:PiY‘” =G
i=0

kapal1 formu elde edilir. Burada

Pi(XO) 0 0 Y(i)(xo)
S L R I RV ] I
0 0 Pi(XN) Y(i)(XN)

seklinde tanimlidir. (4.18) ve (4.22) den
YO(x)=X(x)(B) A, s-01..N

ya da kisaca

YO =x(B) A
elde edilir. Oyleki
X() X(x) 0
x| X xy=| O KD
>_<(;<N) 0 0 . X('xs)

seklinde tanimlhidir. (4.25), (4.24) te yerine yazilirsa

{i“ Pix(E)i}A e

_|6x)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

temel matris denklemi elde edilir. (4.26) da yer alan P, X, B, A ve G matrislerinin

boyutlart sirasiyla k(N +21)xk(N+1), k(N+2)xk(N+1), k(N+L)xk(N+1), k(N+1)x1 ve

k(N+1)x1 seklindedir. (4.15) denklem sistemine karsilik gelen (4.26) temel matris

denklemi
WA=G yada [W,G]

seklinde ifade edilebilir. Burada

W = ipix(ﬁ)i =[Wyq ] P.a=12,..k(N+1)

i=0

(4.27)

olarak tanimlidir. (4.18) ile verilen siralama noktalart ve (4.22) kullanilarak (4.16) ile

verilen kosullar i¢in matris formu

mf[aji(a) + bji(b)](§)j A=C

j=0

olarak ifade edilir. Oyleki
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a 0 0 b; 0

0 a 0 0 b
aJ= . ' bj=

0 0 ay 0 0

ve
%, %,

a}: a“ , b}: bl’ , C =

O b1

olarak tanimlhidir. Boylece, kosullar i¢in

0 C,
Ol c.|®
b Cy
i,0
Ml i=01,...,k

UA=C yada [U;C]

temel matris formu elde edilir. Oyleki

U= r_nj‘j[aji(a) ; bji(b)]@)j

(4.28)

seklindedir. Son olarak, (4.27) matris formunun son mk satir1 silinerek, bunlarin

yerine (4.28) kosullar igin artirilmis matrisinin satirlari yazilirsa yeni

[VNV;GVJ

artirllmig matrisi elde edilir. Burada (4.27) matrisinin son satirlarinin silinmesi

zorunlu degildir. Eger, W matrisi tekil ise bu durumda (4.27) matrisinin farkh

satirlan silenerek, silinen satirlar yerine (4.28) matrisinin satirlar1 yazilabilir. Eger,

rankW:rank[W;é} = k(N +1) ise 0 zaman
A=(W| G
yazilabilir. Boylece,

Aj:[aij a;; a,

T
o

bilinmeyen Taylor katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belirlenen 84, 8, 8,,...,8; \

katsayilar1 (4.17) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.15) diferensiyel denklem

sisteminin Taylor polinom ¢6zumleri elde edilir.
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4.1.4. Taylor Siralama Yontemiyle Coziilen Genel Lineer Diferensiyel Denklem

Sistemleri i¢in Coziimiin Dogrulugu ve Rezidii Hata Tahmini

Bu bolimde rezidu hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.16) karigik
kosullar1 altinda (4.15) sisteminin yaklasik ¢6ziimii olan (4.17) Taylor polinom
¢6zUmi icin bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.15) sistemi icin rezidii hata

fonksiyonunu
Ry (0 =L[¥in (0]-0,00, (i=12,...k) (4.29)
seklinde tanimlayalim. Boylece vy, , (x)

Kk

L[y (0] = 3 p100Y% 00 = 8,00 +R (), (1 =1,2,0,K)

n=0 j=1

3
LN

[al, Yy (@) +bl Y () ]=c;;, (i=01..m-1 j=12..k)

I
o

n

problemini saglar. Ayrica e, ,(x) hata fonksiyonu

e () =Yy;(x)=-y;n(X) (4.30)
seklinde tanimlanir. Burada vy (x), (4.15) denklem sisteminin tam c¢ozumleridir.

(4.15), (4.16), (4.29) ve (4.30) denklemlerinden

m-1
Y [alem@+blen(b)]=0, (i=01..,m-1 j=12,..k)

n=

homojen karisik kosullar altinda
Llew (0] =LY% (0] -L[Yin (0] =Ry ()
hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, acik sekilde hata problemi

M=

zk: (e () =-R (), (i=12..k)
(4.31)
[a) el (@) +b/ e () ]=0, (i=01..m-1 j=12..k)

>
Il
o

3
iR

>
o

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;

3
LN

[al,y"(@)+b)y" ()] =c;;, (i=01..m-1 j=12,..k)

>
Il
o

Ve

3
LN

[al, Y% (@) +b)yN () ]=c;;, (i=01..m-1 j=12..k)

=]
I
o

homojen olmayan karisik kosullari

m-1
Y [alem@+blen(b)]=0, (i=01..m-1 j=12,..k)

n=0
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seklinde homojen olan karisik kosullara dontismektedir. (4.31) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢oziilebilir. Boylece
M
e nm(@=>2a,x", (M>N, j=12..k)
n=0

seklinde, e, (x) € gore e, (x) yaklasik ¢6ziimii bulunur. Sonu¢ olarak, vy, (x) ve
e,y (X) polinomlar1 yardimiyla

Yinw (X)=Y; 5 (X)+€ u(X)
diizeltilmis Taylor polinom ¢6zumu elde edilir. Ayrica,

e n () =Yy;(X) -y (X)
asil hata fonksiyonunu,
& nm (X)
tahmini hata fonksiyonunu;
Einwm =8y () =8y () =Yy;(X)=¥jym(X)

ise diizeltilmis hata fonksiyonunu ifade eder. Simdi asagida verilen problemlerin

¢Ozumun, Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya caligalim.

.. —X —x/3
Ornek 4.3. Tam ¢ozimleri y,(X)=€"+3°-3 ve y,(x) :_92 .38

—1+x olan

0<x<1

yO ) + YL () + y,(x) = x—e”*
YO (x) +4yP (x) + v, (x) =1+ 2e ’

lineer diferensiyel denklem sistemini

y,(0)=1 ve y,(0)=0
baslangi¢ kosular1 altinda Taylor siralama yontemini kullanarak ¢6zelim [61,62]. Bu
problemde, k=2,m=1, p, =1, p; =0, p;,=1, p, =1, g,(X)=x—€", p;, =1, p;, =1,
P, =4, pS, =0, 0,(X)=1+2e" geklindedir.

N =3 icin Y;s(X) (j=12) kesilmis Taylor seri ¢oziimleri
3
yj,N (X) = zaj,nxrI
n=0

seklindedir. Simdi yaklagik ¢oziimin @, (01=0123) katsayilari1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =3 i¢in (4.18) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

1 2
{XO:O, xlzg, X, :§’ x3:1}
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olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu kullanilirsa N =3 igin Y;s(X) (j=12)

Taylor polinom ¢ozimleri
Y15(X) =1-2x+0.65026593172059818797x —0.1360932709322248727

Y,5(X) = x—0.15908130534369392778x” + (0.514414694144519197e - 1)x*

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢dziimlerini elde etmek i¢in

91(13) (X) + egl)a (X) + ez,3 (X) = _R1,3 (X)
e1(13) (x)+ 4952 (x)+ €3 (x) = _Rz‘z (x)

hata problemini ele alalim. Oyleki
{Rm(x) = VB0 + Y500+ Y5 (x) —x+e”
Ros () = Vi3 () +4y;3 () + ¥y5(x) ~1-2¢™
seklinde tanimlidir. Yine, Taylor metodunu kullanarak M =5 icin bu hata problemi

cozillrse €5(X) ve &;(x) e gore €,5(X) ve e,,.(x) tahmini hata fonksiyonu

855 (X) = (0.162770215780354590e —1)x* — (0.482469240675063027e —1)X°
+(0.409517659738837526e —1)x* — (0.569481032290415982¢ — 2)x°

€, 45 (X) = —(0.752408243401713872¢ — 2)x? + (0.222141846900607044e —1)x°
—(0.189435361508392338e —1)x* + (0.275727053046810524e — 2)x°

seklinde hesaplanir ve boylece

Yia5(X) =1—2x+0.6665429533x” —0.1843401950%* + (0.409517659738837526€ —1)x*
—(0.569481032290415982¢ — 2)x°

Yo35(X) = X— 0.1666053877x* + (0.7365565410e —1)x* — (0.189435361508392338¢ — 1) x*
+(0.275727053046810524¢ — 2)x°

diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde Y,;4(X),

Yo36(X), Yias(X) Ve ¥,55(X) ¢oziimleri asagidaki gibi hesaplanir.
Yia6(X) =1-2x+ 0.6666586736x> —0.1851133063x> + (0.429422525458353910e —1)x*
—(0.793751687780180904¢e — 2)x° + (0.923831179539782305¢ — 3)x°

Y,55(X) = X—0.1666626863x” + (0.7403827294e —1)x° — (0.199284001921761246 —1)x*
+(0.386672804181833336e — 2)X° — (0.456948612971404962¢ — 3)x°
ve

Y55 (X) =1—2x+0.66666665567 — 0.1851849986X° + (0.432086365045858817¢ —1)X*
— (0.843169260781334584e — 2)X° + (0.138493637601555532¢ — 2)X°
—(0.186573519907473618¢ — 3)x” + (0.164112150792816713¢ — 4)x*
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Y555(X) = X—0.1666666700> + (0.7407407658¢ —1)x* — (0.200615521752642578¢ —1)x*
+(0.411406676137388017e — 2)x° — (0.688268645838152616€ —3)X°
+(0.941030930443065294e — 4)x” — (0.851182365907421357¢ —5)°.

Problemin tam ¢oziimii, Taylor polinom c¢oziimii ve diizeltilmis Taylor polinom

¢ozUmlerinin verilen aralikta segilmis baz1 degerleri igin niimerik sonuglar1 Tablo 4.5

de gosterilmistir.

Tablo 4.5. Ornek 4.3’lin tam ¢6zUm ile yaklasik ¢oziimlerinin

N=3 ve M =5,6,8 i¢in niimerik sonuglari

QE??m Tayg)gzla(r)rl]gom Diizeltilmis Taylor Polinom Coziimleri

i Y1 (%) Y3 (%) Yazs(X) Yase (%) Y136 (%)

0 1 1 1 1 1
0.2  0.625251708 0.624921891 0.625250697  0.625251667 0.625251708
0.4  0.295840003 0.295332580 0.295839150  0.295839962 0.295840003
0.6  0.005003895 0.004699589 0.005002501  0.005003845 0.005003896
0.8 -0.252886021 -0.253509558 -0.252886922  -0.252886104  -0.252886020
1.0 -0.482526627 -0.485827339 -0.482540286  -0.482526069  -0.482526625
X ¥, (%) Y25(X%) Y235 (%) Y236 (%) Y238 (x)

0 0 0 0 0 0
0.2  0.193895101 0.194048280 0.193895602  0.193895121 0.193895101
0.4  0.377599956 0.377839245 0.377600380  0.377599976 0.377599955
0.6  0.553690312 0.553842087 0.553691005  0.553690337 0.553690311
0.8  0.724228025 0.724525997 0.724228477  0.724228067 0.724228025
1.0  0.890857245 0.892360164 0.890864001  0.890856966 0.890857244

I I I I I
»\ | | | | +yl(x)=e'x+3e'></3-3
o\ I I I I
N, | | | N=3iciny, 5(x)
N | | [ L
. | | | | | —&—N=3wve M=5icin y1’3’5(x)
x [ T [ [ [ — —6 i
§ o5L - L __ 1 o —%—N=3w M 6|Q|ny1’3’6(x)
3 | | | - =8 ici
o ‘ ‘ ‘ &— N=3 ve M=8 igin y1’3’8(x)
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Sekil 4.3. Ornek 4.3°0in tam ¢dzim y,(x) ile yaklasik ¢oziimlerinin kargilagtiriimast
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Sekil 4.4. Ornek 4.3’Un tam ¢ozUim y, (x) ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilagtiriimast

Tablo 4.5, Sekil 4.3 ve Sekil 4.4

¢cOziimlerin

tam c¢oOziimlere yaklastig

incelendiginde M degerleri arttik¢a, yaklasik

yani ¢Oziimiin dogrulugunun arttig1

gorilmektedir. Simdi, y,(x) ve vy,(x) i¢in diizeltilmis mutlak hata fonksiyonuna ait

asagidaki tabloyu inceleyelim.

Tablo 4.6. Ornek 4.3’(in diizeltilmis mutlak hatalarmnin

N =3 ve M =5,6,8 i¢in karsilagtirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |ELN’M (X)| = | Yi(X) = Yinm (X)|

|E,55(%)| |Evss (%)) |E,sa (%)
0 0 0 0

0.2 0.101111e-5 0.409554e-7 0.289375e-10
0.4 0.852765e-6 0.414868e-7 0.155927e-9
0.6 0.139384e-5 0.501077e-7 0.236706e-9
0.8 0.901043e-6 0.830198e-7 0.371497e-9
1.0 0.136589¢-4 0.561254e-6 0.207515e-8
|E,as (%)) |E a6 (%)) |E,as (%))
0 0 0 0
0.2 0.501385e-6 0.203910e-7 0.443765e-10
0.4 0.424209¢e-6 0.207023e-7 0.857063e-10
0.6 0.693215e-6 0.250302e-7 0.102776e-9
0.8 0.451283e-6 0.414137e-7 0.147980e-9
1.0 0.675550e-5 0.279398e-6 0.148531e-8
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Tablo 4.6 ya gbre, M degeri artirildiginda, diizeltilmis mutlak hatanin sifira

yaklastig1 yani ¢6ziimiin dogrulugunun arttig1 gozlenmektedir.

Ornek 4.4. Tam ¢ozuimleri y,(x) =sin(x) , y,(x) =cos(x) olan

{yl(z)(x) + Xy, (X) + %y, (X) = (x—=1) sin(x) + x cos(x) 0<x<1

Y2 (X) + 2Xy, (X) + 2y (X) = (2X —1) cos(X) + 2xsin(x)
lineer diferensiyel denklem sistemini
y.(0)=0, y,(@) =sin@), y,(0)=1 Ve y,(1) = cos(l)
karisik kosullari altinda Taylor siralama yodntemini kullanarak c¢ozelim. Bu
problemde, k=2, m=2, p’=1, p,=0, p,=x, p>,=0, p;,=0, p,=Xx, p;,=0,
P, =0, ph=2x, p,=1, p,=0, P),=2X, g,(x)=(x-1sin(x)+xcos(x) Ve
g, (x) = (2x—1) cos(x) + 2xsin(x) seklindedir.

N =3 ic¢in ¥;5(X) (j=12) kesilmis Taylor seri ¢oziimleri
3
yj‘3(x) = Z aj,an
n=0

seklindedir. Simdi yaklagik ¢oziimiin @;,, (1=0123) katsayilarin1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =3 icin (4.18) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi
1 2
{xo =0, x :§’ X, :§’ Xq :1}

olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu kullamlirsa N =3 igin Y;5(X) (j=12)

Taylor polinom ¢ozimleri

¥;5(X) =1.0063471145431744992X — 0.16487612973527799252x°

¥, (X) =1+ (0.1533834169991229046€ — 1) x — 0.50000000000000000000x°
+(0.24963964168227426956€ —1)x*

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢dziimlerini elde etmek i¢in

{e{? (X) + Xe,4(X) + X€, 5 (X) = —Ry 5 (X)

e (X) +2xe, 5 (X) + 2xe, 5 (X) = —R, ;(X)
hata problemini ele alalim. Oyleki

Rua(X) = Y13 (X) + Xy, 5 (X) + Xy, 5 (X) — (x=1)sin(x) — xcos(x)
R, 3(X) = Y53 (X) + 2XY, 5 (X) + 2XY, 5 (X) — (2x —1) cos(X) — 2xsin(x)

seklinde tanimlidir. Yine, Taylor metodunu kullanarak M =4 i¢in bu hata problemi

cozillrse g5(X) ve &,(x) e gore €5,(%) ve e,.,(x) tahmini hata fonksiyonu
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8,44 (X) = —(0.499228952471965706€ — 2)x — (0.518961349576921740e — 2)x°
+(0.101819030204888753¢ —1)x*

€, 4., (X) = —(0.156911938827726494e —1)x — (0.243242930248717682e — 1)
+(0.400154869076444208e —1)x*

seklinde hesaplanir ve bdylece
Y134 (X) =1.001354825x — 0.1700657432x° + (0.101819030204888753e — 1) x*

¥,4.4(X) =1—(0.35285218e — 3)x — 0.50000000000000000000%* + (0.63967115€ — 3)x*
+(0.400154869076444208¢e —1)x*

diizeltilmis Taylor polinom c¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde Y, ;,(X),
Yo37(X), Yiso(X) VE Y,54(X) ¢cOziimleri asagidaki gibi hesaplanir.

Y15 (X) =1.000000143x —0.1666661714x° — (0.388464629791579822¢ —5)X"
+(0.834590801968151768e — 2)x° — (0.199067083831251440€ — 4)x°
— (0.185102512198028380e — 3)X’

Y57 (X) = 1+ (0.29669¢ — 6)x — 0.50000000000000000000x” + (0.156876€ — 5)x°
+(0.416540206484458664¢ —1)x* + (0.435420619463444680e — 4)X°
—(0.146619889651633530e — 2)X° + (0.690766000483455933¢ — 4)X

Ve

Y130 (X) =1.000000001x — 0.1666666724x° + (0.586157759586980464e — 7) X"
+(0.833306459176818768¢ — 2)x° + (0.678926827099926578¢ — 6)x°
—(0.199409712951184420e —3)x’ + (0.822626752055785615¢ — 6)x°
+(0.244208002439191309¢ — 5)x°

Y55 (X) =1—(0.65¢ —9)x —0.50000000000000000000x — (0.544e —8)x°
+(0.416667264697384576 —1)x* — (0.3046199774647817566 — 6)x°
—(0.138799435778302894e — 2)x° — (0.160350059097424946e —5)x’
+(0.265395474254859210e — 4)x® — (0.105158250818249144¢ — 5)X°.

Problemin tam ¢oziimii, Taylor polinom c¢oziimii ve diizeltilmis Taylor polinom
coziimlerinin verilen araliktan secilmis bazi1 degerleri i¢in nlimerik sonuglar1 Tablo

4.7 de gosterilmistir.
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Tablo 4.7. Ornek 4.4’(in tam ¢6ziim ile yaklasik ¢dziimlerinin

N=3 Ve M =4,7,9 icin niimerik sonuclari

(;-('I;‘:Umm Tayggzz(:rllg]om Diizeltilmis Taylor Polinom Coziimleri

i Y1 (%) Yiz(%) Yiaa(X) Yia7(X) Yiae(X)

0 0 0 0 0 0
0.1  0.099833417 0.100469835 0.099966435  0.099833431 0.099833417
0.3  0.295520207 0.297452479 0.295897146  0.295520250 0.295520207
0.6 0.564642473 0.568195025 0.565398269  0.564642557 0.564642474
0.8 0.717356091 0.720661113 0.718180707  0.717356193 0.717356092
1.0 0.841470985 0.841470985 0.841470985  0.841470986 0.841470986
X; ¥, (%) Y23(X:) Yo34(%) Yo37(%) Yo39(X)

0 1 1 1 1 1
0.1  0.995004165 0.996558798 0.994969356  0.995004196 0.995004165
0.3 0.955336489 0.960275530 0.955235541  0.955336581 0.955336489
0.6 0.825335615 0.834595221 0.825112465  0.825335790 0.825335615
0.8 0.696706709 0.705052223 0.696435573  0.696706926 0.696706709
1.0  0.540302306 0.540302306 0.540302306  0.540302306 0.540302306

Tablo 4.7 incelendiginde M degerleri arttikga, yaklasik ¢oziimlerin tam ¢6ziimlere

yaklastig1 yani ¢ézlimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

Sekil 4.5. Ornek 4.4°0in tam ¢dzUm y,(x) ile yaklasik ¢oziimlerinin kargilagtiriimast

0.9 T T
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Sekil 4.6. Ornek 4.4°Gn tam ¢ozUim y, (x) ile yaklasik ¢oziimlerinin kargilagtiriimast

Sekil 4.5 ve Sekil 4.6, M degeri arttifinda yaklagik ¢oziimlerin tam ¢oziime
yaklagtigimi gostermektedir. Simdi, y,(x) ve vy,(x) icin diizeltilmis mutlak hata

fonksiyonuna ait asagidaki tabloyu inceleyelim.

Tablo 4.8. Ornek 4.4’(in diizeltilmis mutlak hatalarmnin

N=3 Ve M =4,7,9 i¢gin karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |ELN’M (X)| = | Yi(X) = Yinm (X)|

Xi |E1,3,4(Xi)| |E1,3,7(Xi)| |E1,3,9 (Xi)|
0 0 0 0
0.1 0.133018e-3 0.145140e-7 0.9803e-10
0.3 0.376939%¢-3 0.437078e-7 0.2917e-9
0.6 0.755796e-3 0.832869e-7 0.5736e-9
0.8 0.824616e-3 0.102498e-6 0.7592¢-9
1.0 0.125924e-10 0.944906e-9 0.9203e-9
Xi |E2,3,4(Xi)| |E2,3,7(Xi)| |Ez,3,9 (Xi)|
0 0 0 0
0.1 0.348093e-4 0.303379e-7 0.667553e-10
0.3 0.100948e-3 0.918604e-7 0.201317e-9
0.6 0.223150e-3 0.175590e-6 0.399044e-9
0.8 0.271136e-3 0.217100e-6 0.523507e-9
1.0 0.950470e-11 0.421550e-11 0.183542¢-11
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Tablo 4.8 e gore, M degeri artirildiginda, diizeltilmis mutlak hatanin sifira yaklastigi

yani ¢ozlimiin dogrulugunun arttig séylenebilir.

4.1.5. Normal Formdaki Lineer Diferensiyel Denklem Sistemlerinin Cozumd

icin Taylor Siralama Yontemi

Degisken katsayili yiiksek mertebeden normal formdaki lineer
LIy (0]=y (0= P ;(0y; () =g;(x) (=12..,m) (0<a<x<b) (4.32)
j=1
diferensiyel denklem sisteminin
y;(a) =¢, (4.33)
baslangi¢ kosullar altinda
N
Yi (X) =Yin (X) = Zai,nXn (434)
n=0
kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda bir yaklasik ¢6ziimiiniin oldugunu
varsayalim. Burada y,(x) (i=12,..,m) bilinmeyen fonksiyon, p;(x) ve g,(x) [a,b]
"nda bilinen surekli fonksiyonlar, a, bilinmeyen katsayilar ve ¢ (i=12,..,m) reel
sabitlerdir. Ayrica, (4.33) kosullar1 altinda, (4.32) denklem sisteminin yaklasik
¢6zUmand bulmak igin
X, =a+b';—ai, i=01..N, 0<a<x<b (4.35)

ile verilen siralama noktalar1 kullanilsin. Oncelikle (4.34) ile verilen yaklasik

¢6zUmUn matris formu

Yin (X)=X(X)A,,  (i=12,..,m) (4.36)
olarak ifade edilebilir. Burada
X0)=[1 x X - x']
ve
A=la, a, a, — a,]

seklinde tanimlidir. (4.36) dan vy, ¢oztmleri
Y(x) = X(X)A (4.37)
seklinde ifade edilebilir. Oyleki

93



Yin (x) X(X) 0 cee 0 A1
0 X - 0|, |A

Y(X): yZ,N:(X) ,Y(X)=
Yo (X) 0 0 - X(x) A,

olarak tanimlidir. Ayrica X(x) matrisi ile X'(x) tiirevi arasinda

X'(x) = X(x)B (4.38)
bagntisi vardir. Burada B matrisi
0
0
B= :
N
0

olarak tanimlidir. O halde (4.36) ve (4.38) den

Y () =XBA  (i=12..m) (4.39)
elde edilir. Boylece
Y'(x)=X(x)BA, (i=12,.,m) (4.40)
yazilabilir. Burada
Yrn (X) X(x) 0 - 0 B O - 0 A
v 0 x| T e R A
e 0 0 - xw| 00 -8 |a

olarak tanimlidir. Simdi (4.32) denklem sistemini
Y'(x) = P(X)Y(x)+G(x) (4.41)

matris formunda ifade edelim. Burada

p1,1(x) p1,z(x) p1,m (X) gl(x)
P(X)= p21(X) pzz(x) p2m(X) ,G(X)Z gz(X)
Pri(¥) Pra(X) - Py (X) 9n(X)

seklinde tanimlidir. (4.41) de (4.35) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa
Y'(x)=Px)Y(x)+G(x) (k=01..,N)
ya da
Y'=PY+G (4.42)

kapal1 formu elde edilir. Burada
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P(x,) 0 - 0 Y (%) Y'(%) G (%))

_ 0 P(.Xl) 0 v - Y(_Xl) RV Y’(.X:l) G- G(x,)
6 0 P(;(N) Y(;(N) Y'(‘XN) G(;(N)
seklinde tanimlidir. (4.37) ve (4.40) da siralama noktalari kullanilirsa
Y(x)=Xx)A ve Y(x)=X(x)BA (k=0.1,..,N)
ya da kisaca
Y = XA Ve Y'=XBA (4.43)
elde edilir. Oyleki
Z(Xo) X(x) 0 - 0
x=| X R O K0
>_<(;<N) 0 0 X(%)
seklinde tanimlhidir. (4.43), (4.42) te yerine yazilirsa
{xE— Px}A -G (4.44)

temel matris denklemi elde edilir. (4.44) de yer alan P, X, B, A ve G matrislerinin
boyutlart sirasiyla m(N+2L)xm(N+1), m(N+L)xm(N+1), m(N+D)xm(N+1), m(N+1)x1
ve m(N+1)x1 seklindedir. (4.32) denklem sistemine karsilik gelen (4.44) temel
matris denklemi
WA=G ya da [W;G] (4.45)
seklinde ifade edilebilir. Burada
W=XB-PX=[w,,]  p.g=12...,m(N+1)
olarak tanimlidir. (4.35) ile verilen siralama noktalar1 ve (4.37) kullanilarak (4.33) ile
verilen kosullar i¢in matris formu
X(@)A=C
olarak ifade edilir. Oyleki
C=[c ¢ - cm]T
olarak tanimlidir. Boylece, kosullar i¢in
UA=C Yyada [U;C] (4.46)
temel matris formu elde edilir. Oyleki
U =X(a)
seklindedir. Son olarak, (4.45) matris formunun son m satir1 silinerek, bunlarin
yerine (4.46) kosullar igin artirilmis matrisinin satirlari yazilirsa yeni
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WA =G vyada [WGJ
artirllmis matrisi elde edilir. Burada (4.45) matrisinin son satirlarinin silinmesi
zorunlu degildir. Eger, W matrisi tekil ise bu durumda (4.45) matrisinin farkl
satirlan silenerek, silinen satirlar yerine (4.46) matrisinin satirlar1 yazilabilir. Eger,

ranva:rank[v”v;é“} = m(N +1) ise 0 zaman
A=(W) G
yazilabilir. Boylece,
A :|:a'i,0 &, &, v Ay :|T
bilinmeyen Taylor katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belirlenen a,, &, & ,,...a

(i=12..,m) katsayilar1 (4.34) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.32) diferensiyel

denklem sisteminin Taylor polinom ¢oztmleri elde edilir.

4.1.6. Taylor Siralama Yontemiyle Coziilen Normal Formdaki Lineer
Diferensiyel Denklem Sistemleri i¢in Coziimiin Dogrulugu ve Rezidii Hata

Tahmini

Bu boliimde rezidl hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.33) baslangi¢
kosullar1 altinda (4.32) sisteminin yaklasik ¢6ziimii olan (4.34) Taylor polinom
¢OzUmi igin bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.32) sistemi icin rezidii hata

fonksiyonunu
Ra)=L[Yin()]-0,00 (i=12,..,m) (4.47)
seklinde tanimlayalim. Burada vy, (x), (4.32) denklem sisteminin Taylor polinom

¢OzUmudur. Boylece v, , (x)

Yin (X) —Zm: P YN () =g () +R y(x), (1=12,..,m)
yi,N(a):JC:ilv (i=123).
problemini saglar. Ayrica e, (x) hata fonksiyonu
e n () =Y, () -Yin(X) (4.48)
seklinde tanimlanir. Burada vy, (x), (4.32) denklem sisteminin tam ¢6zimadur. (4.32),

(4.33), (4.47) ve (4.48) denklemlerinden

gn(@)=0, (i=12,..m)
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homojen karisik kosullar altinda
Ll (0] =L[% 0] L[%in ) ]=-Riu (¥
hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, acik sekilde hata problemi

(0= 208, (9 =R (0, (=1.2.m)

en(@=0, (i=1273)

(4.49)

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;
yi(@)=c; Ve ¥y(@=¢
homojen olmayan baslangi¢ kosullari
ey(@=0
seklinde homojen olan baslangi¢ kosullarina doniismektedir. (4.49) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢oziilebilir. Boylece

M
ean(X=>a,x" (M>N, i=12..m)
n=0

seklinde, e, (x) e gore €,,(x) yaklasik ¢oziimii bulunur. Sonug olarak, vy, (x) ve
& nvm(X) polinomlar yardimiyla

i (X) = Yin (X)+€ y  (X)
diizeltilmig Taylor polinom ¢oziimii elde edilir. Ayrica,

& n (X) =Y (X) = ¥in(X)
asil hata fonksiyonunu,
& nm (X)
tahmini hata fonksiyonunu;
Einw () =8y () =8y (X) = i (X) = Yiym (X)

ise diizeltilmis hata fonksiyonunu ifade eder. Simdi asagida verilen problemlerin

¢ozlimiinii, Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya ¢aligalim.

Ornek 4.5. Tam ¢oziumleri y,(x)=¢€*, y,(x)=sin(x) Ve y,(x)=€*+cos(x) olan normal
formdaki

Y& (X) = y5(x) = —cos(x)
Y& (%) -y, (x) = —€* . 0<x<1

Y9 () =¥ () + ¥, (x) =0
lineer diferensiyel denklem sistemini

y,(0)=1, y,(0)=0 Ve y,(0)=2
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baslangi¢ kosullar1 altinda Taylor siralama yontemini kullanarak ¢ézelim [63].

N =2 i¢in y,,(x) (i=123) kesilmis Taylor seri ¢oziimleri
2
yi,z(x) = Z ai‘an
n=0

seklindedir. $imdi yaklasik ¢6ziimiin a,, (n=0,1,2) katsayilarin1 hesaplayalim. a=0

, b=1ve N =2 icin (4.35) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

{xo =0, xlzé, X, :1}

olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu kullanilirsa N=2 icin y,,(x) (i=12,3)

Taylor polinom ¢ozimleri

Yy, (X) =1+ x+0.67061360741023699830x’
Y,,(X) = x—0.1005251013995184324 >
Y55 (X) = 2+X+0.19278467720243885767 x>

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢odziimlerini elde etmek i¢in

e:[‘Z x)— €3 (x)= _Rl,z (%)
eé,z (X) —€5, (X) = _Rz,z (X)
e3’,z (x) - €, (x)+ €2 (x)= R, (x)

hata problemini ele alalim. Oyleki

R1,2 (X) = y1’,2 (X) - y3.2 (X) + COS(X)
Rz,z (x)= y;,z (x)- Y32 (x)+e”
R3,2 (X) = yer,,z (X) Y12 (X) + Y, (X)

seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodunu kullanarak M =3 i¢in bu hata problemi

cozlllrse e ,(x), e,,(x) V€ e,,(x) e gore sirastyla e,,(x), e,,,(X) Ve e,,,(x) tahmini

hata fonksiyonlari
€,5(X) = -0.198342522463333336x” + 0.238386300344444440%°

€,,5(X) =(0.922148375866666676¢€ ~1)x* —0.152417435955555569x”
€;,5(X) = —0.236207314336666668x" + 0.290461694969999962x

seklinde hesaplanir ve boylece

Y125 (X) =1+ X+0.4722710849x* +0.238386300344444440x’
¥, (X) = X—(0.831026381e — 2)x* — 0.152417435955555569x

Yaz5(X) = 24+ X— (0.434226371e — 1) X’ +0.290461694969999962
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diizeltilmis Taylor polinom c¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde vy, ,.(x),
Yo05(X) s Yaos(X) V& ¥i,6(X), Yo,0(X)s Ya,e(X) ¢Ozlimleri asagidaki gibi hesaplanir.

Y125(X) =1+ X+0.4997685849x +0.168225454862777624X°
+(0.377211001762152444¢ —1)x* + (0.125314366180554194¢ —1)x°

Y25 (X) = X+ (0.453421e — 4)x* — 0.166989019477499944 x*
+(0.782935853298638574¢e — 3)x* + (0.764087047222199168e — 2)x°

Y,25(X) = 2+ X — (0.938985¢ — 4)x* +0.167226488756944570x°
+(0.820919222569445051e — 1) x* + (0.934385828125017249€ — 2)x°

Ve
Yi20(X) =1+ X+ 0.5000000043° +0.166666599243195352x> + (0.416670828610961054e —1)x*

+(0.833202202396421399 — 2)x° + (0.139106498306773574e — 2)x°
+(0.196782559969577166€ — 3)x’ + (0.247511344531048394¢ — 4)x°

+(0.352065501130205405€ — 5)x°

Yr26(X) = X+ (0.1341e — 6)X — (0.166668546848332878)x° + (0.113679634867747126€ — 4)x*

+(0.829617310724284352¢ — 2)x° + (0.704477670598890882¢ — 4) x°
—(0.275912593465932334¢e — 3)x” + (0.459553932872225344¢ — 4) X"
—(0.863843029863531342¢ —5)x°

Yoz s(X) = 24+ X—(0.121e - 7)x* +0.166666815135405600° + (0.833324772620436250¢ —1)x*

+(0.833609272867619212¢e — 2)x° — (0.526472155115698116€ — 5)x°
+(0.204359255008057517e — 3)x” + (0.458737358854932608¢ — 4) X
+(0.379297555852531332¢e — 5)X°.

Problemin tam ¢oziimii, Taylor polinom c¢oziimii ve diizeltilmis Taylor polinom
¢oziimlerinin verilen araliktan segilen bazi degerleri i¢in niimerik sonuglar1 Tablo 4.9
da gosterilmistir. Buna gore, M degeri arttik¢a, yaklasik ¢oziimlerin tam ¢oziimlere

yaklastig1 ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.
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Tablo 4.9. Ornek 4.5’in tam ¢dziim ile yaklasik ¢oziimlerinin

N=2 ve M =3,59 i¢in nimerik sonuglar

Tam Taylor Polinom T . - .
Coziim Coziimii Diizeltilmis Taylor Polinom Coziimleri
i ¥ (%) Y12 (%) Yi23(X) Yizs(X) Yi29(X)
0 1 1 1 1 1
0.2  1.221402758 1.226824544 1.220797934  1.221400911 1.221402758
0.5 1.648721271 1.667653402 1.647866059  1.648719504 1.648721271
0.8  2.225540928 2.229192709 2.224307280  2.225540191 2.225540928
1.0 2.718281828 2.670613607 2.710657385  2.718246577 2.718281828
X Y2 (%) Y22 (%) Y223(%) Y225(%) Y220(%)
0 0 0 0 0 0
0.2  0.198669331 0.195978996 0.198448250  0.198669599 0.198669331
0.5 0.479425539 0.474868725 0.478870255  0.479425419 0.479425539
0.8  0.717356091 0.735663935 0.716643704  0.717355092 0.717356091
1.0 0.841470985 0.899474899 0.839271300  0.841480129 0.841470980
X Y3 (%) Y32(X;) Y323(%) Y325(%) Y320(%)
0 2 2 2 2 2
0.2  2.201469336 2.207711387 2.200586788  2.201468393 2.201469336
0.5 2.526303833 2.548196169 2.525452053  2.526302577 2.526303832
0.8  2.922247638 2.923382193 2.920925900  2.922246514 2.922247638
1.0 3.258584134 3.192784677 3.247039058  3.258568371 3.258584134
28 T T T T T
—+—y,(x)=€ (Tam Goziim) ! | | | | ®
| | | | |
26 N=2 iciny, ,(x) R e
a4l o NE2weMs3iciny 00| | |
8 — s N=2we M=5ic¢in y1’2’5(x) : : :
§ 22| o N=2veM=9iginy, ,o(x) |~ e -
> | | [
o 2 T AT T T
N R S S N T S i I R S
z 18 | |
> | |
< 16
<, | |
= | |
1.4 S ———
| |
T L R
e | |
18 ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Sekil 4.7. Ornek 4.5’in tam ¢dzim y,(x) ile yaklasik ¢dziimlerinin kargilagtiriimast
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T T T T T T T T T
[ [ [ [ [ [ [ [
o8L - L b e
' [ [ [ [
[ [ [ [
—_ 07— — [ ! [
25/2 [ [ e
R it e e e L e
N | i
o 05 & _
> |
3 |
2 04pF - -L-——Jd- - —Lt-—-J L1
> ——4— ¥,(¥)=sin(x) (Tam Géziim)
~ 03 .
X N=2i¢iny, ,(x)
\:\‘ | 2,2
> 02 o N=2 ve M=3iciny, , 4(x)
01 777777777777: —— N=2ve M=5iginy, , 5(x)
o : &— N=2 ve M=9 i¢in y2’2’9(x)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

3.5

—— yg(x):ex+cos(x) (Tam Gozim)
N=2 igin y312(x)

—&— N=2wve M=3 i¢in y3‘2’3(x)

— % N=2ve M=5igin y3'215(x)

&— N=2 ve M=9 igin Y3, 9(x)

w
\
!
!
|
!
!
\
!
!
|
S
!
!
\

Y5(), Y5\ (X) Ve vy (X

Sekil 4.9. Ornek 4.5’in tam ¢ozim y,(x) ile yaklasik ¢dziimlerinin karsilastiriimasi

Sekil 4.7, Sekil 4.8 ve Sekil 4.9 dan, M degeri artirildiginda yaklasik ¢oziimlerin
tam c¢oziimlere yaklastigi goriilmektedir. Simdi, y,(x), y,(x) Ve y,(x) icin diizeltilmis
mutlak hata fonksiyonlarina ait asagidaki Tablo 4.10 u inceleyelim. Buna gére, M

degeri artirildiginda, diizeltilmis mutlak hatalarin sifira yaklastig1 diger bir ifadeyle

¢cOziimiin dogrulugunun arttig1 gézlenmektedir.
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Tablo 4.10. Ornek 4.5’in diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =2 ve M =3,5,9 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |Ei,N,M (X)| = | Yi (X) = Vi nm (X)|

Xi |E1,2‘3(Xi)| |E1‘2,5(Xi)| |E1‘2,9(Xi)|
0 0 0 0
0.2 0.604824e-3 0.184731e-5 0.245769e-11
0.5 0.855212¢e-3 0.176646e-5 0.381529¢-10
0.8 0.123365e-2 0.737484e-6 0.927858e-10
1.0 0.762444e-2 0.352519e-4 0.698288e-9
g [E.2s(X)] [Eos()] [E20 (%)
0 0 0 0
0.2 0.221081e-3 0.268509¢-6 0.248487e-9
0.5 0.555284e-3 0.119821e-6 0.292619e-9
0.8 0.712387e-3 0.998966¢e-6 0.259591e-9
1.0 0.219868e-2 0.914414e-5 0.434892¢-8
Xi |E3‘2,3(Xi)| |E3,2‘5(Xi)| |E3‘2,9 (Xi)|
0 0 0 0
0.2 0.882548e-3 0.942921e-6 0.528007e-10
0.5 0.851780e-3 0.125541e-5 0.990846e-10
0.8 0.132174e-2 0.112380e-5 0.135252e-9
1.0 0.115451e-1 0.157635e-4 0.561586e-10

Ornek 4.6. Tam ¢ozimleri y,(x) =™ (2cosh(x)~x) Ve y,(x) =e"™ (2sinh(x)-2) olan
normal formdaki lineer

{%Wn=wxMwuwvxn+@M

o) sin(x) 0<x=<1
Y27 (X) = Y, (X) + cos(x)y, (x) + xe

diferensiyel denklem sistemini
y,(0)=2 Ve y,(0)=-2
baglangic kosullari altinda Taylor siralama yontemini kullanarak ¢ozelim.
N =2 i¢in y,,(x) (i=12) kesilmis Taylor seri ¢oziimleri
yi,z(x) = Z ai,nxrI

seklindedir. Simdi yaklasik ¢ozliimiin & ,, (n=0,1,2) katsayilarin1 hesaplayalim. a=0
, b=1ve N =3 ic¢in (4.35) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

{xo =0, x =%, X, =%, Xq =1}
olur. Yukarida bahsedilen Taylor metodu kullanilirsa N=2 icin y,,(X) (i=12)

Taylor polinom ¢ozimleri
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Yo, (X) = 2+ X +1.8646865593930787634 X7
Y, ,(X) = —2+2.5859190249855302151x>

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Taylor polinom ¢odziimlerini elde etmek i¢in

el(lz) (X) - cos(x)el,z (X) —€, (X) = _Rl,z
eél)z (X) —€, (X) - COS(X)ez‘z (X) = _Rz‘z

hata problemini ele alalim. Oyleki
Ry (X) = ¥12 (X) = COS(X) Y1, (X) = ¥, 5 (X) — &
{Rz,z(x) = Y53 (%) = ¥y, (%) = €0(X) Y, , (x) — xe™"”
seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodunu kullanarak M =3 i¢in bu hata problemi
cozlllrse e,(x) Ve e,,(x) e gore sirastyla e,,(x) Ve e,,,(x) tahmini hata
fonksiyonlari

€,5(X) = ~1.0553168029550909369x” +0.99497083450946547051x°
€,,,(X) =—1.8301377254066642699x" + 2.0381675757084778421x°

seklinde hesaplanir ve boylece

Yi23(X) =2+X+ 0.809369756x> +0.99497083450946547051x°
Y525 (X) = —2+0.755781300x? + 2.0381675757084778421x°
diizeltilmis Taylor polinom c¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde vy, ,.(x),
Y225(X) V& Yi,4(X), ¥,,,(X) ¢Ozlimleri asagidaki gibi hesaplanir.

¥125(X) = 2+ x+1.019087035x” +0.38418404084877058288x° + 0.6009588114966867209x*
-0.16172189638449954742x°

¥,.25(X) =—2+1.031092567x” +1.1335297565208665254x° +1.072894635943808348x"*
—0.4205451163175187106%°

ve

Yi20(X) =2+ X+ 0.9999897539x” + 0.500173101302650469x° +0.332010653018222968x"*

+(0.807771671168744376e —1)x° — (0.378493987310264402¢e —1)x°
—(0.107759922510410888e —1)x" — (0.415635790661426086€ —1)x°
+(0.166670256823326924e —1)x°

Y320(X) =2 +1.000008919x* + (0.561045229456268930e —15)x +1.33319973007876058x°

+0.584178089466959705x" + (0.639409598703650772¢ —1)X°
—(0.642539417701755156e —1)x’ —(0.177960431765313842¢e - 1)x°
+(0.176957626717921812e —1)x° —0.104116324378878744x°

Problemin tam ¢oziimii, Taylor polinom c¢oziimii ve diizeltilmis Taylor polinom

cOziimlerinin verilen araliktan secilen bazi degerleri i¢in nlimerik sonuglar1 Tablo
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4.11 de gosterilmistir. Buna gore, M degeri arttik¢a, yaklasik ¢Oziimlerin tam

coziimlere yaklastig1 ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

Tablo 4.11. Ornek 4.6 nin tam ¢dziim ile yaklasik ¢oziimlerinin

N=2 Ve M =3,59 icin niimerik sonuclari

Q-cl;gumm Tayloogzi’]?rllli?om Diizeltilmis Taylor Polinom Coéziimleri

i Y1 (%) Y2 (%) Yi2a(%) Yios5(%) Yi20(%)

0 2 2 2 2 2
0.1 2.110534057 2.118646866 2.109088668  2.110633533 2.110534040
0.3 2.406356994 2.467821790 2.399707491  2.406565584 2.406356979
0.6 3.114745826 3.271287161 3.106286812 3.115163853 3.114745811
0.8 3.841624628 3.993399398 3.827421711 3.842077629 3.841624613
1.0 4.839428566 4.864686559 4.804340591  4.842507991 4.839428731
X; Y, (%) Y,2(%) y2,2,3(xi) yz,z,s()ﬁ) Y229 (%)

0 -2 -2 -2 -2 -2
0.1  -1.988607781 -1.974140810 -1990404019  -1.988452461  -1.988607765
0.3 -1.869206372 -1.767267288 -1.876949158 -1.868927844  -1.869206358
0.6 -1.278121055 -1.069069151 -1.287674536  -1.277618692  -1.278121041
0.8  -0.458543621 -0.345011824 -0.472758169  -0.458080103  -0.458543604
1.0 0.812855337 0.585919025 0.793948876 0.816971843 0.812857152

Simdi, y,(x) ve vy,(x) i¢in tam ¢odziim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasini

gosteren Sekil 4.10, Sekil 4.11°1 ayrica diizeltilmis mutlak hata fonksiyonlarina ait

asagidaki Tablo 4.12’yi inceleyelim.

—— yl(x):eSi”(X)(Zcosh(x)—x) (Tam Coziim)
N=2 igin y1,2(X)

—4&— N=2ve M=3ic¢in Y1, 3(x)

— s N=2ve M=5igin Y, 5(x)

4.5

&— N=2 ve M=9 i¢in Y1, 9(x)

Y100, ¥p &) ve Y, )

Sekil 4.10. Ornek 4.6’1n tam ¢6zim vy, (x) ile yaklagik ¢dziimlerinin karsilagtirilmast
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—— yz(x)zeSi”(x)(Zsinh(x)-2) (Tam goziim)

\ \ \
| [ [ [
o | [ [ [
05 N=2 i¢in y2’2(x) L |
—6—N=2vwe M=3iciny, , ,(x) : : : : .
8 —s= N=2ve M=5i¢iny, , (x) I I
= 9 o 225 - — — - — — 4 — —
>§. &— N=2 ve M=9 i¢cin y212‘9(x) | |
‘ ‘ ‘ [
g | | | | 1
~ 05 . -
e
z
>
8‘ T e
=
A5 - - .S N
24

Sekil 4.11. Ornek 4.6"1n tam ¢6zim vy, (x) ile yaklagik ¢dziimlerinin karsilagtirilmasi

Sekil 4.10 ve Sekil 4.11 den, M degeri artirildiginda, Taylor polinom ¢dzlimlerinin
tam c¢oOziimlere yaklastigi goriilmektedir. Tablo 4.12 den de yine, M degeri
artirlldiginda, diizeltilmis mutlak hatalarin sifira yaklastigi diger bir ifadeyle

¢oziimiin dogrulugunun arttig1 goralmektedir.

Tablo 4.12. Ornek 4.6’ nin diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =2 ve M =3,5,9 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |ELN’M (X)| = | Yi (X) = Yinm (X)|

|E,s (%)) |E,os (%)) |E,os (%))

0 0 0 0

0.1 0.144539e-2 0.994758e-4 0.170758e-7
0.3 0.664950e-2 0.208590e-3 0.154019e-7
0.6 0.845901e-2 0.418026e-3 0.154698e-7
0.8 0.142029%e-1 0.453002e-3 0.151985e-7
1.0 0.350880e-1 0.307943e-2 0.165063e-6
|E,s(x)| |E,.s(x)| B (%)
0 0 0 0
0.1 0.179624e-2 0.155321e-3 0.168819e-7
0.3 0.774277e-2 0.278529¢e-3 0.143867e-7
0.6 0.955348e-2 0.502363e-3 0.134442e-7
0.8 0.142145e-1 0.463518e-3 0.164055e-7
1.0 0.189065e-1 0.411651e-2 0.181441e-5
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4.2. Lucas Collocation (Siralama) Yontemi

4.2.1. Degisken Katsayil Lineer Diferensiyel Denklemlerin Coziimii i¢in Lucas

Siralama Yontemi

Degisken katsayili m mertebeden lineer
L[y(x)]:zm: P (X)Y® (x)=g(x), 0<a<x<b (4.50)
k=0

diferensiyel denkleminin

N

m-:

2 (a,y* (@) +b,y*“(b))=c;, j=01..m-1 (4.51)
karisik kosullar altinda
y() =y, (x) =2 a,L,(x) (4.52)

kesilmis Lucas serisi formunda bir yaklagik ¢oziimiiniin oldugunu varsayalim.
Burada y©®(x)=y(x) bilinmeyen fonksiyon, p, (x) ve g(x) [a,b] nda bilinen sirekli
fonksiyonlar, y®(x), y(x) in k. mertebeden tirevidir. a, bilinmeyen katsayilar,

a,., b, ve c; reel katsayilar, ve L (x),n=0.1,...,N

(/2] —k 2 ift
L(x)=2; Hm:ZhE?Uk]w%,mﬁ)ﬂmq:iigp :ik

seklinde taniml1 Lucas polinomlaridir [43,44]. Ayrica, (4.51) kosullar1 altinda, (4.50)

denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii bulmak i¢in
xi=a+b';—ai, i=01..N, 0<a<x<b (4.53)

ile verilen siralama noktalarmi kullanalim. Oncelikle (4.52) ile verilen yaklasik
¢6zUmUn matris formu
Yy (X) =L(X)A (4.54)
seklinde yazilabilir. Burada
L) =[L) LX) LK - LX]
ve
A=[a, & a - a,]

seklinde tanimlidir. Ayrica (4.54) esitligi

yn (X) = X(x)D'A (4.55)

olarak ifade edilebilir. Burada
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ve N tekse
2 0 0 0 0 0
0 }(lj 0 0 0 0
110

D=
f 0 ﬂ 0 ﬂ 0
2 31 4
(n /2 0 (n+1)/2 0 [(n+3)/2] 0
(n 1)/2 (n-1)/2 (n+1)/2 (n-3)/2 (n+3)/2 (n-5)/2
n (n+1)/2 n (n+3)/2 n(n
(n+l)/2((n—1)/2j (n+3)/2((n—3)/2] ' E(oj_
N ciftse,
[ 2 0 0 0 0 0
0 }[1] 0 0 0 0
1(0
5[1] 0 E[ZJ 0 0 0
11 2\0
0 E 2) 0 §(3] 0 0
2\1 3(0
D=
q) o N ° o °
2\ 2 31 410
n;l[ n/2 j 0 n-1 [(n+2)/2J 0 I
n/2 | (n-2)/2 (n+2)/2\ (n-4/2
n (n/2 0 n (n+2)/2 0 n (n+4)/2 . n(n
_ﬁ(nﬂj (n+2)/2[(”—2)/2j (n+4)/2[(”—4)/2j E[OJ_

seklinde tanimhidir. Ayrica, X(x) matrisi ile X'(x), X"(x) ve X®(x) tiirevleri arasinda
X'(x) = X(X)B, X"(x)=X(x)B? ve X (x)=X(x)B" (4.56)

bagntisi vardir. Burada B matrisi

olarak tanimlidir. O halde (4.55) ve (4.56) dan
v (X)=X(X)BD'A, yI(x)=X(x)B’D'A Ve y(x)=X(x)B*D'A (4.57)

matris bagintilar yazilabilir. (4.57), (4.50) denkleminde yerine yazilirsa
3 b, ()X(x)B*D"A = g(x) (4.58)
k=0

matris bagintisi elde edilir. (4.58) de (4.53) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa
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$ X080 A = g0)

matris denklem sistemi yada kapal1 form olarak

{iPkXB"DT}A:G (4.59)
k=0
elde edilir. Burada
p(x) 0 - 0 X(%) | 1 % x - x) 9(%)
p - 0 b)) 0 X)) L RV 904)
0 0 R 0 : A :
0 0 P (Xy) X)) [T % xg - oxy 9(xy)

seklinde tanimladir. BOylece (4.50) denklemi igin (4.59) ile verilen temel matris

denklemi

WA=G yada [W,G]; dyleki w = Zm: P XB“D' (4.60)

artirilmig matris formunda yazilabilir. (4.57) den yararlanarak (4.51) kosullari igin

3

-1

[a;X(a)+b, X(b)|B*D"A=[c;], j=01..,m-1

=
]
o

ya da kisaca

UA=[c;] yada[U;c ], j=01..m-1 (4.61)
artirilmis matris formu elde edilir. Burada
U =2 [auX@+b,X(0) ]BD" =[ujy uy upp - ], i=00.(m-1)
k=0

seklinde tanimlanir. Son olarak, (4.60) matris formunun son m satirt silinerek,

bunlarin yerine (4.61) kosullar igin artirilmis matrisinin satirlari yazilirsa

Woo Wo, Won a(x,)
WlO Wll WlN g(Xl)
o =< Winecmpo Winemp 7 Wenemyn 9(Xy_m)
[WiG]=
Ugo Uy, Uon G
) Uy Uy C,
L u(m—l)O u(m—l)l l'j(m—l)N Cm—l i

yeni artirimis matris formu elde edilir. Bu ise lineer bir cebirsel sistemdir. Eger, rank

W:rank[w;é] - N +1 iSe 0 zaman
A:(\Tv) G

yazilabilir. Boylece
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A:[ao a a, - aN]T
bilinmeyen Lucas katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belirlenen a,,a,a,,..,a,
katsayilar1 (4.52) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.50) diferensiyel denkleminin

Lucas polinom ¢6zumu elde edilir.

4.2.2. Lucas Siralama Yontemiyle Coziilen Lineer Diferensiyel Denklemler icin

Coziimiin Dogrulugu ve Rezidii Hata Tahmini

Bu bolimde rezidi hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.51) kosullar
altinda (4.50) denkleminin yaklasik ¢6ziimu olan (4.52) Lucas polinom ¢6zumi igin
bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.50) denklemi igin rezidii hata
fonksiyonunu

Ry () = Ly, (x)]-9(x) (4.62)
seklinde tanimlayalim. Burada vy, (x), (4.51) denkleminin Lucas polinom ¢6zimudyir.

Boylece vy, (x)

L[ (9] = 3 P (Y 0 = 500+, (0

3
N

(3, v (@) +by v (0))=c;,  j=0,1..,m-1

0

=
JIj

problemini saglar. Ayrica e, (x) hata fonksiyonu

ey (X) = y(x) -y, (%) (4.63)
seklinde tanimlanir. Burada y(x), (4.50) denkleminin tam ¢ozimudar. (4.50), (4.51),
(4.62) ve (4.63) denklemlerinden

N

> (ae (@) +byel’ (b)) =0, j=01..m-1

=0

=~

homojen karisik kosullar altinda
Lley (0] = L[y()]=L[yy ()]=-Ry(x)

hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, acik sekilde hata problemi

P (e’ () = =Ry (X)

(NgE

=

= o

(4.64)

3

(a6l () +byel’ (0))=0, j=01,..,m-1.

=~

o

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;

3
LN

(a,y“ (@ +byy*® (b))=c;, j=01..,m-1

=
]
o
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ve

m

> (a v @+byyi (0))=c;,  j=01..,m-1

=0

LN

=

homojen olmayan karisik kosullari

LN

> (3l (@) +b,el (b)) =0, j=01,..m-1

k=0
seklinde homojen olan karisik kosullara dontismektedir. (4.64) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢6ziilebilir. Boylece
eN,M(X):ia;Ln(X) (M >N)

seklinde, e (x) e gore e, (x) yaklasik ¢6ziimii bulunur. Sonug olarak, y,(x) ve
ey w (X) polinomlar1 yardimiyla
Y (X) = Yy (X) +ey v (X)
diizeltilmig Lucas polinom ¢6ziimi elde edilir. Ayrica,
ey () =y(x¥) - yy(x)
asil hata fonksiyonunu,

eyu(X), M>N
tahmini hata fonksiyonunu;
EN‘M (X) =€y (X) —€\m (X) = Y(X) ~Yam (X)

ise diizeltilmis hata fonksiyonunu ifade eder.

Ornek 4.7. Ornek 4.1 ile verilen problemi bu de kez Lucas siralama ydntemini
kullanarak ¢ozelim.

N =5 igin y,(x) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozimd
Ys () =2 a,L,(x)
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin a,, (n=0,12,3,4,5) katsayilarin1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =5 i¢in (4.53) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

1 2 3 4
X, =0, X1=§r X, ZE’ x3:§, X“:E’ Xs =1

olur. Yukarida bahsedilen Lucas metodu uygulanirsa N =5 igin y,(x) Lucas polinom
¢ozdmi

¥, (x) =1.1351545520109646264x — 0.65452121855117463700x° — 0.33333333333333333333x"
—0.14730000012645665596 X

110



seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Lucas polinom ¢6zimunu elde etmek igin
{eé“)(x)+ xe;(x) = Ry (x)
e,(0)=0,¢e,"(0)=0,6,(1)=0,e, () =0
hata problemini ele alalim. Oyleki;
R (X) = Y& (X) + Xy, (X) + 8+ 7x + x*)e*
seklinde tanimlidir. Yine, Lucas metodu kullanilarak M =6 igin bu hata problemi
cOzlllrse e;(x) e gore e,.(x) tahmini hata fonksiyonu

85 ¢(x) = (0.111022302462516e ~15) —0.111188115931996x + 0.128356555990440x°

—(0.833333402283642e —10)x* +(0.255086135689322e —1)x°
—(0.426770535440429¢ —1)x°

seklinde hesaplanir ve boylece
Ys.6(X) =1.02396643606800x — 0.526164662609560x° — 0.333333333383333x*
—0.121791386531068x° + (0.111022302462516e —15) — (0.426770535440429¢ —1)x°
diizeltilmis Lucas polinom c¢oziimii elde edilmis olur. Benzer sekilde Yy;q(x) ve

Y5 (X) ¢cOzliimii asagidaki gibi bulunur.

Y5 (X) =1.00002437285018x — 0.500024934241587 " — 0.333333333383344x"

—0.125002533109915x" — (0.699814396901766€ — 2)x" — (0.110160272776683¢ — 2) x°
—(0.247630546279298e — 3)x” + (0.479616346638068e —13) X
—(0.333161948721994e —1)x° +(0.492939022933570e —13)

Y51, (X) =1.00000015646814x — 0.500000158573438x> —0.333333333374069x*

—0.124999993132486x° — (0.694437055088670e — 2)x” — (0.119035166820858¢ — 2) X
—(0.174340158197950e — 3)x’ — (0.208074050727092¢ — 4)x*°
+(0.912248054873999 —11)x* — (0.333333761470227e —1)X°
—(0.342545138387607e — 5)x™ — (0.251709764143015¢ —11).

Problemin tam c¢6zimi, Lucas polinom ¢6ziimii ve diizeltilmis Lucas polinom
¢Oziimiiniin verilen aralikta se¢ilmis bazi degerleri i¢in niimerik sonuglar1 Tablo

4.13. de gosterilmistir.

111



Tablo 4.13. Ornek 4.7’nin tam ¢6zum ile yaklasik ¢dziimlerinin

N=5 Ve M =6,9,11 i¢in niimerik sonuclari

Taf“ Luca§ Rpllpom Diizeltilmis Lucas Polinom Cézumleri
C0Ozum COzumu

X y (%) ¥s (%) ¥s6(%) ¥s0(%) Ys11 (%)

0 0 0 0.1110e-15 0.4929¢-13 -0.2517e-11
0.2  0.195424441 0.221214271  0.200008932  0.195429116  0.195424471
0.4  0.358037927 0.402130777  0.365956754  0.358046078  0.358037980
0.6  0.437308512 0.485062100  0.446066656  0.437317739  0.437308572
0.8  0.356086549 0.388208180  0.362147373  0.356093256  0.356086592
1.0 0 0.1100e-18 0.4422e-16 0.1707e-12 0.1398e-10

06 T T T T T T T T T
| | | | | | | | |
| | | | | | | | |
06 — — b — — L — b e e
I R syl S N
< 04F-—-—+-—-—+ + A g TR - — == —
\’E | | | 25 |
>;‘ o | o o | " A\ | |
@ 0.3 bo-t -2 5
< | A\l
= 02 - -k - e L |
> 1 X o
= —F— y(x)=x(1-x)e* (Tam Cozim)
§ 0.1 N=5 igin y(x) L
¥ : ‘ —&— N=5 e M=6 igin y; () :
0% f‘Lff‘Lfff+N=5veM=9i(;iny5'9(x) 777177 B
I I & N=5wve M=11 i¢in Vs 11(x) I
- | | ! |
%10 61 02 03 04 05 06 07 08 08 1
X
Sekil 4.12. Ornek 4.7°nin tam ¢oziim ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilastiriimasi

Tablo 4.13 ve Sekil 4.12’ye bakarak, M degeri artirildiginda, yaklasik ¢éziimlerin
tam ¢oziime yaklagtigi sOylenebilir. Asagidaki Tablo 4.14 ise diizeltilmis mutlak

hatalarin kargilagtirmasini géstermektedir.
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Tablo 4.14. Ornek 4.7’nin diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =5 Ve M =6,9,11 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |EN'M (X)| = |y(X) ~Yum (X)|

|Eqs (%) |Eqo(x)| |E,(%)]

0 0.111022e-15 0.492939¢e-13 0.251710e-11
0.2 0.458449e-2 0.467489e-5 0.300233e-7
0.4 0.791883e-2 0.815089e-5 0.524375e-7
0.6 0.875814e-2 0.922697e-5 0.596098e-7
0.8 0.606083e-2 0.670756e-5 0.438815e-7

1.0 0.442220e-16 0.170694e-12 0.139825e-10

Tablo 4.14 e bakildiginda, M degeri arttik¢a diizeltilmis mutlak hatanin kiigtildigii

ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

Ornek 4.8. Ornek 4.2 ile verilen problemi bu kez Lucas siralama ydntemini
kullanarak ¢ozelim.

N =6 igin y,(x) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozim
6
ye(X) = Zan I‘n (X)
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin a,, (n=0,12,3,4,5,6) katsayilarint hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =6 i¢in (4.53) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

1 2 3 4 5
X, =0, xlzg, X, :E’ xszg, X“:E’ X5:E’ Xs =1

seklindedir. Yukarida bahsedilen Lucas metodu uygulanirsa N =6 i¢in y,(x) Lucas
polinom ¢ozimi

ys (X) = —(0.102e —18) + 0.99999999999999999980x + (0.4e —19)x* — 0.48213811469080527940X°
~0.35515191373426946331x* — 0.12500000000000000000°
— (0.37709971574925257351e — 1) x°

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Lucas polinom ¢dzimuni elde etmek igin

&5 (X) — & (X) = —Rq(x)
e,(0)=0,¢,/(0)=0,¢, (0)=0,¢e(1)=0,¢ ())=0

hata problemini ele alalim. Oyleki;
Rs (X) = y&” (X) = Y6 (X) + (L5 +10x)e"
seklinde tanimhidir. Yine, Lucas metodu kullanilarak M =7 icin bu hata problemi

cozlllrse e, (x) e gore e,,(x) tahmini hata fonksiyonu
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&, (x) = —(0.693889390390723¢ —17) — (0.222044604925031e —15)x
+(0.693889390390723e —17)x* — (0.155983754693798e — 1) x°
+(0.191646266291429¢ —1)x* — (0.693889390390723e —17)x°
+(0.489962199009021e — 2)x° — (0.846587314985338¢e — 2)x’

seklinde hesaplanir ve boylece

¥s - (X) = —(0.704089390390723e —17) +1.00000000000000x + (0.697889390390723¢ —17)x*
—0.497736490169380x° —0.335987287070857x" —0.125000000000000x°
—(0.328103495799098e —1)x°* — (0.846587314985338e — 2)x’

diizeltilmis Lucas polinom ¢oziimii elde edilmis olur. Benzer sekilde Y,0(X) ve

Yoz (X) cOzUimleri asagidaki gibi bulunur.

Yo 10(X) = —(0.624510651351651e —14) + 0.999999999999956x — (0.188737514186277¢ —13) X’
—0.499998960328355x° — 0.333334449870217x" —0.125000000000015x
— (0.333336323290584e —1)x° — (0.694251102077731e — 2)X’
— (0.119634675810645¢ — 2)x® — (0.163993965842713¢ — 3)X°
— (0.3010569770668666 — 4)x™°

Ys15(X) = (0.950173263195194¢ —11) + 0.999999999998975x + (0.2355449209044 73 —11)x*
—0.499999998537517x° — 0.333333334843527x" —0.124999999999231x°
— (0.333333366220332e —1)x° — (0.443226187307744¢ — 6)x*
+(0.159581940994968e — 7)x** — (0.694441580669913¢ — 2) X’
— (0.119059242531883¢ — 2)x® — (0.173333131143094e — 3)X°
— (0.224606571030961e — 4)x™° — (0.210069132200452¢ — 5)x.

Problemin tam ¢0zumi, Lucas polinom ¢oéziimii ve diizeltilmis Lucas polinom

¢cozlmlerinin verilen aralikta se¢ilmis bazi degerleri igin niimerik sonuglart Tablo

4.15 de gosterilmistir.

Tablo 4.15. Ornek 4.8’in tam ¢dziim ile yaklasik ¢6ziimlerinin

N=6 Ve M =7,10,13 i¢in niimerik sonuglari

Taﬁ“ Luca§ Rpllpom Diizeltilmis Lucas Polinom C6zumleri
CoOzim Gozumu
i y(x) Ye(X) ye,7()§) Ys10 (X|) Yo13 (X|)

0 0 -0.1020e-18 -0.7041e-17 -0.6245e-14 0.9502e-11
0.1 0.099465383 0.099481059 0.099467381  0.099465384  0.099465383
0.2  0.195424441 0.195532239 0.195438320  0.195424448  0.195424441
0.5 0.412180318 0.413040273 0.412298682  0.412180378  0.412180318
0.8  0.356086549 0.356829619 0.356202066  0.356086623  0.356086549
1.0 0 -0.3210e-18 0.3000e-10 0.2985e-10 0.2894e-10
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0.45
0.4
0.35 R - -
0.3
025 —— L — 1 ¢ L1 11 1

0.2 &g - - - — = — = = = = — = = — = — = —\= =

015 — — —+ 1 y(X)ZX(l-X)eX (Tam C6zUm) I
] N=6 i¢in ye(x) - T‘ - — -
— & N=6ve M=7 igin y6'7(X) !

— s N=6 ve M=10 i¢in Yo 10(x) I

01— — 4+

0.05

&— N=6 ve M=13 igin Yo 13(x) [

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 4.13. Ornek 4.8’in tam ¢6ziim ile yaklasik ¢dziimlerinin karsilastirilmast

Tablo 4.15 ve Sekil 4.13 e bakildiginda, M degeri arttikga, yaklasik ¢oziimlerin tam
¢ozlime yaklastigi goriilmektedir. Asagidaki Tablo 4.16 ise diizeltilmis mutlak

hatalarin kiyaslamasini gostermektedir.

Tablo 4.16. Ornek 4.8’in diizeltilmis mutlak hatalarinin

N=6 Ve M =7,10,13 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |EN'M (X)| = |y(X) ~Yum (X)|

|Eq., (%) |Eq 10 (%) |Eq15(%)

0 0.704089e-17 0.624511e-14 0.950173e-11
0.1 0.199850e-5 0.927852e-9 0.107329¢e-10
0.2 0.138789%¢e-4 0.652563e-8 0.186402e-10
0.5 0.118364e-3 0.598642e-7 0.972927e-10
0.8 0.115517e-3 0.741338e-7 0.137709e-9

1.0 0.299997e-10 0.298521e-10 0.289442¢-10

Tablo 4.16, M degeri arttikga diizeltilmis mutlak hatanin kiigiildiigii ve ¢oziimiin

dogrulugunun arttigini1 géstermektedir.
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4.2.3. Genel Lineer Diferensiyel Denklem Sistemlerinin C6zimu igin Lucas

Siralama Yontemi

Degisken katsayili yliksek mertebeden lineer

L[y;(0]= izk: POV () =g,(x), (i=12..k 0<a<x<b) (4.65)

n=0 j=1

diferensiyel denklem sisteminin

Y [alyi@+bly" ()] =c;, (=0L..m-1 j=12..k) (4.66)

n=0

karisik kosullar1 altinda

002 ¥, 00 = 28, 1,00 (4.67)
kesilmis (sonlu) Lucas serisi formunda bir yaklasik ¢o6ziimiiniin oldugunu
varsayalim. Burada y{”(x)=y,(x) bilinmeyen fonksiyon, p{;(X) ve g,(x) [a,b]’nda
bilinen sdrekli fonksiyonlar, yﬁ”’(x), y;(x) in n mertebeden tdrevidir. a;,

bilinmeyen katsayilar, &, b/, ve C;; reel katsayilar ve L (x),n=0,1,...,N

. @ (k) n/2 , ngift
L(x)=2; L”(X)_gﬂ[ " ]x , (n>1) [[n/Z]]:{(n_l)/Z " tek

seklinde tanimli Lucas polinomlaridir [43,44]. Ayrica, (4.66) kosullar1 altinda, (4.65)

denklem sisteminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak igin
b-a. .
X =a+=—i i=01..,N, 0<a<x<b (4.68)

ile verilen siralama noktalar1 kullanilsin. Oncelikle (4.67) ile verilen yaklasik
¢6zUmUn matris formu

yin () =LA, j=12..k (4.69)
seklinde yazilabilir. Burada

L =[LK) LK LK - LK)

ve

A =[a, a, a, ~ a,]
seklinde tanimlidir. Ayrica (4.69) esitligi

yin(X)=X(XD'A,, j=12..k (4.70)
olarak ifade edilebilir. Burada

X(x):[l X X2 . XN:|
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ve N tekse

2 0 0 0 0 0
0 %@ 0 0 0 0
2(1 2(2
I[J 0 E[oj 0 0 0
3(2 3(3
o 2 1] 5(0} 0
4 4 4
E( ) ’ 5[ ] ’ z( ] oo
(n-1)/2 (n+1)/2 (n+3)/2
n- 1)/2((n o) ’ <n+1>/z(<n o) ’ (n+s)/z[(n o
n (n+1)/2 n (n+3)/2 _n(n
i wrElin-nf) ’ walo-on) n[OJ_
N ciftse
[o2 0 0 0 0 0 ]
0 }@ 0 0 0 0
110
gm 0 3[2] 0 0 0
11 210
0 3 2] 0 §[3J 0 0
21 3lo
D=
oo N : o :
2\2 3l1 40
n-1( n/2 n-1 ((n+2)/2
W[(n—z)/z] 0 (n+2)/2[(n—4/2 ] ° ’
n (n/2 0 n (n+2)/2 0 n (n+4)/2 n n
| n/2(n/2 (n+2)/2\(n-2)/2 (n+4)/2\ (n-4)/2 nlo)]
seklinde tanimhidir. Ayrica X(x) matrisi ile X9(x) tiirevi arasinda
X% (x) = X(x) B (4.71)
bagintis1 vardir. Burada B matrisi
0
0
B= :
N
0
olarak tanimlidir. O halde (4.70) ve (4.71) den
Yy () =X(X)B'D'A;, i=01,..m Ve j=12,.k (4.72)
elde edilir. Boylece
YO =X(x)(B) DA, i-=01..m (4.73)

yazilabilir. Burada
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YO () = yéf’N'(X) R O X® 0| g|o® 0|
yi‘,ﬁ(x) 0 o X(x) 0 0 B
D" 0 0 A
5o 0 P 01 A- Az
0 0 o A,
olarak tanimlidir. Simdi (4.65) denklem sistemini
> P00 (0= (4.74)
matris formunda ifade edelim. Burada
L) PLOO - PlL(X) Vi (X) 9,(%)
(g —| P P0) P | oy VOO o gy (0.0
P00 P B0 Yin (%) g, (%)

seklinde tanimlidir. (4.74) de (4.68) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa

SR OOYO(X)=G() . 501N

ya da
S RYU-c (4.75)
kapal1 formu elde edilir. Burada
P(x,) 0 - 0 YO (x,) G(x,)
P = 0 Pi('xl) 0 VO Y(i)'(xl) ve G o G(.Xl)
6 0 . F’i(;<N) Y“"(XN) G(;<N)

seklinde tanimlidir. (4.68) ve (4.73) den
YO(x)=X(x)(B) DA, s-01...N

ya da kisaca

v® = X(B) DA (4.76)
elde edilir. Oyleki
X(%) X(x) 0 o 0
x| X Ry T X0
>_<(;<N) 0 0 . X('xs)
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olarak tanimlidir. (4.76), (4.75) te yerine yazilirsa

{i PiX(E)i B}A =G 4.77)

temel matris denklemi elde edilir. (4.77) de yer alan P, X, B, D, A ve G matrislerinin
boyutlari sirasiyla k(N +2)xk(N +1), k(N +2)xk(N +1), K(N+D)xk(N+1),
kK(N+D)xk(N+1), k(N+L)x1 ve k(N+1)x1 seklindedir. (4.65) denklem sistemine

karsilik gelen (4.77) temel matris denklemi
WA=G yada [W,G] (4.78)

seklinde ifade edilebilir. Burada

W=iPiX(§)iD [W,o ], P.A=122,..k(N+D)

olarak tanimlidir. (4.68) ile verilen siralama noktalar1 ve (4.73) kullanilarak (4.66) ile

verilen kosullar i¢in matris formu

m-1

> [a,X(a)+b,X(t)](B) DA=C

j=

olarak ifade edilir. Oyleki

a 0 0 b; 0 0 c,
0 af 0 0 b} 0 c,
a; = , by = : , C=
0 0 al 0 0 b} G
ve
%, b, o
a = a“ , b b“ , ¢ = |, i=01..k
arin—l, j brin—l, i Cima

olarak tanimhidir. Boylece, kosullar i¢in
UA=C yada [U,C] (4.79)

temel matris formu elde edilir. Oyleki

-1 _ _ _ ]_
U= jzo[an(a)+ij(b)J(B) D
seklindedir. Son olarak, (4.78) matris formunun son mk satir1 silinerek, bunlarin
yerine (4.79) kosullar igin artirilmis matrisinin satirlar1 yazilirsa yeni

[VNV;GVJ
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artirllmis matrisi elde edilir. Burada (4.78) matrisinin son satirlarinin silinmesi
zorunlu degildir. Eger, W matrisi tekil ise bu durumda (4.78) matrisinin farkli
satirlart silenerek, silinen satirlar yerine (4.79) matrisinin satirlar1 yazilabilir. Eger,

rankW:rank[v”v;éJ = k(N +1) ise 0 zaman

yazilabilir. Boylece,
.
A, :[ajv0 a, a, aij]
bilinmeyen Lucas katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belitrlenen &, 85, 8.8y

katsayilar1 (4.67) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.65) diferensiyel denklem

sisteminin Lucas polinom ¢oztmleri elde edilir.

4.2.4. Lucas Siralama Yontemiyle Coziilen Genel Lineer Diferensiyel Denklem

Sistemleri i¢in Coziimiin Dogrulugu ve Rezidii Hata Tahmini

Bu bolumde rezidi hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.66) karisik
kosullar1 altinda (4.65) sisteminin yaklasik ¢oziimii olan (4.67) Lucas polinom
¢OzUmi igin bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.65) sistemi icin rezidii hata
fonksiyonunu
Rn () =L[yiy(0)]-g;(x), (i=12,..k) (4.80)
seklinde tanimlayalim. Boylece y; , (x)
m

L[ Yin 0] =2 o, (0¥ () = 6,0+ Ry (0, (1=1.2...,K)

n=0 j=1

3
N

[aly2@+b) % 0)]=c;;, (=01.m-1 j=12..K)

I
o

n

problemini saglar. Ayrica e, (x) hata fonksiyonu
en(¥)=y;(X)=y;n(X) (4.81)
seklinde tanimlanir. Burada y,(x), (4.65) denklem sisteminin tam c¢ézumleridir.

(4.65), (4.66), (4.80) ve (4.81) denklemlerinden

> [alen@+blem®)]=0, (=0l..m-1 j=12..K)

n=0

homojen karisik kosullar1 altinda

L& ()] =Ly, (0)]-L[yin () ]=-Ry (%)

120



hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, acik sekilde hata problemi

Zk: e (X) =Ry (), (i=12,..k)
i1 (4.82)
[al el (@) +b) g% (0) =0, (i=01..m-1 j=12,..k)

=]
I MB
o

3
IR

>
o

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;

-1
[al,y"(@)+bly"(b)]=c;;, (=01..m-1 j=12,.k)

=0

3

>

ve

3

-1

[al,y@)+bly )] =cj;, (1=01..m=1 j=12,.K)

=]
]
o

homojen olmayan karisik kosullari

m-1
Y[alef(@+blenb)]=0 (i=01..m-1 j=12..k)

n=

seklinde homojen olan karisik kosullara doniismektedir. (4.82) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢oziilebilir. Boylece
ejnm (%) =§la}nLn(X), (M>N, j=12,.k)

seklinde, e, (x) e gore e, (x) yaklasik ¢éziimii bulunur. Sonug olarak, y, (x) ve
e um(X), M >N polinomlar1 yardimiyla

Yinm () =Yjn () +€ (%)
diizeltilmig Lucas polinom ¢6zUmu elde edilir. Ayrica,

ejn(X)=Y;(X)=y;n (%)
asil hata fonksiyonunu,
& nm(
tahmini hata fonksiyonunu;
Ej o () =8; 4 00 =€y (%) = Y; () =Y 0 (¥

ise diizeltilmig hata fonksiyonunu ifade eder.

Ornek 4.9. Ornek 4.3 ile verilen problemi bu kez Lucas siralama yontemini
kullanarak ¢ozelim.

N =3 i¢in ¥;5(X) (j=12) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢cdziumleri

yj,s(x) = Zaj,n Ln (X)
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seklindedir. Simdi yaklagik ¢oziimin @, (N1=0123) katsayilari1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =3 icin (4.62) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi
1 2
{xo =0, x :§’ X, :§’ Xq :1}

olur. Yukarida bahsedilen Lucas metodu kullanilirsa N =3 igin Y;5(X) (j=12) Lucas

polinom ¢oztmleri

¥; 5(X) =1.0000000000000000002 —1.9999999999999999997 X + 0.65026593172059818797 X
—0.1360932709322248727 X’

¥, 5(X) = (0.20e —18) +0.9999999999999999997 x — 0.15908130534369392778x
+(0.514414694144519197e —-1)x*

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Lucas polinom ¢ozimlerini elde etmek igin

91(13) (X) + egl)a (X) + ez,s (X) = _R1,3 (X)
e1(13) (x)+ 4952 (x)+ €3 (x)= _Rz‘a (x)

hata problemini ele alalim. Oyleki

{Rl,(i (x) = yl(la) (x)+ yélé (X)+Y,5(X) —x+e™
R,(X) = Y3 (X) +4y53 (X) + Y, 5(X) ~1- 28~

seklinde tanimlidir. Yine, Lucas metodunu kullanarak M =5 icin bu hata problemi
cozillrse €5(X) ve &;(X) e gore €,5(X) ve e,,,(x) tahmini hata fonksiyonu

€,45(X) = (0.532e —16) — (0.5250e —16)x + (0.162770215780355664€ —1)x°
—(0.4824692406750631330e —1)x* + (0.409517659738837526e —1)x*
—(0.569481032290415982¢ — 2)x°

€, 55(X) = —(0.1129¢ —16)x — (0.75240824340171289% — 2)x* + (0.2221418469006070357¢ —1)X*
—(0.189435361508392338e —1)X" + (0.275727053046810524¢ — 2)x°

seklinde hesaplanir ve boylece

Yis5(X) =1-2x+ 0.6665429533x° —0.1843401950%° + (0.409517659738837526e — 1) x*
—(0.569481032290415982¢ — 2) x°

Y545 (X) = (0.20e —18) + x—0.1666053877x” + (0.7365565410e —1) X
— (0.189435361508392338¢ —1)x* + (0.275727053046810524¢ — 2)x°

diizeltilmis Lucas polinom ¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde Y,54(X),
Yo36(X), Yias(X) Ve ¥,55(X) ¢oziimleri asagidaki gibi hesaplanir.

Y156 (X) =1-2x+0.6666586736x" — 0.1851133063x’ + (0.42942252545835481230e — 1) x*
—(0.793751687780180904¢ — 2)x° + (0.923831179539782305¢ — 3)x°
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Y,46(X) = (0.6876e —17) + x — 0.1666626863x” + (0.7403827294e —1)x°
—(0.19928400192176100372e —1)x* + (0.386672804181833336¢ — 2)x°
—(0.456948612971404962¢ — 3)x°

Ve

Yias(X) =1-2Xx+ 0.6666666556x° —0.1851849986x° + (0.43208636504582398446¢ —1)x*
—(0.8431692607795748816e — 2)x° + (0.13849363760144450904e — 2)x°
—(0.186573519907473618e —3)x’ +(0.164112150792816713¢ — 4)x*

Y, 35(X) = (0.169344886e —14) + x— 0.1666666700x" + (0.7407407658¢ —1)x°
— (0.20061552175262620243¢ —1)x* + (0.41140667613691062058¢ — 2)x°
— (0.68826864583793057056¢ — 3)x° + (0.941030930443065294¢ — 4)X’
—(0.851182365907421357¢ — 5)X°.

Problemin tam c¢6zimi, Lucas polinom ¢6ziimii ve diizeltilmis Lucas polinom
coziimlerinin verilen aralikta sec¢ilmis bazi degerleri i¢in niimerik sonuglari Tablo

4.17 de gosterilmistir.

Tablo 4.17. Ornek 4.9’un tam ¢6ziim ile yaklasik ¢dziimlerinin

N =3 Ve M =5,6,8 i¢in niimerik sonuglari

Q-(.I;‘:L.nm LucgzzPuonlqlEom Diizeltilmis Lucas Polinom Cozumleri
i Y1 (%) Yia(X;) Vi35 (X| ) Yis6 ()ﬂ ) Yiss (X| )

0 1 1 1 1 1
0.2 0.625251708 0.624921891 0.625250697  0.625251667 0.625251708
0.4  0.295840003 0.295332580 0.295839150  0.295839962 0.295840003
0.6  0.005003895 0.004699589 0.005002501  0.005003845 0.005003896
0.8 -0.252886021 -0.253509558 -0.252886922  -0.252886104  -0.252886020
1.0 -0.482526627 -0.485827339 -0.482540286  -0.482526066  -0.482526625

X Y, (%) Y25(X) Yo35(%) Yo36(%) Yo35(%)

0 0 0.20e-18 0.20e-18 0.6876e-17 0.1693e-14
0.2 0.193895101 0.194048280 0.193895602  0.193895121 0.193895101
0.4  0.377599956 0.377839245 0.377600380  0.377599976 0.377599955
0.6  0.553690312 0.553842087 0.553691005  0.553690337 0.553690311
0.8  0.724228025 0.724525997 0.724228477  0.724228067 0.724228025
1.0  0.890857245 0.892360164 0.890864001  0.890856966 0.890857244
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Sekil 4.15. Ornek 4.97un tam ¢6zUm vy, (x) ile yaklasik ¢oziimlerinin karsilagtirilmast

Tablo 4.17, Sekil 4.14 ve Sekil 4.15 incelendiginde M degerleri arttikga, yaklasik
cozlimlerin tam ¢Oziimlere yaklastigi yani ¢oziimiin dogrulugunun arttig
gorilmektedir. Simdi, y,(x) ve vy,(x) igin diizeltilmis mutlak hata fonksiyonuna ait

asagidaki tabloyu inceleyelim.
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Tablo 4.18. Ornek 4.9’un diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =3 Ve M =5,6,8 i¢cin karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |Ei,N,M (X)| = | Yi (X) = Vi nm (X)|

Xi |E1,3,5(Xi)| |E1‘3‘6(Xi)| |E1‘3‘8(Xi)|

0 0 0 0
0.2 0.101111e-5 0.409554e-7 0.289375e-10
0.4 0.852765e-6 0.414868e-7 0.155927e-9
0.6 0.139384e-5 0.501077e-7 0.236706e-9
0.8 0.901043e-6 0.830198e-7 0.371501e-9
1.0 0.136589%¢-4 0.561255e-6 0.207516e-8
|E,as (%)) |Ea6 (%)) |E,as (%))
0 0 0 0
0.2 0.501385e-6 0.203910e-7 0.443765e-10
0.4 0.424209e-6 0.207023e-7 0.857063e-10
0.6 0.693215e-6 0.250302¢-7 0.102776e-9
0.8 0.451283e-6 0.414137e-7 0.147981e-9
1.0 0.675550e-5 0.279398e-6 0.148531e-8

Tablo 4.18 e gore,

M degeri artirildiginda, diizeltilmis mutlak hatanin sifira

yaklastig1 yani ¢ozlimiin dogrulugunun arttig1 gézlenmektedir.

Ornek 4.10. Ornek 4.4 ile verilen problemi bu kez Lucas siralama ydntemini

kullanarak ¢ozelim.

N =3 i¢in ¥;5(X) (j=12) kesilmis Lucas seri ¢oziimleri
3
YJ,s(X) = Zaj,3Ln (x)
n=0

seklindedir. Simdi yaklagik ¢oziimin @, (N1=0123) katsayilari1 hesaplayalim.

a=0, b=1Vve N =3 i¢in (4.68) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi
1 2
{xo =0, x :§’ X, :§’ Xq :1}

olur. Yukarida bahsedilen Lucas metodu kullanilirsa N =3 igin Y;5(X) (j=12) Lucas
polinom ¢oztmleri
¥;.5(X) =1.0063471145431744990x — 0.16487612973527799252x°
Y,5(X) =1+(0.15338341699912290508e —1)x — 0.5x* + (0.24963964168227426956¢ — 1) X°
seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Lucas polinom ¢ozimlerini elde etmek igin
{ef? (X)+ X8, 5 (X) + X€5.5(X) = ~Ry5 (¥)

e (X) +2xe, 5 (X) + 2xe, 5 (X) = —R, ;(X)
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hata problemini ele alalim. Oyleki
Rya(X) = Y13 (X) + XYy 5 (X) + XY, 5 () = (x=1)sin(x) ~ x cos(x)
R,5(x) = y§23) (X) +2xy, 5 (X) +2xy, 5(X) — (2x —1) cos(x) — 2xsin(x)
seklinde tanimlidir. Yine, Lucas metodunu kullanarak ™M =4 icin bu hata problemi
cozillrse €5(X) ve &,(x) e gore €,,(X) ve e,,,(x) tahmini hata fonksiyonu
€54 (X) = —(0.106e —16) — (0.499228952471965960e — 2)x — (0.2¢ —18)x’
—(0.518961349576921740e — 2)x* + (0.101819030204888753¢ —1)x*

€, 5. (X) = (0.16e —17) — (0.156911938827726528e —1)x + (0.2 —18) X’
—(0.243242930248717682e —1)x° + (0.400154869076444208¢ — 1) x*
seklinde hesaplanir ve boylece
V5.4 (X) =1.001354825x — 0.1700657432x° — (0.106€ —16) — (0.2¢ —18)x?
+(0.101819030204888753¢ —1)x*

Y, 5.(X) =1—(0.35285218e—3)x —0.5x° + (0.63967115e —3)® + (0.400154869076444208e —)x*
diizeltilmis Lucas polinom ¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde Y,5,(X),
Yo37(X), Yiae(X) Ve ¥,354(X) ¢Oziimleri asagidaki gibi hesaplanir.

Y157 (X) =1.000000143x —0.1666661714x° — (0.37734520¢ —14) — (0.54378080¢ —14) X*
— (0.38846462992057800¢ — 5)X* + (0.8345908019681463140 — 2)x°
— (0.199067083831251440e — 4)x° — (0.185102512198028380¢ — 3)x’

Y257 (X) =1+ (0.29669 — 6)x —0.5x” +(0.156876e —5)X° + (0.4165402064844236920e —1)x*
+(0.435420619471771331e — 4)x° — (0.146619889651633530e — 2) x°
+(0.690766000483455933¢ — 4)x

ve

Y154 (X) =1.000000001 — 0.1666666724x° + (0.309113845480e —12)x* — (0.89723367650 —13)
+(0.58615978466847160e — 7)x* + (0.83330645918148055524¢ — 2)X°
+(0.678926859967732280e — 6)x° — (0.19940971293675390519 — 3)X
1 (0.822626752055785615¢ — 6)x° + (0.244208002439191309 —5)x°

Y55 (X) =1—(0.65¢ —9)x —0.5x* — (0.544e —8)x° + (0.41666726469394177620e —1)x*
—(0.30461993461017292¢e — 6)x° — (0.13879943577705944320e — 2)x°
—(0.160350056432889688e —5)x” + (0.265395474254859210e — 4) X
—(0.105158250818249144e —5)x°.

Problemin tam c¢6zimi, Lucas polinom ¢6ziimii ve diizeltilmis Lucas polinom
cOziimlerinin verilen araliktan secilmis bazi1 degerleri i¢in niimerik sonuglar1 Tablo

4.19 da gosterilmistir.
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Tablo 4.19. Ornek 4.10’nun tam ¢dziim ile yaklasik ¢dziimlerinin

N =3 Ve M =4,7,9 i¢in niimerik sonuglari

TaTT‘ Luca§ P._oll.r_lom Diizeltilmis Lucas Polinom C6zumleri
C0Ozim Cozumi

X ALY Yis(X) Y134 (%) Y137 (%) Y139 (%)

0 0 0 -0.1060e-16 -0.3773e-14 -0.8972e-13
0.1 0.099833417 0.100469835 0.099966435  0.099833431 0.099833417
0.3  0.295520207 0.297452479 0.295897146  0.295520250  0.295520207
0.6 0.564642473 0.568195025 0.565398269  0.564642557 0.564642474
0.8  0.717356091 0.720661113 0.718180707  0.717356193  0.717356092
1.0 0.841470985 0.841470985 0.841470985  0.841470986  0.841470986
X Y, (%) Y23(%) Yo34(%) Yo37(%) Yo30(%)

0 1 1 1 1 1
0.1  0.995004165 0.996558798 0.994969356  0.995004196  0.995004165
0.3 0.955336489 0.960275530 0.955235541  0.955336581 0.955336489
0.6  0.825335615 0.834595221 0.825112465  0.825335790  0.825335615
0.8  0.696706709 0.705052223 0.696435573  0.696706926  0.696706709
1.0  0.540302306 0.540302306 0.540302306  0.540302306  0.540302306

Tablo 4.19 incelendiginde M degerleri arttik¢a, yaklasik ¢oziimlerin tam ¢6ziimlere

yaklastig1 yani ¢ozlimiin dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

0.9 \ \ \ \ \ \ \ \
[ [ [ [ [ [ [ [ %®
08— —4+———l———F—— A4 ———l——— 4+ —— = — — - — — £ &7
[ [ [ [ [ [ [ \
07L - -1 1L L A |
[ [ [ [ [ | [
< [ [ [ [ [ \ [
== 0-6***T***F**T**T***F****7***\ ****** 7
= [ [ [ [ [ [ [
s 05 —— 4+ — ——1—— —F —— 4 — — I N
) [ [ [ [ [ [
G 1071 A I N N ot A N DA SN B _
x | | | | |
z [ [ [ [ [
>t 03— - L L PN
= | | | —F— Y, (X)=sin(x) (Tam Cozim)
= SN I S -
S 0.2 | | | N:3|g|ny1’3(x)
0.1 —————:————:———:——$N=3veM=4iginy134(x)
[ [ [ % N=3 ve M=7 i¢in X
- ‘; ylv3v7()
I I I &— N=3 ve M=9igin Yi3 9(x)
0.1 | | | T
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
X

Sekil 4.16. Ornek 4.10°un tam ¢6zim y,(x) ile yaklagik ¢dziimlerin kargilastiriimasi
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Sekil 4.17. Ornek 4.10°un tam ¢6ziim y,(x) ile yaklasik ¢oziimlerin karsilagtiriimast

Sekil 4.16 ve Sekil 4.17 den Lucas polinom ¢Oztmlerin tam ¢oziimlere M degeri
artirilldiginda yaklastigi goriilmektedir. Simdi, y,(x) ve y,(x) i¢in diizeltilmis mutlak

hata fonksiyonuna ait asagidaki tabloyu inceleyelim.

Tablo 4.20. Ornek 4.10’nun diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =3 Ve M =4,7,9 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |ELN’M (X)| = | Yi (X) = Yinm (X)|

Xi |E1,3,4(Xi)| |E1,3,7(Xi)| |E1,3,9 (Xi)|
0 0.1060e-16 0.3773e-14 0.8972¢-13
0.1 0.133018e-3 0.145140e-7 0.979414e-10
0.3 0.376939%-3 0.437078e-7 0.291620e-9
0.6 0.755796e-3 0.832869¢-7 0.573659%¢-9
0.8 0.824616e-3 0.102498e-6 0.759408e-9
1.0 0.125924e-10 0.944895¢e-9 0.920816e-9
Xi |E2‘3‘4(Xi)| |E2‘3‘7(Xi)| |E2,3,9 (Xi)|

0 0 0 0
0.1 0.348093e-4 0.303379e-7 0.667554e-10
0.3 0.100948e-3 0.918604e-7 0.201321e-9
0.6 0.223150e-3 0.175590e-6 0.399084e-9
0.8 0.271136e-3 0.217100e-6 0.523625e-9
1.0 0.950470e-11 0.421550e-11 0.209777e-11

Tablo 4.20 ye gore, M degeri artirlldiginda, diizeltilmis mutlak hatanin sifira

yaklastig1 yani ¢6ziimiin dogrulugunun arttig1 gozlenmektedir.
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4.2.5. Normal Formdaki Lineer Diferensiyel Denklem Sistemlerinin CozUmu

icin Lucas Siralama Yoéntemi

Degisken katsayili yiiksek mertebeden normal formdaki lineer
L[y;(x)]= yi'(X)—Z P ()Y () =0;(x)  (I=12..m) (0<a<x<b) (4.83)
j=1

diferensiyel denklem sisteminin

yi(a) =¢ (484)
baslangi¢ kosullar altinda
Yi (x) = Yin (x)= Z i, L, (x) (485)

kesilmis (sonlu) Taylor serisi formunda bir yaklasik c¢oziimiiniin oldugunu
varsayalim. Burada y,(x) (i=12,..,m) bilinmeyen fonksiyon, p;(X) ve g(x) [a,b]
‘nda bilinen sirekli fonksiyonlar, &, bilinmeyen katsayilar, ¢, (i=12,.,m) reel
sabitlerdir ve L (x),n=0,1..,N

. @ (k) n/2 , ngift
L(x)=2; Ln(x)_zm[ " ]x , (n21) [[n/Z]]:{(n_l)/Z " tek

k=0

seklinde tanimli Lucas polinomlaridir [43,44]. Ayrica, (4.84) kosullar1 altinda, (4.83)
denklem sisteminin yaklasik ¢oziimiinii bulmak igin

xi=a+bN;ai, i=0,1..,N, 0<a<x<b (4.86)

ile verilen siralama noktalar1 kullanilsin. Oncelikle (4.85) ile verilen yaklasik
¢6zUmUn matris formu

Yin () =LA, i=12..,m (4.87)
seklinde yazilabilir. Burada

L =[L) LK LK - LK)

ve

A =la, a, a, - aivNT
seklinde tanimlidir. Ayrica (4.87) esitligi

Yin () =X(X)D'A, (4.88)
olarak ifade edilebilir. Burada
X(x)=[l X x& - XN:|

ve N tekse
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D=
fU : f[] : fU :
2 31 4
(n-1)/2 0 (n+1)/2 0 (n+3)/2 0
(n- 1)/2((n 1)/2] (n+1)/2((n 3)/2] (n+3)/2((n 5)/2j
n (n+1)/2 0 n (n+3)/2 n(n
(n+1)/2\(n-1)/2 (n+3)/2{(n-3)/2 n\0)|
N Giftse
[ 2 0 0 0 0 0
0 }[1J 0 0 0 0
110
3[1] 0 3[2] 0 0 0
11 2(0
0 5[2] 0 §[3j 0 0
2\1 310
D=

L_l n/2 0 n-1 ((n+2)/2 0 0
n/2\(n-2)/2 (n+2)/2\(n-4/2
n n/2 0 n (n+2)/2 0 n (n+4)/2 _n(n
| n/2\n/2 (n+2)/2\(n-2)/2 (n+4)/2\(n-4)/2 n\0) |

seklinde tanimhidir. Boylece (4.88) ile ifade edilen vy, (x), (i=12,...m) matrisleri

Y(x) = X(x)DA (4.89)
seklinde yazilabilir. Burada
Yon (X) Xx) 0 - 0 D' 0 -+ O A,
R ORI G S RO
ym‘N.(X) o o - X(.x) 0 0 . D A,

olarak tanimlidir. Ayrica X(x) matrisi ile X'(x) tiirevi arasinda

X'(x)=X(x)B (4.90)
bagintisi vardir. Burada B matrisi
0
0
B .
N
0

olarak tanimlidir. O halde (4.88) ve (4.90) dan
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yi (X) = X(X)BD" A, (i=12..,m) (4.91)

elde edilir. Boylece

Y'(x) = X(X)BDA (4.92)
yazilabilir. Burada

Yin (X) X(x) 0 - 0 B O . 0
CH KA ORI N A
Yan (X) o o . X(‘x) o o . é

D" 0 0 A,

D- (.) D.T (.) ve A=| °

0 0 . D A,

olarak tanimlidir. Simdi (4.83) denklem sistemini

Y'(x) = P(X)Y(x) +G(x) (4.93)
matris formunda ifade edelim. Burada
Pa(¥) P (X) e P (X) 9, (x)
P =| P Paal0 e Pan ()] gy ngX)
pm‘l'(X) pm,z'(X) pm‘n;(X) gm'(X)

seklinde tanimlidir. (4.93) de (4.86) ile verilen siralama noktalar1 kullanilirsa

Y'(%)=P(x)Y(%)+G(x) (k=01..N)

ya da
Y'=PY+G (4.94)
kapal1 formu elde edilir. Burada
PXx) O - 0 Y (%) Y'(X,) G(%)
o | 0 p(.xl) 0 v Y(.xl) v Y,('Xl) G- G(.Xl)
6 0 P().(N) Y(;(N) Y'('XN) G(;<N)

seklinde tanimlidir. (4.89) ve (4.92) de siralama noktalar1 kullanilirsa
Y(x.) =X(x)DA ve Y'(x)=X(x)BDA (k=0,1..,N)
ya da kisaca
Y = XDA Ve Y'=XBDA (4.95)
elde edilir. Oyleki
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%(Xo) X(x) 0 - 0
x=| X x| T D

)—((;(N) 0 0 - X(x)
seklinde tanimlhidir. (4.95), (4.94) te yerine yazilirsa

{XBD-PXD}A=G (4.96)

temel matris denklemi elde edilir. (4.96) da yer alan P, X, B, D, A ve G matrislerinin
boyutlar1  sirasiyla m(N +1)xm(N +1), m(N +1)xm(N +1), m(N +1)xm(N +1),
m(N+)xm(N +1), m(N+1)x1 ve m(N+1)x1 seklindedir. (4.83) denklem sistemine
karsilik gelen (4.96) temel matris denklemi
WA=G ya da [W;G] (4.97)
seklinde ifade edilebilir. Burada
W =XBD-PXD=[w,,]|, p.q=12,..,m(N+)
olarak tanimlidir. (4.86) ile verilen siralama noktalart ve (4.89) kullanilarak (4.84) ile
verilen kosullar i¢in matris formu
X(@)DA=C

olarak ifade edilir. Oyleki

C=[c, ¢, - cm]T
olarak tanimhidir. Boylece, kosullar i¢in

UA=C yada [U,C] (4.98)
temel matris formu elde edilir. Oyleki

U=X(a)D
seklindedir. Son olarak, (4.97) matris formunun son mk satir1 silinerek, bunlarin
yerine (4.98) kosullar igin artirilmis matrisinin satirlari yazilirsa yeni
WA =G yada [W;é]

artirllmis matrisi elde edilir. Burada (4.97) matrisinin son satirlariin silinmesi
zorunlu degildir. Eger, W matrisi tekil ise bu durumda (4.97) matrisinin farkli
satirlart silenerek, silinen satirlar yerine (4.98) matrisinin satirlar1 yazilabilir. Eger,

rankW:rank[W;é} =m(N +1) iSe 0 zaman

yazilabilir. Boylece,
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A :|:a'i,0 &, &, v Ay :|T
bilinmeyen Lucas katsayilar matrisi belirlenmis olur. Belirlenen &, &, & 5,8

(i=12,..,m) katsayilar1 (4.85) denkleminde yerlerine yazilirsa (4.83) diferensiyel

denklem sisteminin Lucas polinom ¢ozumleri elde edilir.

4.2.6. Lucas Siralama Yontemiyle Coziilen Normal Formdaki Lineer
Diferensiyel Denklem Sistemleri icin Coziimiin Dogrulugu ve Rezidi Hata

Tahmini

Bu boliimde rezidli hata fonksiyonu [52,53,54,55,56] yardimiyla, (4.84) baslangi¢
kosullar1 altinda (4.83) sisteminin yaklasik ¢oziimii olan (4.85) Lucas polinom
¢OzUmi igin bir hata tahmini verilecektir. Oncelikle (4.83) sistemi icin rezidii hata

fonksiyonunu
Ry)=L[yn]-0,0) (i=12..,m) (4.99)
seklinde tanimlayalim. Burada vy, (x), (4.83) denklem sisteminin Lucas polinom

¢OzUmudur. Boylece v, , (x)

Yin(X) —i P YN () =g () +R (), (i1=12,...,m)

Yin (@) =Jc_I (i=12,3).
problemini saglar. Ayrica e (x) hata fonksiyonu

e n (X) =Y (x) = yin (%) (4.100)
seklinde tanimlanir. Burada vy, (x), (4.83) denklem sisteminin tam ¢6zumiddir. (4.83),
(4.84), (4.99) ve (4.100) denklemlerinden
gn(@=0, (i=12,.,m)
homojen karisik kosullar1 altinda
L[ew (X ]=L{%; (0]~ L[ ¥in () ]=-R ()

hata diferensiyel denklemi elde edilir. Ya da, acik sekilde hata problemi

(0= 2 (08 (0 =R (0, (=1.2...m)

en(@=0, (i=123).

(4.101)

seklinde tanimlanir. Burada dikkat edilmelidir ki;

yi(@)=c, Ve y (a)=¢
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homojen olmayan baslangi¢ kosullari
en(@)=0

seklinde homojen olan baslangi¢ kosullarina doniismektedir. (4.101) hata problemi,

gelistirilen metod yardimiyla ¢6ziilebilir. Boylece

ei‘N‘M(x):iaf L(x) (M>N, i=12,.,m)

i,n—n

seklinde, e, (x) € gore €,u(X) yaklasik ¢oziimil bulunur. Sonug olarak, vy, (x) ve
&nm(X) polinomlari yardimiyla

i (X) = Yin (X)+€ y  (X)
diizeltilmig Lucas polinom ¢6zUmu elde edilir. Ayrica,

en(X) =Y (¥) =Yy (X)
asil hata fonksiyonunu,
&nm(
tahmini hata fonksiyonunu;
B () =8y () =8y (X) = ¥i (X) = Yiym (X)

ise diizeltilmis hata fonksiyonunu ifade eder.

Ornek 4.11. Ornek 4.5 ile verilen problemi bu kez Lucas siralama ydntemini

kullanarak ¢Ozelim.

N =2 igin ¥;,(X) (i=12,3) kesilmis Lucas seri ¢gdziimleri

4200 = 38,4,
seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin & ,, (1=0,1,2) katsayilarin1 hesaplayalim. a=0
, b=1ve N =3 igin (4.86) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

olur. Yukarida bahsedilen Lucas metodu kullanilirsa N=2 igin Y;,(X) (i=12,3)

Lucas polinom ¢ozimleri

Y;,(X) =1+ x+0.67061360741023699830x’
Y,,(X) =—(0.1e—18) + x—0.1005251013995184324x°
Vs, (X) = 2+ X+0.1927846772024388576 7

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis lucas polinom ¢oziimlerini elde etmek igin
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e:[‘Z x)— €3 (x)= _Rl,z (%)
eé,z (X) —€5, (X) = _Rz,z (X)
e3’,z (x) - €, (x)+ €2 (x)= R, (x)

hata problemini ele alalim. Oyleki

Ri,z(x) = yll‘z(x) - ys,z(x) +COS(X)
Rz‘z(x) = yé‘z(x) — Y2 (x)+e"
Rs,z(x) = y3,,2(x) - yl,Z(X) + yz,z(x)

seklinde tanimlidir. Yine Lucas metodunu kullanarak M =3 icin bu hata problemi
cozlllrse e ,(x), e,,(x) Ve e,,(x) e gore sirastyla e ,,(x), e,,,(X) V€ e,,,(x) tahmini
hata fonksiyonlar1

€ ,,3(X) =—(0.30e-16)x-0. 198342522463333336x” +0.238386300344444440x’

&,,5(X) = (0.1e—17)x+(0.922148375866666676¢ — 1) x* —0.152417435955555569%°

€;,5(X) =—(0.110e —15)x —0.236207314336666668x” +0.290461694969999962x

seklinde hesaplanir ve boylece

Y1,3(X) =1+Xx+0.4722710849x +0.238386300344444440%°
Y,.25(X) =—(0.1e-18) + x—(0.831026381e - 2) x* —0.152417435955555569x°
Y25 (X) =—(0.1e-18) + x—(0.831026381e - 2) x* —0.152417435955555569x°
dlzeltilmis Lucas polinom ¢o6ziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde vy, , (x),
Y225(X) s Y325(X) V& Yi,0(X), Yo00(X), Ys,,(X) ¢Oziimleri asagidaki gibi hesaplanir.

Y105 (X) =1+ x+0.4997685849x" +0.1682254548627777070x° + (0.377211001762152444e —1)x*
+(0.125314366180554194e — 1) x°

Y, 25 (X) = (0.1110048e —14) + X + (0.453421e — 4)x? — 0.16698901947750079160%°
+(0.782935853298638574¢ — 3)x* + (0.764087047222199168¢ — 2)x°

Ys05(X) = 2+ X— (0.938985¢ — 4)x? + 0.16722648875694567945x°
+(0.820919222569445051e — 1) X" + (0.934385828125017249 — 2)°

ve

Yi26(X) =1+ X+0.5000000043x" + (0.19678255958344159645¢ — 3)x’
+(0.352065501130205405¢ — 5)x° +0.16666659924216542516X°
+(0.41667082860282533908e —1)x* + (0.83320220225406860294¢ — 2)x°
+(0.13910649830890520352e — 2)X° + (0.247511344531048394¢ — 4) X’
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Y, 56 (X) = —(0.1549516088¢ —10) + X + (0.1341e — 6) X’ — (0.27591259310755234078¢ — 3)x"
+(0.459553932872225344¢ — 4)x® — (0.863843029863531342¢ — 5)X°
—0.16666854684809728753x° + (0.113679654454301660e — 4) X"
+(0.82961731078283751277e — 2)X° + (0.704477678752368752¢ — 4)x°

Ys00(X) = 2+ X—(0.121e — 7)x? + (0.20435925476292027288e — 3)X
+(0.379297555852531332e — 5)x° +0.16666681513294889599x°
+(0.83332477278247552074e —1)x* + (0.83360927275499818806¢ — 2)x°
— (0.52647191068899706€ — 5)x° + (0.458737358854932608e — 4) X°.

Problemin tam c¢6zimi, Lucas polinom ¢oziimii ve diizeltilmis Lucas polinom
cOziimlerinin verilen araliktan secilen bazi degerleri i¢in nlimerik sonuglar1 Tablo
4.21 de gosterilmistir. Buna gore, M degeri arttik¢a, yaklasik ¢Oziimlerin tam

cozlimlere yaklastig1 ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 gortilmektedir.

Tablo 4.21. Ornek 4.11’in tam ¢dziim ile yaklasik ¢dziimlerinin

N =2 Ve M =3,5,9 i¢in nimerik sonuglari

TaTT‘ Luca§ P__oll_r_lom Diizeltilmis Lucas Polinom C6zumleri
C0Ozim Cozumi

X Y1 (%) Yoo (%) Y123(%) Y125 (%) Vo090 (%)

0 1 1 1 1 1
0.2 1221402758 1.226824544 1.220797934  1.221400911 1.221402758
0.5 1648721271 1.667653402 1.647866059  1.648719504 1.648721271
0.8  2.225540928 2.229192709 2.224307280  2.225540191 2.225540928
1.0 2.718281828 2.670613607 2.710657385  2.718246577 2.718281828

X; Y, (%) Y22 (%) y2,2,3(xi) y2,2,5()§) yZ,z,g()ﬁ)

0 0 -0.1e-18 -0.1e-18 0 -0.1550e-10
0.2  0.198669331 0.195978996 0.198448250  0.198669599 0.198669331
0.5 0.479425539 0.474868725 0.478870255  0.479425419 0.479425539
0.8  0.717356091 0.735663935 0.716643704  0.717355092 0.717356091
1.0 0.841470985 0.899474899 0.839272300  0.841480129 0.841470980

X Y5 (%) Ya2 (%) Y323 () Y325 (%) Y320 (%)

0 2 2 2 2 2
0.2  2.201469336 2.207711387 2.200586788  2.201468393 2.201469336
0.5 2526303833 2.548196169 2.525452053  2.526302577 2.526303832
0.8  2.922247638 2.923382193 2.920925900  2.922246514 2.922247638
1.0 3.258584134 3.192784677 3.247039058  3.258568371 3.258584134
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Sekil 4.19. Ornek 4.11’in tam ¢6zim vy, (x) ile yaklasik ¢dziimlerin karsilagtirilmast
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35

—k— y,(x)=e*+cos(x) (Tam C6z(im) :
N=2 igin X ‘

ciny; 5(x) ‘
—&—N=2ve M=3 i¢in Y3, 3(x) I
- [

— % N=2ve M=5igin Y3, 5(x) |
[

I
|
|
I
|
|
‘ o
&— N=2 ve M=9 i¢in y329(x) 777777 Pt o

Y5(X), ¥ () Ve ¥y (¥

Sekil. 4.20. Ornek 4.11%in tam ¢zim vy, (x) ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirilmasi

Sekil 4.18, Sekil 4.19 ve Sekil 4.20, M degerinin artirilmast durumuinda Lucas

polinom c¢oziimlerinin tam c¢oziimlere yaklastigini gostermektedir. Simdi, vy, (x),
¥,(x) Ve y,(x) icin diizeltilmis mutlak hata fonksiyonlarina ait asagidaki Tablo 4.22

incelendiginde, M degeri artirilldiginda, diizeltilmis mutlak hatalarin sifira yaklastig

diger bir ifadeyle ¢oziimiin dogrulugunun arttigi gérilmektedir.
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Tablo 4.22. Ornek 4.11’in diizeltilmis mutlak hatalarinin

N =2 Ve M =3,59 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |Ei,N,M (X)| = | Yi (X) = Vi nm (X)|

Xi |E1,2‘3(Xi)| |E1,2‘5(Xi)| |E1‘2,9(Xi)|
0 0 0 0
0.2 0.604824e-3 0.184731e-5 0.246769e-11
0.5 0.855212¢e-3 0.176646e-5 0.383796e-10
0.8 0.123365e-2 0.737484e-6 0.941883e-10
1.0 0.762444e-2 0.352519e-4 0.701920e-9
[E.2s(X)] B ()] Bz ()]
0 0.1le-18 0.1110e-14 0.1550e-10
0.2 0.221081e-3 0.268509¢-6 0.232997e-9
0.5 0.555284e-3 0.119821e-6 0.277310e-9
0.8 0.712387e-3 0.998966¢e-6 0.245500e-9
1.0 0.219868e-2 0.914414e-5 0.436046¢-8
Xi |E3‘2,3(Xi)| |E3,2‘5(Xi)| |E3,2‘9(Xi)|
0 0 0 0
0.2 0.882548e-3 0.942921e-6 0.527947e-10
0.5 0.851780e-3 0.125541e-5 0.983779¢-10
0.8 0.132174e-2 0.112380e-5 0.129652¢-9
1.0 0.115451e-1 0.157635e-4 0.413385e-10

Ornek 4.12. Ornek 4.6 ile verilen problemi bu kez Lucas siralama ydntemini

kullanarak ¢ozelim.

N =2 igin ¥,,(X) (i=12) kesilmis Lucas seri ¢oziimleri

Hn 0= 3L, 00
seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimiin & ,, (1=0,12) katsayilarin1 hesaplayalim. a =0
, b=1ve N =3 ic¢in (4.35) ile verilen siralama noktalarinin kiimesi

olur. Yukarida bahsedilen Lucas metodu kullanilirsa N =2 igin ¥;,(X) (i=12) Lucas

polinom ¢ozimleri

Y, (X) = 2+ X +1.8646865593930787634x*
Y, , (X) = —2.0000000000000000004+ 2.5859190249855302151x°

seklinde hesaplanir. Diizeltilmis Lucas polinom ¢ozlmlerini elde etmek igin
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{61(12) (x) —cos(x)e,,(x) —&,,(x) =-R,,

e (X) —e,, (X) —cos(X)e, , (X) =-R,,
hata problemini ele alalim. Oyleki
{Ru(x) = Y{5(X) = c08(X) Y, (¥) ~ ¥, , (x) €™
R,2(X) = V53 (X) = ¥, (X) = €08(X) ¥, , (X) — xe™"”
seklinde tanimlidir. Yine Lucas metodunu kullanarak M =3 icin bu hata problemi
cozilirse e,(x) Ve e,,(x) e gore swrasiyla e,,(x) Ve e,,,(x) tahmini hata
fonksiyonlar1
& ,5(X) =(0.1e-18) +(0.309995237e —10)x —1.0553168029550909369x°
+0.99497083450946547050%°
6,,5(X) = (0.13559036513e —8)x—1.8301377254066642699x" + 2.0381675757084778421°

seklinde hesaplanir ve boylece

Y125(X) = 2+x+0.809369756x" +0.99497083450946547050X°
Y,,5(X) =—2+0.755781300x” +(0.13559036513¢ —8)x + 2.0381675757084 778421’
diizeltilmis Lucas polinom c¢oziimleri elde edilmis olur. Benzer sekilde vy, ,.(x),
Yo05(X) V& ¥i,4(X), ¥,,,(X) ¢cOziimleri asagidaki gibi hesaplanir.
Y125 (X) =1.999999974 +1.000000008x +1.019087033x” + 0.38418404556095510925x°
+0.6009588114966867220x" —0.16172189638449954717x°

Y,.05(X) =—1.999999939 +1.031092571x” — (0.489437872090e — 7)x +1.1335297266208479740%°
+1.072894635943808351x* —0.4205451163175187100X°

ve

V2o (X) = 2+ X+0.9999897535x” + (0.807771670804484696e —1)X°
— (0.378493987032584304¢ —1)x° — (0.107759923236070408¢ —1)x’
— (0.415635790169659458¢ —1)x® + (0.166670256709000598e — 1) x°
+0.5001731013688424180x° + 0.3320106528403243800x"

¥s.00(X) =—1.999999998 +1.000008921x” + (0.160582780e —10)x + (0.639409597747260280e —1)x°
—0.1041163240570313061x° — (0.642539419440879560e —1)x’
—(0.177960430686425752¢ —1)x® + (0.176957626521527800e — 1) x°
+1.3331997299908948860x° +0.5841780904561346700x".

Problemin tam c¢6zimi, Lucas polinom ¢6ziimii ve diizeltilmis Lucas polinom
cOziimlerinin verilen araliktan secilen bazi degerleri i¢in nlimerik sonuglar1 Tablo
4.23 de gosterilmistir. Buna gore, M degeri arttikga, yaklasik ¢oziimlerin tam

cozlimlere yaklastig1 ve ¢oziimiin dogrulugunun arttig1 gortilmektedir.
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Tablo 4.23. Ornek 4.12’nin tam ¢dziim ile yaklasik ¢oziimlerinin N =2 Ve

M =3,5,9 i¢in niimerik sonuglari

Q-'gig]m LucgzzPuprlr:Eom Diizeltilmis Lucas Polinom Cozumleri
i ¥, (%) ¥i2(X) Y123 (x) V125 (x) Y120 (x)
0 2 2 2 1.999999974 2
0.1  2.110534057 2.118646866 2.109088668  2.110633508 2.110534040
0.3  2.406356994 2.467821790 2.399707491  2.406565561 2.406356979
0.6 3.114745826 3.271287161 3.106286812 3.115163832 3.114745811
0.8 3.841624628 3.993399398 3.827421711 3.842077611 3.841624612
1.0 4.839428566 4.864686559 4.804340591 4.842507976 4.839428730
X Y,(X) Y22 (%) Y03 ()ﬂ ) Y225 ()ﬁ ) Y220 ()ﬁ )
0 -2 -2 -2 -1.999999939  -1.999999998
0.1 -1.988607781 -1.974140810 -1.990404019 -1.988452404  -1.988607763
0.3 -1.869206372 -1.767267288 -1.876949158 -1.868927798  -1.869206356
0.6 -1.278121055 -1.069069151 -1.287674535 -1.277618665  -1.278121038
0.8 -0.458543621 -0.345011824 -0.472758168 -0.458080094  -0.458543601
1.0 0.812855337 0.585919025 0.793948877  0.816971829 0.812857157
Simdi, y,(x) ve y,(x) i¢in tam c¢oziim ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastirmasini

gosteren Sekil 4.21, Sekil 4.22 yi ayrica diizeltilmis mutlak hata fonksiyonlarina ait
asagidaki Tablo 4.24 i inceleyelim.

5

—— yl(x):eSi”(X)(Zcosh(x)—x) (Tam Goziim)
45 N=2 i¢in yl,Z(X)

—&— N=2wve M=3 i¢in Yio 3(x)

4| —s%— N=2ve M=5 i¢in Yo 5(x)

[
o N=2wve M=9 igin Y1, 9(x) |
= |

Y00,y &) vey; )

Sekil 4.21. Ornek 4.12’nin tam ¢ozUm y, (x) ile yaklagik ¢dziimlerin karsilagtiriimast
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—— y2(x)=e5i”(x)(25inh(x)—2) (Tam ¢éziim)
N=2 i¢in yz,z(x)
—&—N=2ve M=3i¢in Yoo 3(x) I

i

|

|

05 ‘
|

% N=2ve M=5iciny, , (x) ! !
|

|

|

|

|

|

|

o
-
|
|
|

&— N=2 ve M=9 i¢in Yoy 9(x)

S
o

=

Y,(0: Y, (&) Ve Y, (X)

a5 -4 __L__ = =

Sekil 4.22. Ornek 4.12’nin tam ¢6zim v, (x) ile yaklasik ¢oziimlerin karsilastiriimasi

Sekil 4.21 ve Sekil 4.22 den, M degeri artirildiginda, Lucas polinom ¢dzimlerinin

tam c¢oziimlere yaklastigi ayrica Tablo 4.24 ten de,
diizeltilmis mutlak hatalarin  sifira  yaklastig

dogrulugunun arttig1 goriilmektedir.

diger bir

M degeri artirildiginda,

ifadeyle ¢ozlimiin

Tablo 4.24. Ornek 4.12’nin diizeltilmis mutlak hatalarinin N =2 Ve

M =3,5,9 i¢in karsilastirilmasi

Diizeltilmis Mutlak Hata |Ei,N,M (X)| = | Yi (X) = Vi nm (X)|

Xi |E1,2‘3(Xi)| |E1‘2,5(Xi)| |E1‘2,9(Xi)|
0 0 0.26e-7 0
0.1 0.144539-2 0.994506e-4 0.170797e-7
0.3 0.664950e-2 0.208567¢-3 0.154377e-7
0.6 0.845901e-2 0.418006e-3 0.156254e-7
0.8 0.142029e-1 0.452983e-3 0.155066e-7
1.0 0.350880e-1 0.307941e-2 0.164508e-6
|Eszs (X)) |E, 2 (%)) |Es 2 (X))
0 0 0.61e-7 0.2e-8
0.1 0.179624e-2 0.155377e-3 0.189035e-7
0.3 0.774279-2 0.278575e-3 0.165771e-7
0.6 0.955348e-2 0.502389-3 0.162874e-7
0.8 0.142145e-1 0.463527¢-3 0.200905e-7
1.0 0.189065e-1 0.411649¢-2 0.181947¢-5
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Lineer diferensiyel denklemler, lineer diferensiyel denklem sistemleri ve normal
formdaki lineer diferensiyel denklem sistemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilan Taylor ve
Lucas siralama metodlar1 karsilastirildiginda Orneklerden elde edilen sonuglarin
birbirine oldukca yakin oldugu ve her iki metodun da oldukg¢a kullanish oldugu
gorilmektedir.
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5. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA BISHOP CATIYA GORE SABIT
GENISLIKLI EGRILERI KARAKTERIZE EDEN DIFERENSIYEL
DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

5.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli Egrileri
Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin C6zimd igin Taylor

Siralama Yontemi

Bu bolimde 3-boyutlu Oklid uzaymda Bishop ¢atiya gore sabit genislikli egri
ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢éziimleri igin
Taylor siralama metodu kullanilacaktir. Bir ornek verilerek, bir egrinin sabit

genislikli oldugu egri, elde edilen bu yaklagik ¢oziimler vasitasiyla belirlenecektir.

Boliim 2.1 de 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop ¢atiya gore sabit genislikli egri

ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi (2.13) ile ayrica, s yay
parametreli o egrisinin sabit genislikli oldugu, a’'(s") konum vektord ile verilen o

egrisinin ise (2.26) esitligi ile belirlenebilecegi gosterilmisti.

Simdi (2.13) denklem sistemi ile (2.26) esitligini kullanilarak bir egrinin sabit
geniglikli oldugu egriyi yaklasik olarak belirlemeye calisalim. Bunun igin asagida

verilen 6rnegi inceleyelim.

Ornek 5.1. « :[0,272]— E® tammli, birim hizli

a(s)= (3cos[§j,3sin(§j Ej
5 5) 5

egrisini géz Oniine alalim. o egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi

sirastyla asagidaki gibidir.

To-[glsehs) mo-[emle) e

= 4  (s) 4 s)3 3 4
B(s)=| =sin| = |,—=cos| = |,= |, k=— V& 1=—.
© (5 [5) 5 @5} “= V€T %

Ayrica, o egrisinin Bishop elemanlari

0="2
25
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K, :icostﬁj, K, :isin(ﬁj (5.1)

o) () 2 (el ()
g el el o2 (o )

olarak hesaplanir. (5.1) ile verilen Bishop egrilikleri (2.13) de yerlerine yazilirsa o
egrisinin sabit genislikli oldugu egriyi belirlemede kullanilacak olan normal

formdaki lineer diferensiyel denklem sistemi

A (s)=—2 COS( jﬂz(s) Slﬂ( jﬂe(s)

(s)——Ecos( jﬂl(s) (5.2)

4=~ o[ 2 a0

seklinde bulunur. (5.2) denklem sisteminin yaklagik ¢ozumlerini, Bolim 4.1.5 ve
4.1.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem sistemlerinin ¢ozimi igin
Taylor siralama yontemini kullanarak bulmaya calisalim. 4,(s), A,(s) Ve A((s) i¢in
baslangi¢ kosullarini

40)=2, 40)=1, 4(0)=3
olarak kabul edelim. Bu durumda d genisligi

d=JA2+2%+ 27 =/14 = 3.741657387 (5.3)

olur. N=31i¢in A,,(s), 4,5(s) V€ A,,(s) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢dziimleri
ii,s(s) = iaivnsn, (i =1,2,3)

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a , (n=0,1,2,3) katsayilarin1 hesaplayalim.

a=0, b=27 Ve N =3 igin siralama noktalarinin kiimesi

{50:0, slz%r, szz%r S, —271'}

olur. (4.44) ten, (5.2) sistemi i¢in temel matris denklemi

[sB-PS}A=G
seklinde yazilabilir. Boliim 4.1.5 ve 4.1.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
icin (5.2) probleminin yaklasik ¢6ziimleri
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A,.5(8) =2+0.119999999999999994s + (0.148701113607149546e ~1)s?
—(0.108758588173734316€ — 2)s°

A, 5(s) =1-0.239999999999999990s — (0.873633174412091763¢ — 2)s’
+(0.115528896583677382¢ — 2)s°

Jq5(5) = 3—(0.195847736542368278¢ —1)s2 — (0.683135379920168538¢ — 3)s°

olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimlerini hesaplamak i¢in

3
25

4s

. (4s
o5 sin [2_5j €33 (S) = _R1,3 (S)

e5(8) - COS[ jez,s(s) -

3
e23(5)+£005( j e5(s) =-R,5(s) (54)

, 3 . S _
es,a (S) +£Sm [Ej e1,3 (S) - Ra,a (5)

hata problemini ele alalim. Oyleki,

RuE) = 25(5) 00 g () 35500 22509

R, () = AL (8) + — cos(“sja (s)

Rys(8) = 254(5) + 5sm[ 2

seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodu kullanilarak M =4 icin (5.4) hata
probleminin e ,(s), e,,(s) V€ e,,(s) € gOre e,(s), €,,,(s) Ve e,,,(s) tahmini hata
fonksiyonlar1

€.54(8) =—(0.341067270660595030e — 3)s? +(0.190358881883564312¢ — 3)s®
—(0.241570139950251427¢ — 4)s*

€,4.(5) = (0.151791194512943678e — 2)s* — (0.715789891362811458¢ — 3)s
+(0.844881912401404312¢ — 4)s*

€5 (5) = (0.784722476727751960e - 3)s? — (0.392449258278592588e — 3)s°
+(0.484628169544237858¢ — 4)s*

seklinde hesaplanir ve bdylece

A13.4(8) =2+0.119999999999999994s + (0.1452904409e ~1)s® - (0.8972270001e - 3)s*
—(0.241570139950251427¢ — 4)s*

A, .34(8) =1-0.239999999999999990x — (0.7218419799%€ — 2)s” +(0.4394990746¢ — 3)s’
+(0.844881912401404312¢ — 4)s*

A4 5.4(5) = 3—(0.1880005117e ~1)s? — (0.1075584638e — 2)s° + (0.484628169544237858¢ — 4)s*

diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =5 igin

2135(8), Ap55(S) V€ Ag55(S) gszmIeri

146



A35(8) = 2+0.119999999999999994s + (0.1439737414e ~1)s® - (0.7947228696¢ — 3)s°
—(0.508657095719278348e — 4)s” + (0.226278147175747614e —5)s®

2, 55(s) =1-0.239999999999999990s — (0.7121186842¢ — 2)s? + (0.3615042855€ —3)s°
+(0.105565171620638706e —3)s* — (0.184964326733999626€ — 5)s°

Jy55(5) =3—(0.1920195851e —1)s? — (0.7626538882¢ — 3)s° — (0.329828771379642208e — 4)s*
+(0.690853227461905316€ —5)s°

Ve M =8 iGN 4,,,(S), 4,,,(5) V& A,,,(s) ¢OzUmleri

Ay 36(S) = 2+0.119999999999999994s + (0.1440000746€ —1)s* — (0.8000151877e — 3)s*
—(0.479862996416925864¢ — 4)s* + (0.159324423040038568¢ — 5)s°
+(0.659440054032486062e — 7)s® — (0.184727975432647118¢ —8)s’
—(0.175647261556320578e —10)s®

2, 55(5) = 1—0.239999999999999990s — (0.7200001520e — 2)s? + (0.4479985321e - 3)s*
+(0.700883710680355620e — 4)s* + (0.425489541190857338¢ — 5)s°
— (0.296452061743570304e — 6)s® — (0.194890934014232106¢ — 7)s’
+(0.105207625088382470e — 8)s?

Jy55(5) = 3— (019199822866 —1)s* — (0.7683896860e — 3)s° — (0.277865487879685406e — 4)s*
+(0.484261911331022518e — 5)s° + (0.374860308800117502¢ — 6)s°
—(0.260342571361117485¢ — 7)s” + (0.139893638198862298¢ — 9)s°

seklinde hesaplanir. Simdi (2.10) dan d,, ,, uzaklik fonksiyonu

Qi (8) =y e () + 2510 () + A () =k, kR
seklinde yazilabilir. N=3 ve M =4,58 i¢in d,,, d,, Ve d,, uzaklik fonksiyonlar1

asagidaki gibi bulunur.

ds., (s) = (0.200000000000000e —10)[(0.138367955738275€ +19)s* + (0.719757435500000€ +19)s?
— (0.552901398520000€ +19)s® — (0.958165040494845¢ +17)s°
— (0.397211986269680€ +16)s® + 33404728162078s’ + 25176151028361s°
+(0.350000000000000 + 23)]*?

d, 5 (s) = (0.400000000000000e —12)[(0.846073850000000¢ + 21)s* — (0.989167242750000¢ + 21)s*
+(0.451409944795980e + 21)s* — (0.926227946415095¢ + 20)s°
+0.670821758671850e +19s° + (0.210416759380431e +18)s’
—(0.407698907964350e +16)s® — (0.672773956672850e +16)s’ + 351682364967490s™°
+(0.875000000000000e + 26)]“?
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d, 4 (s) = (0.100000000000000e —15)[(0.108964000000000e + 27)s’ — (0.239928260000000¢ + 27)s*

+(0.230274497692750e + 27)s* — (0.120638545022320¢ + 27)s°

+(0.366926990526920e + 26)s® — (0.635088985330760¢ + 25)s’

+(0.536652347489610e + 24)s® + (0.140000000000000e + 34)

—(0.548645006355880¢ + 22)s° — (0.201483174705506€ + 22)s™

+(0.965946771587340e + 20)s™ — (0.497417074083528e +19)s™

+(0.204499269053910e +18)s™ + (0.539803969393183¢ +17)s**

—(0.482271846089033e +16)s™ +112674318728718s° 2.

dyw uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =4,58 degerleri i¢in [0,27] aralifindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 5.1 de gosterilmistir.

Tablo 5.1. Ornek 5.1°in d,,,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

S, ds(80) dss(s0) dss(s0)

0 3.741657387 3.741657387 3.741657387
2r/4 3.741859416 3.741662122 3.741657397
3r/4 3.741800656 3.741660812 3.741657399
5z/4 3.741821912 3.741661886 3.741657399
r/4 3.741551934 3.741660935 3.741657407

2r 3.739579499 3.741653059 3.741657103

Simdi d,,, uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =4,58 degerleri i¢in grafiklerini

cizelim.
3.742 | | | | |
e
[ [ [ | =k
A [ T N\
3.7418 - — 7}22‘& R et e EE R e
N\ A A A A X \
ERCP) S B S
[ [ [ [ [
e
— | | | | | L
K | | | | |
2 37412 - - - - - ————- T - r————- === e b
UZ [ [ [ [ [
| | | | |
3741 - - — - - I-= === - —-=—-= - == -=——- Rl iy
| | | | |
| | | | |
3.7408 -t == — = F-———- - ——— - —=H - = — =
I d34 [ [ [ [
| | |
3.7406| —A—dyo |- - — -+ (I - — ——_ I
| | | | *
—&—dag | | | |
3.7404 ! ! ! !
0 1 2 3 4 5 6
S

Sekil 5.1. Ornek 5.1’in uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

148



Tablo 5.1 deki degerler (5.3) ile karsilastirildiginda M degeri arttikga gergek ¢oziime
olduk¢a yaklasildigi agik bir sekilde gorilmektedir. Ayrica Sekil 5.1 den
gordlmektedir ki M degeri artirildiginda ¢oziimiin dogrulugu artmaktadir. Clnku
d,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Taylor siralama metodunun bu tip
denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde oldukga etkili oldugu sdylenebilir. Dahast N =3
ve M =458 degerleri icin ¢,,(s) , (i=123) tahmini hata fonksiyonlarim
hesaplayalim ve [0,2z] aralifindan secilen bazi1 degerler icin elde edilen sonuglar
karsilastiralim.

6,,.4(5) = (0.34106727e —3)s? — (0.1903588819¢ —3)s° + (0.241570139950251427¢ — 4)s*

&,55(5) = —(0.47273722e - 3)s? + (0.2928630124¢ — 3)s° — (0.508657095719278348¢ — 4)s*
+(0.226278147175747614e — 5)s°

€45 (S) = (0.47010390e — 3)s? — (0.2875706943¢ — 3)s° + (0.479862996416925864¢ — 4)s*
— (0.159324423040038568e — 5)s° — (0.659440054032486062¢ — 7)s®
+(0.184727975432647118e —8)s” + (0.175647261556320578e —10)s°.

Tablo 5.2. Ornek 5.17in |e,, ,, ()| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

s, e (s)) le3s(s,)| less ()
0 0 0 0
2;;/4 0.250829¢e-3 0.319393e-3 0.321334e-3
37r/4 0.147985e-3 0.196999¢e-3 0.200962¢e-3
5r/4 0.523379¢e-3 0.461898e-3 0.455743e-3
Tr/4 0.745862e-3 0.727607e-3 0.733896e-3
2 0.389604e-2 0.313612e-2 0.311312e-2

&,4.(5) = (0.1517911945¢ — 2)s — (0.7157898914e —3)s° + (0.844881912401404312e — 4)s*

€, 55 (s) = —(0.1615144902e — 2)s? + (0.7937846805¢ — 3)s° — (0.105565171620638706€ — 3)s*
+(0.184964326733999626€ —5)s°

€, 14(5) = (0.1536330224¢ — 2)s® — (0.7072904339% — 3)s° + (0.700883710680355620¢ — 4)s*
+(0.425489541190857338¢ —5)s° — (0.296452061743570304¢ — 6)s°
—(0.194890934014232106e — 7)s’ +(0.105207625088382470¢ —8)s®
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Tablo 5.3. Ornek 5.1%in |e,  , (s)| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

Si |e2,3,4 (s )| |ez,3,5 (s )| |ez,3,8 (s )|

0 0 0 0
2r/4 0.148542e-2 0.153367e-2 0.151196e-2
3r/4 0.166783e-2 0.170269e-2 0.168886e-2
5rz/4 0.153067e-3 0.214272e-3 0.192573e-3
Tr/4 0.412167e-2 0.406535e-2 0.403958e-2

2r 0.140516e-1 0.132802e-1 0.128916e-1

€,5.(5) = (0.784722476727751960e — 3)s” — (0.392449258278592588¢ — 3)s
+(0.484628169544237858¢ — 4)s*

€,45(S) =(0.382815141144866249% — 3)s® —(0.795185082545703140e — 4)s°
—(0.329828771379642208¢e — 4)s* +(0.690853227461905316¢ —5)s°

€,54(5) = (0.384950790265328552e —3)s’ — (0.852543060974059880e — 4)s°
—(0.277865487879685406€ — 4)s* + (0.484261911331022518e - 5)s°
+(0.374860308800117502¢ — 6)s°® — (0.260342571361117485¢ — 7)s’
+(0.139893638198862298¢ — 9)s®

Tablo 5.4. Ormek 5.1%in e, ,, (s)| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

S |es,3,4 (s )| |e3,3,5 (s; )| |e3,3,3 (s )|

0 0 0 0
2r/4 0.710221e-3 0.501627e-3 0.501567e-3
3r/4 0.716632¢-3 0.570230e-3 0.570964e-3
5z/4 0.139788e-3 0.304045e-3 0.304317e-3
Tr/4 0.277897e-2 0.292374e-2 0.292166e-2

2r 0.916398e-2 0.116357e-1 0.115051e-1

Tablo 5.2, Tablo 5.3 ve Tablo 5.4 ten tahmini mutlak hata degerlerinin hemen hemen
ayni oldugu gortilmektir. Son olarak, N=3 ve M =4,58 degerleri i¢in buldugumuz

Aoww (i=123) degerlerini, (5.1) ile verilen Bishop egriliklerini ve «a,ca',a” a”

degerlerini (2.26) da yerlerine yazarsak, o egrisinin sabit geniglikli (d =14) oldugu

o egrisi belirlenebilir. O halde N =3 ve M =4 igin o, egrisi

T, —! -
a“(s ): +ﬂl3,4 a +a

(k123,3,4 - kzlz,3,4 ja"’ + ( kzllz,3,4 - kl’ﬂ’d,S,A ]a" + |:(k12 + kz2 )(klj's,em - kzlz,3‘4)
H H H
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seklinde ifade edilir. Benzer sekilde N =3 ve M =5 igin a,, egrisi

Oz(s*) _ ( klﬂg,s,s ;kzﬂ?&f? jam +[ kz’ﬂ?'% _ kl’ﬂg'sﬁ ]&" + {(ki +h )(klj?’&s — k212‘3’5) + 31,3,5}4 a

a +a
H p

N=3 ve M =8 i¢in a,, egrisi

0‘;8 (s)=

( k123,3,8 - kz;tz,s,a j&'"’ + { kz’}“z,s,s - kilﬂs,s,s ]a" n I:(klz + k22 )(klﬂ’é‘ﬁﬁ B k212‘3)8) + 2 }“'
38
U

a +a
H H

seklinde yazilabilir. Asagidaki grafik « ile og,, a;5 Ve a,, egrilerinin grafiklerini

gostermektedir.

Sekil 5.2. Ornek 5.1’in a egrisiile a;,, a;5 Ve a,, egrilerinin grafikleri

Sekil 5.2 (a), « egrisi ile a;, egrisinin grafigi; (b), o egrisi ile @, egrisinin

grafigi; (C), a egrisiile a,, egrisinin grafigini gostermektedir.

5.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli Egrileri
Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin C6zUmuU igin Lucas

Siralama Yontemi

Bu bolimde 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catiya gore sabit genislikli egri
ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢oziimleri i¢in
gelistirdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilacaktir. BOlim 5.1 de verilen 6rnegi
bu kez de Lucas siralama metoduyla ¢ozerek, bir egrinin sabit genislikli oldugu egri,

elde edilen bu yaklasik ¢coziimler vasitasiyla bulunacaktir.
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Bolim 2.1 de 3-boyutlu Oklid uzayinda Bishop catiya gore sabit genislikli egri
ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi (2.13) ile ayrica, s yay
parametreli o egrisinin sabit genislikli oldugu, a’'(s") konum vektord ile verilen o

egrisinin ise (2.26) esitligi ile belirlenebilecegi gosterilmisti.

Simdi (2.13) denklem sistemi ile (2.26) esitligini kullanilarak bir egrinin sabit
genislikli oldugu egriyi yaklasik olarak belirlemeye calisalim. Asagidaki 6rnegi

inceleyelim.

Ornek 5.2. Ornek 5.1 de verilen (5.2) denklem sisteminin yaklasik ¢dziimlerini bu
kez de, BOlum 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem
sistemlerinin ¢6zimdi igin Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢alisalim.
A,(s), A,(s) ve A(s) i¢in baslangi¢ kosullari

40)=2, 4,0)=1, 4(0)=3

olsun. N=31i¢in 2,,(s), 4,,(s) Ve A,(s) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozumleri
/li‘3(s):z3:ai‘nLn(s), (i=12,3)
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a , (n=0,1,2,3) katsayilarin1 hesaplayalim.
(4.96) dan, (5.2) sistemi i¢in temel matris denklemi

{SBD-PSD}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
icin (5.2) probleminin yaklasik ¢dziimleri

A,5(s) =1.9999999999999998592 + 0.11999999999999997920s + (0.148701113607149616e ~1s’
—(0.108758588173734360€ - 2)s°

4,5(s) =1.0000000000000000112 —0.23999999999999999166s — (0.873633174412091242¢ — 2)s?
+(0.115528896583677578¢ — 2)s°

A, 5(s) = 3.0000000000000002592 — (0.426e —18)s — (0.195847736542368104e — s’
—(0.683135379920169622¢ — 3)s°

olarak hesaplanir. Simdi de diizeltilmis Lucas polinom ¢oziumlerini hesaplayalim.

M =4 i¢in hata probleminin e, (s), e,,,(s) Ve e,,,(s) tahmini hata fonksiyonlari

&,5.4(5) = —(0.7158e — 18) + (0.188¢ —18)s — (0.3410672706605954376¢ — 3)s°
+(0.190358881883564420¢e — 3)s° — (0.241570139950251359 — 4)s*
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&, 5.4(5) = (0.3408e —18) — (0.310e —18)s + (0.15179119451294333216¢ — 2)s?
—(0.715789891362810590e — 3)s° + (0.844881912401403904e — 4)s*

€,44(5) = —(0.3524e —18) + (0.272e —18)s + (0.7847224767277560262¢ — 3)s
— (0.392449258278594756€ —3)s* + (0.484628169544240568e — 4)s’
seklinde hesaplanir ve boylece
Au3.4(5) = 2+0.125 +(0.1452904409¢ —1)s* — (0.8972270001e — 3)s°
—(0.241570139950251359% — 4)s*

Ay34(5) =1-0.245 (07218419799 — 2)s” +(0.4394990746e — 3)s
+(0.844881912401403904¢ — 4)s*

J34(5) = 3—(0.1880005117e —1)s? — (0.1075584638e — 2)s° + (0.272¢ —18)s
+(0.484628169544240568e — 4)s*

diizeltilmis Lucas polinom c¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =5 igin
Aa3s(8), Ay55(S) V€ A5,5(s) gszmIeri

Ass(S) =2+0.125 +(0.1439737414e —1)s* — (0.7947228696¢ — 3)s°
—(0.508657095719279094¢e —4)s* + (0.226278147175747656e —5)s°

Ay55(5) =1—0.245 — (0.7121186842e — 2)s” +(0.3615042855¢ — 3)s°
+(0.105565171620641416e — 3)s* — (0.184964326734020590e —5)s°

25(5) = 3—(0.1920195851e —1)s? — (0.7626538882¢ — 3)s° — (0.9500¢ —19)
—(0.329828771379646138¢ — 4)s* + (0.690853227461910060e — 5)s°

Ve M =8 iGN 4,,,(S), 4,,,(5) V€& A;,,(s) ¢Ozlmleri

Jy55() = 2+0.125+(0.1440000746¢ —1)s* — (0.8000151877¢ — 3)s
— (0.175647261569654730e —10)s® — (0.47986299641691626094e — 4)s*
+(0.15932442303998731236¢ — 5)s° + (0.65944005403372378816¢ — 7)s°
— (0.184727975442906806¢ —8)s’

2y 55(5) =1—0.245 — (0.7200001520¢ — 2)s? + (0.4479985321e — 3)s°
+(0.105207625072095326¢ — 8)s® + (0.70088371067750995209€ — 4)s*
+(0.42548954120400987222¢ —5)s° — (0.29645206177374334992¢ — 6)s°
—(0.194890933981399454¢ — 7)s”

Jas5(5) = 3—(0.1919982286¢ —1)s? — (0.7683896860e — 3)s° — (0.80621958e ~17)s
+(0.139893638166039770e — 9)s® — (0.27786548788037724569 — 4)s*
+(0.48426191133402169242¢ — 5)s° + (0.37486030879628552416€ — 6)s°
—(0.260342571353121494e — 7)s”

seklinde hesaplanir. S$imdi de N=3 ve M =458 i¢in d,,, d,, ve d,, uzaklik

fonksiyonlarin1 hesaplayalim.
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d, . (s) = (0.1e —10)[(0.287902974200000e + 20)s’ — (0.221160559408000 + 20)s’
+(0.553471822953102¢e +19)s* + (0.140000000000000e + 24)
—(0.383266016197938e +18)s° — (0.158884794507873e +17)s°
+133618912648302s’ +1007046041134445%142

d(s) = (0.2e—11)[(0.338429540000000e + 20)s? — (0.395666897100000€ + 20)s°
+(0.180563977918395 + 20)s* — (0.370491178566065¢ +19)s°
+(0.268328703468762¢ +18)s° + (0.841667037521825¢ +16)s’
—163079563185692s° — 2691095826691585°
+14067294598700s'° -+ (0.350000000000000€ + 25)] 2

d, 4 (s) = (0.1e —15)[(0.483731748000000€ +16)s + (0.108964000000000€ + 27)s’
—(0.23992826e + 27)s° + (0.14e + 34) — (0.548645006462830e + 22)s°
—(0.201483174676095e + 22)s™ + (0.965946771585250e + 20)s™* +112674318693535s"°
—(0.497417073861449 +19)s™ + (0.204499268913060e +18)s"
+(0.539803969231170e +17)s" — (0.482271845937051e +16)s™
+(0.536652347338948e + 24)s° + (0.230274497594700e + 27)s*
—(0.120638544964560e + 27)s° + (0.366926990387630e + 26)s°
—(0.635088985108210e + 25)s’]*?

dy v uzakhik fonksiyonunun N=3 ve M =4,58 degerleri i¢in [0,27] aralifindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 5.5 de gosterilmistir.

Tablo 5.5. Ornek 5.2’nin d, ,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

Simdi d,, uzakhik fonksiyonunun N=3 ve M =4,58 degerleri i¢in grafiklerini

cizelim.

Si d3,4 (Si) dS,S(Si) d3,6(si)

0 3.741657387 3.741657387 3.741657387
2r/4 3.741859416 3.741662122 3.741657397
3r/4 3.741800656 3.741660812 3.741657399
5r/4 3.741821912 3.741661886 3.741657399
Tr/4 3.741551934 3.741660935 3.741657407

2r 3.739549499 3.741653059 3.741657103
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Sekil 5.3. Ornek 5.2’nin uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

Tablo 5.5 deki degerler (5.3) ile karsilastirildiginda M degeri arttik¢a gergek ¢oziime
oldukca vyaklasildigi acgik bir sekilde goriilmektedir. Ayrica, Sekil 5.3 ten
gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢oziimiin dogrulugu artmaktadir. Cilinkii

d,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Lucas siralama metodunun bu tip

denklem sistemlerinin ¢oziimiinde oldukga etkili oldugu sdylenebilir. Dahast N =3
ve M =458 degerleri icin e,,(s) , (i=123) tahmini hata fonksiyonlarin
hesaplayalim ve [0,2z] araligindan secilen bazi degerler i¢in elde edilen sonuglari
karsilagtiralim.
&,5.4(5) = —(0.7158e —18) + (0.188¢ — 18)s — (0.34106727066059543768 — 3)s
+(0.190358881883564420e —3)s® — (0.241570139950251359% — 4)s*

€ 55(5) =—(0.16708e —17) + (0.81380e —18)s — (0.4727372232749809816€ — 3)s
+(0.29286301242551355980e — 3)s® — (0.508657095719279094e — 4)s*
+(0.226278147175747656€ —5)s°

€,5(5) =—(0.80621958e —17)s + (0.38495079026532861209e — 3)s* — (0.9076708460e —17)
—(0.8525430609730756924e — 4)s® + (0.139893638166039770e — 9)s®
—(0.27786548788037724569¢ — 4)s* + (0.48426191133402169242¢ - 5)s°
+(0.37486030879628552416€ — 6)s° — (0.260342571353121494e — 7)s’
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Tablo 5.6. Ornek 5.2°nin |e, , , (s)| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

s, lera(s) le3s(s,)| less ()

0 0.7158-18 0.16708e-17 0.15332e-16
2r/4 0.250829¢e-3 0.319393e-3 0.321334e-3
37r/4 0.147985e-3 0.196999¢e-3 0.200962¢e-3
5r/4 0.523379¢e-3 0.461898e-3 0.455743e-3
7;;/4 0.745862¢e-3 0.727607e-3 0.733896e-3

2 0.389604e-2 0.313612e-2 0.311312e-2

€,5.(5) = (0.3408e —18) — (0.310e —18)s + (0.15179119451294333216€ — 2)s
—(0.715789891362810590e —3)s° + (0.844881912401403904¢ — 4)s*

€,55(5) = (0.1192e —17) — (0.11695e —17)s + (0.1615144902332080764¢ — 2)s
— (0.79378468047399544950e — 3)s° + (0.105565171620641416¢ — 3)s*
— (0.184964326734020590e —5)s°

€, 45 (S) = (0.944440822¢ —16)s + (0.15363302240170269445¢ — 2)s” + (0.5280395452¢ —16)
— (0.70729043390158554354¢ — 3)s° + (0.105207625072095326¢ — 8)s®
+(0.70088371067750995209e — 4)s* + (0.42548954120400987222¢ —5)s°
— (0.29645206177374334992¢ — 6)s® — (0.194890933981399454¢ — 7)s’

Tablo 5.7. Orek 5.2’nin [e, , , (s)| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

Si |e2,3,4 (s )| |ez,3,5 (s )| |ez,3,8 (s )|

0 0.3408e-18 0.1192e-17 0.5280e-16
2r/4 0.148542e-2 0.153367e-2 0.151196e-2
3r/4 0.166783e-2 0.170269e-2 0.168886e-2
5r/4 0.153067e-3 0.214272e-3 0.192573e-3
Tr/4 0.412167e-2 0.406535e-2 0.403958e-2

2r 0.140516e-1 0.132802e-1 0.128916e-1

€,44(5) =—(0.3524e —18) +(0.272e —18)s + (0.7847224767277560262¢ — 3)s’
—(0.392449258278594756€ — 3)s° + (0.484628169544240568¢ — 4)s*

€,55(5) = (0.14104e —17) — (0.9500e —19)s + (0.3828151411448691228e — 3)s
— (0.7951850825457046100e — 4)s® — (0.329828771379646138¢ — 4)s"
+(0.690853227461910060¢ —5)s°
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€,45(5) = —(0.80621958e —17)s + (0.38495079026532861209€ — 3)s2 — (0.9076708460e —17)

—(0.8525430609730756924e — 4)s® + (0.139893638166039770e — 9)s°
—(0.27786548788037724569¢ — 4)s* + (0.48426191133402169242¢ - 5)s°
+(0.37486030879628552416€ — 6)s® — (0.260342571353121494e — 7)s’

Tablo 5.8. Ornek 5.2°nin |e, , ,, (s)| tahmini mutlak hata fonksiyonunun

N =3 ve M =4,58 degerleri i¢in sayisal sonuglari

5 |e3,3,4 (s; )| |e3,3,5 (s )| |e3,3,3 (s )|

0 0.3524e-18 0.1410e-17 0.9077e-17
2r/4 0.710221e-3 0.501627e-3 0.501567e-3
3z/4 0.716632e-3 0.570230e-3 0.570964e-3
5r/4 0.139788e-3 0.304045¢-3 0.304317e-3
/4 0.277897e-2 0.292374e-2 0.292166e-2

2w 0.916398e-2 0.116357e-1 0.115051e-1

Tablo 5.6, Tablo 5.7 ve Tablo 5.8 den tahmini mutlak hata degerlerinin hemen
hemen ayni oldugu goriilmektir. Son olarak, Lucas siralama yontemiyle N=3 ve

M =4,58 degerleri i¢in buldugumuz 4, ,(i=123) degerlerini, (5.1) ile verilen
Bishop egriliklerini ve «,a’,a", a” degerlerini (2.26)’da yerlerine yazarsak, o
egrisinin sabit genislikli (d =+14) oldugu a,, a;s Ve a,, egrileri elde edilir,

Asagidaki grafik a ile oy,, o5 Ve oy, egrilerinin grafiklerini gostermektedir.

8 Ly 8
b a;4 6 a;B
zZ 3 Z 4
21 2
04 04
1 05 1 -1 05 1
Y g,; ¥ 24
X ’ X
@ (b) (©

Sekil 5.4. Ornek 5.2’nin « egrisi ile ay,, o;5 Ve oy, egrilerinin grafikleri

Sekil 5.4 (a), « egrisi ile a;, egrisinin grafigi; (b), o egrisi ile @, egrisinin

grafigi; (C), a egrisiile a,, egrisinin grafigini gostermektedir.
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6. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA BISHOP CATIYA GORE SABIT
GENISLIKLI EGRILERI KARAKTERIZE EDEN DIFERENSIYEL
DENKLEM SISTEMLERININ COZUMU

6.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli
Timelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

Bu bélimde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop gatiya gore sabit genislikli
timelike egri ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklasik
¢ozumleri icin Taylor siralama yontemi kullanilacaktir. Bir 6rnek verilerek, timelike
bir egrinin sabit genislikli oldugu timelike egri, elde edilen bu yaklasik ¢oziimler

vasitasiyla belirlenecektir.

Bolim 2.2.1 de 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop c¢atiya gore sabit
genislikli timelike egri ¢iftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi (2.39)
ile ayrica, S yay parametreli « timelike egrisinin sabit genislikli oldugu, ;(s*)
konum vektor ile verilen o timelike egrisinin ise (2.52) esitligi ile belirlenebilecegi

gosterilmisti.

Simdi (2.39) denklem sistemi ile (2.52) esitligini kullanilarak timelike bir
egrinin sabit genislikli oldugu timelike egriyi yaklasik olarak belirlemeye ¢alisalim.

Bunun i¢in asagida verilen 6rnegi inceleyelim.

Ornek 6.1. « :[0,2] - E? tanimli, birim hizl timelike
s s ¢
a(s)—(g"‘&?,ﬁ}
egrisini géz Oniline alalim. « egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve burulmasi
sirastyla asagidaki gibidir.
f(s)z(szﬂ,sz,ﬁs), N(s)z(\/is,\/is,l), §(s)=(sz,sz—1,\/§s)

k=~2 Ve r=-2.
Ayrica, a egrisinin Bishop elemanlar
0 =—/2s

158



k, = ﬁcos(ﬁs), k, = —ﬁsin(ﬁs) (6.1)
ve

Wl = (52 sin(\/ﬁs) +/25 cos(ﬁs), (s —1)sin(\/§s) ++/25 cos(ﬁs), J2s sin(\/is) + cos(\/ﬁs))
N, = (52 cos(v/2s) —v/2ssin(v/25), (52 —1) cos(~/25) — /25 sin(x/25), /25 cos(+/25) —sin(«/?s))

olarak hesaplanir. (6.1) ile verilen Bishop egrilikleri (2.39) da yerlerine yazilirsa o
timelike egrisinin sabit genislikli oldugu egriyi belirlemede kullanilacak olan normal

formdaki diferensiyel denklem sistemi
2 () = —J2 cos(+/2s) 2, (s) +2sin (V25) 44 (5)
% (s) = —/2 cos(V/2s) 1,(s) (6.2)
34 (s) =V/2sin(v/25) 4,(5)

seklinde bulunur. (6.2) denklem sisteminin yaklagik ¢Ozumlerini, Bolim 4.1.5 ve

4.1.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem sistemlerinin ¢6zimu igin

Taylor siralama yontemini kullanarak bulmaya calisalim. 2,(s), 4,(s) ve A(s) i¢in
baslangi¢ kosullarini

40)=1, 4,(0)=2, 4(0)=3
olarak kabul edelim. Bu durumda d genisligi

d = J|-2% + A2 + 22| = V12 = 3.464101615 (6.3)

olur. N=3i¢in A,,(s), 4,,(s) V& 4,,(s) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢oziimleri
Ais(s) = i aivnsn, (i =1, 2,3)

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a, (n=0,1,2,3) katsayilarini hesaplayalim.

a=0, b=2 ve N =3 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

{so =0, :g, S, :%, S, =2}
olur. (4.44) ten (6.2) sistemi icin temel matris denklemi
[sB-PS}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.1.5 ve 4.1.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
igin (6.2) probleminin yaklasik ¢éziimleri

A 5(8) =1-2.82842712474618985s + 4.26827278102106344s° —0.147125958466821138s"

2,,5(5) =1.99999999999999978 —1.41421356237309515s — 0.348912923091 7411565
+0.806483109289568790s°
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A5(8)= 3-0.591766574524276612s” +1.42242721303247310s
olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Taylor polinom ¢dziimlerini hesaplamak igin
.4 (5)+/203(v/25)e, 4 (s) ~V/2sin (V25 ) e, (5) = ~R,(5)
e,; (s)+ ﬁcos(ﬁs)em(s) =-R,4(s) (6.4)
&, (s)—/2sin (\/Es) €.5(5) =—Ry,(s)
hata problemini ele alalim. Oyleki,
R.a(8) = A1 () +3/2 005 (/25) 2, 4 () ~v/25in (V25) 24, (5)
Ros(5) = 245 (s) ++/2 €08 (v/25) 1,4 (5)
Ry () = Ay (8) ~v25in(/25) 2,4 (s)

seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodu kullanilarak M =5 icin (6.4) hata
probleminin e ,(s), e,,(s) V€ e, (s) € gOre e .(s), e,,5(s) Ve e,,(s) tahmini hata

fonksiyonlari

€ 35(S) = (0.432208657149308238¢ —14) + (0.299999305473596038¢ —8)s
—0.346527193497648156s> + 0.262703717976641826s° — (0.638240213959025416e —1)s*
+(0.120759569099575526€ —1)s°

€,35(8) =—(0.411154514283405894e —14)s + 3.03872292177504466s° — 4.46940319801238762s°
+1.64500058196755594s* + (0.861717520356184482¢ — 3)s®

€45 (5) =1.88705634989938930s% —4.48192514417283140s° + 3.69150246310902162s*
-1.03265360535704964s°

seklinde hesaplanir ve bdylece

Auys(8) =1-2.828427122s +3.921745588s° +0.1155777595s° — (0.638240213959025416¢ —1)s*
+(0.120759569099575526e —1)s°

2,55 (5) =1.99999999999999978 —1.414213562s + 2.689809999s —3.662920089s
+1.64500058196755594s" + (0.861717520356184482¢ —3)s°

Ay45(8) = 3+1.295289776s” — 3.059497931s® + 3.69150246310902162s" —1.03265360535704964s°
diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

Z136(S), Ay35(S) V€ A;554(S) (;('szmIeri

A a6(S) =1-2.8284271225 +3.999219270s + (0.35095009€ — 2)s°
—(0.801533892861572284e — 2)s* + (0.985138061607582216e — 2)s°
—(0.671637812922920574e — 2)s°® +(0.239036457297325810e — 2)s’
—(0.346169585431377326¢ — 3)s°
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Ay 35(5) =1.99999999999999978 —1.414213562s + 2.002758480s —1.434032005s°
—0.935208216272673032s" + 0.964661395995666470s° + 0.2453110612135254165°
—0.225005760594266856s" + (0.315753093385295406€ —1)s°

Ay.25(S) = 3+0.9912407445s% —1.825671705s° +1.655304610936948265*
+0.663113170824448872s° — (0.696419434016338102)s°
+0.106908896290521582s” + (0.265623455548102960e — 2)s°

ve M =12 iGin 2,,.,(s), A5,,(5) V€ Ay,.,(s) ¢OzUmleri

Asno(S) =1-2.8284271225 + 3.999999320s” + (0.70354e —5)s° — (0.341768695584221405€ — 4)s*
+(0.957795709197739598e — 4)s° — (0.169318392060802126€ — 3)s°
+(0.196729569466924660e —3)s’ —(0.152213719175620099¢ — 3)s°
+(0.775466754419085192¢ — 4)s° — (0.249313336233569770e — 4)s™
+(0.457225336525368676€ — 5)s™ — (0.363351551346813296¢ — 6)s™

Az, (8) =1.99999999999999978 ~1.414213562s + 2.000000685s° —1.414221780s°
—0.999952410227107568s* +1.08406376762491030s" +0.111497463590509827s°
—0.133062963159293501s" — (0.484898256994649446¢ — 2)s®
+(0.634837693806034054e — 2)s° + (0.486308713268795990e — 3)s™
—(0.330551767680750674e — 3)s™ + (0.283402542385433748e — 4)s™

Ay 512 (S) = 3+0.99999697155% —1.885582073s° +1.833134209292978765*
+0.3777758555983155025° — 0.4347236784454935345°
— (0.249209905827001422e —1)s” +(0.309113410838790514e —1)s®
+(0.240098286082002232¢ — 2)s° — (0.191237806237154473¢ — 2)s™°
+(0.164704460814846244e — 3)s™ + (0.281714930938647967¢ — 5)s

seklinde hesaplanir. $imdi (2.26) dan d, ,, uzaklik fonksiyonu

dN,M (s)= \/|_212,N,M (s) +/122,N,M (s) +;l’32,N,M (S)| =k, keR
seklinde yazilabilir. N=3 ve M =5,812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklik fonksiyonlar

asagidaki gibi bulunur.

d, 5 (5) =| 33.4035391989608826265 —39.767958205291513719s°
— (0.39999993777460327200e —8)s + 4.68748749047952377655°
—18.663011847211935792s° +11.999999999999999120
+41.743239545788426560s° — 37.389799640744701234s
+22.6388427532459396665° — 7.61971013151857123755
+1.06622838247870695825™ |2
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dy,,(5) = =(0.39999993777460327200¢ —8)s — (0.39960138520475921214¢ —1)s?
+0.26116684073307099097s° —0.71722179369568849098s* +1.0259781245364571311s°
—0.86734501321753951246s° +0.742800784878647564265"
—1.1249053263235258114s° +11.999999999999999120
+1.43078844456632927875° —1.0048572309226577050s'° + 0.22437672055676874915s"
+0.20249121831720373044s" — 0.194819008023540935015™
+(0.73838579104679679436¢ —1)s™ — (0.13639647835173238560e —1)s'°
+(0.10039359084556845860e — 2)s*° |2

ds,, (5) =| —(0.39999993777460327200e —8)s — (0.14056520475920000301e — 4)s°
+(0.16331506653476225758¢ — 3)s° + (0.56684305047800745698e — 2)s™
—(0.16003645242951147835e — 2)s™ — (0.13840471871545812588e — 3)s™
+(0.30239457011802784095¢ — 3)s'® — (0.10053818657698551282¢ — 3)s'”
+(0.67361057002745141158e — 5)s'® + (0.27024320436148859035¢ — 55™°
+(0.38553637255455726869¢ — 6)s% — (0.57781337946554156173¢ — 6)s2*
+(0.15314232342036516839€ — 6)s? — (0.17804525483363134014e — 7)s%
+(0.81097431618678630405e — 9)s* +11.999999999999999120
— (0.87086826635283288994¢ — 3)s* + (0.27197654699577427978¢ — 2)s°
— (0.55044165958284094310e — 2)s° + (0.78071778270479649104¢ — 2)s
— (0.88339559299439395550e — 2)s® + (0.98839629099071551930e — 2)s°
—(0.11899109351408730674e —1)s™ + (0.12889550674651029570e —1)s!
—(0.10482299041963768742¢ —1)s |2

dyw uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =58,12 degerleri i¢in [0,2] araligindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.1 de gosterilmistir.

Tablo 6.1. Ornek 6.1°in d,,,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

si d3,5(si) d3‘8 (Si) d3‘12 (Si)

0 3.464101615 3.464101615 3.464101615
0.2 3.475796666 3.464047263 3.464101608
0.5 3.481190913 3.464058386 3.464101608
0.8 3.476627429 3.464052078 3.464101609
1.0 3.478341206 3.464057806 3.464101610
1.3 3.479405717 3.464049035 3.464101618
1.5 3.476219142 3.464080294 3.464101641
1.8 3.507953388 3.463960021 3.464101762
2.0 3.882115127 3.472645154 3.464103106

Tablo 6.1 deki degerler (6.3) ile karsilagtirildiginda M degeri arttikca yaklagik

coziimlerin gergek coziimlere oldukca yaklasildigi acik bir sekilde goriilmektedir.
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Simdi d,, wuzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =5,812 degerleri i¢in grafiklerini

cizelim.
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Sekil 6.1. Ornek 6.1°in uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

Ayrica Sekil 6.1 den de gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢6zimin

dogrulugu artmaktadir. Clnku d,,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Taylor
siralama metodunun bu tip denklem sistemlerinin ¢oziimiinde oldukga etkili oldugu
sOylenebilir. Son olarak, N=3 ve M =5812 degerleri i¢in buldugumuz
Awwm (=123 degerlerini, (6.1) ile verilen Bishop egriliklerini ve «,a’,a’, "
degerlerini (2.52)’de yerlerine yazarsak, o« timelike egrisinin sabit genislikli
(d =12 =3.464101615) oldugu o' egrisi belirlenebilir. O halde N=3 ve M =5 icin
05 egrisi

@(S*) _ ( kl]'G,3,5 ;kzizs,s ja’" + [ kz,ﬂvz,s‘s - kl’/ls&s J&” _’{(klz + kzz )(kzj’z,s& - klj'z,s,s)

+Ass a +a
u u

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde N =3 ve M =8 igin a,, egrisi

e (Kd—kid e e (KA kA e [k K2 (KA, L — kA o
a3,3(5 ):( 123‘&8# 2 2‘3,8}1 +[ 274238 1 3,3‘8]0[ +{( 1 2)( 277238 1 3‘33)_’_21‘3‘8

Jz u

N=3ve M =12 igin a,, egrisi

0?42(5*) _ ( k1}‘3,3,12 - kz;tz,siz j&"" + { kzllz,s,m - kllﬂs,siz ]a" + I:(klz + kz2 )(kzﬂ'z,mz - klj's,mz)

+ 31 a+a
u U u
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seklinde yazilabilir. Asagidaki grafik « ile &5, o, Ve a,, egrilerinin grafiklerini

goOstermektedir.

A Ak

Mt
-
g
-
n
'

(@) (b) (©)

Sekil 6.2. Ornek 6.1°in o egrisi ile 05;5, a;’B ve 05;12 egrilerinin grafikleri

Sekil 6.2 (a), a egrisi ile s egrisinin grafigi; (D), o egrisi ile ag, egrisinin

grafigi; (C), @ egrisiile &, egrisinin grafigini géstermektedir.

6.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Goére Sabit Genislikli
Timelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

Bu bolumde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catiya gore sabit genislikli
timelike egri ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklagik
¢ozlimleri i¢in gelistirdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilacaktir. BOlum 6.1 de
verilen Ornegi bu kez de Lucas siralama metoduyla ¢ozerek, bir egrinin sabit

genislikli oldugu egri yaklasik olarak bulunacaktir.

Bolim 2.2.1 de 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop c¢atiya gore sabit

genislikli timelike egri ¢iftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi (2.39)
ile ayrica, S yay parametreli o egrisinin sabit genislikli oldugu, o' (s) konum

vektor ile verilen o egrisinin ise (2.52) bagintisi ile belirlenebilecedi gosterilmisti.
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Simdi (2.39) denklem sistemi ile (2.52) bagintisin1 kullanilarak timelike bir
egrinin sabit genislikli oldugu egriyi yaklasik olarak belirlemeye ¢alisalim.

Asagidaki 6rnegi inceleyelim.

Ornek 6.2. Ornek 6.1 de verilen (6.2) denklem sisteminin yaklasik ¢oziimlerini bu
kez de, BOlum 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem
sistemlerinin ¢6zlimii i¢in Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢alisalim.
2,(s), 4,(s) ve A4(s) i¢in baglangic kosullar

A40)=1, 4,(0)=2, 4,(0)=3

olsun. N=3i¢in 4,,(s), 4,,(s) V& 4,,(s) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozimleri
/li‘3(s):z3:ai‘nLn(s), (i=12,3)
n=0

seklindedir. §imdi yaklagik ¢oziimlerin a,, (n=0,1,2,3) katsayilarim1 hesaplayalim.
(4.96) dan, (6.2) sistemi i¢in temel matris denklemi

{SBD-PSD}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
icin (6.2) probleminin yaklasik ¢dziimleri

A,5(s) =1.00000000000000356 — 2.828427124746190092s + 4.26827278102106434s
—0.147125958466821944s°

2,5(5) =1.999999999999997784 —1.4142135623730975865 — 0.348912923091740268s
+0.806483109289567678s"

Ay (5) = 2.999999999999999560 + (0.44e —15)s — 0.5917665745242752805°
+1.42242721303247288s°

olarak hesaplanir. Simdi de diizeltilmis Lucas polinom ¢oziumlerini hesaplayalim.
M =5 i¢in hata probleminin e (s), e,,5(s) V€ e,,,(s) tahmini hata fonksiyonlari
€,35(5) = (0.1810788e —12) +(0.29999877595¢ — 8)s — 0.3465271934981004612s

+0.2627037179766176235s° — (0.638240213960001302¢ —1)s*
+(0.120759569099705699¢ —1)s°

6,5 () = (0.6262e —13) + (0.18131e —13)s + 3.03872292177506377s> — 4.4694031980123650894s°
+1.64500058196755972s* + (0.861717520356530126¢ — 3)s°

€345 (S) = (0.60e —15) + (0.2018e —14)s +1.88705634989936204s” — 4.481925144172753874s"
+3.691502463109003865* —1.03265360535704986s°

seklinde hesaplanir ve boylece
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Auzs(8) =1-2.8284271225 +3.921745588s” +0.1155777595s° — (0.638240213960001302¢ —1)s*
+(0.120759569099705699¢ —1)s°
55(5) = 2—1.414213562s + 2.689809999s” —3.662920089s’ +1.64500058196755972s*
+(0.861717520356530126€ — 3)s°
Ay 35(S) =3+(0.2458e —14)s +1.295289776s” —3.059497931s’ + 3.691502463109003865 "
—1.032653605357049865°

diizeltilmis Lucas polinom c¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin
Jss(8), Apsq(s) V& Ay 44(s) cOzUmleri

Iy 55(5) =1—2.8284271225 +3.999219270s? + (0.35095009 — 2)s°
+(0.985138064893309464e — 2)s° — (0.67163781566634828408 — 2)s°
+(0.239036458241503880e — 2)s’ — (0.346169586707911760e — 3)s®
— (0.8015338967288565560¢ — 2)s"

2y 55(S) = 2—1.414213562s + 2.002758480s” —1.434032005s° — 0.935208216258129753365 "

+0.964661395977016730s° +0.24531106122664293744s°
—0.225005760598665060s + (0.315753093391494960e —1)s®

Ay 55(8) =3+(0.4285052e —11)s + 0.9912407445s” —1.825671705s° +1.6553046109233173828s"
+0.6631131708439212953s° —0.69641943402791994728s° +0.106908896294712008s’
+(0.265623455498187334e — 2)s°

ve M =12 iGin 2,,,,(S), A,51,(5) V& A,,.,(s) ¢OzUmleri

A 31, (S) =1.000000009 — 2.8284270275 +3.999999263s” + (0.70963¢ — 5)s°
—(0.342338713379408728e — 4)s* + (0.9579317081209736182¢ — 4)s®
—(0.16933590260670428318e — 3)s° + (0.19672849228768995904¢ — 3)s’
—(0.15221631877571084677e — 3)s® + (0.7754645366597756626€ — 4)s°
—(0.24931478603384960104e — 4)s™ + (0.457226206185268326¢ — 5)s™*
—(0.363345428633365942¢ — 6)s'

231, (8) = 2—1.414213550s + 2.000000687s —1.414221772s® — 0.99995240683274940940s"*
+1.0840637706373325550s° +0.11149746349311443051s°
—0.13306295937477707859s’ —(0.48489848727519355666€ — 2)s°
+(0.6348378915415869852¢ — 2)s° + (0.4863080914916072272¢ — 3)s™
—(0.330551600514150668¢ — 3)s™ + (0.283402395740020921e — 4)s™

g1, (S) = 3+ (0.1041780755e — 7)s + 0.99999696 755 —1.885582062s" +1.8331342043781466712s*
+0.37777585987717543551s° — 0.434723680585292982555°
—(0.24920990553120248012e —1)s’ + (0.30911341318764939890e —1)s®
+(0.2400982271467455582¢ — 2)s° — (0.19123779089902370822¢ — 2)s™°
+(0.164704422694228470e — 3)s™ +(0.281715486405431648e — 5)s™
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seklinde hesaplanir. Simdi de N=3 ve M =5812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklk

fonksiyonlarin1 hesaplayalim.

d, 5(S) 512 - (0.39999852520000000000€ —8)s + 4.6874874904795249600s°
—18.6630118472119310365° +33.403539198960972047s* —39.767958205292084279s°
+41.743239545789233904s° —37.389799640744698505s" + 22.638842753245804328s°
—7.6197101315185310196s° +1.0662283824787070988s™ |2

d, 4 (s) =12 - (0.39742896880000000000€ —8)s — (0.39960138520475040000¢ —1)s’
+0.261166840741565396275s° +1.4307884445880262991s° —1.0048572309622268759s"
+0.22437672054445639630s™" + 0.202491218346674217565"
+(0.73838579109239889222¢ —1)s* — (0.13639647835801802238¢ —1)s'®
+(0.10039359084912996061e — 2)s™® —0.71722179365760156205s*
+1.0259781242672634848s° —0.86734501259483791247s° + 0.74280078437847799527s’
—1.1249053260964987361s° —0.19481900804014913122s" |~

d, ., (s) = —(0.32581468214000000000€ — 7)s —80.13527060442854469286€ — 4)s
+(0.16227200456868459721e — 3)s® — (0.87006552871814581665¢ — 3)s*
+(0.27190343705757703552¢ — 2)s° — (0.55039155353917327321e — 2)s°
+(0.78070365664673059378e — 2)s” — (0.88338635819736064183¢ — 2)s”
+(0.98839975005922459011e — 2)s° — (0.11899111912358437595¢ —1)s™°
+(0.12889553816106657321e —1)s™ — (0.10482289587360060509¢ —1)s™
+11.999999981999999919 + (0.15314213058243627181e — 6)s*
—(0.17804504748195742462¢ — 7)s* + (0.81097352073939041265¢ — 9)s**
+(0.56684225464453112679 — 2)s* — (0.16003610918785162856¢ — 2)s™
—(0.13840490854832671171e - 3)s™ + (0.30239427567858754757¢ — 3)s™®
—(0.10053806601639951952¢ — 3)s"’ + (0.67360870101706903401e — 5)s'®
+(0.27024305598918830228e — 5)s™ + (0.38553596904773409642¢ — 6)s”
—(0.57781265960350625590e — 6)s** /2

d, . uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =5812 degerleri i¢in [0,2] araligindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.2 de gosterilmistir.
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Tablo 6.2. Ornek 6.2’nin d, ,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

si d3.5(si) d3,8 (SI) d3,12 (SI)

0 3.464101615 3.464101615 3.464101613
0.2 3.475796666 3.464047263 3.464101606
0.5 3.481190913 3.464058386 3.464101610
0.8 3.476627429 3.464052078 3.464101605
1.0 3.478341206 3.464057806 3.464101610
1.3 3.479405717 3.464049035 3.464101747
1.5 3.476219142 3.464080294 3.464102179
1.8 3.507953388 3.463960021 3.464104783
2.0 3.882115127 3.472645156 3.464111349

Tablo 6.2 deki degerler (6.3) ile karsilastirildiginda M degeri arttikga gergek ¢oziime

oldukca yaklasildig

acik bir

sekilde goriilmektedir.

Simdi  d,,,

fonksiyonunun N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in grafiklerini ¢izelim.

Sekil 6.3. Ornek 6.2’nin uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

uzaklik

Ayrica Sekil 6.3 den gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢oziimiin dogrulugu

artmaktadir. Ciinkii d, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Lucas siralama

metodunun bu tip denklem sistemlerinin ¢oziimiinde oldukc¢a etkili oldugu

sOylenebilir. Son olarak, Lucas siralama yontemiyle N=3 ve M =5,812 degerleri

icin buldugumuz 4, ,(i=123) degerlerini, (6.1) ile verilen Bishop egriliklerini ve

a,a',a’, a" degerlerini (2.52)’de yerlerine yazarsak, o egrisinin sabit genislikli
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(d =~/12 = 3.464101615) oldugu s, az Ve g, egrileri elde edilir. Asagidaki grafik

a ile 05;5, a;’B ve 05;12 egrilerinin grafiklerini gostermektedir.

(@) (b) (©)

Sekil 6.4. Ornek 6.2°nin o egrisi ile 05;5, a;B ve 0‘;,12 egrilerinin grafikleri

Sekil 6.4 (a), a egrisi ile s egrisinin grafigi; (D), o egrisi ile ag, egrisinin

grafigi; (C), @ egrisiile &, egrisinin grafigini gostermektedir.

6.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli
Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

Bu bolumde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catiya gore sabit genislikli
spacelike egri ¢iftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklasik
¢oziimleri i¢in Taylor siralama yontemi kullanilacaktir. 1ki ornek verilerek, spacelike
bir egrinin sabit genislikli oldugu spacelike egri, elde edilen bu yaklasik ¢oziimler

vasitastyla belirlenecektir.

Bolim 2.2.2 de 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop c¢atiya gore sabit
genislikli spacelike egri ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi
(2.65) ile ayrica, S yay parametreli o spacelike egrisinin sabit genislikli oldugu,
a'(s) konum vektorii ile verilen o spacelike egrisinin ise (2.78) bagmntist ile

belirlenebilecegi gosterilmisti.
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Simdi (2.65) denklem sistemi ile (2.78) bagintisin1 kullanilarak spacelike bir
egrinin sabit genislikli oldugu spacelike egriyi yaklasik olarak belirlemeye c¢alisalim.

Bunun i¢in asagida verilen 6rnekleri inceleyelim.

Ornek 6.3. o :[0,27] - E? tammly, birim hizl aslinormali timelike olan

a(s)z(SCosh( jSSmh( j 45)
5 5) 5

spacelike egrisini gbz Oniine alalim [65]. « egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve

burulmasi sirasiyla asagidaki gibidir.

T(s)= (§sinh [EJ,Ecosh (Ejﬂ) , N(s)= [cosh [ij,sinh (EJ,OJ ,
5 5)5 5)5 5 5
E(s)=(£sinh[ij,ﬂcosh[§j,_—3J, ke ve r=
5 5)5 5) 5 25 25

Ayrica, a egrisinin Bishop elemanlar

p=2
25
k, = 3cosh(ﬁj , K, :isinh(ﬁj (6.5)
25 25 25 25

Ve

(o) S 2 o 2) )
[t oo 5 oo oo ) S )

olarak hesaplanir. (6.5) ile verilen Bishop egrilikleri (2.65) de yerlerine yazilirsa o
spacelike egrisinin sabit genislikli oldugu egriyi belirlemede kullanilacak olan

normal formdaki diferensiyel denklem sistemi

2/ (s) = ——cosh[ j/g(s)——smh( jﬂs()

3
1) ——Ecosh( j@(s) (6.6)

25

2(5) = —smh[ j@(s)

seklinde bulunur. (6.6) denklem sisteminin yaklasik ¢oziimlerini, Bolim 4.1.5 ve
4.1.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem sistemlerinin ¢6zimu igin

Taylor siralama yontemini kullanarak bulmaya calisalim. 4,(s), 4,(s) ve A(s) igin

baslangi¢ kosullarini
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4(0)=3, 4,(0)=2, A,(0)=1

olarak kabul edelim. Bu durumda d genisligi

d = |47 - 2 + 22| = /6 = 2.449489743 (6.7)

olur. N=3iGin A,,(s), 4,5(s) Ve 4,,(s) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢oziimleri
ﬂ'i,s (s) = i aivnsn, (i =1, 2,3)

seklindedir. §imdi yaklasik ¢oziimlerin a,, (n=0,1,23) katsayilarim1 hesaplayalim.

a=0, b=27 ve N =3 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

2 4
{80:0, slz?”, S, =?ﬂ, 33=27r}

olur. (4.44) ten, (6.6) sistemi icin temel matris denklemi

[sB-PS}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.1.5 ve 4.1.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
icin (6.6) probleminin yaklasik ¢dziimleri

A5(8) = 3—0.239999999999999990s + (0.118469934610790674e —1)s’
—(0.143906347487123801e — 2)s°

2, 5(5) = 2—0.359999999999999986s + (0.124089497100107940e —1)s
—(0.103022526195725197e — 2)s°

J5(5) =1+(0.279390707420637610e —1)s — (0.997700682999588548¢ —3)s°

olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Taylor polinom ¢dztimlerini hesaplamak icin

3
25

4s

h
€5 "(s) + 5005 (25

Jeaa(9)+ 3psinh| 52 Jess(9) = -Rs(9)

e, (5)+ 200 52 8(5) = Ros(e) (6.8)

em(s)—35smh( j3<s) R,,(9)

hata problemini ele alalim. Oyleki,

4s

! 3
Ra(6) =9+ oo 52

Jrser+ zpsinn| 52 s(9)

3 4s
Res(9)= 2y 60+ oo 1,09

Ry5(s) = /13'3' (s) —2—55inh (ﬁ

e
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seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodu kullanilarak M =5 icin (6.8) hata

probleminin e ,(s), e,,(s) V€ e,(s) € gOre e .(s), e,,5(s) Ve e,,(s) tahmini hata

fonksiyonlar1
€ 55(S) = (0.155659751280128192¢ — 3)s” —(0.160933546243982351e — 3)s°
+(0.391648182149072655¢ — 4)s* — (0.285545505012148254¢ —5)s°

€,,5(S) = (0.189435265582780696€ — 2)s” — (0.879287374638778956¢ — 3)s°
+(0.957149196653338898e — 4)s* + (0.156354546864966890¢ — 5)s°

€,45(s) = (0.872979124523135691e — 3)s* — (0.547755528717119380e — 3)s°
+(0.119820243525867592e — 3)s* — (0.895059117974064116e — 5)s°

seklinde hesaplanir ve boylece
A 35(8) = 3—0.239999999999999990s + (0.1200265321e —1)s* — (0.1599997021e — 2)s°
+(0.391648182149072655¢ — 4)s* — (0.285545505012148254¢ —5)s°

245(5) = 2—0.3599999999999999865 -+ (0.1430330237e —1)s* — (0.1909512637e — 2)s°
+(0.957149196653338898e — 4)s* + (0.156354546864966890e — 5)s°

Jq35(5) =1+ (0.2881204986e —1)s? — (0.1545456212¢ — 2)s° + (0.119820243525867592¢ — 3)s*

—(0.895059117974064116¢ —5)s°
diizeltilmis Taylor polinom ¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

Z136(S), Ay35(S) V€ A;554(S) (;('szmIeri

J135(5) = 3—0.239999999999999990s + (0.1199999222¢ —1)s? — (0.1599984337¢ — 2)s°
+(0.399856650960201936€ — 4)s* — (0.319268377237993488¢ — 5)s°
+(0.511251213220247659 — 7)s® — (0.265474827421929870e —8)s
— (0.375422289056310168e —12)s°

2, 55 () = 2—0.359999999999999986s + (0.1440006840e —1)s* — (0.2016144390e — 2)s’
+(0.140289924153166114e — 3)s* — (0.667375006744821996¢ — 5)s°
+(0.620093194969633219€ — 6)s® — (0.182140175606590675¢ — 7)s

+(0.135378409017801782¢ — 8)s®

Ay 55(S) =1+ (0.2879978167e —1)s? — (0.1535520855¢ — 2)s° — (0.212258042475094427¢ ~17)s
+(0.118582084767860644¢ —3)s* — (0.983706446024064678e —5)s°
+(0.271320528759761641e — 6)s° — (0.181082634793510792¢ — 7)s’
—(0.542761804971210363¢ — 9)s®

ve M =12 iGiN 2,,,,(S), A,51,(5) V& A,,.,(s) ¢OzUmleri
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Jya12(8) = 3—0.239999999999999990s + (0.1200000213¢ —1)s? — (0.1600006280e — 2)s’
+(0.400079891306455050e — 4)s* — (0.320515968662138921e — 5)s°
+(0.548692585559231512¢ — 7)s° — (0.300313449091356194¢ — 8)s’

— (0.154060605355622616€ —9)s® + (0.647552190573899500¢ —10)s°
—(0.111463261465550210¢ —10)s™ + (0.962356919727187463¢ —12)s!
—(0.341426399975745223¢ —13)s”

2y 312 (5) = 2 —0.3599999999999999865 + (0.1439998842e —1)s? — (0.2015959458¢ — 2)s°
+(0.140092802773414800¢e —3)s* — (0.654657737940324818¢ — 5)s°
+(0.563220270417756237¢ — 6)s° + (0.821736208479505517¢ —9)s’
—(0.346541481317847424e —8)s® + (0.877494214320220796e — 9)s°
—(0.105201617902526588¢ —9)s™ + (0.726591929829946954¢ —11)s™
—(0.215631569617095166€ —12)s"

Ay 312 (S) =1+ (0.2880000137e —1)s? — (0.1536004047e — 2)s° + (0.119044688263835256¢ — 3)s*
— (0.100784394348365624¢ — 4)s° + (0.344209615233260873¢ — 6)s°
— (0.304768551469877108e — 7)s + (0.391568373957359127¢ — 9)s®
+(0.305936020806685076¢ —10)s° — (0.119393595847601972¢ —10)s™
+(0.982389618945010454¢ —12)s™ — (0.352290000486351006¢ —13)s™2

seklinde hesaplanir. Simdi (2.62) den d, ,, uzaklik fonksiyonu

dN,M (s)= \/|212NM (s) _;tzz,N,M (s)+ }LBZ,N,M (S)| =k, keR
seklinde yazilabilir. N=3 ve M =5,812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklik fonksiyonlar

asagidaki gibi bulunur.

d,5(5) =| 6+ (0.4e —17)s + (0.42680950000000528000e — 3)s* — (0.51573983640000016044¢ — 3)s
+(0.25453263164684494607¢ —3)s* — (0.64011733499603477921e — 4)s°
+(0.89051762699963079178e —5)s® — (0.75918692635944522017¢ — 6)s’
+(0.49503580186877606883¢ — 7)s® — (0.26679000434815055925¢ — 8)s°
+(0.85822031577580328120e —10)s™° [“?

d, 4 (s) = -6+ (0.24516084950188854000¢ —18)s + (0.75693999999472000000e — 6)s’
—(0.16828103999997145382¢ — 5)s°® + (0.16477479457720181291e — 5)s*
—(0.90069916006726254020e — 6)s° + (0.30109422336005609226€ — 6)s°
—(0.65174115390134505161e — 7)s’ + (0.98512114987227398963¢ —8)s®
—(0.68974635228928185073e —16)s™ + (0.15381408449416221703e —17)s"
—(0.11804857338837249284e —8)s° + (0.12272633081894501423¢ — 9)s"
—(0.10342691393684498417¢e —10)s™ + (0.68678092166359875608e —12)s?
—(0.41241437045057729968e —13)s* + (0.19703013714689495701e —14)s™ |2
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d, ., (s) =| —(0.4e —17)s — (0.61840000005280000000e — 7)s* + (0.21730200000016319963e — 6)s°
—6+(0.44196678129878041493¢ —14)s™ — (0.21199313019225487205¢ —15)s'®
+(0.22436866652441299522e —17)s" + (0.13626218576941754008e —17)s"
—(0.23599198472498146773e —18)s™ + (0.24879025590960901613e —19)s?
—(0.18557147546861243001e — 20)s** + (0.94669589633583208645¢ — 22)s*
—(0.29985911464208896971e — 23)s*® + (0.44090171505101451618e — 25)s*
+(0.92817082047041754971e —12)s" — (0.67851981922375077711e —13)s**
—(0.35876839375668384674e — 6)s* + (0.35295340873854572244¢ — 6)s°
—(0.22742743310297519795e — 6)s°® + (0.10086831188078507984¢e — 6)s’
—(0.31644806680871901986€ — 7)s® + (0.71165312583217324226¢ —8)s’
—(0.11534994350934332901e — 8)s™ + (0.13599970127727667340e — 9)s™
—(0.12168574942593775580e —10)s™ |2

d, . uzaklik fonksiyonunun N =3 ve M =5,812 degerleri i¢in [0,27] araligindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.3 de gosterilmistir.

Tablo 6.3. Ornek 6.3’0n d,,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

Si d3.5(si) d3,8 (SI) d3,12 (SI)
0 2.449489743 2.449489743 2.449489743
7/2 2.449512037 2.449489732 2.449489743
ju 2.449508687 2.449489731 2.449489743
3r/2 2.449501890 2.449489733 2.449489743
2r 2.449686299 2.449490262 2.449489726

Tablo 6.3 deki degerler (6.7) ile karsilastirildiginda M degeri arttikga yaklasik
coziimlerin gercek ¢oziimlere oldukca yaklasildig:r agik bir sekilde goriilmektedir.

Simdi d,, uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =5,812 degerleri i¢in grafiklerini

cizelim.
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Sekil 6.5. Ornek 6.3’0in uzaklik fonksiyonlarmin karsilastiriimasi

Ayrica Sekil 6.5 den de gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢oziimiin

dogrulugu artmaktadir. Clinkii d,,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Son olarak, N =3
ve M =5,8,12 degerleri i¢in buldugumuz 2, ,(i=12,3) degerlerini, (6.5) ile verilen
Bishop egriliklerini ve «, o', a", a” degerlerini (2.78) de yerlerine yazarsak, o
spacelike egrisinin sabit  geniglikli (d =/6 = 2.449489743) oldugu o egrisi

belirlenebilir. O halde N=3 ve M =5 icin o egrisi

0?‘5(8*) _ ( _klﬂe‘s,s'u_ szlza‘s ja”’ + [ kzrflz,as; k1,23,3,5 ]&” n [(klz - kzz )(kz)/:za,s + klﬂ’3,3‘5)

— J—
+ ﬂ“{la +a

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde N =3 ve M =8 igin a;ﬁ egrisi

— . —k —kﬂ, —m k,ﬂ, k/ —n kz—k2 k;{, +k ’
as,a(s ):( 1)“3,3,8“ 2 2,3,8)(1 +{ 2238t 1)'3,3,8]06 +[( 1 2)( 2772,38 1/13'3'8)+;Ll,3,8

a +a
7 H

N=3ve M =12 igin o, egrisi

XJZ(S*) _ ( _k1ﬂ3,3‘1zlu_ kzlz,alz ]&’"’ + { kz'lz,alz + kl'im,lz ]a" " {(klz - kz2 )(kz;tz,s,m + k1/13,3,12)

+ g o +a
1 r

seklinde yazilabilir. Asagidaki grafik « ile o5, o35 Ve o, egrilerinin grafiklerini

gostermektedir.
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Sekil 6.6. Ornek 6.3’Un « egrisi ile 0635, a;g ve 05;12 egrilerinin grafikleri

Sekil 6.6 (a), a egrisi ile o5 egrisinin grafigi; (D), @ egrisi ile oy, egrisinin

grafigi; (C), @ egrisiile a;,, egrisinin grafigini gostermektedir.

Ornek 6.4. o :[0,27] > E? tanimly, birim hizli binormali timelike olan

a(s) = (Ssinh (EJ,SCosh (EJ ﬁj
4 4)" 4

spacelike egrisini goz Oniine alalim. o« egrisinin Frenet vektorleri, egrilik ve

burulmasi sirasiyla asagidaki gibidir.

T(s)= (Ecosh [Ej,gsinh[ij,EJ , N(s)= [sinh [Ej,cosh [EJ,OJ ,
4 4) 4 4) 4 4 4

B(s) = Seosh[ S ,_—Ssinh s _—3 , k= ve r=—2,
4 4) 4 4) 4 16 16

Ayrica, a egrisinin Bishop elemanlar

16
k, = 3 cosh (5—5] .k, =_—Ssinh(5—sj (6.9)
16 16 16 16

Ve

Wl = _—5cosh (ijsinh(ﬁj +sinh[§jcosh [ﬁj,_—Ssinh (ijsinh (Ej +cosh [chosh [ﬁj,_—?’sinh[ﬁj
4 4 16 4 16) 4 4 16 4 16) 4 16

N—2 = _—5cosh (chosh [ﬁj + sinh(ijsinh(ﬁj,_—‘%sinh(ijcosh (Ej +cosh [Ejsinh [ﬁj,_—gcosh [ﬁj
4 4 16 4 16) 4 4 16 4 16 ) 4 16
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olarak hesaplanir. (6.9) ile verilen Bishop egrilikleri (2.65) de yerlerine yazilirsa o
spacelike egrisinin sabit genislikli oldugu egriyi belirlemede kullanilacak olan

normal formdaki diferensiyel denklem sistemi
2/ (s) = cosh( j/g(s)——smh[ jﬂa(s)

3
A, (s) = —Bcosh( jﬂl(s) (6.10)

25 (s) = ——Smh( jﬂi(s)

seklinde bulunur. (6.10) denklem sisteminin yaklasik ¢oziimlerini, Boliim 4.1.5 ve
4.1.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem sistemlerinin ¢ozimi igin

Taylor siralama yontemini kullanarak bulmaya calisalim. 2,(s), 4,(s) ve A(s) i¢in
baslangi¢ kosullarini
A40)=4, 2,(0)=3, 4(0)=2

olarak kabul edelim. Bu durumda d genisligi

d = J|A2 + 22 - 22| =21 = 4582575695 (6.11)

olur. N=3i¢in A,,(s), 4,,(s) V& 4,,(s) kesilmis (sonlu) Taylor seri ¢oziimleri
ﬂ'i,s (s) = i aivnsn, (i =1, 2,3)

seklindedir. §imdi yaklagik ¢oziimlerin a,, (n=0,1,23) katsayilarim hesaplayalim.

a=0, b=27 ve N =3 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

2 4
{80:0, slz?”, S, =?ﬂ, 33=27r}

olur. (4.44) ten (6.10) sistemi icin temel matris denklemi
[sB-PS}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.1.5 ve 4.1.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
i¢in (6.10) probleminin yaklasik ¢oztiimleri
Ay3(8) =4+0.562499999999999889s —0.118159582260970022S 2 +(0.755696025590192438e — 3s°
2,5(5) = 3—0.755 — (0.490684516041400287¢ —1)s? — (0.863829547989537414¢ — 2)s°
A5.5(8) = 2—0.126743095627038588s” — (0.635027397197631892¢ — 2)s°

olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Taylor polinom ¢dziimlerini hesaplamak igin
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' 3 5 3
€5 (5)_EC°Sh(Bjez,3(5)+ 65mh( jew(s)_ Ri5(s)

w

&, (s)+%cosh(58Je13(s) =-R,,(s) (6.12)

e3,3, (s)+ 365|nh( jem(s) R;5(s)

hata problemini ele alalim. Oyleki,

5s

R;(s) = 213(3)— COSh(Ejﬂa (8)+— smh( jﬂg (s)

Ry(9) = AL(5) + 6cosh( st)

Ry, () = ﬂg(S)+—smh( jﬂm(s)

seklinde tanimlidir. Yine Taylor metodu kullanilarak M =5 igin (6.12) hata

probleminin e ,(s), e,,(s) V& e,(s) € gOre e .(s), e,,5(s) Ve e,,(s) tahmini hata

fonksiyonlar1

€, 55(5) =—(0.105928145152966880e —1)s* + (0.489361084006016256¢ — 2)s°
—(0.574182640827182348e — 3)s* —(0.398092377338239984¢ — 6)s°

€,35(8) = —(0.582341769543024812¢ - 2)s? +(0.658276424790392098e — 2)s°
-(0.220507268882495083¢e — 2)s* + (0.229237733244127608¢e — 3)s°

€;45(8) = (0.521777611394166636¢€ — 2)s? +(0.527442612452168336¢ — 4)s®
—(0.955857908655768312¢ — 3)s* + (0.153968352688835806¢ — 3)s°

seklinde hesaplanir ve boylece

Au35(S) = 4+0.562499999999999889s —0.1287523968s” + (0.5649306866€ — 2)s°
—(0.574182640827182348¢ — 3)s* — (0.398092377338239984¢ — 6)s°

J55(5) = 3—0.755 — (0.5489186930e —1)s? — (0.2055531232¢ — 2)s°
—(0.220507268882495083¢ — 2)s* + (0.229237733244127608e —3)s°

245(5) = 2—0.12152531955 — (0.6297529711e — 2)s° — (0.955857908655768312¢ —3)s*
+(0.153968352688835806€ — 3)s®

diizeltilmis Taylor polinom ¢o6ziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

Jsg(8), Aysg(s) V& Ay 44(s) cOzUmleri

J135(5) = 4+0.56255 — 0.1289037535s” + (0.5856029575¢ — 2)s° — (0.669166315737968008e — 3)s*
+(0.174854310399223148¢ — 4)s° — (0.122371027674894086¢ — 5)s°
+(0.708041262540592314¢ —8)s” — (0.470011387677653106¢ —9)s®
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2.35(S) =3-0.755 — (0.5268482008e —1)s* — (0.4258537654e — 2)s°
+(0.149090127221772828e — 3)s° — (0.862242004364552275¢ — 6)s°
—(0.532022665405352383e — 6)s” + (0.152358000011210449 — 6)s°
—(0.145988500872305848¢ — 2)s*

A3.35(S) = 2—0.1171555968s° — (0.1105462535€ —1)s* + (0.997230858847616282¢ — 3)s*
—(0.206523200376361460e — 3)s° + (0.322243531298872787¢ — 4)s°
—(0.247627152405688160e —5)s’ +(0.207171926317935850¢e — 6)s®

ve M =12 iGin 2,,,,(s), A5,,(5) V€ Ay,.,(s) ¢OzUmleri

A131,(8) = 4+ 0.562499999999999889s — 0.1289061713s” + (0.5859096680e — 2)s*
—(0.670937000683444543¢ — 3)s* + (0.178887386855959562¢ — 4)s’
—(0.114696040901841878e — 5)s® — (0.724472379162385827¢e — 7)s’
+(0.249802139995394106e — 7)s® — (0.467493605949714266€ —8)s°
+(0.529338414636762066€ — 9)s'® — (0.345395923339866720e —10)s™
+(0.987831989549765450e —12)s*

2y 315(8) = 3—0.755 — (0.5273431986¢ — 1)s? — (0.4150600864¢ — 2)s°
— (0.156175524349805372¢ — 2)s* + (0.201241236913800650€ — 3)s°
— (0.162625996275453854¢ — 4)s® + (0.204780899947242272¢ —5)s’
— (0.635627953797193074e — 7)s® + (0.439416943325040134¢ — 8)s°
+(0.452479422630397925¢ — 9)s*° — (0.342098895276399121e —10)s™
+(0.219103668309968070e —11)s*

Aq315(5) = 2—0.1171874940)s — (0.1098634877e —1)s° + (0.934632929994752560e — 3)s*
— (0.175982796033341550e — 3)s® + (0.239600789219834852¢ — 4)s°
— (0.133438739413280217¢e - 5)s” + (0.162816792659281618¢ — 6)s°®
— (0.652762203469901825¢ — 8)s® + (0.700665709235962983¢ — 9)s™
— (0.268494076137334700e —10)s™ + (0.168152915705614782¢ —11)"

seklinde hesaplanir. Simdi (2.62) den d, ,, uzaklik fonksiyonu

Ay (9) = [0 (8)+ 22 (9) = A2y ()] =k, KeR
seklinde yazilabilir. N=3 ve M =5,812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklik fonksiyonlar

asagidaki gibi bulunur.

d, s (s) =/ 21-(0.888e —15)s + (0.56371377999998751250e — 2)s”
+(0.26019516472176070985e — 3)s* + (0.65834349656315850370e — 3)s°
—(0.19020942695278654803e — 3)s° + (0.28966783511150235923¢ —5)s’
+(0.52706989452389605353e — 5)s® — (0.71617083898385541215¢ — 6)s°
+(0.28843843190732970541e — 7)s' — (0.44572560699999714170e — 2)s°® |2
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dy5(5) = ~21— (0.18968872¢ — 3)s? + (0.4739804915€ — 3)s° — (0.54070981092900314440¢ — 3)s*
+(0.35369784496371166296¢ — 3)s°® — (0.14240486653671891073¢ — 3)s°
+(0.35277201525021776086€ — 4)s’ — (0.47980458961902092753¢ — 5)s°
+(0.96389920417973554372¢ — 7)s° + (0.97757523353061541653¢ — 7)™
— (0.22770258666378944369¢ — 7)s™ + (0.30747918572250226485¢ — 8)s™2
—(0.29147796091384227709¢ — 9)s™ + (0.19462373655734035996€ —10)s™
— (0.86390540917751739544e —12)s'® + (0.19707025976163691028¢ —13)s™® |2

ds,, (5) =| - (0.8882 —15)s + (0.93643999987512500000¢ — 6)s’ — (0.33995864999713828300¢ — 5)s°
— (0.83058405280628663886e —11)s™* + (0.10325704652785964029€ —11)s'®
— (0.10586604964217467354e —12)s'® + (0.89674222310292655825¢ —14)s"
— (0.621552245392401824766 —15)s'® + (0.32859206819239345568¢ —16)s™
—(0.11109752428460211714¢ —17)s® + (0.20723538543555873101e — 20)s
+(0.23146225172369494307¢ — 20)s? — (0.12785275068237675489% — 21)s%
+(0.29489134802363395049 — 23)s** + (0.56758388379267074780e —10)s™
+21+ (0.56266148868079048805¢ — 5)s* — (0.53973199973672422470¢ — 5)s°
+(0.32746438094436346066¢ — 5)s° — (0.12954656955234828240¢ — 5)s
+(0.32847917941777210677e — 6)s° — (0.47124448101558438022¢ — 7)s°
+(0.94772195170918367462¢ — 9)s™ + (0.11942643138306953039% —8)s':
—(0.32355148006176127760e — 9)s™2 |V

dyn uzaklik fonksiyonunun N =3 ve M =5812 degerleri i¢in [0,27] aralifindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.4 de gosterilmistir.

Tablo 6.4. Ornek 6.4’Un d,,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

Si d3.5(si) d3,8 (SI) d3,12 (SI)
0 4.582575695 4.582575695 4.582575695
7/2 4.582780924 4.582577128 4.582575698
n 4.582738519 4582577181 4.582575698
3r/2 4.582604423 4582577423 4.582575696
2r 4.585227383 4582663518 4.582575634

Tablo 6.4 deki degerler (6.11) ile karsilastirildiginda M degeri arttikga yaklagik
coziimlerin gergek coziimlere oldukga yaklasildigi acik bir sekilde goriilmektedir.
Simdi d,, uzaklik fonksiyonunun N=3 ve M =5,812 degerleri i¢in grafiklerini

cizelim.

180



458 —— 7 ————————— T T————— I

I
—+— U3 | | | | T
| | | | 9
4.5838) —=—U3g |- - — - == === T t-—-——- ===
[ [ [ [
0 d3 12 [ [ [ [
45836 —— — - = N - - - - bom - ——— H
[ [ [ [ | /
| | | | |
458341 — — — — — - _ l_ 1 L __ (R
[ [ [ [ [ |
m | | | | |
TS 45832F - - — — - R — i R
= [ ! | | [ [
Rl | | | | | /
*
P S ]
[ [ [ [ [
[ [ [ [ [
45828 — — — — —pm e = — = — — — oA - — - A
A L */* 2 T
X | e | x P
45826 =5~ 5 o B NP e, N e
T T T T 4
[ [ [ [ [
4.5824 ! ‘ ! ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6
S

Sekil 6.7. Ornek 6.4’(in uzaklik fonksiyonlariin karsilastiriimasi

Ayrica, Sekil 6.7 den de gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢6ziimiin
dogrulugu artmaktadir. Clinkd d, ,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Son olarak, N =3

ve M =5,8,12 degerleri i¢in buldugumuz 2, ,(i=12,3) degerlerini, (6.5) ile verilen
Bishop egriliklerini ve «,a’,a", a” degerlerini (2.78) de yerlerine yazarsak, «
spacelike egrisinin sabit geniglikli (d =+/21 = 4582575695) oldugu o egrisi

belirlenebilir. O halde N=3 ve M =5 icin a5 egrisi

a +a
u u

— . —k —kﬂ, —m k/ﬂ, k/ —n kz— 2 k;[, +k '
as,s(s ):( 113,3,5“ 2 z,3,5ja +{ 2235t 113,3,5]06 +[( 2 kl)( 277235 1/13'3'5)+Al,3,5

seklinde ifade edilir. Benzer sekilde N =3 ve M =8 igin a,, egrisi

0?3(5*) _ (_klﬂ‘&?:‘& - szlz,s‘s j&”’ " kz"lz,as + klrﬂsa,s &” + (kzz - klz)(kzﬂ'z,as + klls,as) N 21‘3‘3 &’ ‘e
H H H
N=3ve M =12 igin a,, egrisi

’

+ ’11,3,12}‘; ta

@(S*) _ ( _k1/13,3,12 - kzlz,s,m j " [ kzllz,s,m + kl’ﬂG,S,lz ]&'" n I:(kzz - kl2 )(kZ/lZ,&lZ + klj?,3‘12)

o +
u H U
seklinde yazilabilir. Asagidaki grafik « ile &, o, Ve a,, egrilerinin grafiklerini

goOstermektedir.
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Sekil 6.8. Ornek 6.4’Un « egrisi ile 0635 a;kyg ve a;u egrilerinin grafikleri

Sekil 7.8 (), a egrisi ile o5 egrisinin grafigi; (D), @ egrisi ile oy, egrisinin

grafigi; (C), o egrisi ile egrisinin grafigini gostermektedir.

6.4. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli
Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklem Sistemlerinin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

Bu bolumde 3-boyutlu Minkowski uzayinda Bishop catiya gore sabit genislikli
spacelike egri ciftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemlerinin yaklagik
¢ozlimleri i¢in gelistirdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilacaktir. Bolim 6.3 de
verilen Ornekleri bu kez de Lucas siralama metoduyla ¢ozerek, spacelike bir egrinin

sabit genislikli oldugu egriyi yaklasik olarak bulmaya caligalim.

Bolim 2.2.2 de 3-boyutlu Minkowski uzaymmda Bishop c¢atiya gore sabit
geniglikli spacelike egri giftlerini karakterize eden diferensiyel denklem sistemi
(2.65) ile ayrica, S yay parametreli o spacelike egrisinin sabit genislikli oldugu,
a'(s) konum vektorii ile verilen o spacelike egrisinin ise (2.78) bagmntist ile

belirlenebilecegi gosterilmisti.
Simdi (2.65) denklem sistemi ile (2.78) bagintisin1 kullanilarak spacelike bir

egrinin sabit geniglikli oldugu egriyi yaklagik olarak belirlemeye c¢aligalim.

Asagidaki ornekleri inceleyelim.
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Ornek 6.5. Ornek 6.3 de verilen (6.6) denklem sisteminin yaklasik ¢dziimlerini bu
kez de, BOlum 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem
sistemlerinin ¢dzlimii i¢in Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢alisalim.
2,(s), A,(s) ve A(s) i¢in baglangic kosullar

40)=3, 4,(0)=2, 4(0)=1

olsun. N=3i¢in 4,(s), 4,,(s) V& 4,,(s) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢oziimleri
Ais(s) = 23: a,L,(s), (i=123)
n=0

seklindedir. §imdi yaklagik ¢oziimlerin a,, (n=0,1,23) katsayilarim hesaplayalim.
(4.96) dan, (6.6) sistemi icin temel matris denklemi

{SBD-PSD}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
icin (6.6) probleminin yaklasik ¢dziimleri

245(s) =3.0000000000000001644 — 0.24000000000000000140s + (0.118469934610790622¢ —1)s
—(0.143906347487123780€ — 2)s°

2, 5(s) = 2.0000000000000001416 — 0.35999999999999998099s + (0.124089497100107888e —1)s*
—(0.103022526195724633¢ — 2)s°

A5 5(s) = 0.9999999999999999656 + (0.2374e —17)s +(0.279390707420637368¢ ~1)s?
—(0.997700682999586162¢ — 3)s”
olarak hesaplanir. Simdi de diizeltilmis Lucas polinom ¢dziimlerini hesaplayalim.
M =5 i¢in hata probleminin e (s), e,,5(s) V€ e,,,(s) tahmini hata fonksiyonlari
€45 (5) = —(0.7328e — 20) — (0.16820¢ —18)s + (0.15565975128012658814e — 3)s’

—(0.16093354624398156620e — 3)s° + (0.391648182149071367¢ — 4)s*
—(0.285545505012147324¢ —5)s°

€45 (S) = (0.3588e —18) — (0.12028e —17)s + (0.18943526558278087576€ — 2)s
— (0.87928737463878048680e —3)s® + (0.957149196653340794e — 4)s*
+(0.156354546864962824¢ — 5)s°

€,45(S) = (0.244e -18) - (0.19462e —17)s + (0.872979124523147674e - 3)s?
—(0.54775552871712653620e — 3)s” + (0.119820243525869272¢ — 3)s*
—(0.895059117974079024¢ —5)s®

seklinde hesaplanir ve boylece

Ao 55(5) = 3—0.24s + (0.1200265321e — 1) — (0.1599997021e — 2)s°
+(0.391648182149071367e — 4)s* — (0.285545505012147324e — 5)s°
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Jys5(5) = 2—0.365+(0.1430330237e — 1)s% — (0.1909512637¢ — 2)s°
+(0.957149196653340794e — 4)s* + (0.156354546864962824¢ — 5)s°

Jq55(8) =1+ (0.4278e —18)s + (0.2881204986¢ — 1)s? — (0.1545456212¢ — 2)s°
+(0.119820243525869272e —3)s* — (0.895059117974079024¢ —5)s°

diizeltilmis Lucas polinom ¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

Jss(8), Ays5(s) V& Ay 44(s) cOzUmleri

Ar35(8) = 3-0.24s +(0.1199999222¢ —1)s — (0.1599984337¢ — 2)s°
+(0.39985665096033986043¢ — 4)s* — (0.31926837723853974257¢ —5)s°
+(0.51125121323679365350e — 7)s° — (0.265474827440006082¢ —8)s’
—(0.375422281387518710e —12)s°

2y.55(5) = 2—0.365 + (014400068408 — 1)s” — (0.2016144390¢ — 2)°
+(0.14028992415325916897¢ — 3)s* — (0.66737500674790190095¢ — 5)s°
+(0.62009319497854453872¢ — 6)s° — (0.182140175617380585¢ — 7)s’
+(0.135378409022336634¢ — 8)s®

Jy55(5) =1—(0.33566403e —17)s+ (0.2879978167e —1)s? — (0.1535520855€ — 2)s°
+(0.11858208476804165249 — 3)s* — (0.98370644603114900703¢ - 5)s°
+(0.27132052877468975108e —6)s° — (0.181082634810400629 — 7)s’

— (0.542761804901356615¢ — 9)s®

ve M =12 iGin 2,,,,(s), A5,,(5) V€ Ay,.,(s) ¢OzUmleri

A 315 (5) = 3—0.24s +(0.1200000213e —1)s* — (0.1600006280€ — 2)s°
+(0.40007989033036299518e — 4)s* — (0.32051596333343687925¢ — 5)s°
+(0.54869213108772501487¢ — 7)s°® —(0.30031136406378551744¢ —8)s’
—(0.15406570162062899843e — 9)s® + (0.64756218829999972655¢ —10)s’
—(0.11146449221863870452¢e —10)s™ + (0.962367044516319605¢ —12)s™
—(0.341428735671940710e —13)s™

2y s1(5) = 2—0.365+(0.1439998842¢ —1)s? — (0.2015959458e — 2)5°
— (0.65465773734096565467¢ —5)s° + (0.56322026457587102976€ — 6)s°
+(0.8217378932431681842¢ — 9)s” — (0.34654155170366735142¢ —8)s®
+(0.87749430238463071356¢ — 9)s° — (0.10520163396707396149 —9)s™
+(0.726591974348176796e —11)s™ — (0.215631609946456374¢ —12)s'?
+(0.14009280276378765566¢ — 3)*

Jq51,(5) =1.000000000 + (0.1299094549e —14)s + (0.2880000137¢ —1)s? — (0.1536004047¢ — 2)s°
+(0.11904468826689763095¢ — 3)s* — (0.10078439437293377548e — 4)s°
+(0.34420961695530258433¢ — 6)s° — (0.30476855805398702609€ — 7)s’
+(0.39156842394349476919e — 9)s® + (0.30593571392982465949 —10)s°
— (0.11939358784085760158¢ —10)s'® + (0.982389658517330959% —12)s™
— (0.352290027708864965¢ —13)s"
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seklinde hesaplanir. Simdi de N=3 ve M =5812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklk

fonksiyonlarin1 hesaplayalim.

d, 5 (S) = 6+(0.8556000000e —18)s + (0.4268095000€ — 3)s” — (0.5157398364e — 3)s°
+(0.2545326316e —3)s* — (0.6401173350e — 4)s° + (0.8905176270e —5)s°
—(0.7591869264e —6)s” +(0.4950358019e — 7)s® — (0.2667900043e —8)s°
+(0.8582203158e —10)s™ |2

d(5) =) —6+ (0.6713280600e —17)s + (0.7569400000e — 6)s — (0.1682810400€ — 5)s°
—(0.1180485734e —8)s° + (0.1227263308e — 9)s*° — (0.1034269139% —10)s™
+(0.6867809216e —12)s' — (0.4124143704e —13)s™ + (0.1970301372e —14)s"
— (0.6897463523¢ —16)s™ + (0.1538140845e —17)s'® + (0.1647747946€ —5)s*
— (0.9006991601e — 6)s® + (0.3010942234¢ — 6)s°® — (0.6517411539% — 7)s
+(0.9851211499¢ —8)s® |2

d., () = ~(0.2598189098e —14)s — (0.6184000000€ — 7)s + (0.2173019999 — 6)s°
—(0.3587678527e — 6)s* + (0.3529530780e — 6)s° — (0.2274271641e — 6)s°
+(0.1008681760e — 6)s” — (0.3164476926¢ — 7)s® + (0.7116523201e — 8)s°
—(0.1153498187e —8)s™ + (0.1359995605¢ — 9)s™* — (0.1216856367e —10)s™2
—6+(0.1362622024e —17)s'® — (0.2359919955¢ —18)s™ + (0.2487902530e —19)s”
— (0.1855714632e — 20)s>* + (0.9466957833¢ — 22)s% — (0.2998590775¢ — 23)s%
+(0.44090172766 — 25)s* +(0.9281701077e —12)s' — (0.6785193695¢ —13)s™
+(0.4419665935e —14)s™ — (0.2119930593¢ —15)s™ + (0.2243683526e —17)s'” [/

d, . uzaklik fonksiyonunun N =3 ve M =5,812 degerleri i¢in [0,27] araligindan

secilmis baz1 degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.5 de gosterilmistir.

Tablo 6.5. Ornek 6.5’in d, ,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

si d3.5(si) d3,8 (SI) d3,12 (SI)
0 2.449489743 2.449489743 2.449489743
7/2 2.449512037 2.449489732 2.449489743
T 2.449508687 2.449489731 2.449489743
3rn/2 2.449501590 2.449489733 2.449489743
2r 2.449686299 2.449490262 2.449489727
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Tablo 6.5 deki degerler (6.7) ile karsilastirildiginda M degeri arttikga gergek ¢oziime
oldukga yaklasildigi agik bir sekilde goriilmektedir. Simdi d,, uzaklik

fonksiyonunun N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in grafiklerini ¢izelim.

2.4496

2.4496 S /

24496 - — — — —— — — — — —

24495 — — — - -

dN,M(S)

24495 — — — - -

Sekil 6.9. Ornek 6.5’in uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi

Ayrica Sekil 6.9 dan gorilmektedir ki M degeri artirildiginda ¢oziimiin dogrulugu

artmaktadir. Ciinkii d, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Lucas siralama
metodunun bu tip denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde oldukg¢a etkili oldugu
sOylenebilir. Son olarak, Lucas siralama yontemiyle N=3 ve M =5,812 degerleri
icin buldugumuz 4, ,(i=123) degerlerini, (6.5) ile verilen Bishop egriliklerini ve
a,a',a’, a" degerlerini (2.78)’de yerlerine yazarsak, o egrisinin sabit genislikli

(d =6 = 2.449489743) oldugu s, Qsg Ve 0‘;12 egrileri elde edilir. Asagidaki grafik

a ile 05;5, a;’B ve 05;12 egrilerinin grafiklerini gostermektedir.

186



8 -8
6 6 6
oy 4 z 0‘3*‘8 4 =z
) 2
o (04
S eI S
X ¥ X Y
(@) (b) (©

Sekil 6.10. Ornek 6.5’in o egrisi ile Oés, (5 Ve @, egrilerinin grafikleri

Sekil 6.10 (a), « egrisi ile a5 egrisinin grafigi; (b), o egrisi ile a5, egrisinin

grafigi; (C), & egrisiile &, egrisinin grafigini gostermektedir.

Ornek 6.6. Ornek 6.4 de verilen (6.10) denklem sisteminin yaklasik ¢dziimlerini bu
kez de, Bolum 4.25 ve 4.2.6 da bahsedilen normal formdaki lineer denklem
sistemlerinin ¢6ziimil i¢in Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢alisalim.
2,(s), A,(s) ve A4(s) i¢in baglangic kosullar

/’11(0)241 /’1’2(0)=3| /’1’3(0):2

olsun. N=3i¢in 4,(s), 4,,(s) V& 4,,(s) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢oziimleri

;ti‘3(s) = i &, I‘n (S), (I =1, 213)

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a;, (n=0,1,2,3) katsayilarin1 hesaplayalim.
(4.96) dan, (6.10) sistemi icin temel matris denklemi

{SBD-PSD}A=G
seklinde yazilabilir. Bolim 4.2.5 ve 4.2.6 da bahsedilen yontem kullanilarak N =3
i¢in (6.10) probleminin yaklasik ¢oztiimleri

A,5(8) = 3.999999999999999976 + 0.56249999999999979183s — 0.118159582260970022s>
+(0.755696025590118278e — 3)s*
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A, 5(5) = 2.9999999999999998886 — 0.74999999999999977719s — (0.490684516041400357¢ —1)s°
—(0.863829547989536373¢ — 2)s°

Jq5(5) =1.999999999999999944 — (0.1738e —16)s —0.126743095627038588s°
—(0.635027397197632586€ — 2)s°

olarak hesaplanir. Simdi de diizeltilmis Lucas polinom ¢dziimlerini hesaplayalim.

M =5 i¢in hata probleminin e (s), e,,5(s) V€ e,,,(s) tahmini hata fonksiyonlari

&55(5) = (0.115792e —15) — (0.48278¢ —16)s — (0.10592814515296624696¢ —1)s°

+(0.48936108400598793220e — 2)s® — (0.574182640827129764¢ — 3)s*
—(0.398092377342915606¢€ — 6)s°

€, 45(5) = (0.110800e — 15) + (0.68880e —16)s — (0.582341769543054474¢ — 2

+(0.6582764247904182580e — 2)s° — (0.220507268882497338¢ — 2)s*
+(0.229237733244132026¢ — 3)s°

€,45(8) = —(0.5208e —17) + (0.878e —18)s + (0.5217776113941741824¢ — 2)s’
+(0.52744261245124026e — 4)s* — (0.955857908655742724¢ — 3)s*
+(0.153968352688833854¢ — 3)s°

seklinde hesaplanir ve boylece

A 35(8) =4+0.56255 —0.1287523968s + (0.5649306866¢ — 2)s° — (0.574182640827129764¢ — 3)s*
—(0.398092377342915606€ — 6)s°

2y 55 (S) = 3—0.755 — (0.5489186930e —1)s% — (0.2055531232¢ — 2)s°
— (0.220507268882497338e — 2)s* + (0.229237733244132026¢ — 3)s°

2y55(5) = 2—(0.16502 — 16)s — 0.12152531955° — (0.6297529711e — 2)s°
— (0.955857908655742724¢ — 3)s* + (0.153968352688833854¢ — 3)s°

diizeltilmis Lucas polinom ¢oziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

Z136(S), Ay35(S) V€ A;554(S) (;('szmIeri

S)=4+0. S—0. S” + (V. e—2)s" —(U. e—Y)S

45(5) =4+0.5625s —0.1289037535s + (0.5856029575¢ — 2)s° — (0.470011391807362240e —9)s°
—(0.66916631573841903372¢ - 3)s* +(0.17485431039698528570€ — 4)s°
—(0.12237102764843514779 —5)s° + (0.708041263169429574¢ —8)s’

2y 55(8) = 3—0.755 — (0.5268482008e —1)s? — (0.4258537654¢ — 2)s
— (0.14598850087267640890e — 2)s* + (0.14909012722202518803¢ — 3)s°

—(0.862242004613312720e - 6)s°® — (0.532022665405169424¢ — 6)s’
+(0.152358000011123310¢e - 6)s’

Jy55(5) = 2—(0.62553754e —15)s — 0117155596857 — (0.1105462535¢ —1)s°
+(0.207171926315852148¢ — 6)s® + (0.99723085884447246216¢ — 3)s*

—(0.20652320037504410154e —3)s° + (0.32224353129523393384¢ — 4)s°
—(0.247627152401833822¢ —5)s’
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ve M =12 iGin 2,,,,(s), A5,,(5) V€ Ay,.,(s) ¢OzUmleri

A3, (5) = 4+0.56255 —0.1289061713s” + (0.5859096680e — 2)s°
+(0.17888738930352518670e — 4)s°® — (0.11469606207620394099¢ — 5)s°
—(0.72447154583784520248¢e — 7)s’ + (0.24980193429140654508¢ — 7)s®
—(0.46749327793118677120e —8)s° + (0.52933788985384676497¢ — 9)s™°
—(0.345395643867698520e —10)s™ + (0.987831432711629414e —12)s™
—(0.67093700085342017043¢ — 3)s*

312 (8) = 3—0.755 — (0.5273431986e — 1)s” — (0.4150600864¢ — 2)s°
—(0.15617552435357123337e — 2)s” +(0.20124123690092956175e —3)s°
—(0.16262599695236356647e —4)s° +(0.20478090290819656178e —5)s’
—(0.63562805729829601050e — 7)s® + (0.43941707990508476487¢ —8)s°
+(0.45247908437631040080e — 9)s™° — (0.342098730768307083¢ —10)s™
+(0.219103625672695240e —11)s™

Jas1(5) = 2—(0.3590928838e —13)s — 0.1171874940)s? — (0.1098634877e —1)s
+(0.93463293015169408968¢ — 3)s* — (0.17598279613954829942¢ — 3)s°
+(0.23960078975909630494e — 4)s® — (0.13343874157086964634e —5)s’
+(0.16281679834302081948¢ — 6)s® — (0.65276232722751405622¢ —8)°
+(0.70066580773551859468¢ — 9)s'® — (0.268494109188560302¢ —10)s™
+(0.168152929639306 764 —11)s'2

seklinde hesaplanir. Simdi de N=3 ve M =5812 i¢in d,,, d,, Ve d,,, uzaklk

fonksiyonlarin1 hesaplayalim.

d,5(S) = 21+ (0.66008e —16)s + (0.5637137800e — 2)s” — (0.4457256070e — 2)s°
+(0.2601951647e —3)s* + (0.6583434966e —3)s° — (0.1902094270e — 3)s°
+(0.2896678351e —5)s +(0.5270698945e —5)s® — (0.7161708390e — 6)s°
+(0.2884384319e — 7)s' |2

d,(s) = —21-(0.2502150160e —14)s — (0.1896887200e — 3)s” + (0.4739804915¢ — 3)s’
+(0.9638992042e — 7)s° + (0.9775752335e — 7)s'® — (0.2277025867e — 7)s™
+(0.1970702598e —13)s"® + (0.3074791857e —8)s'? — (0.2914779609¢ — 9)s*
+(0.1946237366€ —10)s™ — (0.8639054092¢ —12)s™ — (0.4798045896€ — 5)s°
—(0.5407098109¢ — 3)s* + (0.3536978450e — 3)s° — (0.1424048665¢ — 3)s°
+(0.3527720152e — 4)s” | V2
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d,., (s) = (0.1436371535¢ —12)s + (0.93644e — 6)s” — (0.3399586508¢ — 5)s°
—(0.5397317826e —5)s° + (0.3274641873e — 5)s® — (0.1295464986¢ —5)s’
+(0.3284790544¢ — 6)s® — (0.4712444679 —7)s’ + (0.9477253102¢ — 9)s™°
+(0.1194263082¢ - 8)s™ — (0.3235512306e — 9)s™ + (0.5675836807¢ —10)s™
—(0.8305838241e —11)s* +(0.1032570255¢e —11)s™ — (0.1058660348¢ —12)s"®
+(0.8967421338e —14)s" —(0.6215522815¢ —15)s™® + (0.3285921837e —16)s™
—(0.1110976913e —17)s* +(0.2072487550e — 20)s* + (0.2314615263¢ — 20)s*
—(0.1278525371e — 21)s* + (0.2948910043¢ — 23)s* + 21+ (0.5626612672e —5)s* |~/

d, . uzaklik fonksiyonunun N =3 ve M =5,812 degerleri i¢in [0,27] araligindan

secilmis bazi degerlerde niimerik sonuglar1 Tablo 6.6 da gosterilmistir.

Tablo 6.6. Ornek 6.6'nin d, ,, uzaklik fonksiyonunun

N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in sayisal sonuglar

si d3.5(si) d3,8 (SI) d3,12 (SI)
0 4.582575695 4.582575695 4.582575695
7/2 4.582780924 4.582577128 4.582575698
T 4582738519 4.582577181 4.582575698
3rn/2 4.582604423 4.582577423 4.582575696
2r 4.585227382 4.582663518 4.582575648

Tablo 6.6 deki degerler (6.11) ile karsilastirildiginda M degeri arttikca gercek
¢oziime oldukca yaklasildigi acik bir sekilde goriilmektedir. S$imdi d,,, uzaklik

fonksiyonunun N =3 ve M =5,8,12 degerleri i¢in grafiklerini ¢izelim.

4.584

\
——f—dgg | | | | T
| | | | |
45838 —A—Uyg |- - - _ e - = — = — - |- ———- +-————f
| | | |
&—d3 g5 | | | |
45836~ === - e —— [ [ N 4
| | | | |
| | | | |
45834 — — — — - - - o e
| | | | | f
> | | | | |
S 45832 - - - - (R P I A
= | | | | | |
© | | | | | |
I I I I I *
4583 - — - -~ m- - I == =TT |- - T
| | | | |
| | | |
45828 ***** /%T——*\**T*SL ****** ‘)L i/:*j,—**f—;k‘\:\j - = — ﬂ“ ******
/K | | | x I,
45826 = —pc A —p— —p— — A A= A= A= A= A= A= A X< %j* = >
Y g Y g
| | | | |
45824 ! ! ! ‘ !
0 1 2 3 4 5 6
S

Sekil 6.11. Ornek 6.6’ nin uzaklik fonksiyonlarinin karsilastirilmasi
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Ayrica Sekil 6.11 den gortlmektedir ki M degeri artirildiginda ¢6ziimiin dogrulugu

artmaktadir. Ciinkii d,, fonksiyonu sabit kalmaktadir. Buradan Lucas siralama
metodunun bu tip denklem sistemlerinin ¢6ziimiinde oldukg¢a etkili oldugu
sOylenebilir. Son olarak, Lucas siralama yontemiyle N=3 ve M =5,812 degerleri
icin buldugumuz 4, ,(i=123) degerlerini, (6.9) ile verilen Bishop egriliklerini ve
a,a',a’, a" degerlerini (2.78)’de yerlerine yazarsak, o egrisinin sabit genislikli

(d =+/21 = 4.582575695) oldugu 01;5, 06;8 ve 06;12 egrileri elde edilir. Asagidaki grafik

a ile 0‘;,5, Uyg VE 05;12 egrilerinin grafiklerini gostermektedir.

10

(@) (b) (©)

Sekil 6.12. Ornek 6.6’m o egrisi ile 05;5, 06;8 ve a;12 egrilerinin grafikleri

Sekil 6.12 (a), & egrisi ile o egrisinin grafigi; (b), o egrisi ile a5, egrisinin

grafigi; (C), o egrisiile &, egrisinin grafigini gostermektedir.
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7. 3-BOYUTLU OKLID UZAYINDA KURESEL EGRILERI KARAKTERIZE
EDEN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMU

7.1. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Kuresel Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel

Denklemlerin Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli olmayan, regiiler kiiresel egrileri
karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden
degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi Bolim 3.1 de (3.18) ile verilmisti.
(3.18) denklemi incelendiginde, eger kiiresel bir egrinin hizi, egriligi ve burulmasi
verilirse ya da bilinirse, kiiresel egrinin denklemi yaklasik ¢6ziim metodlari
vasitastyla belirlenebilmektedir. Bu boliimde, 3-boyutlu Oklid uzaymnda kiiresel
egrileri karakterize eden lineer difrensiyel denkleminin ¢ozimu igin Taylor siralama

metodu kullanilacaktir. Bu amagla asagida verilen kiiresel egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 7.1. o :[0,27] — E® tamimh

a(t) = (sin (%) cos(t),sin (%)sin(t), coS (%D

Clelies egrisini gdz oniine alalim [64]. o egrisi birim Kiire iizerinde yatan, birim hizl

olmayan regiiler bir egridir. « egrisinin hizi, egriligi ve burulmas: sirasiyla asagidaki

V) =||a'(t)||:%\/r@+s (7.1)
(o5 0
[ (3)+5
a5 5oy

48cos* (;j —156c0s? (;j +125

gibi hesaplanir.

k()=

N w

7(t) = (7.3)

O halde « kiiresel egrisini karakterize eden (3.18) lineer diferensiyel denklemi m=0
icin
ps (Do (t) + p, (a"(t) + p.(t)a'(t) + py (D (t) =0 (7.4)

seklinde yazilir. Burada
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ol o o s )

64 cos® (;j — 240 cos* (;j +300cos ;) 125

[ o))

64cos ( j 240 cos* (;) +300c0s? (;) 125

sl el

264coss[;)—240cos [ )+300c052 ;j 125

4cose(;)—24cos (;j+45cosz( ) 25

t
2
4 of t o t
64 cos 2 —240cos*| — |+300cos 2 -125

seklindedir. Simdi « egrisini a(t)=(a(t).a,(t),o4(t)) olarak diisiinelim. O halde, (7.4)

P; (t) =

p,(t) =

pl(t) =

Po (t) ==

esitligi «,(t), a,(t) Ve a,(t) icin asagidaki gibi saglanir.

P (), [t) + p, M) (t) + p, (D) (t) + Py (D (t) =0 (7.5)
P (Do) (1) + p, (Day (t) + P, ()exy (1) + Py (D, (£) =0 (7.6)
P, (D)e(t) + p, () (1) + P, (s (t) + Py (D)exy (1) = 0. (7.7)

Kabul edelim ki « kiiresel egrisinin parametrik denklemi bilinmesin. Ancak
hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor olsun. Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de verilen Taylor
siralama metodunu kullanarak, ve (7.5), (7.6) ve (7.7) denklemleri yardimiyla «
egrisinin parametrik denklemini bulalim. Sonra, elde edilen yaklasik denklemi, «
egrisinin gercek denklemiyle karsilagtirarak, yaklagik ¢oziimiin gergek ¢oziime ne
kadar yakin oldugunu tablo ve grafikler yardimiyla gdsterelim.

(7.5), (7.6) ve (7.7) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklagik ¢oziimlerini
Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya

calisalim. a,(t), a,(t) Ve a,(t) icin baslangi¢ kosullarini
2,(0)=0, &/ (0)=0,5 &"(0)=0
a,(0)=0, o, (0)=0, a,"(0) =1
,(0) =1, &, (0)=0, a,"(0)=-0,25
olarak kabul edelim. N =4 i¢in a,(t), a,,t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

coztmleri
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ai,4(t) =Z4:ai,ntn1 (I =11 213)

seklindedir. Simdi yaklasik ¢6ziimlerin a,,(n=0,1234) Taylor katsayilarimi

hesaplayalim. a=0, b=2z Ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

3
{to =0, =%, t, =71, =?”, t, =27r}
olur. (4.9) dan (7.5), (7.6) ve (7.7) denklemleri i¢in temel matris denklemi
{ZS: PT Bk}A =G
k=0

seklinde yazilabilir. BOlim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (7.5), (7.6) ve (7.7) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢ozimleri

o, ,(t) = 0.5t —0.1033282130t* + (0.1145284738e —1)t*
a, ,(t) = 0.5t2 —0.2389089492t° + (0.2231474722¢ ~1)t*
o () =1-0.125t7 + (0.402468024e — 2)t° + (0.1160878758e — 2)t"
olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Taylor polinom ¢oztimlerini hesaplamak icin
ps(t)e, (1) + p, (el (1) + py(t)er, (1) + po (e, () =—R,,
Pa(t)ez, (t) + po (1), (1) + pu(t)e; , (1) + Po(t)e, s (1) =R,
Ps ()57, (1) + P, ()5, (1) + Py (€5 4 (1) + P (s 1 (1) = Ry 4

hata problemlerini ele alalim. Burada

R (1) = p;(t)ery’, () + P, (), (1) + Pr(t) 4 (8) + Py (t) ey 4 (1) (7.8)
R2,4 ) =p, (t)az”,'zt )+ p, (t)az”,A O+p (t)aé,d ®)+ p, (t)az,A ®) (79)
R3,4 (t) = p; (t)a;,'4 )+ p, (t)a;A O+ p, (t)aé,A t)+p, (t)a3,4 (t) (7 10)

seklinde tanimlidir. Taylor metodu kullanilarak M =5 i¢in (7.8), (7.9) ve (7.10) hata
problemlerinin e, (t), e,,(t) Ve e,(t) € gore e,(t), e,,;({t) ve e, (t) tahmini hata
fonksiyonlari

€ ,5(t) =—0.335907497173856t" +0.147313131409366t* — (0.145247901898805¢ —1)t°
€,,5(t) = -0.238494768939145t° +0.107194187070776t* — (0.106643265202803¢ —1)t°
8,45 (t) =—(0.534227066634374¢e — 2)t° +(0.236392621307804e — 2)t* — (0.227723623348449 — 3)t°

seklinde hesaplanir ve boylece

oy 45(t) =0.5t— 0.439235710173856t> + 0.158765978789366t* — (0.145247901898805¢ — 1)t°

a, ,.5(t) = 0.5t* —0.477403732659852t° + 0.129508940184441t* — (0.106643270822346e —1)t°
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a5 45(t) =1-0.125t2 — (0.131759042634374¢ — 2)t° + (0.352480497107804¢ — 2)t*
—(0.227723623348449 — 3)t°

diizeltilmis Taylor polinom ¢o6ziimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

o ,6(t), apug(t) VE oy, 4(t) GOZUMIeri

a ,(t) =0.5t+ 0.306532517056142t* —0.444149877790954t* +0.174641378425833t°
—(0.286041010308220e —1)t° + (0.194021504746415e — 2)t" — (0.356421786063175¢ — 4)t°

0, 45 (t) = 0.5t% +0.224416934602420t° — 0.248981367149786t" + (0.213310866985958e — I)t°
+(0.147212033202718e — 1)t° — (0.335862945004204e — 2)t” + (0.204842661233543¢ — 3)t°

y.44(t) =1—0.125t% + (0.786484791878541e — 4)t° + (0.254398434286040e — 2)t*
+(0.192975825917942¢ — 4)t° — (0.256951006374681e — 4)t°
+(0.630291718752619 — 6)t” + (0.407318056026991e — 7)t°

ve M =13 iGN o, 5(t), o,5(t) Ve oy, (t) cOzUMIeri

@ 415 (t) = 0.5t —0.260159293976231t° — (0.161070304372495¢ —1)t* + (0.463758051711661e —1)t°
—(0.994411202731779 — 2)t° +(0.301680584134767¢ — 2)t’
—(0.156181212030253¢ — 2)t° + (0.410442616957696€ — 3)t°
— (0.538286023944469 — 4)t*° + (0.350818758175806¢ — 5)t"*
—(0.901861821780739% — 7)t'2 — (0.128635393103690¢e — 9)t**

0 413(t) = 0.5t% — (0.644390281743329e — 20t° — (0.941255551379305¢ — 1)t*

—(0.975021829148709¢ — 2)° + (0.148597408316881e — 1)t°
—(0.359012106559670e — 2)t” + (0.101866486794180e — 2)t°
—(0.359724805763832e — 3)t° + (0.768035094158171e — 4)t°
—(0.889333083528139 — 5)t** + (0.533825196318890¢e — 6)t*
—(0.132048881471986e — 7)t*

5 415 (t) =1-0.125t* —80.47855086052466 7€ — 5)t° + (0.261129210889764¢ — 2)t*

—(0.646687847064703¢ — 5)t° — (0.174553753081556€ — 4)t°
—(0.197121287819242¢ —5)t” + (0.738436345544460e — 6)t°
—(0.146014744041513e — 6)t° + (0.225456832408564¢ — 7)t*°
—(0.233230077011794e — 8)t'* + (0.140911257749131e — 9)t*
—(0.377664244831449e —11)t*

seklinde hesaplanir. Boylece, N =4 ve M =5,8,13 degerleri i¢in buldugumuz o, ,, (t)
(i=12,3) degerlerini

o ()= (00 (1), Gy (0,0 () (7.11)
ifadesinde yerlerine yazarsak o, (t) = «(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N=4 ve M =513 degerleri icin [0,27] aralifindan se¢ilmis bazi

degerlerde diizeltilmis mutlak hata fonksiyonlarini karsilastiralim.
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Tablo 7.1. Ornek 7.1%in diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|, , (t)|)

N =4 Ve M =5,8,13 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E1,N,M (t)| = |oz1 ®) - ym (t)|

|EL.s ()] |ELs ()] |E,uns ()|
0 0 0 0
/3 0.058173644 0.276326782 0.003207947
2n/3 0.085536718 0.703709754 0.006979003
T 0.027889660 0.276844872 0.001712788
4r/3 0.392355453 0.457343477 0.005464294
57/3 1.485986002 0.382910285 0.003901470
2 0.602819010 0.673769869 0.000112941

Tablo 7.2. Ornek 7.1%in diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|E,  ,, (t)])

N =4 Ve M =5,813 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E2,N,M (t)| = |oc2 M) =y m (t)|

|E,.s(t)| |E,.o(t)| |E, a5 (t)
0 0 0 0
/3 0.290627523 0.115529299 0.001898866
2n/3 0.880524058 0.298494268 0.004123563
T 0.515855919 0.120235439 0.001005615
4r/3 0.553938355 0.187144236 0.003241810
57/3 0.982495177 0.141415749 0.002345254
2 1.267126934 1.162168131 0.000939576

Tablo 7.3. Ornek 7.1%in Diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|E, ,, (t)|)

N =4 Ve M =5,8,13 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E3,N,M (t)| = |oz3 () —asym (t)|

|Eq s (t) |Eq s (t) |Eq s (8)
0 0 0 0
/3 0.000664255 0.000037769 0.000004898
2n/3 0.001771290 0.000096218 0.000010733
T 0.000893987 0.000037848 0.000002726
4r/3 0.001401580 0.000062162 0.000008286
57/3 0.003040737 0.000050637 0.000005814
2 0.001924820 0.000213786 0.000007663

Tablo 7.1, Tablo 7.2 ve Tablo 7.3 ten gorilmektedir ki M degeri artirildigina

yaklasik ¢Oziimler gergek ¢Oziime oldukga yaklasmaktadir. Dolayisiyla ¢6zimin
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dogrulugu artmaktadir. Son olarak (7.11) ile ifade edilen «,,, egrilerinin ve «

egrisinin grafiklerini gizerek grafikleri inceleyelim.

(©)

Sekil 7.1. Ornek 7.1%in o egrisiile a,,, a,, Ve a,,, egrilerinin grafikleri

Sekil 7.1 (a) o ile «,, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «,, egrilerinin grafiklerini,
(c) ise a ile a,,, egrilerinin grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde
kesme smurt artirildiginda yaklasik olarak hesaplanan «,,, egrilerinin grafiklerinin

a egrisinin grafigine benzedigi goriilmektedir. Hatta Sekil 7.1 (c) den gorilmektedir
Ki a,,, egrisinin grafigi tamamen « egrisinin grafigi gibi olmustur. O halde kesme

sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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7.2. 3-Boyutlu Oklid Uzayinda Kiiresel Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel

Denklemlerin Co6ziimii icin Lucas Siralama Yontemi

3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli olmayan, regiiler kiiresel egrileri
karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden
degisken katsayili (3.18) lineer diferensiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimlni bu kez
de BOlum 4.2.1 ve 4.2.2 de verdigimiz Lucas siralama metodunu kullanilarak

bulmaya calisalim. Asagida verilen drnegi inceleyelim.

Ornek 7.2. Ornek 7.1 de verilen (7.5), (7.6) ve (7.7) lineer diferensiyel denklemlerini
bu kez de BOlim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen degisken katsayili lineer diferensiyel
denklemlerin ¢6zimdu igin Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢alisalim.

N =4 iGN a,(t), a,,t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢gozlmleri

6. 0=Ya, Lo, (=123

seklindedir. $imdi yaklasik ¢6ziimlerin &, ,(n=0,1,2,34) Lucas katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b=27 ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

{to =0, tlzg,tz =1, =37”,t4 :27z}

olur. (4.59) dan (7.5), (7.6) ve (7.7) denklemleri icin temel matris denklemi

3
{ZPkTBkDT}A:G

P
seklinde yazilabilir. BOlUm 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (7.5), (7.6) ve (7.7) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢ézumleri
ay 4 (t) = 0.4999999996t —0.1033282131t° + (0.1145284738e —)t*
a, ,(t) =—(0.26e —9) + 0.5t* —0.2389089492t° + (0.2231474722e - 1)t*
a,,(t) = 0.9999999995 + (0.2¢ —10)t — 0.125t* + (0.402468024e — 2)t° +(0.1160878758¢ — )t

olarak hesaplanir. Simdi diizeltilmis Lucas polinom ¢ozimlerini hesaplamak igin

ps(t)e, (1) + p, (el (1) + py(t)er, (1) + po (e, () =—R,,

Pa(t)ez, (t) + po (1), (1) + pu(t)e; , (1) + Po(t)e, s (1) =R,

Ps(t)es’, (1) + p, (e, (1) + Py ()€ 4 (1) + Py (e, (1) =R,
hata problemlerini ele alalim. Burada

R1,4 ®=p, (t)al’,”d 0+ p, (t)alr,yd O+p (t)all,d ®+ p, (t)au ®) (7 12)
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Ro.s (1) = P (g, (O) + P, (D4 (O + Py (D)4 (1) + Py (Dt o (1) (7.13)

Roa () = Ps (V) (1) + P, (g (O) + Py (g o (6) + Py (Dexs (1) (7.14)

seklinde tanimlidir. Lucas metodu kullanilarak m =5 igin (7.8), (7.9) ve (7.10) hata

problemlerinin e ,(t), e,,(t) ve e,(t) € gore e,.(t), e,,.(t) Ve e, (t) tahmini hata
fonksiyonlar1

e, ,(t) = (0.222044604925031e — 15)t — 0.335907477291688t° +0.147313123124575t*
— (0.145247893504105¢ — 1)t°

&, 5 (t) = —(0.138777878078145¢ — 15) + (0.111022302462516¢ — 15)t — (0.555111512312578e — 16t
—0.238494735315633t° +0.107194173804204t* — (0.106643253034255 — )t°

8,45 (t) = —(0.173472347597681e —17) + (0.34694469519536 1e — 17)t — (0.534226555720575€ — 2)t*
+(0.236392416157558e — 2)t* — (0.227723431226885¢ — 3)t°

seklinde hesaplanir ve boylece

o, , 5 (t) = 0.499999999600000t — 0.439235690391688t* + 0.158765970504575t*
—(0.145247893504105e —1)t°

@, ,5(t) = —(0.260000138777878 - 9) + 0.5t — 0.477403684515633t° + 0.129508921024204t*
+(0.111022302462516e —15)t — (0.106643253034255¢ — 1)t°

@, 45 (t) = 0.999999999500000 + (0.2000000346944 708 —10)t — 0.125t2
+(0.352480291957558e — 2)t* — (0.227723431226885¢ — 3)t°

—(0.131758531720575¢ — 2)t*
diizeltilmis Lucas polinom c¢o6zimleri elde edilir. Benzer sekilde M =8 igin

& 45(t), aus(t) VE oy, 4(t) COZUMIeri

a1, 45 () = 0.499999999599978t + 0.306532559723370t° — 0.444149870356995t*

—(0.186620060767598¢ —13) — (0.532907051820075e —14)t* + (0.174641358983243)t°
—(0.286040945209451e — 1)t° +(0.194021418478947e — 2)t" — (0.356421367872731e — 4)t°

a, ,5(t) =—(0.259996639461156e - 9) + 0.499999999999996t° + 0.224416858744376t°
—0.248981167081697t* + (0.128196064874686e —13)t + (0.213309695850870e — 1)t°
+(0.147212321823962e — 1)t° — (0.335863274832651e — 2)t” +(0.204842806713442¢ — 3)t°

a ,5(t) = 0.999999999500000 + (0.199999702454266e —10)t — 0.125t*

+(0.787720390942864¢e — 4)t° + (0.254392355708362e — 2)t*
+(0.192991422948481e — 4)t° — (0.256915769161762¢ — 4)t°
+(0.629632428667440e — 6)t” + (0.407675668361376e — 7)t°

ve M =13 iGN o, 5(t), o,5(t) Ve ay,,(t) cOzUMIeri
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@ 415 (t) = 0.499999999599173t — 0.260125216685152t° — (0.161578050696862¢ — L)t
—(0.375578231641654e —11) — (0.454118933077138e — 1 1)t
+(0.464218823180868e — 1)t° — (0.997436281466191e — 2)t°
+(0.303085602484618e — 2)t” — (0.156638931981066¢ — 2)t°
+(0.411485747537591e — 3)t° — (0.539918403345653¢ — 4)t™°
+(0.352490067494012¢ — 5)t™* — (0.911934775912629¢ — 7)t
— (0.101566509306906¢ — 9)t™*

@y 413(t) = —(0.257271019489540e — 9) + 0.500000000001660t” — (0.646796711174480e — 2)t°
— (0.940898075448491e —1)t* — (0.803453640963370e —12)t
+(0.534514547759334¢ — 6)t2 — (0.132234193418015¢ — 7)™
— (0.9782409203315766 — 2)t° + (0.148807268548122¢ — 1)t°
— (0.359982011372225e — 2)t7 +(0.102181351910415€ — 2)t°
— (0.360440584949504¢ — 3)t° + (0.769153381880423¢ — 4)t™°
— (0.890477068009215€ — 5)t™*

03 4 15(t) = 0.999999999499971 + (0.201201043977291e — 10)t — 0.125000000000007t
+(0.412274200171665¢ — 5)t° + (0.259806624082214¢ — 2)t*
+(0.553872304938226¢ — 5)t° — (0.253558352879775¢ — 4)t°
+(0.170714609813919¢ — 5)t7 — (0.462427797626050€ — 6)t°
+(0.128169082819624¢ — B)t° — (0.204317393646569€ — 7)t™°
+(0.207431984062146¢ —8)t™* — (0.125009847463864e — 9)t™2
+(0.337713469364518e —11)t™

seklinde hesaplanir. Boylece, N =4 ve M =5,8,13 degerleri i¢in buldugumuz ¢ , (t)
(i=1,2,3) degerlerini

g €)= (@ (1,05 4 (1), 050 () (7.15)
ifadesinde yerlerine yazarsak o, (t) = «(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N=4 ve M =513 degerleri icin [0,27] aralifindan se¢ilmis bazi

degerlerde diizeltilmis mutlak hata fonksiyonlarini karsilastiralim.
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Tablo 7.4. Ornek 7.2’nin diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|, ,, (t)])

N =4 Ve M =5,8,13 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E1,N,M (t)| = |oz1 ®) - ym (t)|

|EL.s ()] |ELs ()] |E,uns ()|
0 0 011866e-13 0.3756e-11
/3 0.058173632 0.276326840 0.003215525
2n/3 0.085536668 0.703709963 0.006995609
T 0.027889603 0.276845034 0.001717034
4r/3 0.392355438 0.457343549 0.005477075
57/3 1.485985927 0.382910418 0.003910408
2 0.602818793 0.673770187 0.000128008

Tablo 7.5. Ornek 7.2°nin diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|,  ,, (t)])

N =4 Ve M =5,813 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E2,N,M (t)| = |oc2 M) =y m (t)|

|E,.s(t)| |E,.o(t)| |E, a5 (t)

0 0.2600e-9 0.2600e-9 0.2573e-9
/3 0.290627483 0.115529399 0.001906142
2n/3 0.880523887 0.298494761 0.004139286
T 0.515855720 0.120235950 0.001009328
4r/3 0.553938273 0.187144292 0.003254205
57/3 0.982494585 0.141416172 0.002353825
2 1.267127566 1.162168851 0.000950739

Tablo 7.6. Ornek 7.2°nin diizeltilmis mutlak hata fonksiyonunun (|, ,, (t)|)

N =4 Ve M =5,8,13 i¢in sayisal sonuglari

Diizeltilmis Mutlak Hata Fonksiyonu |E3,N,M (t)| = |oz3 () —asym (t)|

|Eq s (t) |Eq s (t) |Eq s (8)

0 0.5000e-9 0.5000e-9 0.5000e-9
/3 0.000664249 0.000037843 0.000001268
2n/3 0.001771263 0.000096440 0.000002810
T 0.000893956 0.000037970 0.000000754
4r/3 0.001401566 0.000062277 0.000002133
57/3 0.003040652 0.000050771 0.000001526
2 0.001924771 0.000213768 0.000002288

Tablo 7.4, Tablo 7.5 ve Tablo 7.6 dan gorulmektedir ki M degeri artirildigina

yaklagik coziimler gercek ¢oziime oldukca yaklagmatadir. Dolayisiyla ¢6ziimiin
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dogrulugu artmaktadir. Son olarak (7.15) ile ifade edilen «,,, egrilerinin ve «

egrisinin grafigini ¢izerek grafikleri inceleyelim.

(©)

Sekil 7.2. Ornek 7.2°nin « egrisiile a,,, a,, Ve a,,, egrilerinin grafikleri

Sekil 7.2 (a) o ile «,, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «,, egrilerinin grafiklerini,
(c) ise « ile a,,, egrilerinin grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde
Lucas polinomuna dayali kesme sinir1 artirildiginda yaklasik olarak hesaplanan o,
egrilerinin grafiklerinin « egrisinin grafigine benzedigi goriilmektedir. Hatta Sekil
7.2 (c) den gorulmektedir ki «,,, egrisinin grafigi tamamen o egrisinin grafigi gibi
olmustur. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi ve dogrulugu o

derece artmaktadir.
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8. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA LORENTZIYEN KURESEL
EGRILERiI KARAKTERIZE EDEN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
cOzUMU

8.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Lorentziyen Kiresel Timelike Egrileri
Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin Co6ziimii icin Taylor Siralama

Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, reguler Lorentziyen
kiresel timelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine
bagli 3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi Bolim 3.2.1.1 de
(3.36) ile verilmisti. (3.36) denklemi incelendiginde, eger Lorentziyen kiresel
timelike bir egrinin hizi, egriligi ve burulmasi verilirse ya da bilinirse, egrinin
denklemi yaklasik ¢6ziim metodlar1 vasitasiyla belirlenebilmektedir. Bu boliimde, 3-
boyutlu Mikowski uzayinda Lorentziyen kiresel timelike egrileri karakterize eden
lineer diferensiyel denklemlerin ¢ozimu igin Taylor siralama metodu kullanilacaktir.

Bu amagla asagida verilen Lorentziyen kiresel timelike egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 8.1. o :{0,%} — E; taniml

a(t) = (—4sin(t),sin (t/3) - 4sin(t) cos(t ), cos(t/3) + 4sin(t)sin (t/3))

egrisi Lorentziyen birim kiire iizerinde yatan, birim hizli olmayan regiiler bir timelike

egridir. o egrisinin hizi, egriligi ve burulmasi sirasiyla asagidaki gibi hesaplanir.

%
gcos3 (t/3) +16cos*(t/3) + %cos6 (t/3)

v(t) = (8.1)

—%cos4 (t/3)- %—80050/3)

3889 34776cos(t/3) + 1769472 cos® (t/3) — 882944 cos® (t/3) )"
163200cos” (t/3) +1008cos’ (t/3) —1572864 cos™ (t/3)
-331776cos’ (t/3) + 248832 cos’ (t/3) —15840cos’ (t/3)
+524288cos™ (t/3) +147456 cos’ (t/3)
96.c0s™ (t/3) + 144c0s2(t/3) + 256 cos° (t/3) )
(—384cos4(t/3) —17-72cos(t/3) j

Kk(t) = (8.2)
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-4608cos’ (s/3) +2048cos’ (s/3) +1008cos* (s/3)
—48| —136.¢0s>(s/3) —672cos®(s/3) + 3456 cos’ (s/3)
~378cos”(s/3) — 546 cos(s/3) + 81
—3889—34776¢0s(s/3) + 1769472 cos® (s/3) — 882944 cos® (s/3) |
163200cos” (s/3) +1008 cos’ (s/3) —1572864 cos™ (s/3)
—331776.cos’ (s/3) + 248832 cos’ (s/3) —15840cos’(s/3)
+524288cos" (s/3) +147456 cos’ (s/3)

T(t) = (8.3)

O halde o« Lorentziyen kiresel timelike egrisini karakterize eden (3.36) lineer
diferensiyel denklemi m=0 igin

ps(Da" (1) + p, (a"(t) + p,(Ba’(t) + py (Da(t) =0 (8.4)
seklinde yazilir. Burada

524288 cos" (t/3) — 2097152 cos™ (t/3) +122880 cos™ (t/3)
+3440640cos™ (t/3) — 399360 cos™ (t/3) — 2875904 cos™ (t/3)
+506880 cos™ (t/3) + 1199360 cos® (t/3) —180096 cos® (t/3)
—-167040cos’ (t/3) —138432 cos® (t/3) — 24832 cos® (t/3)
+113040cos* (t/3) +1882cos® (t/3) —19062 cos (t/3)
+1095 cos(t/3) +162

—4913 - 62424 cos(t/3) + 141557760 cos™ (t/3) + 767520 cos® (t/3)
~139536 cos®(t/3) — 3565824 cos® (t/3) + 1554048 cos* (t/3)
~7216128cos’ (t/3) +106168320 cos™ (t/3) — 70778880 cos™* (t/3)
~11280384 cos® (t/3) +18874368cos™® (t/3) + 68419584 cos™ (t/3)
+33509376 cos’ (t/3) — 81248256 cos® (t/3) —137822208 cos™ (t/3)
~75497472cos™ (t/3) +16777216 cos'® (t/3)

—256

sin(t/3)

ps(t) =

~4608cos’ (t/3) + 2048 cos® (t/3) +1008 cos* (t/3)
? ~136.cos*(t/3) — 672 cos’ (t/3) + 3456 cos® (t/3)
+81-378cos’ (t/3) — 546 cos(t/3)
768cos’ (t/3) —1728cos’ (t/3) + 288 cos® (t/3)
.| +1296 cos® (t/3) — 432 cos* (t/3) — 364 cos® (t/3)
+162cos®(t/3) + 30cos(t/3) -9
~4913 - 62424 cos(t/3) +141557760cos™ (t/3) + 767520 cos® (t/3)
—139536 cos® (t/3) — 3565824 cos® (t/3) +1554048 cos” (t/3)
~7216128cos’(t/3) +106168320 cos™ (t/3) — 70778880 cos™ (t/3)
—11280384 cos® (t/3) + 18874368 cos™® (t/3) + 68419584 cos™ (t/3)
+33509376 cos’ (t/3) — 81248256 cos® (t/3) —137822208 cos™ (t/3)
~75497472cos™ (t/3) +16777216 cos™ (t/3)

P, (t) =
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8192 cos™ (t/3) — 20480 cos® (t/3) — 2688 cos® (t/3)

@sin(t/?)) +18432cos’ (t/3) + 4704 cos® (t/3) — 4000 cos® (t/3)
81 —2520cos” (t/3) — 2048 cos® (t/3) + 702 cos® (t/3)

+546 cos(t/3) —81
—4913 - 62424 cos(t/3) +141557760cos™ (t/3) + 767520 cos® (t/3)
139536 cos? (t/3) — 3565824 cos® (t/3) + 1554048 cos* (t/3)
7216128 cos* (t/3) + 106168320 cos™ (t/3) — 70778880 cos™ (t/3)
11280384 cos® (t/3) + 18874368 cos™ (t/3) + 68419584 cos™ (t/3)
+33509376cos’ (t/3) — 81248256 cos® (t/3) — 137822208 cos™ (t/3)
~75497472cos™ (t/3) +16777216 cos™(t/3)

P, (t) =

656188452 cos(t/3) + 236880 cos (t/3) + 390744 cos’ (t/3)
—4626368¢0s° (t/3) + 454692 cos* (t/3) + 561000 cos® (t/3)
256 +9606144 cos™ (t/3) — 2899584 cos’ (t/3) — 438048 cos® (t/3)
81 | —31955968c0s™ (t/3) + 10965504 cos® (t/3) — 15482880 cos™ (t/3)
+35389440c0s™ (t/3) + 10321920 cos® (t/3) — 2752512 cos™ (t/3)
+4194304 cos® (t/3) - 18874368 cos™® (t/3)
—4913 - 62424 cos(t/3) +141557760 cos™ (t/3) + 767520 cos® (t/3)
~139536 cos? (t/3) — 3565824 cos® (t/3) +1554048 cos* (t/3)
~7216128cos’ (t/3) +106168320cos™ (t/3) — 70778880 cos™ (t/3)
-11280384cos® (t/3) +18874368 cos™ (t/3) + 68419584 cos™ (t/3)
+33509376cos’ (t/3) — 81248256 cos® (t/3) — 137822208 cos™ (t/3)
—75497472c0s™ (t/3) +16777216 cos™ (t/3)

Po (t) =

seklindedir. Simdi « egrisini a(t) = (e, (t),a,(t),as(t)) olarak diisiinelim. O halde, (8.4)

esitligi a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in asagidaki gibi saglanir.

P (D) Tt) + p, (e (t) + p, (D)) (t) + Py (t)er, (1) =0 (8.5)
P (e (1) + p, )y () + p, Dy (£) + py (t)er, (1) =0 (8.6)
P (Das(t) + p,(t)ey (£) + p, (D (1) + P, (D, (t) = 0. (8.7)

Kabul edelim ki « Lorentziyen kiresel timelike egrisinin parametrik denklemi
bilinmesin. Ancak hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor olsun. Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de
verilen Taylor siralama metodunu kullanarak, ve (8.5), (8.6) ve (8.7) denklemleri
yardimiyla o egrisinin parametrik denklemini bulalim. Sonra, elde edilen yaklasik
denklemi, « egrisinin ger¢ek denklemiyle karsilastirarak, yaklasik ¢oziimiin gergek
coziime ne kadar yakin oldugunu tablo ve grafikler yardimiyla gosterelim.

(8.5), (8.6) ve (8.7) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini
Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya

calisalim. a,(t), o,(t) Ve a,(t) i¢in baslangic kosullarini

a,(0)=0, o,/ (0)=—-4 &' (0)=0
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2,(0)=0, a; (0) = —1—31, o, (0)=0

063(0) =1, 063’ (0) =0, 053" (0) = ?

olarak kabul edelim. N =4 i¢in a,,(t), «,,(t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

cozimleri
4
a )= a,t" (=123)
n=0

seklindedir. Simdi yaklagik c¢o6ziimlerin a,,,(n=0,1,2,3,4) Taylor katsayilarim

hesaplayalim. a=0, b :% ve N =4 i¢in siralama noktalariin kiimesi

T 2 3 V1
{‘020’9:%"2:5-%7‘423}

olur. (4.9) dan (8.5), (8.6) ve (8.7) denklemleri igin temel matris denklemi
{23: P.T Bk}A =G

seklinde yazilabilir. BOlUm 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.5), (8.6) ve (8.7) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢ézumleri

a, ,(t) = -4t +0.439591230139095t° + (0.962209686038218¢ — 3)t*
a, ,(t) =—3.66666666666667t + 0.402958627627504t° + (0.882025545535033¢ — 3)t*
0y, (t) =1+1.27777777777778t* +0.150461213906055t° — 0.256028034443876t *

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =6 igin

a6 (t) =—4t +0.569765303303711t* + (0.321951932669151e — 6)t* — (0.184051479867833¢ —1)t°
—(0.982750827382972¢ —5)t°

a, 5 (t) = —3.66666666666667t +0.522284861361735t* + (0.295122604946722¢ — 6)t*
—(0.168713856545513e —1)t° — (0.900854925101058¢ — 5)t°

05 (1) =1+1.27777777777778t° +0.107421725782842t° — 0.246362817333669t*
—(0.167607067983226e —1)t° + (0.159854429288941e — 1)t°

olarak hesaplanir. Boylece, N=4,6 degerleri icin buldugumuz o, (t) (i=123)
degerlerini

ay(t) = (al,N (t)laz,N (t)’a&N (t)) (88)
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ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N =4,6 degerleri i¢in [O,%] araligindan secilmis bazi degerlerde tam

¢6zim ile Taylor polinom ¢Oziimlerini karsilagtiralim.

Tablo 8.1. Ornek 8.1’in o, (t) tam ¢ozimii ile «, , (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Gozimleri (e (t))
t;
a, (ti) al,A(ti) Qe (ti)
0 0 0 0
7/30 -0.418113853 -0.418374087 -0.418224945
/15 -0.831646763 -0.833717645 -0.832530999
7/10 -1.236067977 -1.242997601 -1.239027090
7/6 -2.000000000 -2.031220525 -2.013331175
7/5 -2.351141009 -2.404083460 -2.373746620

Tablo 8.2. Ornek 8.1’in a,(t) tam ¢oziimii ile o, , (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Céziim Taylor Polinom Goziimleri (a,  (t))
t;
a,(t) a,,4(t) a,6(t)
0 0 0 0
7/30 -0.382959653 -0.383509579 -0.383372866
/15 -0.759864440 -0.764241175 -0.763153416
7/10 -1.124768205 -1.139414468 -1.135774833
7/6 -1.795967329 -1.861952148 -1.845553577
7/5 -2.091851246 -2.203743171 -2.175934402

Tablo 8.3. Ornek 8.1’in a,(t) tam ¢oziimii ile o, , (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Goziimleri (o (t))
t;
O3 ) 2% ) 22Y3 ®)
0 1 1 1
7/30 1.013982790 1.014154399 1.014105945
7/15 1.055576796 1.056939268 1.056557054
7/10 1.123726182 1.128282908 1.127006639
7/6 1.332104108 1.352664966 1.346882990
/5 1.466977303 1.501865250 1.492037917
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Tablo 8.1, Tablo 8.2 ve Tablo 8.3 den gortlmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢coziimler ger¢ek ¢oziime oldukga yaklagsmaktadir. Simdi de N=4 ve N =6

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.

Tablo 8.4. Ornek 8.1’in asil mutlak hata fonksiyonlarinin (|erN (t)|)

N =4,6 V& j=1,2,3 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej'N (t)| = |aj O -a; (t)|

le,. (t)] le,s (t)] le,.. (t)] le, s (t)] les.o (t)] less (t)]
0 0 0 0 0 0 0
7/30 | 0.0002602 '@ 0.0001111 | 0.0005500 : 0.0004132 | 0.0001716 @ 0.0001232
/15 0.0020709 : 0.0008842 | 0.0043767 @ 0.0032890 | 0.0013625 : 0.0009803
7/10 | 0.0069296 @ 0.0029591 | 0.0146463 @ 0.0110066 | 0.0045567 = 0.0032805
7/6 0.0312205 | 0.0133312 | 0.0659848 | 0.0495862 | 0.0205609 | 0.0147789
7/5 0.0529425 @ 0.0226056 | 0.1118920 : 0.0840832 | 0.0348879 : 0.0250606

Tablo 8.4 den N degeri arttiginda hatanin kiiclildiigii ve tam ¢6ziime oldukca
yaklagildig1 goriilmektedir.

_4.
_4_
92
o]
z 0 ﬁ/'_,—r z N j"“.’.—
2] e 2 %
4
4] A" 4 WJ
:‘\-5\{]\2\;/4/2{{ A 2 o 3 _4—2"
X
¥ ¥
(a) (b)

Sekil 8.1. Ornek 8.1°in « egrisi ile a, Ve «, egrilerinin grafikleri

(8.8) ile ifade edilen o, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 8.1°de
gosterilmistir. Sekil 8.1 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme simirt artirildiginda

yaklagik olarak hesaplanan ¢, egrilerinin grafiklerinin o egrisinin grafigine
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benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.

8.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Lorentziyen Kiresel Timelike Egrileri
Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin Coziimii icin Lucas Siralama

Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler Lorentziyen
kiresel timelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum vektorii ve tiirevlerine
bagli 3. mertebeden degisken katsayili (3.36) lineer diferensiyel denkleminin
yaklagik ¢ozimuni bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de verdigimiz Lucas siralama

yontemi kullanilarak bulmaya c¢alisalim. Asagida verilen 6rnegi inceleyelim.

Ornek 8.2. Ornek 8.1 de verilen (8.5), (8.6) ve (8.7) lineer diferensiyel denklemlerini
bu kez de BOlum 4.2.1°de bahsedilen degisken katsayili lineer diferensiyel
denklemlerin ¢6ziimii i¢in Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya ¢aligalim.

N =4 iGN a,,(t), a,,t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozimleri

4
a,0=2a,L0 (=123
n=0
seklindedir. $imdi yaklasik c¢oziimlerin a,,(n=0,1234) Lucas katsayilarimi
hesaplayalim. a=0, b :% ve N =4 i¢in siralama noktalariin kiimesi

T 2 3 V1
{‘020’9:%"2:5-%7‘423}

olur. (4.59) dan (8.5), (8.6) ve (8.7) denklemleri icin temel matris denklemi
{ZS:PkTBkDT}A:G

seklinde yazilabilir. BOlUm 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.5), (8.6) ve (8.7) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢ézumleri
ay ,(t) = (0.310862446895044¢ —14) — 4t + (0.355271367880050e —14)t* +0.439644563529852t°
+(0.937197861506034¢ — 3)t*

a, , (t) = (0.284971699016090e —14) — 3.66666666666666t -+ (0.325650964527746€ —14)t*
+0.403007516569031t° + (0.859098039713864¢ —3)t*
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a ,(t) =1-(0.710542735760100e —14)t +1.27777777777778’ +0.150571713643536t°
—0.256068251339149t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =6 igin

a6 (t) = —(0.174082970261225¢ —12) — 3.99999999999650t + (0.154543045027822e —12)t*

+0.569764899386740t° + (0.321720353468891e — 6)t* — (0.184050838682026€ — 1)t°
—(0.983215193350873¢ —5)t°

a, +(t) = —(0.159576036873376e —12) — 3.66666666666346t -+ (0.141664457942170e ~12)t*

+0.522284491104512t> +(0.294910324013145¢ — 6)t* — (0.168713268791857e —1)t°
—(0.901280593904966€ — 5)t°

a, 4 (t) = 0.999999999999943 — (0.818545231595635¢ — L1)t +1.2777777777T757t’

+0.107421129853719t° — 0.246362818405203t* — (0.167606105396771e —1)t°
+(0.159854351213369e — 1)t°

seklinde hesaplanir. BOylece, N =4,6 degerleri icin buldugumuz o (t) (i=123)
degerlerini
ay(t) = (al,N (), 0, (1), sy (t)) (89)

ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus

olur. Simdi N =4,6 degerleri i¢in [O,%] araligindan secilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Lucas polinom ¢dziimlerini karsilastiralim.

Tablo 8.5. Ornek 8.2°nin «,(t) tam ¢ozimd ile o, (t) Lucas

polinom ¢ozlmlerinin N = 4,6 icin sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Coziimleri (g (t))

t

oy () o ,(t) o6(t)

0 0 0.3109e-14 -0.1741e-12
7/30 -0.418113853 -0.418374028 -0.418224945
7/15 -0.831646763 -0.833717203 -0.832531002
7/10 -1.236067977 -1.242996191 -1.239027103
/6 -2.000000000 -2.031214749 -2.013331231
/5 -2.351141009 -2.404074129 -2.373746715
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Tablo 8.5, Tablo 8.6 ve Tablo 8.7 den gorilmektedir ki N degeri artirildigina

yaklagik ¢oziimler gergek ¢oziime oldukca yaklasmaktadir. Simdi de N=4 ve N =6

Tablo 8.6. Ornek 8.2°nin a,(t) tam ¢ézimi ile o, (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Goziimleri (a (t))

t;

a, (t) Q4 ®) Ay ®)

0 0 0.2850e-14 -0.1596e-12
7/30 -0.382959653 -0.383509526 -0.383372866
/15 -0.759864440 -0.764240770 -0.763153419
7/10 -1.124768205 -1.139413175 -1.135774844
7/6 -1.795967329 -1.861946854 -1.845553628
7/5 -2.091851246 -2.203734618 -2.175934488

Tablo 8.7. Ornek 8.2°nin a,(t) tam ¢ézimiiile o, (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Goziimleri (a  (t))
ti
O3 ) a3,4(ti) 22Y3 ®)

0 1 1 0.999999999
7/30 1.013982790 1.014154521 1.014105945
/15 1.055576796 1.056940206 1.056557049
7/10 1.123726182 1.128285942 1.127006621
7/6 1.332104108 1.352677806 1.346882909
7/5 1.466977303 1.501886392 1.492037778

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.

Tablo 8.8. Ornek 8.2°nin asil mutlak hata fonksiyonlarmmn (je; , (1))

N =4,6 V& j=1,2,3 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej'N (t)| = |aj O -a; (t)|

le,. (t)] le,s (t)] le, . (t)] le, s (t)] les.o (t)] less (t)]
0 0.3109e-14 | 0.1741e-12 | 0.2850e-14 : 0.1596e-12 | 0.3560e-14 | 0.5684e-13
7/30 | 0.0002604 @ 0.0001111 | 0.0005499 ' 0.0004132 | 0.0001717 = 0.0001232
7/15 0.0020709 : 0.0008842 | 0.0043763 | 0.0032890 | 0.0013634 : 0.0009803
7/10 | 0.0069282 | 0.0029591 | 0.0146450 0.0110066 | 0.0045598 : 0.0032804
7/6 0.0312148 @ 0.0133312 | 0.0659795 | 0.0495863 | 0.0205737 | 0.0147788
7/5 0.0529331 : 0.0226058 | 0.1118834 | 0.0840832 | 0.0349091 | 0.0250605
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Tablo 8.8 den N degeri arttiginda hatanin kiigiildiigii ve tam ¢oziime oldukca
yaklasildi1r goriilmektedir. Ayrica Ornek 8.1 ve Ornek 8.2 deki sonuglar
karsilagtirildiginda Lucas polinom ¢o6zlimlerinin Taylor polinom ¢o6zlimlerine

oldukca yakin oldugu goriilmektedir.

_4_
_4_
-2
2
0 o z 0 &
z f.‘___..—-i
2
4
41 LI 4 3 4
SR T et ’ T2 T 32"
¥ ¥ *
(a) (b)

Sekil 8.2. Ornek 8.2°nin « egrisi ile a, Ve a, egrilerinin grafikleri

(8.9) ile ifade edilen ¢, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 8.2°de
gosterilmistir. Sekil 8.2 () « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme siurt artirildiginda
yaklagik olarak hesaplanan ¢, egrilerinin grafiklerinin o egrisinin grafigine

benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.

8.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin
konum vektorii ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili lineer
diferensiyel denklemi Bolim 3.2.1.2°de (3.54) ile verilmisti. (3.54) denklemi

incelendiginde, eger aslinormali timelike olan Lorentziyen kuresel spacelike bir
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egrinin hizi, egriligi ve burulmasi verilirse ya da bilinirse, egrinin denklemi yaklasik

¢oziim metodlar vasitasiyla belirlenebilmektedir. Bu boliimde, 3-boyutlu Minkowski

uzayinda aslinormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize

eden lineer diferensiyel denklemlerin ¢o6ziimii i¢in Taylor siralama metodu

kullanilacaktir. Bu amagla asagida verilen spacelike egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 8.3. o :{0,%} — E; taniml

[ sinh[ t+Z% z LAN
a(t)= (smh [t + 60) ,cosh [t + 60jcos(t), cosh [t + 60jsm(t)j

egrisi aslinormali timelike olan Lorentziyen birim kiire {izerinde yatan, birim hizl

olmayan regiiler bir spacelike egridir. « egrisinin hizi, egriligi ve burulmasi sirasiyla

asagidaki gibi hesaplanir.

k(t) =

—16sinh(7/60)cosh® (z/60)sinh (t
—2cosh* (7/60) - cosh? (t) - cosh®
+16 cosh? (r/60)cosh* (t)+8sinh (/60)cosh (/60)sinh (t)cosh® (t)
+8sinh (7/60)cosh® (r/60)sinh (t)cosh (t)—16 cosh* (z/60)cosh” (t)
—10cosh? (r/60)cosh® (t)+ 2sinh(z/60)cosh(z/60)sinh(t)cosh(t)

v(t) = sinh(t+” 60)

~—

cosh®(t)—2cosh* (t)
7/60)+16cosh* (/60)cosh® (t)

—~

(8.10)

(8.11)

T(t) =

2sinh (/60)cosh (/60)sinh(t)cosh(t) %
(—cosh2 (t)—cosh?(7/60)+ 2cosh? (/60)cosh? (t)]

—sinh(7/60)sinh (t)cosh?(t)+4cosh®(7/60)cosh® (t)
+4sinh (/60)cosh? (7/60)sinh (t)cosh?® (t)
—3cosh(z/60)cosh® (t)—3cosh® (7/60)cosh (t)

+2cosh (7/60)cosh (t)—sinh(z/60)cosh?® (z/60)sinh(t)

—cosh?(t)—cosh?® (7/60)+2cosh* (/60)cosh? (t)

[+Zsinh(n/GO)cosh(n/GO)sinh(t)cosh (t) ]
4cosh? (/60)cosh? (t)—2cosh? (t)—2cosh® (7/60) -1

'[+4sinh(n/GO)cosh(n/GO)sinh(t)cosh (t) J

(8.12)

O halde aslinormali timelike olan Lorentziyen kiresel o spacelike egrisini

karakterize eden (3.54) lineer diferensiyel denklemi m=0 igin

ps (D" () + p, (D" (1) + p, (e’ (t) + py (Dex(t) = 0

seklinde yazilir. Burada
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~1.66085402 cosh® (t) +1.0890202 cosh” (t) sinh(t) + 0.1056325459
+0.431236323cosh® (t) — 4.2579185 cosh® (t) sinh(t)

—1.008209037 cosh? (t) — 2.052439052 cosh(t) sinh(t)

+5.22129963 cosh®(t) sinh(t) + 2.132193779 cosh” (t)

P (t) =
’ (1.005488128 cosh? (t) +0.1049112569 cosh(t) sinh(t) 1.002744064)’

2535.577578cosh® (t) + 26.11963150 cosh" (t) sinh(t) — 3233.55cosh*? (t)
+4714.85c0sh™ (t) + 35.47 cosh*® (t) —1609.210355 cosh” (t) sinh(t)
—0.30189265 — 335.15cosh*® (t) —1703.078 cosh™ (t) sinh(t)
—4381.79207 cosh® (t) + 2116.865436 cosh® (t) sinh(t)

+828.7375968 cosh™ (t) sinh(t) — 224.7019 cosh*® (t) sinh(t)
+713.5872703cosh”® (t) sinh(t) +1380.11cosh* (t) —836.10283 cosh* (t)
+120.8839863 cosh?(t) +11.5525693 cosh(t) sinh(t)

~160.0735528 cosh® (t)sinh(t)

P, (t) =TT 3

(1.005488128 cosh? (t) + 0.1049112570 cosh(t) sinh(t) ~1.002744064)’

(2010976256 cosh? (t) + 0.2098225139 cosh(t) sinh(t) - 3.005488128)

0.4219480932 cosh® (t) sinh(t) + 2.04402551cosh* (t) + 3.013735380
' -5.06048989 cosh? (t) - 0.5257078175 cosh(t) sinh(t)

967.34287 cosh™ (t) sinh(t) —1739.510423cosh® (t) — 3135.32 cosh” (t) sinh(t)
+10692.01cosh™ (t) —8413.056183 cosh™ (t) — 2870 cosh* (t)

+4248.18cosh’ (t)sinh(t) +1.455653277 + 6136.920729 cosh™ (t)
+10672.5cosh™ (t) sinh(t) + 15cosh® (t) sinh(t) + 867.8 cosh* (t)

8| +12.8685304 cosh® (t) + 4657.167927 cosh® (t) —8063.63 cosh® (t) sinh(t)
—157.15cosh? (t) —10048.97 cosh™® (t) sinh(t) + 6728 cosh™ (t) sinh(t)
—1486.28600 cosh® (t) sinh(t) —177.232 cosh? (t) sinh(t) — 9723.392496 cosh™ (t)
1+402.3126889 cosh® (t) — 47.43101347 cosh? (t) — 29.42572295 cosh(t) sinh(t)

+310.79346 cosh?® (t) sinh(t)
p1(t) = r =

0,4219480932 cosh®(t) sinh(t) + 2.04402551cosh* (t) + 3.013735380
—5.06048989 cosh?(t) — 0.5257078175 cosh(t) sinh(t)

.(1.005488128 cosh? (t) + 0.1049112570 cosh(t) sinh(t) - 1.002744064 )

(2.010976256 cosh? (t) + 0.2098225139 cosh(t) sinh(t) - 3.005488128)’
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4.9974299 cosh® (t) sinh(t) — 338.8382 cosh® (t) — 44.255793cosh (t) sinh(t)
1+0.025267073+1026.87 cosh™ (t) —1080.66 cosh™® (t) — 61.5661cosh™ ()
+271.2530429cosh’ (t)sinh(t) + 262.1cosh™ (t) + 527.4108185 cosh™ (t) sinh(t)
+6.4147488 cosh? (t) + 755.729 cosh® (t) — 473.5173cosh’ (t) sinh(t)

~379.486 cosh™ (t) sinh(t) + 171.340 cosh™ (t) sinh(t)

~93.392488 cosh® (t) sinh(t) — 648.2 cosh™ (t) +88.49792 cosh* (t)
—10.3204766 cosh? (t) — 0.988045441 cosh(t) sinh(t)

+16.6373109 cosh?® (t) sinh(t)

(1.005488128 cosh® (t) + 0.1049112570 cosh(t)sinh(t) ~1.002744064)’

Po (t) =

(2.010976256 cosh? (t) +0.2098225139 cosh(t) sinh(t) - 3.005488128)’
seklindedir. Simdi « egrisini a(t) =(a,(t),a,(t),,(t)) olarak diisiinelim. O halde, (8.13)

esitligl o,(t), a,(t) Ve a,(t) icin asagidaki gibi saglanir.

P (D[t + p, O)(t) + p, (V)] (1) + p, (t)ex, (1) =0 (8.14)
P (Day(t) + p, )y (1) + P, (D)ay (t) + Py (H)er, () =0 (8.15)
P (Da(t) + p, (g (£) + Py (t)eus (t) + Py (t); (1) = 0. (8.16)

Kabul edelim ki aslinormali timelike olan Lorentziyen kiiresel « spacelike
egrisinin parametrik denklemi bilinmesin. Ancak hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor
olsun. B6lim 4.1.1 ve 4.1.2 de verilen Taylor siralama metodunu kullanarak, ve
(8.14), (8.15) ve (8.16) denklemleri yardimiyla « egrisinin parametrik denklemini
bulalim. Sonra, elde edilen yaklasik denklemi, o« egrisinin gergek denklemiyle
karsilagtirarak, yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢ozliime ne kadar yakin oldugunu tablo ve
grafikler yardimiyla gosterelim.

(8.14), (8.15) ve (8.16) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini
Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya

calisalim. a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in baslangi¢ kosullarin
,(0) =sinh(7/60), o, (0) =cosh(x/60) e,"(0) = sinh(7/60)
a,(0) = cosh(7/60), a, (0) =sinh(7/60), a,"(0)=0
a;(0) =0, a; (0) =cosh(7/60), ;" (0)=2sinh(7z/60)
olarak kabul edelim. N=4 i¢in «,@t), «,,t) Ve «,,(t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

cozimleri

ai,d(t) =iai,ntn! (I =1! 213)
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seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a ,,(n=0,1,2,34) Taylor katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b =% ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

T T T T
{to :0, t1 :—, tz :—, t3 =§, t4 :—}

olur. (4.9) dan (8.14), (8.15) ve (8.16) denklemleri icin temel matris denklemi
{i P, TB" }A =G

seklinde yazilabilir. Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.14), (8.15) ve (8.16) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢ozumleri

ay 4(t) = (0.5238380546e —1) +1.001371092t +(0.2619190273¢ ~1)t* +0.155328368314554t°
+(0.162923296542157e — 1)t*

a, ,(t) =1.001371092 + (0.5238380546¢ — 1)t — (0.155005584539046¢ — L)t° — 0.169406600714006t*

a ,(t) =1.001371092t + (0.5238380546e —1)t° +0.381447132640242t°
—(0.577429773613733e —1)t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =6 igin

ay ¢ (t) = (0.5238380546e —1) +1.001371092t +(0.2619190273e —1)t* +0.166875997791725t°
+(0.225226603100175¢e — 2)t* + (0.814742554272576¢ — 2)t° +(0.381451360615523¢ — )t°

a, 5 (t) =1.001371092 + (0.5238380546€ — 1)t — (0.175146740694982¢ — 1)t° — 0.166705517958811t*
—(0.228244496320014¢ — 2)t° +(0.693046434412105¢ - )t°

a, 6 (t) =1.001371092t + (0.5238380546¢ — 1)t + 0.333912835418192t°
—(0.319183972679741e - 1)t° — (0.299282546188688e — 2)t° — (0.461586210276685¢ — 3)t*

olarak hesaplanir. Boylece, N =4,6 degerleri i¢in buldugumuz «,(t) (i=123)

degerlerini
ay(t)= (al,N (t)!az,N ®, N (t)) (817)

ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus

olur. Simdi N=4,6 degerleri i¢in [O,%] araligindan sec¢ilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Taylor polinom ¢ozlimlerini karsilagtiralim.
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Tablo 8.9. Ornek 8.3°Uin «,(t) tam ¢oziimd ile o, (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Cozumleri (%,N (t))
ti
a, (ti) al,A(ti) Qe (ti)

0 0.052383805 0.052383805 0.052383805
7/36 0.140080464 0.140073553 0.140080454
/18 0.228844573 0.228794816 0.228844512
n/12 0.319352540 0.319200970 0.319352363
7/9 0.412294059 0.411968070 0.412293686
57/36 0.508377370 0.507794846 0.508376707
7/6 0.608334654 0.607402706 0.608333566

Tablo 8.10. Ornek 8.3’Uin a,(t) tam ¢oziimii ile o, , (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Cozumleri (%,N (t))
ti
a, (t) Qa, t) Ay t)

0 1.001371092 1.001371092 1.001371092
7/36 1.005921149 1.005922315 1.005921122
7/18 1.010265809 1.010274186 1.010265634
7/12 1.013985689 1.014011205 1.013985170
7/9 1.016427067 1.016482084 1.016425946
57/36 1.016701048 1.016799739 1.016699014
/6 1.013683031 1.013841294 1.013679647

Tablo 8.11. Ornek 8.3°Un «,(t) tam ¢ozimd ile o, , (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Coézimleri (oc&N (t))
ti
() o, (t) o6 (t)

0 0 0 0
7/36 0.088006697 0.088035189 0.088006758
/18 0.178137120 0.178342340 0.178137519
7/12 0.271696646 0.272321892 0.271697830
7/9 0.369949198 0.371293912 0.369951763
57/36 0.474095485 0.476498096 0.474100153
/6 0.585250171 0.589093768 0.585257882

Tablo 8.9, Tablo 8.10 ve Tablo 8.11 den gortlmektedir ki N degeri artirildigina
yaklasik ¢ozlimler gergek ¢coziime oldukca yaklagmaktadir. Simdi de N=4 ve N=6

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.
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Tablo 8.12. Ornek 8.3’(in asil mutlak hata fonksiyonlarinin (|erN (t)|)

N =4,6 V& j=1,2,3 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej,N (t)| = |aj O -a;y (t)|

le (t)] levs ()] le,.. ()] le,s (1) les.o (t)] less (t)]
0 0.2422e-10 | 0.2422e-10 | 0.4101e-9 0.4101e-7 0 0
7/36 | 0.6911e-5 0.9522¢-8 0.1167e-5 0.2649e-7 0.2849¢-4 0.6105e-7
/18 0.4976e-4 0.6152e-7 0.8376e-5 0.1755e-6 0.2052e-3 0.3991e-6
7/12 0.1516e-3 0.1772e-6 0.2552e-4 0.5191e-6 0.6252e-3 0.1183e-5
7/9 0.3260e-3 0.3725e-6 0.5502e-4 0.1121e-5 0.1345e-2 0.2565e-5
57/36 0.5825e-3 0.6626e-6 0.9869¢e-4 0.2035e-5 0.2403e-2 0.4668e-5
7/6 0.9319e-3 0.1086e-5 0.1583e-3 0.3385e-5 0.3844e-2 0.7710e-5

Tablo 8.12°den N degeri arttiginda hatanin kiigiildigii, sifira yaklastigi ve tam
¢coziime oldukca yaklasildig1 goriilmektedir.

4 4
2 2
o, O
z 0 [a z J;
2 21
4 2 4 2 o 4 2 4 2
4 2 4 3 0 [} p
X ¥ H Y
(a) (b)

Sekil 8.3. Ornek 8.3°Uin « egrisi ile a, Ve o, egrilerinin grafikleri

(8.17) ile ifade edilen ¢, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 8.3’de
gosterilmistir. Sekil 8.3 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile o, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme sinir1 artirildiginda
yaklasik olarak hesaplanan «, egrilerinin grafiklerinin o« egrisinin grafigine

benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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8.4. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin
konum vektorl ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili (3.54) lineer
diferensiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de
verdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilarak bulmaya calisalim. Asagida verilen

ornegi inceleyelim.

Ornek 8.4. Ornek 8.3 de verilen (8.14), (8.15) ve (8.16) lineer diferensiyel
denklemlerini bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen degisken katsayili lineer
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢cin Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya

calisgalim. N =4 i¢in «,,(t), a,,(t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢oziimleri

4
a,t)=>a,L1), (=123
n=0
seklindedir. $imdi yaklasik ¢oziimlerin a,,(n=0,1,234) Lucas katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b =% ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi
T T T T

{to =0, =2 t, =1 t, =3 t, _—}

olur. (4.59) dan (8.14), (8.15) ve (8.16) denklemleri igin temel matris denklemi

3
{ZPkTBkDT}A:G

k0
seklinde yazilabilir. Boliim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.14), (8.15) ve (8.16) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢6zimleri
a,, (t) = (0.523838054600005€ —1) +1.001371092t + (0.2619190273e — 1)t? +0.145846897022490t>
| +(0.218214823830924e —1)t*

a, ,(t) =1.001371092 + (0.523838054599902e — 1)t + (0.111022302462516¢ —15)t*
—(0.141016337097418e —1)t* —0.170113029619232t*

oty , (t) =—(0.155431223447522¢ —14) +1.00137109199999t -+ (0.523838054599999% — )t
+0.421354840595269t° — (0.811032367365204e —1)t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =6 igin

219



o, (t) = (0.523838054599998¢ —1) +1.001371092t + (0.2619190273¢ — )t +0.166817410304978t°
+(0.232797416370609 — 2)t* + (0.803128824880316e — 2)t° + (0.4697630664998466 — 3)t°

a, () =1.00137109199999 + (0.5238380546€ — 1)t — (0.111022302462516¢ — 15)t

—(0.176024121897183e —1)t* —0.166509277308460t* — (0.264374063204905¢ — 2)t°
+(0.967600972090591e — 3)t°

o, o (1) = (0.118134668714021e —14) +1.001371092t + (0.5238380546e — 1)t? + 0.334023866736036t°
— (0.764241526996903¢ — 3)t* — (0.313427402785330e — 1)t° — (0.342684572817366¢ — 2)t°

seklinde hesaplanir. Boylece, N=4,6 degerleri i¢in buldugumuz o, (t) (i=123)
degerlerini
ay(t) = (al,N ()., (1), 0t (t)) (8.18)

ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N =4,6 degerleri i¢in [O,%] araligindan secilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Lucas polinom ¢ozlimlerini karsilastiralim.

Tablo 8.13. Ornek 8.4’Uin a,(t) tam ¢ozimiile o, , (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Coziimleri (al'N (t))
ti
a, (ti) Q4 (ti) Qe (ti)

0 0.052383805 0.052383805 0.052383805
7/36 0.140080464 0.140067572 0.140080419
/18 0.228844573 0.228749537 0.228844254
n/12 0.319352540 0.319056813 0.319351553
7/9 0.412294059 0.411646888 0.412291876
57/36 0.508377370 0.507207620 0.508373357
7/6 0.608334654 0.606457242 0.608328097
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Tablo 8.14. Ornek 8.4’Un a,(t) tam ¢ozimii ile «, , () Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Goziimleri (e (t))

t;

a, (t) Qa;, t) Ay t)

0 1.001371092 1.001371092 1.001371092
7/36 1.005921149 1.005923204 1.005921074
/18 1.010265809 1.010280967 1.010265299
7/12 1.013985689 1.014032988 1.013984161
7/9 1.016427067 1.016531096 1.016423752
57/36 1.016701048 1.016890344 1.016695019
7/6 1.013683031 1.013989011 1.013673241

Tablo 8.15. Ornek 8.4’Un a,(t) tam ¢oziimii ile o, , (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N = 4,6 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Coziimleri (oc&N (t))
ti
O3 ) a3,4(ti) 22Y3 ®)

0 0 -0.1543e-14 0.1181e-14
7/36 0.088006697 0.088060356 0.088006817
7/18 0.178137120 0.178532836 0.178137909
7/12 0.271696646 0.272928237 0.271698968
7/9 0.369949198 0.372644469 0.369954190
57/36 0.474095485 0.476966555 0.474104515
/6 0.585250171 0.593066634 0.585264783

Tablo 8.13, Tablo 8.14 ve Tablo 8.15 den gorilmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢oziimler gergek ¢oziime oldukca yaklasmaktadir. Simdi de N=4 ve N =6

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.
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Tablo 8.16 Ornek 8.4’Uin as1l mutlak hata fonksiyonlarinin (|ej'N (t)|)

N =4,6 Ve j=1,2,3 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej,N (t)| = |aj O -a;y (t)|

le (t)] levs ()] le,.. ()] le,s (1) les.o (t)] less (t)]

0 0.2422e-10 | 0.2422e-10 | 0.4101e-9 0.4101e-9 | 0.1554e-14 | 0.1181e-14
7/36 | 0.1289%-4 0.4462e-7 0.2055e-5 0.7513e-7 0.5366e-4 0.1200e-6
/18 0.9504e-4 0.3191e-6 0.1516e-4 0.5107e-6 0.3957e-3 0.7896e-6
7/12 0.2957e-3 0.9872e-6 0.4730e-4 0.1528e-5 0.1232e-2 0.2322e-5
7/9 0.6472e-3 0.2183e-5 0.1040e-3 0.3315e-5 0.2695e-2 0.4992e-5
57/36 0.1170e-2 0.4013e-5 0.1893e-3 0.6030e-5 0.4871e-2 0.9031e-5
7/6 0.1877e-2 0.6557e-5 0.3060e-3 0.9791e-5 0.7816e-2 0.1461e-4

Tablo 8.16’dan N degeri arttiginda hatanin kiiclildiigii ve tam ¢6ziime oldukca
yaklagildigi goriilmektedir. Ayrica Ornek 8.3 ve Ornek 8.4‘deki sonuglar
karsilastirildiginda Lucas polinom ¢Ozumlerinin Taylor polinom ¢6ziimlerine

oldukca yakin oldugu goriilmektedir.

4 4
2 2
z 0 O!! z 0 a/
a, %
2 2
4 4 4
L 3 2 43 2 4
2 H 2 ] 5 2
x 4
¥ y X
(a) (b)

Sekil 8.4. Ornek 8.4°in o egrisi ile a, Ve «, egrilerinin grafikleri

(8.18) ile ifade edilen ¢, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 8.4°de
gosterilmistir. Sekil 8.4 (a) o ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme smirt artirildiginda
yaklagik olarak hesaplanan ¢, egrilerinin grafiklerinin o« egrisinin grafigine

benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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8.5. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike
olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum
vektoru ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel
denklemi Boliim 3.2.1.3’de (3.72) ile verilmisti. (3.72) denklemi incelendiginde, eger
binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike bir egrinin hizi, egriligi ve
burulmasi verilirse ya da bilinirse, egrinin denklemi yaklasik ¢6ziim metodlari
vasitasiyla belirlenebilmektedir. Bu boéliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden lineer
diferensiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in Taylor siralama metodu kullanilacaktir. Bu

amagla asagida verilen spacelike egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 8.5. ¢ :[0,27] - E} taniml
a(t) = (cos(t/3),sin(t) +cos(t/3) cos(t), cos(t) —cos (t/3)sin(t))

egrisi binormali timelike olan Lorentziyen birim kiire iizerinde yatan, birim hizl
olmayan regiiler bir spacelike egridir. « egrisinin hizi, egriligi ve burulmasi sirasiyla

asagidaki gibi hesaplanir.

v(t) = (cos?(t/3) — (2/3)sin(t / 3) +1)¥'? (8.19)

. ~(~186sin(t /3) ~156 cos? (t/ 3)sin(t /3) +98cos? (t/ 3) + 72cos* (t/f/)2 )+189)(1l2) (8.20)
(—3cos’ (t/3) +2sin(t/3) - 3)(9cos’ (t/3) - 6sin(t /3) +9)

0 (24cos” (t/3)sin(t/3) + 42sin(t/3) + 46 cos” (t/3) - 43) (8.21)

- 186s5in(t/3) +156 cos® (t/3)sin(t/3) — 98 cos? (t/3) — 72 cos* (t/3) —189
O halde binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel « spacelike egrisini karakterize
eden (3.72) lineer diferensiyel denklemi m=0 igin

s (Da”(t) + p, (a"(t) + p (' (t) + Py (D (t) =0 (8.22)
seklinde yazilir. Burada

(03703703704 - 1) cos(t/3) [630 cos* (t/3) + 216 cos” (t/3)sin(t/3) +143cos* (t/3) — 722J

+156 cos’ (t/3)sin(t/3) + 723sin(t/3)
—54.cos” (t/3) sin(t/3) =100 cos®(t/3) sin(t/3) — 62sin(t/3)
+63+81cos’ (t/3) + 45cos* (t/3) + 27 cos® (t/3)

ps(t) =- [
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(0.1234567001 _1)(648 cos® (t/3) —1674 cos* (t/3)sin(t/3) —150 cos* (t/3) ]

t) - +198cos®(t/3) + 253 cos’ (t/3)sin(t/3) + 722sin(t/3) — 723
P2t = ~54cos” (t/3)sin(t/3) —100 cos® (t/3) sin(t/3) — 62sin(t/3)
+63+81cos” (t/3) + 45cos* (t/3) + 27 cos® (t/3)

(0.12345679018 1) c0s(t/3) [1860 cos* (t/3) + 432 cos* (t/3) sin(t/3) — 214 cos? (t/3)sin(t/3)J

)= +1932cos’(t/3) +3613sin(t/3) — 3612
P = —54.cos* (t/3) sin(t/3) —100 cos® (t/3) sin(t/3) — 62sin(t/3)
+63+81cos’ (t/3) + 45cos” (t/3) + 27 cos® (t/3)

(041152263376 - 2)[—1800 cos?(t/3)sin(t/3) — 2208cos* (t/3)sin(t/3) +36123in(t/3)]

(0 = —3613-676cos*(t/3) +576 cos® (t/3) + 3704 cos* (t/3)
Pt = —54cos” (t/3)sin(t/3) —100cos’ (t/3)sin(t/3) — 62sin(t/3)
+63+81cos’ (t/3) +45cos* (t/3) + 27 cos® (t/3)

seklindedir. Simdi « egrisini a(t) =(a,(t),a,(t),,(t)) olarak diisiinelim. O halde, (8.22)

esitligi a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in asagidaki gibi saglanir.

P, () t) + p, ) (t) + p, (e, (1) + py (t)er, () =0 (8.23)
p; (e (t) + p, Oy (1) + p, (et (£) + Py (D, (t) =0 (8.24)
P (D as(t) + P, 1)y (1) + py (D) (1) + P, Dy (t) = 0. (8.25)

Kabul edelim ki binormali timelike olan Lorentziyen kiiresel « spacelike
egrisinin parametrik denklemi bilinmesin. Ancak hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor
olsun. Bolim 4.1.1 ve 4.1.2 de verilen Taylor siralama metodunu kullanarak, ve
(8.23), (8.24) ve (8.25) denklemleri yardimiyla « egrisinin parametrik denklemini
bulalim. Sonra, elde edilen yaklagik denklemi, « egrisinin ger¢ek denklemiyle
karsilastirarak, yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢oziime ne kadar yakin oldugunu tablo ve
grafikler yardimiyla gosterelim.

(8.23), (8.24) ve (8.25) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklasik ¢6ziimlerini
Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya

calisalim. a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in baslangi¢ kosullarini
! " 1
%(0)=1 &/ (0)=0 &'(0)=—5
' " 10
%(0)=1 &' (0)=1 a0 =-=

a;(0)=1, & (0)=-1 o, (0)=-1
olarak kabul edelim. N=4 i¢in «,,(t), «,,t) Ve a,,(t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

¢oztmleri
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Ga0=Yal, (=123

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a ,,(n=0,1,2,34) Taylor katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b=2z Ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi
3
{to =0t =%, t, =7t =7”, t, =27r}
olur. (4.9) dan (8.23), (8.24) ve (8.25) denklemleri icin temel matris denklemi
{i P, TB" }A =G
k=0

seklinde yazilabilir. Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.23), (8.24) ve (8.25) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢6zimleri
a, ,(t) =1-(0.5555555556e —1)t” + (0.43802995¢ — 3)t* + (0.374478869€ - 3)t*

a, ,(t) =1+ 505555555556t + (0.650757575¢ — 1)t° — (0.183502497e — 2)t*
a,,(t) =1t —0.5t> +0.2821210045t° — (0.2757104231e — 1)t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

o, (t) =1- (0.555555555555556€ 1)t + (0.1421019500702508 — 4)t°
+(0.503803096765346¢ — 3)t* + (0.352606964427668¢ — 5)t°
— (0.257445186292737e — 5)t° + (0.733331487524179% — 7)t’

a,, (t) =1+t —0.555555555555556t% — 0.542273065719155¢° +0.336742371041539t"
— (0.693470234381862¢ — 1)t° + (0.601517268230059%€ — 2)t°
—(0.170662340072814¢ — 3)t7

oy, (t) =1-t—0.5t* +(0.415255424789127e — 1)t* + 0.185128285544612t*
—(0.716591537561315e —1)t° + (0.103489992138406e —1)t° — (0.538776947244096¢ — 3)t

ve N =13 igin

a,15(t) = 1— (0.555555555555555526e — 1)t + (0.174529544791617726e — 6)t°
+(0.514134925050886878¢ — 3)t* + (0.249946219770739824¢ — B)t°
— (0.206787389443892876¢ — 5)t° + (0.746242639040515210e — 7)t’
— (0.204542289525571976e — 7)t° + (0.556552203089136920¢ — 8)t°
— (0.893470233754932426e — 9)t° + (0.943571295557261611e —10)t™
— (0.600293337535247232e —11)t'2 + (0.173701887503038350e — 12)t™°

@y 15 (t) = 1+t — 0.555555555555555580t% — 0.165668803298961526t
+(0.683238240469735414¢ —1)t* + (0.100035506931859738e — 1)t°
— (0.517926682701484906e — 2)t° + (0.438397635722312126e — 3)t’
—(0.116317921816630792e — 3)t° + (0.681675511469014190¢ — 4)t°
— (0.149467696089670826e — 4)t™° + (0.155619431780448952¢ — 5)t™*
— (0.791274862019668739% — 7)t*? + (0.157132189816628130e — 8)t™
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0515 (t) =1—t —0.5t% +0.221930461707007254t° + (0.421167050392465825€ — 1)t*
—(0.185235942125547836e — 1)t° — (0.112652699145066038¢ — 2)t°
+(0.639723822411397692¢ — 3)t” + (0.520074999055264442¢ — 4)t°
— (0.205553992579377010e — 4)t° — (0.129181392927862904¢ — 5)t™°
+(0.713267370942502477¢ — 6)t™* — (0.697571089117534662¢ — 7)t"2
+(0.228357407550778494¢ — 8)t*°

olarak hesaplanir. Boylece, N =4,7,13 degerleri i¢in buldugumuz o (t) (i=1273)
degerlerini
ay(t)= (al,N ®), N (1), 223N, (t))

ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus

(8.26)

olur. Simdi N =4,7,13 degerleri i¢in [0,27] aralifindan secilmis bazi degerlerde tam

¢Oziim ile Taylor polinom ¢oziimlerini karsilagtiralim.

Tablo 8.17. Ornek 8.5%in «,(t) tam ¢ozumd ile o, (t) Taylor

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7,13 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Coztimleri (al'N (t))
ti
oy (t) Oy t) Q7 t) 0113 t)
0 1 1 1 1
7/3 0.939692621 0.940029882 0.939699846 0.939692674
27/3 0.766044443 0.767535726 0.766068213 0.766044597
T 0.499999999 0.501747968 0.500029735 0.500000783
4r/3 | 0.173648178 | 0.172705239 | 0.173669817 | 0.173648306
57/3 | -0.173648178 | -0.178745641 | -0.173642329 | -0.173648136
21 -0.499999999 | -0.500949660 | -0.500043856 | -0.499999498

Tablo 8.18. Ornek 8.5%in «, (t) tam ¢ozumd ile o, , (t) Taylor

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7,13 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Coziimleri (azvN (t))
ti
a,(t) aZ,A(ti) Q7 t) 0313 )
0 1 1 1 1
7/3 1.335871714 1.510487683 1.140552426 1.336163597
27/3 0.483003182 1.220001383 -0.162154346 0.483849248
r -0.500000000 | 0.497487925 | -1.307703888 | -0.498992936
4r/3 | -0.952849493 | -0.341068271 | -1.541001635 | -0.952149385
57/3 | -0.952849493 | -1.032645187 | -1.112798404 | -0.952693244
2r -0.499999999 | -1.367183211 0.707706930 -0.501038411
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Tablo 8.19. Ornek 8.5%in a,(t) tam ¢ézimiiile o, (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N =4,7,13 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Coziimleri (a&N (t))
ti
as(t) a4 (t) a4 (t) 315(t)
0 1 1 1 1
z/3 | -0.313797681 | -0.304683035 | -0.402529238 | -0.313886075
27/3 | -1.163413948 | -1.226284927 | -1.453584384 | -1.163670718
n -0.999999999 | -1.014543102 | -1.362624376 | -1.000305881
4z/3 | -0.349616267 0.285050890 -0.613518551 | -0.349829083
57/3 0.349616267 1.831251374 0.272474175 0.349567041
2r 1 1.987058549 0.550087076 1.000871263

Tablo 8.17, Tablo 8.18 ve Tablo 8.19°dan goriilmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢oziimler ger¢ek ¢ozlime oldukca yaklasmaktadir. Simdide N=4, N=7 ve

N =13 i¢in asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilastiralim.

Tablo 8.20. Ornek 8.5%in asil mutlak hata fonksiyonunun (Je, , (t)])

N =4,7,13 i¢in sayisal sonuclari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |61,N (t)| = |0t1 (t) -y (t)|

le,.(t)|

le., (4)]

|e1,13 (t )|

0 0 0 0
/3 0.337262¢-3 0.722485¢e-5 0.531018e-7
2r/3 0.149128e-2 0.237697e-4 0.154030e-6
T 0.174797e-2 0.297355e-4 0.182785e-6
4r/3 0.942939¢-3 0.216392e-4 0.128274e-6
57/3 0.509746e-2 0.584902e-5 0.415931e-7
27 0.949660e-3 0.438564e-4 0.502275¢e-6
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Tablo 8.21. Ornek 8.5%in asil mutlak hata fonksiyonunun (Je, , (t)))

N =4,7,13 i¢in sayisal sonuclari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ez,N (t)| = |0£2 ) -0y (t)|

le, o )] le,, )] less ()]
0 0 0 0
7/3 0.174615 0.195319 0.000292
27/3 0.736998 0.645157 0.000846
T 0.997488 0.807704 0.001007
4r/3 0.611781 0.588152 0.000700
57/3 0.079796 0.159949 0.000156
2 0.867183 1.207707 0.001038

Tablo 8.22. Ornek 8.5%in asil mutlak hata fonksiyonunun (Je, , (t)))

N =4,7,13 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |e3,N (t)| = |a3 )~y (t)|

les.s )] les (&) less (t)]
0 0 0 0
7/3 0.009115 0.088732 0.000088
27/3 0.062871 0.290170 0.000257
bia 0.014543 0.362624 0.000306
4r/3 0.634667 0.263902 0.000213
57/3 1.481635 0.077142 0.000049
2 0.987059 0.449913 0.000871

Tablo 8.20, Tablo 8.21 ve Tablo 8.22°den N degeri arttiginda hatanin kiiciildiigd,

sifira yaklastig1 ve tam ¢oziime oldukca yaklasildigi goriilmektedir.
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Sekil 8.5. Ornek 8.5%in « egrisiile «,, o, Ve a,, egrilerinin grafikleri

(8.27) ile ifade edilen ¢, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 8.5°de
gosterilmistir. Sekil 8.5 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini, (c) « ile «, egrilerinin grafiklerini goOstermektedir. Grafikler
incelendiginde kesme sinir1 artirildiginda yaklasik olarak hesaplanan «, egrilerinin

grafiklerinin o egrisinin grafigine benzedigi goriillmektedir. O halde kesme sinir1 ne

kadar artirilirsa, sonucun kesinligi ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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8.6. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Lorentziyen
Kiiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike
olan Lorentziyen kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum
vektorli ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili (3.72) lineer
diferensiyel denkleminin yaklasik ¢6zUmuni bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de
verdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilarak bulmaya calisalim. Asagida verilen

ornegi inceleyelim.

Ornek 8.6. Ornek 8.5 de verilen (8.23), (8.24) ve (8.25) lineer diferensiyel
denklemlerini bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen degisken katsayili lineer
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢cin Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya

calisalim. N =4 i¢in «,,(t), a,,(t) V€ a,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢oziimleri

@, 0=33,L,0, (=123

seklindedir. $imdi yaklasik ¢oziimlerin a,,(n=0,1,234) Lucas katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b=2z ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi
3
{to =0, t, =%, t,=7,1, =7”, t, =27r}
olur. (4.59) dan (8.23), (8.24) ve (8.25) denklemleri igin temel matris denklemi

3
{ZPkTBkDT}A:G

k=0
seklinde yazilabilir. Boliim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (8.23), (8.24) ve (8.25) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢6zimleri

o, 4(t) = 0.9999999996 — (0.5555555555¢ — )t* + (0.43802995¢ — 3)t° + (0.374478869¢ — I)t*
@, , (t) = 1+t —0.55555555561 + (0.650757575¢ ~1)t* — (0.183502497e - 2)t*
o, (t) = 0.9999999994 —t —0.5t7 +0.2821210045t° — (0.2757104231e ~ )t *

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

o, () =1-(0.134034493573520e — 16)t — (0.555555555555552e —1)t’
+(0.142096342344552¢ — 4)t* + (0.503803487266913e — 3)t* + (0.352595969518132¢ — 5)t°
—(0.257443722062980e — 5)t° + (0.733323854791909% — 7)t’
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a,, () =1.00000000000001 + t — 0.5555555555555461 — 0.542273045134405t*
+0.336742357103311t* — (0.693470196595196€ —1)t° + (0.601517219705502e — 2)t°
—(0.170662315274227e - 3)t’

o, (t) =1.00000000000001 — 0.999999999999996t — 0.499999999999993t*
+(0.415255469345884¢ — )t* +0.185128282591445t* — (0.716591529804859% — 1)t°
+(0.103489991186205e —1)t° — (0.538776942515938e — 3)t’

ve N =13 i¢in
a5 (t) = —(0.82623500310625164¢€ —13)t +1.0000000000000029568

+(0.202986329542256372e —12)t** — (0.55555555555484223529¢ — 1)t
+(0.20516970368381507749 — 6)t° + (0.51408728227196451624e — 3)t*
+(0.29500928169869341475¢ — 6)t° — (0.20977070941073889322e — 5)t°
+(0.88542627333386120912e — 7)t” — (0.25037734213812933787¢ — 7)t°
+(0.66253919697254619062¢ — 8)t° — (0.10618921672967082969¢ — 8)t™°
+(0.11186739638627630484e — 9)t"* — (0.707491245733875124e — 1 1)t

a, 5 (t) = 0.99999999999883355808t +1.0000000000000411517
+(0.68069883867317778807e — 4)t° — (0.14930244832586518618e — 4)t*
+(0.15543620600004870534¢ — 5)t** — (0.790078028772890682¢ — 7)t*?
+(0.156783542209032026€ — 8)t" — 0.55555555555530241305t
—0.16567095412568548245t° + (0.68327256614496824788¢ — 1)t*
+(0.10000180838673711866€ —1)t° — (0.51769355144667328366¢€ — 2)t°
+(0.43725439539843274832¢ — 3)t” — (0.11592003042372044118¢ — 3)t°

a5 (t) =—1.0000000000008764170t +1.0000000000003092788
—(0.12926438577520130840e — 5)t° + (0.71334324188455064170e — 6)t™
—(0.697610536947303010e — 7)t** +(0.228366121276693090¢ — 8)t*°
—0.49999999999940245810t* + 0.22193068378054161822t°
—(0.18523282853427607389% — 1)t° — (0.11267252041285260188¢ — 2)t°
+(0.63981174661244250898e — 3)t” +(0.51980353172792199826€ — 4)t°
+(0.42116366036911639020e —1)t* — (0.20549613509757398552¢ — 4)t”

seklinde hesaplanir. Boylece, N =4,7,13 degerleri i¢in buldugumuz o (t) (i=12,3)
degerlerini

ay () = (o (1) () 0 (1)) (8.27)
ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=«(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N =4,7,13 degerleri i¢in [0,27] aralifindan secilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Lucas polinom ¢ozlimlerini karsilastiralim.
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Tablo 8.23. Ornek 8.6’nin «,(t) tam ¢dzimdi ile o, (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N =4,7,13 igin sayisal sonuglari

Tam Cézim Lucas Polinom Goziimleri (ay  (t))
t;
al (tl) a1‘4 (tl) a1‘7 (tl) a1,13 (tl)
0 1 0.999999999 1 1
7/3 0.939692621 0.940029882 0.939699846 0.939692683
27/3 0.766044443 0.767535726 0.766068212 0.766044624
T 0.499999999 0.501747968 0.500029734 0.500000215
4r/3 0.173648178 0.172705239 0.173669816 0.173648329
57/3 | -0.173648178 | -0.178745641 | -0.173642329 | -0.173648126
2 -0.499999999 | -0.500949660 | -0.500043858 | -0.499999465

Tablo 8.24. Ornek 8.6’nin «,(t) tam ¢oziimu ile «, , (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N =4,7,13 igin sayisal sonuglari

Tam Cézim Lucas Polinom Goziimleri (ay (t))
t;
a,(t) a,,(t) a,,(t) Ay 15(t)
0 1 1 1 1
7/3 1.335871714 1.510487683 1.140552437 1.336162958
27/3 0.483003182 1.220001383 -0.162154310 | 0.483847394
T -0.500000000 0.497487925 -1.307703843 | -0.498995144
4r/3 -0.952849493 | -0.341068271 | -1.541001600 | -0.952150915
57/3 | -0.952849493 | -1.032645187 | -1.112798378 | -0.952693474
2 -0.499999999 | -1.367183211 | 0.707707046 -0.501043542

Tablo 8.25. Ornek 8.6’nin o, (t) tam ¢oziimil ile «,, (t) Lucas

polinom ¢dzlmlerinin N =4,7,13 igin sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Coziumleri (a&N (t))
ti
a,(t) as,(t) a4 (t) 315(t)
0 1 0.999999999 1 1
z/3 | -0.313797681 | -0.304683036 | -0.402529236 | -0.313886007
2r/3 | -1.163413948 | -1.226284928 | -1.453584376 | -1.163670521
T -0.999999999 | -1.014543102 | -1.362624366 | -1.000305645
4z/3 | -0.349616267 0.285050890 -0.613518540 | -0.349828908
57/3 0.349616267 1.831251373 0.272474198 0.349567186
27 1 1.987058548 0.550087143 1.000871487

Tablo 8.23, Tablo 8.24 ve Tablo 8.25’den gorilmektedir ki N degeri artirildigina
yaklasik ¢oziimler gercek ¢ozlime oldukga yaklagsmaktadir. Simdi de N=4, N=7

ve N =13 i¢in asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.
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Tablo 8.26. Ornek 8.6’nin asil mutlak hata fonksiyonunun (Je,, (t)])

N = 4,7,13 i¢in sayisal sonuglar1

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |e11N (t)| = |0£1 O —ayy (t)|

le,.(t)|

le., (4)]

‘ €13 ( )‘

0 0.4e-9 0.22e-15 0.29668e-14
/3 0.337262¢-3 0.722456e-5 0.623586e-7
2r/3 0.149128e-2 0.237688e-4 0.180915¢e-6
n 0.174797e-2 0.297342e-4 0.214867e-6
4r/3 0.942939¢-3 0.216383e-4 0.151233e-6
57/3 0.509746e-2 0.584869e-5 0.512413e-7
27 0.949660e-3 0.438578e-4 0.534755e-6

Tablo 8.27. Ornek 8.6’nin asil mutlak hata fonksiyonunun (je, , (t)])

N = 4,7,13 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |62'N (t)| = |a2 t)—a,y (t)|

le, o )] le,, )] less ()]

0 0 0.1044e-13 0.411517e-13
7/3 0.174616 0.195319 0.000291
27/3 0.736998 0.645157 0.000844

bia 0.997488 0.807704 0.001005
4r/3 0.611781 0.588152 0.000699
57/3 0.079796 0.159949 0.000156
27 0.867183 1.207707 0.001044

Tablo 8.28. Ornek 8.6’min asil mutlak hata fonksiyonunun (e, , (t)])

N =4,7,13 icin sayisal sonuclari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |e3,N (t)| = |a3 ) -0y (t)|

les.o )] les (&) less (t)]

0 0.6e-9 0.822e-14 0.3092788e-12
7/3 0.009115 0.088732 0.000088
27/3 0.062871 0.290170 0.000257

bia 0.014543 0.362624 0.000306
4r/3 0.634667 0.263902 0.000213
57/3 1.481635 0.077142 0.000049
2 0.987059 0.449913 0.000871

Tablo 8.26, Tablo 8.27 ve Tablo 8.28’den N degeri arttiginda hatanin kii¢iildiigii ve
tam ¢dziime oldukca yaklasildigr goriilmektedir. Ayrica Ornek 8.5 ve Ornek 8.6 daki
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sonuglar

karsilagtirlldiginda Lucas polinom ¢o6ziimlerinin Taylor polinom
coziimlerine oldukca yakin oldugu goriilmektedir.
4_
o, 2
z }: Ei z GG. }.
o
-2 a7 P
% o
-2 P 3 . 5 2 i 5 ! ] 4
X ¥
(a) (b)
o
)]
X .
Ay3 EJ
-2 i
4]
2
0
2 2
X L}

(©)

Sekil 8.6. Ornek 8.6’nin o egrisi ile «,, a, V€ a,, egrilerinin grafikleri

(8.28) ile ifade edilen ¢, egrilerinin ve ¢«

egrisinin grafikleri Sekil 8.6’da

gosterilmistir. Sekil 8.6 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin

grafiklerini ve (¢) «

ile «, egrilerinin grafiklerini gostermektedir. Grafikler

incelendiginde kesme sinir1 artirildiginda yaklasik olarak hesaplanan «, egrilerinin

grafiklerinin o egrisinin grafigine benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne

kadar artirilirsa, sonucun kesinligi ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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9. 3-BOYUTLU MINKOWSKI UZAYINDA HIPERBOLIK KURESEL
EGRILERiI KARAKTERIZE EDEN DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN
cOzUMU

9.1. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum
vektorli ve tlirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel
denklemi Boliim 3.2.2.1°de (3.90) ile verilmisti. (3.90) denklemi incelendiginde, eger
aslinormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike bir egrinin hizi, egriligi ve
burulmasi verilirse ya da bilinirse, egrinin denklemi yaklasik ¢6ziim metodlari
vasitasiyla belirlenebilmektedir. Bu boéliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
aslinormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egrileri karakterize eden lineer
diferensiyel denklemlerin ¢oziimii igin Taylor siralama metodu kullanilacaktir. Bu

amagla asagida verilen spacelike egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 9.1. « :[o,%} — E? tamimli

a(t) =(cosh(t), sinh(t)sin(t/3),sinh(t) cos(t/3))
egrisi aslinormali timelike olan hiperbolik birim kiire {izerinde yatan, birim hizl
olmayan regiiler bir spacelike egridir. « egrisinin hizi, egrilik ve burulmasi sirastyla
asagidaki gibi hesaplanir.
v(t) = ((-8/3)cosh* (t/3) + cosh? (t/3) + (16/9) cosh® (t/3) + (8/9) )"~ (9.1)

—8640cosh® (t/3) + 7680cosh™ (t/3) + 2768cosh®(t/3) )
+1518cosh* (t/3) — 2560 cosh™ (t/3) —873cosh?(t/3) + 512

k(t) = (312) (92)
(—Zzlcosh4 (t/3) +9cosh?(t/3) +16 cosh® (t/3) + 8)
68sinh?(t/3) — 4352sinh?(t/3) cosh® (t/3) — 7056 cosh® (t/3)
6sinh(t/3)| —816sinh?(t/3) cosh’ (t/3) + 4032 cosh®(t/3)
+3780cosh” (t/3) —567 cosh?(t/3) +3264sinh’ (t/3) cosh* (t/3) 9.3)

7(t) =
® 8640 cosh® (t/3) — 7680 cosh™® (t/3) — 2768 cosh® (t/3)
~1518cosh” (t/3) + 2560 cosh™ (t/3) + 873 cosh? (t/3) — 512
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O halde aslinormali timelike olan hiperbolik kiresel « spacelike egrisini karakterize
eden (3.90) lineer diferensiyel denklemi m=0 igin

ps (Do (t) + p, (a"(t) + p. (' (1) + Py (Dex(t) =0 (9.4)
seklinde yazilir. Burada

20480 cosh™ (t/3) — 81920 cosh™ (t/3) + 134400 cosh™ (t/3)
0.22222 cosh(t/3)sinh(t/3)| —110848cosh™ (t/3) + 43120 cosh® (t/3) — 3168 cosh® (t/3)
—~20953cosh* (t/3) + 18955 cosh? (t/3) — 3468
512 + 4096 cosh™® (t/3) —18432 cosh™ (t/3) + 34560 cosh™ (t/3)
—28416 cosh™ (t/3) +1008 cosh® (t/3) +14904 cosh® (t/3)
-6567 cosh® (t/3) — 2664 cosh* (t/3) + 1728 cosh® (t/3)

P; (t) =

61440 cosh™ (t/3) — 215040 cosh™ (t/3) + 303360 cosh** (t/3)
~0.22222sinh? (t/3)| ~249344 cosh™® (t/3) + 145168 cosh® (t/3) — 58088 cosh® (t/3)
5857 cosh* (t/3) + 8177 cosh? (t/3) — 1156
512 + 4096 cosh™ (t/3) — 18432 cosh™® (t/3) + 34560 cosh™ (t/3)
—28416.cosh™ (t/3) +1008 cosh™ (t/3) +14904 cosh®(t/3)
—6567 cosh® (t/3) — 2664 cosh* (t/3) +1728 cosh® (t/3)

P, (t) =

(0.9876543210e — 1) sinh(t/3) cosh(t/3) (16 cosh* (t/3) ~ 16 cosh” (t/3) + 3)
8960 cosh* (t/3) — 26880 cosh™ (t/3) + 30240 cosh® (t/3)
'[—25456 cosh®(t/3) +18339cosh* (t/3) — 5814 cosh?(t/3) + 2312J
512 + 4096 cosh'® (t/3) — 18432 cosh™ (t/3) + 34560 cosh™ (t/3)
—28416 cosh™ (t/3) +1008 cosh™ (t/3) +14904 cosh®(t/3)
—6567 cosh® (t/3) — 2664 cosh” (t/3) +1728 cosh? (t/3)

P (t) =

102400cosh® (t/3) — 358400 cosh* (t/3) + 505600 cosh** (t/3)
—(.4938271605e 1) sinh?(t/3)| —~538880cosh™ (t/3) + 488560 cosh® (t/3) — 266360 cosh® (t/3)
+141289 cosh* (t/3) — 43112 cosh? (t/3) + 4624
512 + 4096 cosh™ (t/3) — 18432 cosh™® (t/3) + 34560 cosh™ (t/3)
—28416cosh* (t/3) +1008cosh™ (t/3) +14904 cosh®(t/3)
—6567 cosh® (t/3) — 2664 cosh* (t/3) +1728 cosh? (t/3)

Po (t) =

seklindedir. Simdi « egrisini a(t) = (e, (t),,(t),a,(t)) olarak diisiinelim. O halde, (9.4)

esitligi o,(t), a,(t) Ve a,(t) icin asagidaki gibi saglanir.

P, (Da(t) + p, (t)e(t) + p, (e (t) + Py (t)er, (t) =0 (9.5)
P (Day (1) + P, (t)ery (1) + p, (D (t) + Py (D, (t) =0 (9.6)
p; ()e(t) + p, (e () + p, (i (t) + p, (et (t) = 0. (9.7)

Kabul edelim ki aslinormali timelike olan hiperbolik kiresel « spacelike
egrisinin parametrik denklemi bilinmesin. Ancak hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor
olsun. B6lim 4.1.1 ve 4.1.2 de verilen Taylor siralama metodunu kullanarak, ve

(9.5), (9.6) ve (9.7) denklemleri yardimiyla o egrisinin parametrik denklemini
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bulalim. Sonra, elde edilen yaklasik denklemi, « egrisinin ger¢ek denklemiyle
karsilagtirarak, yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢ozlime ne kadar yakin oldugunu tablo ve
grafikler yardimiyla gosterelim.

(9.5), (9.6) ve (9.7) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklagik ¢6ziimlerini
Boliim 4.1.1 ev 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya

calisalim. a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in baslangi¢ kosullarini
%(0)=1 &/ (0)=0 &/’ (0)=1

a,(0)=0, &, (0)=0, a,"(0) = %

2,(0)=0, &, (0)=1, &, (0)=0
olarak kabul edelim. N=4 i¢in a,,(t), a,,(t) V& a,,(@t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

cozimleri
4
a,t)=>a.,.t" (=123
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢oziimlerin a , ,(n=0,1,2,34) Taylor katsayilarin

in

hesaplayalim. a=0, b=7x/3 ve N =4 icin siralama noktalarinin kiimesi

T T T T
{“J R T‘ts:Z't“:E}

olur. (4.9) dan (9.5), (9.6) ve (9.7) denklemleri igin temel matris denklemi
{23: P, TB* }A =G

seklinde yazilabilir. Bolim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (9.5), (9.6) ve (9.7) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢ézumleri

o, (t) =1-(0.8574567501e —11)t + 0.4999999999t> — (0.6705259207¢ — 2)t*
+(0.4821115094e - 1)t*

a,,(t) = —(0.6572606355¢ — 1 1)t + 0.3333333334t” — (0.8496306387e — 2)t° + (0.5768276018e — L)t*
a, () =1.000000001t — (0.1541015748e — 9)t* +0.1133347644t° — (0.2311212619e — 2)t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

o, (t) =1+ 0.5t +(0.136169683104814e — 4)t° + (0.416152579975646¢ — )t *
+(0.112524385499135¢ — 3)t° -+ (0.124859990491677e — 2)t° + (0.926764066506713 — 4)t’

a, - (t) = 0.333333333333333t” + (0.102605169599220e — 4)t° + (0.493438489669451e —1)t*
+(0.855900557515573 — 4)t° + (0.16 7539254212260 — 2)t° + (0.727117849644484e — A)t’
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a,,(t) =t+0.111103511257694t° +(0.279214915646087e — 4)t* — (0.469642559834504e — )t°
+(0.654454624666734e — 4)t° — (0.213847071577344e - 3)t”

olarak hesaplanir. Boylece, N=4,7 degerleri i¢in buldugumuz o, (t) (i=12,3)
degerlerini

ay (1) = (on (0), (1), 2 (1)) (9.8)
ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus

olur. Simdi N =4,7 degerleri i¢in [O,%] araligindan se¢ilmis bazi degerlerde tam

¢Oziim ile Taylor polinom ¢oziimlerini karsilastiralim.

Tablo 9.1. Ornek 9.1°in «,(t) tam ¢6zUmu ile o, (t) Taylor

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Coztmleri (al,N (t))
t;
o (ti) al,A(ti) Q7 (ti)

0 1 1 1
/15 1.022012744 1.021963617 1.022012805
27 /15 1.089020096 1.088721237 1.089020394
7/5 1.203972089 1.203242774 1.203972820
47/15 1.371929540 1.370724490 1.371930935
7/3 1.600286856 1.598588998 1.600289048

Tablo 9.2. Ornek 9.1°in a,(t) tam ¢ozim ile o, , (t) Taylor

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coziim Taylor Polinom Cozimleri (aZ,N (t))
ti
a, (ti ) Ay 4 (ti ) Qyq (ti )
0 0 0 0
/15 0.014716806 0.014654569 0.014716852
27 /15 0.060016497 0.059637923 0.060016721
7/5 0.139401462 0.138477335 0.139402011
47/15 0.258892401 0.257363818 0.258893451
7/3 0427308698 0.425152123 0.427310355
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Tablo 9.3. Ornek 9.1%in a,(t) tam ¢oziimii ile o, (t) Taylor

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Taylor Polinom Cozimleri (aSYN (t))
t;
24 ) a3,4(ti) 228 )
0 0 0 0
7/15 0.210460124 0.210476275 0.210460089
27/15 0.427039565 0.427137560 0.427039397
7/5 0.655832314 0.656071031 0.655831901
47/15 0.902865100 0.903257131 0.902864311
7/3 1.174020998 1.174569578 1.174019789

Tablo 9.1, Tablo 9.2 ve Tablo 9.3’den gorilmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢oziimler gergek ¢oziime oldukca yaklagsmaktadir. Simdi de N=4 ve N=7

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.

Tablo 9.4. Ornek 9.1’in asil mutlak hata fonksiyonlarmnimn (|91.N (t)|)

N =4,7 Ve j=1,23 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej'N (t)| = |aj O-a;y (t)|

le,. (t)] le,, (t)] le, . (t)] le,- (t)] les.o (t)] les (t)]

0 0 0 0 0 0 0
/15 | 0.4913e-4 | 0.6123e-7 | 0.6224e-4 = 0.4608e-7 | 0.1615e-4 | 0.3458e-7
27/15 | 0.2989e-3 | 0.2975e-6 | 0.3786e-3  0.2239e-6 | 0.9800e-4 @ 0.1682e-6

7/5 0.7293e-3 | 0.7304e-6 | 0.9241e-3 = 0.5495e-6 | 0.2387e-3 | 0.4130e-6
4z/15| 0.1205e-2 | 0.1395e-5 | 0.152%e-2 | 0.1049-5 | 0.3920e-3 = 0.7887e-6
7/3 0.1698e-2 @ 0.2190e-5 | 0.2157e-2 = 0.1657e-5 | 0.5486e-3 | 0.1209e-5

Tablo 9.4 den N degeri arttiginda hatanin kiigiildiigii, sifira yaklastigi ve tam
cozlime oldukga yaklasildigi goriilmektedir.
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Sekil 9.1. Ornek 9.1’in « egrisi ile o, Ve «, egrilerinin grafikleri

(9.8) ile ifade edilen «, egrilerinin ve o egrisinin grafikleri Sekil 9.1°de
gosterilmistir. Seki 9.1 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile o, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme siurt artirildiginda
yaklagik olarak hesaplanan «, egrilerinin grafiklerinin « egrisinin grafigine

benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.

9.2. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Aslinormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler aslinormali
timelike olan hiperbolik kiresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum
vektori ve tiirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili (3.90) lineer
diferensiyel denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii bu kez de Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de
verdigimiz Lucas siralama yontemi kullanilarak bulmaya calisalim. Asagida verilen

ornegi inceleyelim.

Ornek 9.2. Ornek 9.1’de verilen (9.5), (9.6) ve (9.7) lineer diferensiyel
denklemlerini bu kez de B6lim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen degisken katsayili lineer
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diferensiyel denklemlerin ¢6zmi igin Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya

calisalim. N=4 i¢in «,,(t), «,,(t) Ve «,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢oziimleri

@u0=3a,L0, (=123

seklindedir. Simdi yaklasik c¢oziimlerin a,,(n=0,1,234) Lucas katsayilarini

hesaplayalim. a=0, b=7x/3 ve N =4 i¢in siralama noktalarinin kiimesi

T T T T
{to =0, =5 t, =5 t, =7 t, _—}
olur. (4.59) dan (9.5), (9.6) ve (9.7) denklemleri icin temel matris denklemi

3
{ZPkTBkDT}A:G

k0
seklinde yazilabilir. Boliim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (9.5), (9.6) ve (9.7) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢oztimleri
a, ,(t) =1.000000001+ (0.8e —10)t +0.4999999999t° — (0.6705259143 — 2)t°
+(0.4821115097e —)t*
a, ,(t) =—(0.1e—9) +(0.1e~10)t +0.3333333332t" — (0.8496306314e - 2)t* +(0.5768276018e ~ 1)t*
a, ,(t) = (0.20e —10) +1.000000001t — (0.245¢ —9)t* +0.1133347645¢° — (0.2311212610e — 2)t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

a, , (t) =1.00000000000001 + (0.321964677141295¢ —14)t + 0.499999999999982t

+(0.136170170019767e — 4)t* + (0.416152579018929 — 1)t* + (0.112524468746433 — 3)t°
+(0.124859987680237e — 2)t° + (0.926764030831917e — 4)t’

a,, (t) = (0.593969318174459 —14) + (0.621724893790088e —14)t + 0.333333333333308t

+(0.102605697952880e — 4)t° + (0.493438488386921e — 1)t* +(0.855901794913905¢ — 4)t°
+(0.167539251381577e — 2)t° + (0.727117689388971e — 4)t’

s, (t) = —(0.213162820728030e —13) +1.00000000000001t — (0.142108547152020e -13)t?

+0.111103511231742t° + (0.279215858469684e — 4)t* — (0.469642756956157¢ — 3)t°
+(0.654456620594601e — 4)t° — (0.213847147574997e — 3)t’

seklinde hesaplanir. Boylece, N=4,7 degerleri i¢in buldugumuz ¢ () (i=123)
degerlerini
ay (t) = (al,N (t)vaZ,N (t)'a?;,N (t)) (99)

ifadesinde yerlerine yazarsak o, (t) = a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N=4,7 degerleri i¢in [0,%] araligindan sec¢ilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Lucas polinom ¢ozlimlerini karsilastiralim.
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Tablo 9.5. Ornek 9.2°nin a,(t) tam ¢ézimiiile o, (t) Lucas

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Lucas Polinom Céztmleri (%,N (t))
t;
a, (ti) al,A(ti) (2% (ti)
0 1 1.000000001 1
7/15 1.022012744 1.021963618 1.022012805
27/15 1.089020096 1.088721238 1.089020394
7/5 1.203972089 1.203242775 1.203972820
47/15 1.371929540 1.370724449 1.371930935
7/3 1.600286856 1.598588999 1.600289048

Tablo 9.6. Ornek 9.2°nin a,(t) tam ¢ézimiiile o, (t) Lucas

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Coziim Lucas Polinom Céziimleri (azvN (t))
ti
a,(t) Q4 ®) 7% )

0 0 -0.16-9 0.5940¢e-14
7/15 0.014716806 0.014654569 0.014716852
27/15 0.060016497 0.059637923 0.060016721

7/5 0.139401462 0.138477335 0.139402011
47/15 0.258892401 0.257363818 0.258893451
7/3 0427308698 0.425152123 0.427310355

Tablo 9.7. Ornek 9.2°nin a,(t) tam ¢ozimi ile o, (t) Lucas

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Lucas Polinom Cozumleri (aSYN (t))

t;

O ) a3,4(ti) 228 )

0 0 0.20e-10 -0.2132e-13
7/15 0.210460124 0.210476275 0.210460089
27/15 0.427039565 0.427137560 0.427039397

7/5 0.655832314 0.656071031 0.655831901
47/15 0.902865100 0.903257132 0.902864311
7/3 1.174020998 1.174569578 1.174019789

Tablo 9.5, Tablo 9.6 ve Tablo 9.7°den gorilmektedir ki N degeri artirildigina
yaklasik ¢oziimler ger¢ek ¢oziime oldukga yaklasmaktadir. Simdide N=4 ve N =7

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.
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Tablo 9.8. Ornek 9.2’nin asil mutlak hata fonksiyonlarinin (Jesn @)

N =4,7 Ve j=1,2,3 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej'N (t)| = |aj O -a; (t)|

lev.o )] le, (4)] le,.. ()] le,., ()] les.o (t)] les (t)]
0 0.1e-8 0.1332e-13 0.1e-9 0.5940e-14 0.20e-10 0.2132e-13
7/15 0.4913e-4 0.6123e-7 0.6224e-4 0.4608e-7 0.1615e-4 0.3458e-7
27/15 | 0.2989%e-3 0.2975e-6 0.3786e-3 0.2239e-6 0.9800e-4 0.1682e-6
7/5 0.7293e-3 0.7304e-6 0.9241e-3 0.5495e-6 0.2387e-3 0.4130e-6
47/15 0.1205e-2 0.1395e-5 0.1529e-2 0.1049e-5 0.3920e-3 0.7887e-6
7/3 0.1698e-2 0.2190e-5 0.2157e-2 0.1657e-5 0.5486e-3 0.1209e-5

Tablo 9.8’den N degeri arttiginda hatanin kiigiildiigii ve tam ¢6ziime oldukca
yaklagildigi goriilmektedir. Ayrica Ornek 9.1 ve Ornek 9.2°deki sonuglar
karsilagtirildiginda Lucas polinom ¢oziimlerinin Taylor polinom ¢6ziimlerine

oldukga yakin oldugu goriilmektedir.

o\

N

WM = om = MW
]

W O = m = AN W

3 3 3 3
210_1 10'1_2 21“-1 1“_1_2
2332 23773 2

¥ ¥ X y

(@) (b)

Sekil 9.2. Ornek 9.2°nin o egrisi ile «, Ve «, egrilerinin grafikleri

(9.9) ile ifade edilen «, egrilerinin ve » egrisinin grafikleri Sekil 9.2°de
gosterilmistir. Sekil 9.2 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme simirt artirildiginda
yaklasik olarak hesaplanan «, egrilerinin grafiklerinin o egrisinin grafigine
benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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9.3. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Taylor Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike
olan hiperbolik kuresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum vektorii
ve tlirevlerine bagl 3. mertebeden degisken katsayili lineer diferensiyel denklemi
Bolim 3.2.2.2 de (3.108) ile verilmisti. (3.108) denklemi incelendiginde, eger
binormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike bir egrinin hizi, egriligi ve
burulmasi verilirse ya da bilinirse, egrinin denklemi yaklasik ¢6ziim metodlart
vasitasiyla belirlenebilmektedir. Bu boéliimde, 3-boyutlu Minkowski uzayinda
binormali timelike olan hiperbolik kiiresel spacelike egrileri karakterize eden lineer
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Taylor siralama metodu kullanilacaktir. Bu

amagcla agagida verilen spacelike egri 6rnegini inceleyelim.

Ornek 9.3. « [0%} — E} tanimh

a(t) = (cosh(t),sinh(t)sin(t),sinh(t) cos(t))
egrisi binormali timelike olan hiperbolik birim kiire {lizerinde yatan, birim hizh
olmayan regiiler bir spacelike egridir. « egrisinin hizi, egriligi ve burulmas: sirasiyla

asagidaki gibi hesaplanir.

v(t) = cosh(t) (9.10)
. \/(ZCOShZ(t) :l)coshz(t) ©.11)
cosh”(t)
_ 2sinh(t)
= 2cosh?(t) +1° (9.12)

O halde binormali timelike olan hiperbolik kiiresel « spacelike egrisini karakterize
eden (3.108) lineer diferensiyel denklemi m=0 igin
P (D" (1) + p, (Oa" (1) + py (Da'(t) + py (D (t) =0 (9.13)

seklinde yazilir. Burada

2sinh(t) (cosh’ (t) +1)
Ps t)= 3
cosh”(t)
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2(3cosh?(t) +1)sinh*(t)

P () == cosh* (t)

p, (t) = 8tanh(t)
P, (t) = —4tanh?(t)
seklindedir. Simdi « egrisini a(t) =(a,(t),a,(t),a.(t)) olarak diisiinelim. O halde, (9.12)

esitligi a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in asagidaki gibi saglanir.

P (D[t + p, (e (t) + p, (D)) (t) + Py (t)er, () =0 (9.14)
P, (e (t) + p, (t)ery (£) + P, (s () + Py ()ex, () =0 (9.15)
p; ()e(t) + p, (e () + p, (i (t) + p, (et (t) = 0. (9.16)

Kabul edelim ki binormali timelike olan hiperbolik kiresel « spacelike
egrisinin parametrik denklemi bilinmesin. Ancak hizi, egriligi ve burulmasi biliniyor
olsun. B6lim 4.1.1 ve 4.1.2 de verilen Taylor siralama metodunu kullanarak, ve
(9.14), (9.15) ve (9.16) denklemleri yardimiyla « egrisinin parametrik denklemini
bulalim. Sonra, elde edilen yaklasik denklemi, « egrisinin gercek denklemiyle
karsilagtirarak, yaklasik ¢oziimiin ger¢ek ¢ozlime ne kadar yakin oldugunu tablo ve
grafikler yardimiyla gosterelim.

(9.14), (9.15) ve (9.16) lineer diferensiyel denklemlerinin yaklasik ¢oziimlerini
Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen Taylor siralama metodunu kullanarak bulmaya
calisgalim. a,(t), a,(t) Ve a,(t) i¢in baslangi¢ kosullarin

a(0)=1 &' (0)=0 o (0)=1
,(0)=0, &, (0)=0, a,"(0)=2
,(0)=0, &, (0)=1, &, (0)=0
olarak kabul edelim. N=4 i¢in a,,(t), a,,(t) V& a,,(@t) kesilmis (sonlu) Taylor seri

coztmleri
4
a ()= a,t" (i=123)
n=0

seklindedir. Simdi yaklasik ¢Oziimlerin a ,,(n=0,1234) Taylor katsayilarimni

hesaplayalim. a=0, b=7x/2 ve N =4 icin siralama noktalarinin kiimesi

V3 V4 3 V4
8’ 4

{to =0t=Ctb="tL=".t, =7

olur. (4.9) dan (9.14), (9.15) ve (9.16) denklemleri icin temel matris denklemi
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3
{Z PkTBk}A =G
k=0

seklinde yazilabilir. Boliim 4.1.1 ve 4.1.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (9.14), (9.15) ve (9.16) diferensiyel denklemlerinin Taylor polinom ¢ozumleri
a, ,(t) =1-(0.2741244331e - 7)t + 0.4999989210t* — (0.331378974e — )t° + (0.6284096065¢ — 1)t

a, ,(t) = (0.9556200476e —11)t +1.000000043t* +0.2397672866t* — 0.1539942299t*
ay,(t) =0.9999999361t + (0.1894873476€ — 4)t* —0.2139130636t° —0.1049428601t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

ay ;(t) =1+(0.274510637706606e — 20)t + 0.5t* +(0.117245000419861e — )t
+(0.413751887525128e —1)t* +(0.417876175009255¢e — 3)t° + (0.104712982139867¢ — 2)t°
+(0.146470061101963e — 3)t’

a,(t) = (0.150855987621487¢ —15) — (0.129952358014291e — 16)t +12
—(0.129450250818089 — 2)t* + (0.172172956800840e — 2)t° — (0.123288874611806e — 1)t°
+(0.366645571211209 —3)t” +(0.542522127656292¢ —3)t°

o, (t) = (0.813036610272039% —17) +t —0.332552037609190¢° — (0.190798328644515¢ — 2)t*
— (0.306920687729086¢ — 1)t° — (0.200153230115654e — 2)t° + (0.227391868183924e — 2)t”

olarak hesaplanir. Boylece, N=4,7 degerleri i¢in buldugumuz o, () (i=12,3)
degerlerini
oy (1) = (et (0 0 (1), 25, 1) (9.17)

ifadesinde yerlerine yazarsak «, (t)=a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N =4,7 degerleri igin [O,%] araligindan se¢ilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Taylor polinom ¢ozlimlerini karsilastiralim.

Tablo 9.9. Ornek 9.3°Un «,(t) tam ¢oziimu ile o, (t) Taylor

polinom ¢dzlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Taylor Polinom Coziimleri (%,N (t))
ti
a, (ti) al,A(ti) (2% (ti)
0 1 1 1
7/10 1.049755231 1.048932552 1.049757020
7/5 1.203972089 1.198965832 1.203980694
37/10 1.477996766 1.465971553 1.478017317
2x/5 1.899097584 1.880512503 1.899134907
7/2 2.509178479 2.487842546 2.509231925
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Tablo 9.10. Ornek 9.3’lin a,(t) tam ¢ozimiiile o, (t) Taylor

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Taylor Polinom Coziimleri (aZ,N (t))
t;
a,(t) Q4 ®) 7% )
0 0 0 0.1506e-15
7/10 0.098685362 0.104630295 0.098693783
7/5 0.394100606 0.430257819 0.394141189
37/10 0.880482019 0.967486739 0.880578974
2x/5 1.535469371 1.670920173 1.535645519
7/2 2.301298902 2.459160187 2.301538337

Tablo 9.11. Ornek 9.3l a,(t) tam ¢oziimii ile o, (t) Taylor

polinom ¢ézlmlerinin N =4,7 igin sayisal sonuglari

Tam Cozim Taylor Polinom Cozimleri (aSYN (t))
t;
24 ) a3,4(ti) 228 )

0 0 0 0.8103e-17
7/10 0.303722314 0.306506229 0.303734318
7/5 0.542432949 0.558908968 0.542490755
37/10 0.639707632 0.680611733 0.639845712
2x/5 0.498904242 0.570484307 0.499155037
7/2 0.7208e-19 0.102862738 0.000357593

Tablo 9.9, Tablo 9.10 ve Tablo 9.11°’den gortlmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢oziimler gergek ¢oziime oldukca yaklagsmaktadir. Simdi de N=4 ve N=7

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.

Tablo 9.12. Ornek 9.3’Uin as1l mutlak hata fonksiyonlarimin (|91.N (t)|)

N =4,7 Ve j=1,23 i¢in sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej'N (t)| = |aj ®)—a;y (t)|

|el,4 (t )|

|el,7 (ti )|

|ez,4 (ti)|

|ez,7 (ti)|

|e3,4 (t )|

|e3,7 (t )|

0 0 0 0 0.1509e-15 0 0.8130e-17
/10 | 0.8227e-3 | 0.1788e-5 | 0.5945e-2 = 0.8421e-5 | 0.2784e-2 = 0.1200e-4
7/5 0.5006e-2 = 0.8605e-5 | 0.3616e-1 | 0.4058e-4 | 0.1648e-1 | 0.5781le-4
37/10 | 0.1203e-1 | 0.2055e-4 | 0.8700e-1 | 0.9695e-4 | 0.4090e-1 @ 0.1381e-3
2z/5 | 0.1859-1  0.3732e-4 0.1355 0.1761e-3 | 0.7158e-1 | 0.2508e-3
72 0.2134e-1 = 0.5345e-4 0.1579 0.2394e-3 0.1029 0.3576e-3
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Tablo 9.12’den N degeri arttiginda hatanin kii¢iildiigii, sifira yaklastigi ve tam
¢coziime oldukca yaklasildig1 goriilmektedir.

N
=) M - - - Lt} [
L]
=
)

(@) (b)

Sekil 9.3. Ornek 9.3°(in « egrisi ile a, Ve «, egrilerinin grafikleri

(9.16) ile ifade edilen o, egrilerinin ve « egrisinin grafikleri Sekil 9.3’de
gosterilmistir. Seki 9.3 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme siurt artirildiginda
yaklagik olarak hesaplanan o, egrilerinin grafiklerinin « egrisinin grafigine
benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.

9.4. 3-Boyutlu Minkowski Uzayinda Binormali Timelike Olan Hiperbolik
Kiresel Spacelike Egrileri Karakterize Eden Diferensiyel Denklemlerin

Coziimii icin Lucas Siralama Yontemi

3-boyutlu Minkowski uzayinda birim hizli olmayan, regiiler binormali timelike
olan hiperbolik kuresel spacelike egrileri karakterize eden ve egrinin konum vektorii
ve tlirevlerine bagli 3. mertebeden degisken katsayili (3.108) lineer diferensiyel
denkleminin yaklagik ¢6ziimiinii bu kez de Boliim 4.2.1 ve 4.2.2 de verdigimiz Lucas
siralama  yontemi kullanilarak bulmaya c¢alisalim. Asagida verilen Ornegi

inceleyelim.
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Ornek 9.4. Ornek 9.3’de verilen (9.14), (9.15) ve (9.16) lineer diferensiyel
denklemlerini bu kez de B6lim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen degisken katsayili lineer
diferensiyel denklemlerin ¢6ziimii i¢in Lucas siralama yontemini kullanarak bulmaya

calisgalim. N=4 i¢in «,,(t), a,,(t) V€ a,,(t) kesilmis (sonlu) Lucas seri ¢ozlimleri

o =2a,L0 (=129

seklindedir. Simdi yaklasik c¢oziimlerin a , ,(n=0,1,2,3,4) Lucas katsayilarim

in !

hesaplayalim. a=0, b=7/2 ve N =4 icin siralama noktalarinin kiimesi
{to =0, t, =%, =2 t, =2 ¢, =—}
olur. (4.59) dan (9.14), (9.15) ve (9.16) denklemleri igin temel matris denklemi
{iPkTBkDT}A =G
k=0

seklinde yazilabilir. Bolim 4.2.1 ve 4.2.2 de bahsedilen yontem kullanilarak N =4
icin (9.14), (9.15) ve (9.16) diferensiyel denklemlerinin Lucas polinom ¢ozumleri

o ,(t) =1.000019489 + (0.826e — 7)t +0.4999977767t* — (0.331378307e —1)t*
+(0.6284095691e — 1)t*

0, (t) = (05066 —7) +(0.44e —8)t +1.000000004t +0.2397672742t° —0.15399422221"*
o, (t) = (0.122376e —4) +0.9999989943 + (0.205931e — 4)t? —0.2139125949t° —0.1049428661t*

olarak hesaplanir. Benzer sekilde N =7 igin

o, (t) =1+ (0.560315682740509¢ —15)t + 0.500000000000001t* + (0.117245005450121e — 3)t*

+(0.413751889099795¢ —1)t* + (0.417875835038875e — 3)t° + (0.104713009719933e — 2)t°
+(0.146469986577800e — 3)t’

a, , (t) = —(0.283106871279415¢ —14) — (0.204350425470068e —14)t + 0.999999999999998t*
+(0.542520984783315e — 3)t* — (0.129449933125997¢e — 2)t* + (0.172172524182061e — 2)t°
—(0.123288846396159% —1)t° + (0.366644881226254¢ — 3)t’

a1y, (t) = —(0.199840144432528e — 14) +0.999999999999999t — (0.166533453693773¢ —14)t?
—0.332552038122847t% — (0.190798216123533e — 2)t* — (0.306920699331239% — 1)t°
—(0.200153170882234e — 2)t° + (0.227391855530474¢ — 2)t’

seklinde hesaplanir. Boylece, N=4,7 degerleri i¢in buldugumuz ¢ () (i=123)
degerlerini

ay (t) = (al,N (t)vaZ,N (t)'a?;,N (t)) (918)
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ifadesinde yerlerine yazarsak o, (t) = a(t) egrisinin parametrik denklemi bulunmus
olur. Simdi N=4,7 degerleri i¢in [O,%] araligindan secilmis bazi degerlerde tam

¢oziim ile Lucas polinom ¢dziimlerini karsilastiralim.

Tablo 9.13. Ornek 9.4°Un «,(t) tam ¢dzimi ile «, , (t) Lucas

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7 i¢in sayisal sonuglari

Tam Céziim Lucas Polinom Cozimleri (OLLN (t))
ti
o (t) a,(t) a; ()
0 1 1.000019489 1
7/10 1.049755231 1.048951965 1.049757020
7/5 1.203972089 1.198984954 1.203980694
37/10 1.477996766 1.465990182 1.478017317
2z/5 1.899097584 1.880053045 1.899134907
7/2 2.509178479 2.487859620 2.509231925

Tablo 9.14. Ornek 9.4°Un «,(t) tam ¢dzimi ile o, (t) Lucas

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coéziim Lucas Polinom Coziimleri (aZ,N (t))
ti
a,(t) o, 4 (L) a,,(t)
0 0 0.506e-7 -0.2831e-14
/10 0.098685362 0.104630343 0.098693783
7/5 0.394100606 0.430257855 0.394141189
37/10 0.880482019 0.967486755 0.880578974
27/5 1.535469371 1.670920162 1.535645519
7/2 2.301298902 2.459160147 2.301538337

Tablo 9.15. Ornek 9.4°0Nn «,(t) tam ¢oziimi ile «,, (t) lucas

polinom ¢ozlmlerinin N =4,7 i¢in sayisal sonuglari

Tam Coéziim Lucas Polinom Cozimleri (aSYN (t))
ti
as(t) O3, (t) 37 ()
0 0 0.000012238 -0.1998e-14
/10 0.303722314 0.306518347 0.303734318
7/5 0.542432949 0.558921379 0.542490755
37/10 0.639707632 0.680624932 0.639845712
21/5 0.498904242 0.570498873 0.499155037
7/2 0.7208e-19 0.102879333 0.000357593
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Tablo 9.13, Tablo 9.14 ve Tablo 9.15°den gorulmektedir ki N degeri artirildigina
yaklagik ¢oziimler ger¢ek ¢oziime olduke¢a yaklagmaktadir. Simdi de N =4 ve N=7

icin asil mutlak hata fonksiyonlarini karsilagtiralim.

Tablo 9.16. Ornke 9.4’(in as1l mutlak hata fonksiyonlarinin (lesn ®])

N =4,7 ve j=12,3 icin sayisal sonuglari

Asil Mutlak Hata Fonksiyonu |ej‘N (t)| = |ozj t)-a;y (t)|

lev. (8] le, @) le,.o )] le,., )] les.o )] les ()]
0 0.1949¢-4 0.44e-15 0.506e-7 0.2831e-14 | 0.1224e-4 | 0.1998e-14
7/10 0.8033e-3 0.1788e-5 0.5945e-2 0.8421e-5 0.2796e-2 0.1200e-4
7/5 0.4987e-2 0.8605e-5 0.3616e-1 0.4058e-4 0.1649¢e-1 0.5781e-4
37/10 | 0.1201e-1 0.2055e-4 0.8700e-1 0.9695e-4 0.4092e-1 0.1381e-3
27/5 0.1857e-1 0.3732e-4 0.1355 0.1761e-3 0.7159%e-1 0.2508e-3
7/2 0.2132e-1 0.5345e-4 0.1579 0.2394e-3 0.1029 0.3576e-3

Tablo 9.16’dan N degeri arttiginda hatanin kigiildiigii ve tam ¢oziime oldukga
yaklagildigi goriilmektedir. Ayrica Ornek 9.3 ve Ornek 9.4°deki sonuglar
karsilastirildiginda Lucas polinom ¢oziimlerinin Taylor polinom ¢6ziimlerine

oldukca yakin oldugu goriilmektedir.

(@) (b)

Sekil 9.4. Ornke 9.4°(in o egrisi ile a, Ve «, egrilerinin grafikleri

(9.18) ile ifade edilen «, egrilerinin ve o egrisinin grafikleri Sekil 9.4 de

gosterilmistir. Sekil 9.4 (a) « ile «, egrilerinin grafiklerini, (b) « ile «, egrilerinin
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grafiklerini gostermektedir. Grafikler incelendiginde kesme sinir1 artirildiginda

yaklasik olarak hesaplanan «, egrilerinin grafiklerinin o egrisinin grafigine

benzedigi goriilmektedir. O halde kesme sinir1 ne kadar artirilirsa, sonucun kesinligi

ve dogrulugu o derece artmaktadir.
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