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GIRIS

Bir sistemin hareket sabitlerinin sayisi sistemin serbestlik derecesinden biiyiik
ise bu tiir sisteme siiperintegrallenebilir sistem denir. Genelde n boyutlu oklit uzayinda
kapali bir sistem en fazla 2 n -1 hareket sabitine sahip olabilir[1]. Buna gore
stiperintegrallenebilir klasik veya kuantum sistemi 1 < k < n — 1 olmak lizere n + k
tane bagimsiz hareket sabitine sahip olabilir. k =1 ve k =n — 1 durumlar sirasiyla
minimal siiperintegrallenebilir ve maksimal siiperintegrallenebilir sistemler olarak
isimlendirilir. Ozel olarak n = 3 igin siiperintegrallenebilir sistem 4 veya 5 hareket

sabitine sahiptir.

Klasik kepler problemi ve harmonik osilatér iyi bilinen maksimal
stiperintegrallenebilir sistemlerdir. Kepler-Coulomb sistemi igin agisal momentum ve
Laplace-Runge-Lenz vetori [2,3,4] hareket sabiti iken, harmonik osilator igin ise agisal
momentum ve kuadrupol tensorii hareket sabitleridir. Ek hareket sabitlerinin varligi
siiperintegrallenebilir ~sistemlerin incelenmesini  kolaylastirir.  Ornedin, maksimal
stiperintegrallenebilir klasik sistemlerin yoriingesi Newton denklemini ¢6zmeden
hesaplanabilir. Kuantum sistemleri i¢in ise enerji spektrumu Schrédinger denklemini

¢6zmeden bulunabilir.

Bu c¢alismanin birinci bolimiinde Kepler-Coulomb sistemi incelenmistir.
Hareket sabitleri kullanilarak klasik kepler problemi i¢in hareket yoriingesi
belirlenmistir. Daha sonra bu hareket sabitlerinin kuantum benzerleri kullanilarak
hidrojen atomunun spektrumu bulunmustur. Ikinci béliimde harmonik osilator igin
hareket sabitleri kurulmus ve bdylece harmonik osilatér problemi cebirsel olarak

¢Ozilmiistiir.



BOLUM I

KEPLER —-COULOMB SiSTEMI

Merkezcil alanlarin 6zel gesitlerinden biri, V(7) potansiyel enerjinin r ile
kuvvetin ise 72 ile ters orantili oldugu Newton’un ¢ekim alan1 veya Coulomb

elektrostatik alanidir [1]:
. a
V() = - (1.1)

Birincisinin yalmz ¢ekim 6zelligi vardir. Yani @ > 0 dir. Ikincisi ise hem gekici

hem de itici 6zellige sahip olabilir. Yani aZ0 dir.

Bu boliimde (1.1) potansiyelini klasik mekanikte (kepler problemi) ve kuantum

mekaniginde (hidrojen atomu) inceleyecegiz.

1.1. Kepler Problemi
Denklem (1.1) potansiyeli igin

a2 L
mﬁ = —VV(T) (1.1.1)

Newton denklemi [1],

d*? T
F = —ar—g (112)

olarak bulunur. Bundan sonra m = 1 alacagiz. Simdi

a=0_

22
p
— 1.1.3
> (113)

SR



hamilton ifadesinin hareket sabiti oldugunu gosterelim. Hareket sabiti olmasi igin

tiirevinin sifira esit olmasi gerekir. Hamiltonun tiirevi

dH 1d d1
22 _
S (1.1.4)

dir. (1.1.4) ifadesindeki birinci terim ,

dp? LT . dr

— = _2 _)._ . 4 = —_— 1.1.
dt o ’ T (1.1.5)
seklinde bulunur. (1.1.4) ifadesindeki ikinci terim ise

d1 77

seklinde elde edilir. Boylece (1.1.5) ve (1.1.6) denklemleri (1.1.4) denkleminde g6z

Oniine alinirsa

d . 7.7 7.7
al= Tt
dH

hareket sabiti olarak bulunur. Bunun disinda bir noktasal parcaciga ait yoriinge agisal

momentumu [1];

L=7%xp (1.1.8)
ve

|

A=Lxp+a- (1.1.9)

hareket sabitleri oldugunu gosterelim. Bunun igin (1.1.8) esitligindeki agisal
momentumun tiirevini alalim:
dL d? dp

— =—Xp+TFX— 1.
ac - dt p+7T i (1.1.10)



Denklem (1.1.10) ‘daki birinci terim

vektorel ¢arpim 6zelliginden dolay: sifir olur. Dolayisiyla,

dz—O 1.1.11
P (1.1.11)

dir. O halde L hareket sabitidir. Simdi (1.1.9) denkleminin tiirevini alalim:

(1.1.12)

47 ) L 5 +Lx
J— X —

acs TP T 7P
seklindedir. Buradaki

dp d*r 7 R
—_— == —-a— oldugu 1¢1n,
dt  dt? r3

d . a .o
%(LXp)z—ﬁ(rXp)Xr
bulunur. Burada

(@xb) x &=h(@.ce —d(b.¢) (1.1.13)



0zelligi goz oniline alinirsa,
d - a

=\ __ 2> = >\
E(L X P) = —7,—3[7” p — (F.p)7r]

- -
al| ,dr L dar

d 7o _ i
E( ><p)——r—3r = \")7

r2f — (7.7)7

= —a——j3 (1.1.14)
seklinde bulunur. Denklem (1.1.12)‘deki ikinci terim ise
d7 _d (19)_<d 1)9+1d .
dtr ac\r') " \aer)" Trar’
dir. (1.1.6) bagntis1 géz 6niine alindiginda
di_ri—(FP)F
= Y7 (1.1.15)

dtr r3

seklinde elde edilir. (1.1.14) ve (1.1.15) ifadelerini (1.1.12) denkleminde g6z 6niine

aldigimizda

d - r2F — (297 r2 - (AP

4 ( )+a (7.7)

dt r3 r3

veya

dj—O 1.1.16
at (11.16)

bulunarak 4 ‘nin hareket sabiti oldugu goriiliir. Hareket sabitleri Lved
LA=0 (1.1.17)

bagintisini1 saglamaktadir. Ger¢ekten
- > - - N ? - - IR .
LA =L.{L><p+a;}=L.(L><p)+a—

ifadesinde



d.(bx¢)=2¢(dixb) (1.1.18)
0zelligi géz oniine alindiginda

- - 5 o — Z-F
LA =p.(L><L)+aT
olarak bulunur. Birinci terim vektdrel carpim 6zelliginden dolay sifirdir. Ikinci terimde
(1.1.8) esitligini goz oniine alirsak
(7 xp).7

r

LA=a
elde ederiz. Burada tekrar (1.1.18) 6zelligini kullanarak

p.(7 X 7)
r

LA=a
seklinde yazabiliriz. Boylece vektorel carpim 6zelliginden
LA=0
bulunur.
Hareket sabitleri arasindaki diger bir baginti [1]

A? = 2HI? + a? (1.1.19)
seklindedir. Bu bagintiy1 dogrulamak i¢in (1.1.9) bagintisindan A? ‘yi hesaplayalim:
A =(Lxp) + 2%7. (L xp) +a? (1.1.20)
vektor carpiminin (1.1.18) ve
@x (bx¢)=b(dc —é(d.b) (1.1.21)
ozellikleri g6z Oniine alinirsa,
Lxp) =(@Cxp).[Lxp) =L{Hx(ILxp)

= L{Lp? - p(p.1)} = [*p? (1.1.22)

ve



7.(Lx p) = —I? (1.1.23)
olarak bulunur. Buna goére (1.1.20) bagintisini

A2 — 7272 a2 2

Ac =Lp° -2 FL +a

seklinde yazabiliriz. Burada (1.1.3) bagintis1 goz Oniine alinirsa

A? = 2HI? + a?

bulunur.

H,L ve A hareket sabitleri arasindaki (1.1.17) ve (1.1.19) bagmtilarindan dolay1
bagimsiz hareket sabitlerinin sayis1 5 dir.

Simdi yoriingenin denklemini elde edelim. Bunun i¢in (1.1.9) bagmtisinin her iki
yanini 7 ile skaler ¢arpalim:

Burada (1.1.18) 6zelligi goz oniine alinirsa,
PA=L.(Bx?) +ar
=—1*+ar (1.1.24)
veya
rAcos@ = —1% + ar (1.1.25)

olarak bulunur. Buna gore

p

=— 1.1.26
4 1—¢&cosf ( )
Burada p ve ¢ biiytikliikleri asagidaki sekilde tanimlanmustir:

= v _A 1.1.27
p=— , == (1.1.27)

Denklem (1.1.26) odak noktasi koordinat baslangicinda bulunan konik kesitin
denklemidir; p bir parametre , € ise dis merkezidir. Denklem (1.1.27) ve (1.1.19) dan ¢
i¢cin

(1.1.28)



formiilii bulunur. Bu bagintidan gorildiigii gibi H < 0 oldugunda € < 1 degerler alir ve
hareketin yoriingesi sonlu harekete karsilik gelen elips olur.

1.2. Hidrojen Atomu

Pauli [5] makalesinde agisal momentum ve Laplace-Runge-Lenz vektoriiniin
kuantum karsiligin1 kullanarak hidrojen atomunun spektrumunu (Schrodinger denklemi
ortaya atilmadan once) cebirsel olarak bulmustur. Bu kisimda hidrojen atomunun

spektrumu benzer yontemle elde edilecektir.

Acisal momentum ve Laplace-Runge-Lenz vektoriiniin kuantum karsiligt

sirasiyla [2,3,4] ,

L=7xp (1.2.1)
ﬁ—l{gx3 3 x L} + 7 (1.2.2)
=3 p—p - 2.

seklinde yazilir. Once bu operatdrlerin hareket sabitleri oldugunu gosterelim. Genelde
fiziksel bir B biiyiikliigiiniin < B > beklenen degeri zamana bagli olarak degismektedir.
Eger B operatorii zamandan bagimsiz ise B fiziksel biiyiikliigiin beklenen degerinin

zaman i¢inde degisimi,

d<B>_ i _rop
dt _ﬁ<[ B] >

bagntisiyla verilmektedir[6]. Burada H fiziksel sistemin hamiltoniyenidir. Eger B ve H
operatorleri sira degistiren operatorler ise B biiyiikliigiiniin beklenen degeri zaman
icinde degismez. Kuantum mekaniginde bu tiir biiyiiklikklere hareket sabitleri veya
hareket integralleri denir. Ozel olarak, [ﬁ, q ] = 0 oldugundan sistemin E enerjisi her

zaman bir hareket sabitidir.

A; ,i=1,2,3 operatorlerinin hareket integrali oldugunu gosterelim. Bunun igin H
ile A; ‘nin komutasyon bagmtilarin1 hesaplayalim. Once A; operatoriinii konum ve

momentum operatorleri cinsinden bulalim. 4;’y1



A~

.1 ~ e X;
A = E{gijk Lipi — e Lic} + “71 (1.2.3)

seklinde yazabiliriz. Burada ve daha sonralarda tekrarlanan indisler iizerinden toplama
yapilacagi anlasiimaktadir. L, agisal momentum operatdrii

L, = Ekij XiDj (1.2.4)
dir. Burada &y;; anti simetrik tensordiir. Bu bagint1 &, ile garpilir ve

Eijk Ekmn = Oim Ojn — Oin Ojm (1.2.5)
bagintis1 gdz Oniine alinirsa

Emnk Zk = (5mi 5nj - 5mj 5m‘)9?i15j

veya

Emmk Lk = RmPn — XnDm (1.2.6)
olur. Bagnti (1.2.4)’teki agisal momentum operatoriinii géz oniine alirsak (1.2.3) esitligi

A 1 A A X
4; = E{Eijk Emn XmPnPk — Eijk Ekmn pjxmpn} + a?l (1.2.7)

seklinde yazilir. Burada sira degistirme bagintisindan elde edilen

Sy

esitligi g6z oniine alindiginda

1 o o A 2,
4; = E{gi]'k Eimn XmPnPk — Eijk €kmn XmPjPn + LEijk €kmn 6]’m pn} + a?l (1.2.9)

elde edilir. (1.2.5) ve (1.2.6) bagintilarina gore
€ijk €imn ﬁnﬁk = ﬁiﬁm - 5im ﬁkﬁk
€ijk €kmn p’\j p’\n = _ﬁmﬁi + 6lmﬁnﬁn

€ijk €kmn (Sjm = _261'71



seklinde bulunur. Bu sonuglar (1.2.9) bagintisinda goz oniine alinirsa

~

\ 1 F NN v A A A A A ~ A A . . X
Al - E{xmpipm - 6imepkpk + X DmPi — 6imxmpnpn - Zlainpn} + a7l
elde edilir. p;p,, = P,,D; oldugu igin,

A 1.5 a\a ~ 3 3 3\ A a3 . A Xi
Ai =5{(X.p)p — 2p* + (X.p)p — 2ip® — 2ipi} +a—
2 T

seklindedir. Boylece

A

3\ A ~ 3 R X
.P)p; — X2 — ip; + CZ7L (1.2.10)

=0

4 =(

seklinde konum ve momentum cinsinden bulunur. A ile 4; ‘nin komutasyon bagntis

. 52 A a e s %
[H;Ai]=lp?_;;(x-p)pi_xipz_lpi'l'a?l
oy Y liay oo Ly Az, X 155y,
[7.4:] =5 [p? (x.0)p:] -5 [P* xmz]—i[pz,pihg[pz ]—a[;,(x-p)pi]
1 .7 1, 1 %
+a[;,xip +la[;,p]—a [r " (1.2.11)
seklinde yazilir. Burada
[ﬁz’ (93513)151] = —Ziﬁzﬁi
[p*, 2p%] = —2ip%p,
[ﬁzfﬁi]zo
5, X 1 X
p,—]——lpl +l(px ——l pl+l—(xp)
1 .4 1
. (X.p)p ]=—l(xp = i=p
1 5 R ﬁx
ro 2] i(r ) l(r3

10



1 X
L]k
1 &)
ror
bulunur. Islemlerde
[A,BC] = B[A,C] +[A B]C (1.2.12)
ozelligi ,
[%. 0] =i [F.2]=0, [B.6]=0 (1.2.13)
konum ve momentum sira degistirme bagintilari ve
(1.2.14)

B0 f(P)] = —iaixif(F)

esitligi kullanilmistir[6]. Buldugumuz sonuglar1 denklem (1.2.11)’de g6z 6niine alirsak,
(1.2.15)

[ﬁ, Ai ] = O
sonucunu elde edilir. Simdi
[ZUAJ] = igijkAk

oldugunu gosterelim.
D)Lop;] + Lo Z.P)B; = % (L0 0] = [Lu %5 — i[L0 5]

[Lod)] = (2
+ Zi'a%l (1.2.16)
(%.p),p* ,% birer skaler operatérler oldugu igin,
s~ 3 3 & 39 ~ 3?]
L, (xp)]=0 , [L,p?*]=0, L,=~|=0 (1.2.17)
dir.ﬁ ve 7 vektdr operatorler oldugu i¢in
(1.2.18)

[ii; ﬁj] = igy Dr

11



[Li,%] = iey R (1.2.19)
dir. (1.2.17) - (1.2.19) ifadeleri denklem (1.2.16)’de g6z Oniine alinirsa
[EUA;] = igijkAk (1220)

bulunur. Simdi [Ai, Aj] A operatorler arasinda komutasyon bagintilarini hesaplayalim.

A 3 3\ ~ 3 (5 3\a A 5 oAy a Y a 32 (3 3\a
(4, 4] = ~[(.p)p, % 0°] = i[(X.P)Du, B;] + [(X-p)pi:’ - [20% (2.9)p;]

~
o 3, X

#5755 + 5] - o 282 - 5. G

% 2 4 s R,
A ] l S 3\ A L~ 32
P +“[7'(x-P)P;]—“[7'xjp ]

%,
—ia [?pj] (1.2.21)
elde edilir. Denklem (1.2.21)’deki terimlerin ¢6ztimleri
(%), %p%] = —i(X.P)8; 9% + i% piD?
[(9?2% ﬁi!ij] = ip;p;
5 . Y (5 5 8Tt — &%
[(X-p)pi;’l = —i(x.p) =5

—2i%;p;p* + 21%p;p°

r—
o
TR
N
<
TR
N
e
Il

12



N i%

Di =l 3

U r

£ oA A n A 012 — iR

b @) - ) L

| r’ J r3

_k\l A:| 1 fl’\ A A X
oS 22 _2 A A ] A4 ]

— =2i{-%p;, ——(x - 2=

B ip { jPi — 3 ( P) 3

X .1 81t — X%

ol 3

seklindedir. Islemlerde (1.2.13) , (1.2.14) esitlikleri ve
[AB, CD] = A[B, ¢]D + AC[B, D] + [A,¢]DB + C[A,D]B (1.222)

ile (1.2.12) o6zellikleri kullanilmistir. Buldugumuz sonuglar (1.2.21) ifadesinde goz

Oniine alinirsa,

. 2a A A 5 r? 9?2
[AL'AJ] l(xlp] - Jpl) + iT(Qiﬁj th) +ia(x. p)r—

seklinde bulunur. Birinci ve ikinci terimde (1.2.6) bagintis1 goz oniine alindiginda

2a

[Ai'A]] = _lgljk Lkp +i— ” ljk Ek
veya
[4;, 4] = —2ie; AL, (1.2.23)

i L] = iey Ly (1.2.24)
[Li, 4] = ie; Ay (1.2.25)
[4;, 4] = 2iHe; Ly (1.2.26)
Burada,

13



N = A (1.2.27)
N

operatoriinii tanimladigimizda (1.2.24) - (1.2.26) bagmtilari
[Li, L] = ieyj Ly (1.2.28)
[Li, N;| = iej Ny (1.2.29)
[N, N = i€ Ly (1.2.30)
seklini alir.

Simdi (1.1.17) bagintisinin kuantum karsiligin1 bulalim. Bunun i¢in
[%, 2] = 2ip; (1.2.31)
bagitisin1 goz Oniine alarak (1.2.10)’u
A = (Z.p)p — P& - 3ip; + @t (1.2.32)
seklinde yazalim. Ayrica (1.2.4) bagintisin1 kullanarak agisal momentumu
L; = e D% (1.2.33)

seklinde yazalim. Denklem (1.2.32) g6z 6niine alinirsa,

3 3\ A $ 32/\ T AT a a7
= (X-P)PiLi —p°XL; — 3ip;L; + ;xiLi

olarak bulunur. Birinci ve tglincii terimlerde (1.2.33) bagintisi, ikinci ve dordiincii

terimlerde ise (1.2.4) bagintist kullanilirsa

3 5 A A A a
T _ S 3\a A o~ 39~ A A . A A oo A
AL = &5 (X.0)DiDr % — € D°Ri%; P — Bigy Pibu % + — Eijkc Xi % D (1.2.34)

& anti simetrik bir tensor , ;X; ve p; P ise simetrik bir tensor oldugu igin esitligin sag

tarafi sifir olur. Buna gore,

14



>
o~
Il
(e]

(1.2.35)

olarak bulunur. Ayrica

A= (R P) + R F) +2-(RF) -2 (R5) + FRF - 2B+
_2 02 1.2.36
“+a (1.2.36)

ve

hndl)

= 2252 — (3p)” +i(3P) (1.2.37)

g0z Oniine alinirsa (1.1.19) bagintisinin kuantum karsiligi

A
3,

A2 = 2012 + 20 + a? (1.2.38)
olarak bulunur.

Elde edilen bagintilar kullanilarak A hamiltoniyeninin spektrumunu bulabiliriz.

Bunun i¢in (1.2.38) bagmtisin1 N operatorii (bkz (1.2.27)) cinsinden yazalim:

—2HN? = 2HI? + 2H + a? (1.2.39)

(1.2.40)

olarak bulunur.
Yeni JO ve [@operatorleri

3 i+1’_)\} 3 f—ﬁ
= , ](Z)ZT (1.2.41)

seklinde tanimlayarak (1.2.28) - (1.2.30) bagintilarina gore

)

AOORENEY) . » (1
[]i I ] = i& Jk (1.2.42)
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~(2) »(2) . » (2)

25 = e (1.2.43)
(1) »(2)

[]l- Jj ]= 0 (1.2.44)

olarak buluruz. Dolayisiyla f M ve f (2) agisal momentumunun sagladig1 bagntilart
3 2 a 2
saglamaktadir. Buna gore (] (1)) ve (] (2)) operatorlerinin 6zdegerleri sirasiyla,

JOGD +1) ve jOG@ +1), jO®=0, %1% seklindedir.
3 \2
() 4 =03 + 1)y

(@) w= @G+ 1)

Ayrica (1.2.41) ve (1.2.35) bagintisindan

2+ N2 = 2(j0) + (j2) ] (1.245)
N.L= (]3(1))2 _ (]3(2))2 ~0 (1.2.46)
bulunur.

() - G
oldugundan bu operatorlerin 6zdegeri

j(l) =j(2) =j

dir. (1.2.45) bagintisi (1.2.40) bagintisinda goz 6niine alinirsa,

aZ

H=—— - (1.2.47)
() + (@) +3

bulunur. Buna gore enerji 6zdegerlerini

(12

E=- 1
4{iG+ D +iG+ 1) + 3

veya

16



aZ

E = '—0113
- ] ]_ )2P 121-"-

- 2(2j + 1)2

olarak buluruz. 2j + 1 yerine n yazilirsa

0(2

E=——o ;
2n?

n=123..

olarak buluruz.

17
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BOLUM II

HARMONIK OSILATOR

Bir denge konumu etrafinda harmonik salinimlar yapan bir pargacigin hareketi,
fizigin en temel problemlerinden birini olusturur. Degisik bir ¢ok sistemin (diatomik,
molekiillerin titresimi, kristal orgiilerde atomlarin veya c¢ekirdek i¢inde niikleonlarin
saliimlari... vs) temel yapisi bir harmonik salinict problemidir. Molekiillerde, kristal
yapilarda atomlarin denge konumlarinin civarindaki titresim hareketlerinin ve bir
kovuk igerisindeki elektromanyetik alan salimimlarmin  kuantum mekaniksel
incelemelerinde harmonik salinict 6nemli bir rol oynar. Ayrica harmonik osilator,
0zdeger problemi tam ¢oziilebilen belli bash problemlerden oldugundan, ¢oziimii zor

problemler i¢in sik bagvurulan 6nemli bir modeldir.

2.1. Klasik Harmonik Osilator

Harmonik osilator i¢in Newton denklemi

— = —w’m? (2.1.1)

w= |— (2.1.2)

olarak tanimlanmigtir. Asagidaki niceliklerin hareket sabitleri oldugunu gérmek zor

degildir:

18



w*m

1
H = %(mz + 025 +p3t) + > (1% + 2% + x3%) (2.1.3)
L=#xp (2.1.4)
1 2.2

Ornegin A;; simetrik tensoriiniin hareket sabiti oldugunu gosterelim. 4;; ‘nin zamana

gore tlirevi alinirsa,

dAl] 1 dpl dp] 2 zdxi 2 2 dx]
—L=—|—"p +p,—> —x — 2.1.
dt Zm(dtpf_i_pl ac TN ety (2.1.6)
olarak bulunur. Burada (2.1.1) denklemi ve

dx;
pi = md—tl (2.1.7)

bagintis1 goz oniine alinirsa

dA;; 1
d_tl] = ﬁ(—wzmxipj — w’mp;x; + mw?p;x; + mw?xp;) =0
bulunur.
H,Lve A;; hareket sabitleri arasinda agagidaki bagintilar mevcuttur:
All +A22 + A33 = H (218)
3
j=1

Bundan dolay1 bagimsiz hareket sabitlerinin sayis1 9 — 4 = 5 “dir.

Simdi (2.1.9) bagintisin1 dogrulayalim. A¢isal momentumun

3
L = Z Z Eimn XmPn (2.1.10)

ifadesi goz Oniine alinirsa,
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3

3 3
ZAU L ZZ Z Z{gjmn X DiPjPn + O Ejmn X1 X Py }

j=1 j=1m=1n=1
yazabiliriz. &y, tensorii antisimetrik fakat p;p, Ve x;x,, tensorii simetrik oldugu i¢in

3

j=1
olarak buluruz.

Simdi hareket yoriingesini bulalim. Her merkezcil alanda oldugu gibi hareket bir

diizlemdedir ve bu diizlem xy diizlemi olsun. A{; ve A,, hareket sabitlerinin

1
Ay = ﬁ(p,f + m?w?x?) (2.1.11)
Ay = L (5,2 + m2aty? 2.1.12
2 = 5—(py? + mPw’y?) (2.1.12)
ifadesinden
2411
X = > sin(wt + @) (2.1.13)
mw
= 2A22'(t+ ) 2.1.14
y = mwzsmw B (2.1.14)
veya
X = acos @ (2.1.15)

y = bcos(p + §)
= bcosdcose — bsind sing (2.1.16)

olarak buluruz. Burada

a= 2A4u b= 2422 =wx+a §=f—-«a (2.1.17)
mw? ' mo? ¢ ’ o
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olarak tanimlanmistir. (2.1.15) ve (2.1.16) bagintilarini sin ¢ Ve cos ¢ ‘ye gore ¢ozer ve

karelerinin toplamin1 bire esitlersek hareket yoriingesini

x2  y?  2xy

;+b—2—%cos6 = sin®§ (2.1.18)

olarak buluruz. Bu merkezi koordinat baslangicinda bulunan bir elipsin denklemidir.
6 = 0 veya m olursa yoriinge bir dogru pargasina doniisiir. Ayrica (2.1.13) ve (2.1.14)

bagintilar

1
— 2,2
A = > (pxpy +mw xy)
ifadesinde goz oniine alinirsa,

A12 = \/A11A22 cos &

veya

A
oS8 = —=— (2.1.19)

Y A11A22

olarak bulunur.

2.2. Bir Boyutta Harmonik Osilator

Harmonik osilatér kuantum mekaniginde 6nemli bir yere sahiptir. Kuantum
mekaniksel harmonik osilatorii problemini yaratici ve yokedici islemci yontemleriyle

¢ozelim ve dalga fonksiyonlarini elde edelim.

Dirac tarafindan gelistirilen yaratici-yokedici islemci yontemi Schrodinger
denklemini ¢ézmemize gerek kalmadan enerjinin 6zdegerlerini bulmamizi saglar. a

(yokedici) ve @*t (yaratic1) islemcilerini ,

a = mw('\+ : A) 2.2.1
RN T Y (22.1)
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[mw [

At — s T oA

a oh (x — p) (2.2.2)
seklinde tanimlariz. X ve p islemcileri

[£pl=in , [£x]=0 , [pP]=0 (2.2.3)

sira degistirme bagintisina uyar. @ ve a* islemcilerinin komutasyon bagintisini

hesaplayalim:

- :mw[A N A]

[a,a*] oh x+mwp,x P (2.2.4)
Burada,

[A+B,C+D]=[AC|+ [4D]+ [B,C] +[B,D] (2.2.5)

ozelligini kullanarak (2.2.4) bagintisini

ST I IR IR B
[a,a"] o [%, %] mw[X.p]+mw[p,x]+mw[p,p] (2.2.6)

seklinde yazabiliriz. (2.2.6) denkleminde (2.2.3) sira degistirme bagintilar1 yerine
yazildiginda

[a,at] =1 (2.2.7)

olarak bulunur. Bir @ islemcisi hermitsel eslenigi @* islemcisiyle (2.2.7) sira degistirme

bagintisini sagliyorsa @ ‘ya yokedici islemci , @™ ’ya yaratic islemci denir.

Simdi hamiltoniyen ifadesini konum ve momentum cinsinden yazalim.

~ 1 1,
szmw X +m2w2p (2.2.8)

(2.2.1) ve (2.2.2) bagintilarindan yararlanarak X ve p islemcilerini @ ve @* cinsinden

(@+a) (2.2.9)
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3
S
I~

(@a-a" (2.2.10)

seklinde yazabiliriz. (2.2.9) ve (2.2.10) bagmntilarin1 (2.2.8) bagmtisinda goz Oniine

alirsak
. wh
H = - (@at +ata) (2.2.11)

bulunur. (2.2.7) bagmtisindan dolay1
aat=1+a*a (2.2.12)

dir. (2.2.12) denklemini (2.2.11) hamiltoniyen ifadesinde yerine yazarsak,
~ 1
fl = ho (a+a + E) (2.2.13)

olur. Bu ifade harmonik salinict i¢in yaratici ve yokedici islemciler kullanilarak elde

edilen hamiltoniyen ifadesinin en basit halidir.
N=a%a (2.2.14)

seklinde bir say1 islemcisi tanimlarsak hamiltoniyen ifadesini
~ ~ 1
fl = ho (N + E) (2.2.15)

seklinde N sayi islemcisi cinsinden yazabiliriz. N say1 islemcisinin sirastyla @ ve a* ile

sira degistirme bagmtilarini bulalim.

[4B,C] = A[B,C] +[A,C]B (2.2.16)
ozelliginden dolayi ,

[N, c’i] =at[a,al + [at ala

olur. Burada (2.2.7) esitligi goz oniine alinirsa,

[N,&] = —a (2.2.17)
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elde edilir. Benzer sekilde

[N, a*] =at (2.2.18)
bulunur. N say1 islemcisinin eslenigi

Nt =ata (2.2.19)

seklindedir. (2.2.14) ve (2.2.19) esitliklerinden

=)

=Nt (2.2.20)

oldugundan N say1 islemcisi hermitseldir. Bir hermite operatorlerinin 6zdegeri reel
oldugundan N say1 islemcisinin 6zdegerleri reeldir. Simdi N say1 islemcisinin art1

sayilar oldugunu gosterelim. N operatérii i¢in 6zdeger denklemi

N¥=2¥ W= 0 (2.2.21)
dir. Bu bagintiy1 skaler ¢arpalim. Buna gore,

(WNY = (WA WP

dir. Burada N ‘nin (2.2.14) esitligi goz oniine alinarak ve hermitik eslenigi alinirsa
(@Hwap =1¥¥»

olur. Bu ifadeden A, ifadesini ¢ekersek,

L (awap
)

bulunur. Burada

WW=IM°=0

ve
(ayaw = llaM®> = 0
oldugu goz Oniine alinirsa,

A =0 (2.2.22)
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olarak bulunur. Simdi N ‘nin 6zdegerlerinin dogal sayilar oldugunu gosterelim. (2.2.18)

esitligindeki N say1 islemcisi ile @™ yiikseltici islemcisinin komutasyon bagitisini
Ra* =a* +a'N

seklinde yazalim ve bunun W‘ya etkisini hesapladigimizda

(ﬁ&+)ﬂ1= atw+ atNy

veya

N@" =1+ 1,)aty (2.2.23)

elde edilir. Burada (2.2.21) bagintisini kullandik. Dolayisiyla @™, N'nin = (1 + ;)

6zdegerine karsilik gelen bir 6zvektoriidiir. Benzer sekilde,

[N,a] = —a
bagintisindan
N@®y = (1, — Day (2.2.24)

elde edilir. Bir baska deyisle @y, N 'nin (1, — 1) Ozdegerine karsilik gelen bir
ozvektoridiir. Ay N’nin en kiiciik 6zdegeri olsun. W bu 6zdegere karsilik gelen bir

vektor olsun.

N¥y=2¥ , ¥=+0 (2.2.25)

Burada }Pdurumuna taban durumu denir. Taban durumunda N operatériiniin 6zdegerinin

sifir oldugunu gosterelim. Ytaban durumu oldugu igin
ay=0 (2.2.26)

dir. Buna gore

25



dir. Bu ifade N cinsinden yazilirsa
WNP =0

olur. Burada (2.2.25) kullanilirsa
AP =0

veya

A =0

bulunur. Boylece (2.2.23) bagintisindan dolay, Ya+t¥ (@*)?W... ifadeleri sirasiyla

N’nin 0,1,2,3... 6z degerlerine kars1 gelen 6zvektorlerdir.

Simdi N’nin spektrumunun iisten smirli olmadigini gosterelim. ilk 6nce N’nin
spektrumunun {isten sinir1 oldugunu farz edelim. 4,, en biiyiik 6zdeger olsun ve ¥ de

bu 6zdegere karsilik gelen 6zvektor olsun.

NY=21,¥ , 1,#0 ve ¥Y#0 a'yY=0 (2.2.27)
(2.2.27) bagmtidan dolayz,

@yay)=0

dir. Hermitik eslenigin tanimin kullanirsak,

(P, aa™y) =0

olur. (2.2.7) denkleminden,

W{l1+atapp) =0

olur. Bu denklemde (2.2.14) esitligi g6z 6niine alindiginda
W{1+NY) =0

veya

1+ )W) =0

olarak bulunur. Burada (¥, ¥) # 0 olacagindan,
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1+ 4, =0

olarak bulunur. 4,, = —1 olamayacagina gore bu bir ¢eliskidir. Dolayisiyla 6zdegerlerin

ist sinir1 yoktur. O halde,
at¥+0 Vv¥+0
olur. Boylece N operatériiniin 6z degerleri 0,1,2... seklinde eksi olmayan tam sayilardir.

Bundan sonra N operatériiniin 6z degerlerini n ile bu 6z degerlere kars1 gelen ve

1’e normlanmis 6z vektorleri def > ile gosterecegiz. Yani,

N@ >=nl > ; n=123.. (2.2.28)
<n@>=1

seklinde olur. O halde enerji 6zdeger denklemini

H@ >=E, @ > (2.2.29)

bigiminde yazariz. (2.2.15) bagintis1 gbz 6niine alindiginda,

1
E, =a)h(n+§>

olur. Ayrica (2.2.23) , (2.2.24) ve (2.2.26) bagntilarini

Na*m >= (n+1)a‘tm > (2.2.30)
Nam >= (n—1)am > (2.2.31)
am >=0 (2.2.32)

seklinde yazabiliriz. (2.2.30) ve (2.2.31) bagintilarindaki 4*@ > ve am > ifadeleri N
operatdriiniin sirastyla n + 1 ve n — 1 6zdegerlerine karsilik gelen 6zvektorlerdir. O

halde,
B+1>=Ca'l > (2.2.33)

m—1>=cC'am > (2.2.34)
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seklinde yazabiliriz. Burada C ve C' normlama katsayilaridir. Ornegin bu C katsayisini

normlama kosulunuyla bulalim. (2.1.33) bagmtisindan dolay1 bra i¢in,
< n+1E C"<n@ (2.2.35)

dir. (2.2.33) ve (2.2.35) bagintilarin1 goéz Oniine alarak < n+ 1@ + 1 > skaler

carpimini
<n+1@m+1>=08%1+n)

seklinde yazabiliriz. Burada (2.2.28) bagmtilarin1 kullandik.@ + 1 > 6z vektorleri 1°e

normlandiginda

1

E5‘]E'=(1+n)

veya

1

V(@A +n)

elde edilir. Benzer sekilde €’ igin

C =

. 1

olarak bulunur. Boylece (2.2.33) ve (2.2.34) bagintilarini

1

m+1>=——a"m > (2.2.36)
V(@ +n)

m—1> ! am >

f— [ — a

Vn

veya

ath >=vn+1@m+1> (2.2.37)

am >=+nm —1> (2.2.38)

seklinde yazabiliriz. (2.2.37) bagintis1 @* islemcisinin @ — 1 > durumunda sirasiyla
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at)? ah)3
@)’ - ’B>:( )

N @Eﬂ)>

A>=a"m> R >=

buluruz. (2.2.36) bagintisini tekrar tekrar kullanarak @& > 6zdurumunu

1
m>=—(@"H"m > 2.2.39
\/ﬁ( ) ( )
seklinde yazabiliriz. Benzer sekilde (2.2.38) bagmtisida @ islemcisinin @& + 1 >
durumunda
(@)"& >=Vn!'D > (2.2.40)

olarak buluruz.

2.3. U¢ Boyutta Harmonik Osilator

Ug boyutlu harmonik salmici hamiltoniyeni,

2 A 2 A 2
1 p,> 1 P> 1
X 22 y 242 Z 242
+-mw?®? + 2+ = e
zma) om mey om meZ

=3

- 2

N
o

olarak yazilir. Burada; p momentum, m kiitle ve o agisal frekanstir. U¢ boyutlu

harmonik salinict hamilton denklemi

A 2
_ 1
q= z (ZLm + Emw2£k2> (2.3.1)

seklinde yazilabilir. Burada X; ve p; operatorleri yerine

,mw i

a; = E(xi+%pi> (232)
At /@(A_;)

4 = |2 \%i— D (2.3.3)

operatorlerini tanimlayalim ve [&j, &k+] komiitasyon bagintilarin1 hesaplayalim:
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A mw . I . I . 1 .
[t = {5 (3,8 - 55 15, 80] + 52 [ 2] + 5[y, 5 ]}

Konum ve momentum operatorlerinin
[%.6c) = ihy , [%.%] =0, [p6]=0 (2.3.4)
sira degistirme bagintilar1 g6z Oniine alinirsa

[a;, 8, "] = 5 (2.3.5)

[a;,a:] =0 (2.3.6)
4" a7 =0 (2.3.7)

olarak bulunur. Bagnt1 (2.3.1) ‘deki hamilton ifadesini @, ve @, cinsinden bulalim.
Denklem (2.3.2) ve (2.3.3)‘den

h

J?k = Mo (&k + dk+) (238)
1 /mhw
Dr = 7 (@, —ac") (2.3.9)

a") (2.3.10)

biiyiikliigliniin hareket sabiti oldugunu gosterelim. Bunun igin 6nce G; ‘ nin sagladig
komutasyon bagimtilarina bakalim. Denklem (2.3.10) ‘te (2.3.5) bagintis1 gbz Oniine

alinirsa
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1 A+ A
olarak bulunur. Buna gore,
A A 1 PN PN
(G, G| = 2 [6;+ ;" a8 + Gy QY
P
= Z[ai ;, Ay, al] (2.3.12)
olarak bulunur. Burada (1.2.22) 6zelligi kullanilarak
A A 1 ot o T T T a1
[Gij;le] = Z{ai+[aj:ak+]al + ai+ak+[aj»al] + [ai+' ak+]alaj
+a,"[a" ala} (2.3.13)

seklinde yazilir. (2.3.6) - (2.3.7) bagmtilarini (2.3.13) agiliminda goz 6niine alirsak,
[GijJ le] = (Sjk di+€ll - 6il dk+6lj (2314)
elde edilir. Esitligin sag tarafi (2.3.11) kullanilarak G’ler cinsinden

[Gij Gia] = 6 Gy — 6 Gy (2.3.15)

seklinde bulunur. Hamilton ifadesinin G cinsinden esiti

H=hw z Grr (2.3.16)
k

dir. Simdi G;

;j ifadesinin hareket sabiti oldugunu gosterelim. Hareket sabiti olmast i¢in

Hamiltonyen ifadesiyle G;; ifadesinin komiitasyon bagntisinin sifir olmasi gerekir.

an)

[A.Gy] = th[ékk'éii]
k

[H,G;] = hO)Z[Ski Gy — 61y G
T

k
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Simdi denklem (2.3.11) “daki G;; ifadesini agisal momentum operatoriine bagl
olarak elde edelim. Buradaki di+dj ifadesini (2.2.1) ve (2.2.2) bagintilarindan

yararlanarak

. Mo i L 1

a, a = Efixj +ﬁ5€\iﬁj - Zhﬁik\j +

pib; (2.3.17)

seklinde komute edebiliriz. (2.3.4)‘teki konum momentum sira degistirme bagintisi

kullanilirsa
ot oA mw _ [ i 1 1
i & = o XX +ﬁxipj TR —551'; +%pmj (2.3.18)

olur. (2.3.18) esitligini (2.3.11) esitliginde goz oniine aldigimizda

mw 1 i
j = op X to e biby t —h(xipj —%pi) (2.3.19)

G
2mhw

bulunur. Burada (1.2.7)’deki ifade kullanilarak

A mw 1 i
Gy = BTN + mho Pibi + 7, Eijk Ly (2.3.20)
olarak buluruz. Burada 5ij operatdriiniin (2.1.3) - (2.1.5) hareket sabitlerinin operator

karsilig1 oldugu goriilmektedir.

Simdi H operatériiniin 6zdegerlerini bulalim. Bunun icin (2.2.13) ve (2.2.29)
bagintilar1 géz Oniine alarak G;;, i = 1,2,3 operatorleri i¢in 6zdeger denklemlerini

asagidaki sekilde yazabiliriz.

A 1
G110 >= hw <n1 + E) | ny > (2.3.21)
A 1
Gzzlnz >= fiw (nz + E) I n, > (2322)
A 1
Gg3|n3 >= fiw (n3 + E) I ns > (2323)
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Burada nq,n,,n; = 0,1,2,3.. dir. Yukaridaki bagintilar ve (2.3.16) bagintis1 géz

Ontine alinirsa,

In >=|n; > ny, > ng >

olmak tizere ii¢ boyutlu H hamiltoniyeni i¢in

Hin>=E,|In > (2.3.24)

Schrodinger denkleminden E,, 6zdegerlerini

3
E, = hw (E + n) (2.3.25)

olarak buluruz. Buradan = ny + n, + n3 dir.

Dolayisiyla {i¢ boyutlu harmonik osilatér i¢in enerji 6zdegerleri (2.3.25)
bagintisiyla verilmektedir.

33



SONUC

Bu ¢alismada klasik ve kuantum mekaniginde iyi bilinen Kepler-Coulomb ve
harmonik osilator sistemlerini ele aldik. Bu sistemler maksimal sayida (5 tane) hareket
integraline (sabitlerine) sahiptir. Maksimal siiperintegrallenebilir olan bu sistemler

asagidaki ozelliklere sahiptir.

1. Klasik mekaniginde her iki sistem igin yoriingeler Newton denklemini

cozmeden elde edilebilir. Ayrica bagil hareketin yoriingeleri kapali ve periyodiktir.
Dahasi Bertrand teoremine gore [7,8]; kiiresel simetrik potansiyellerden yalniz é ve kr?
icin son yoriingeler periyodiktir.

2. Kuantum mekaniginde her iki sistem tam c¢oziilebilir olup enerji diizeyleri

cebirsel olarak elde edilebilir. Her iki sistem i¢in enerji diizeyleri kathdir.

3. Hem klasik hem de kuantum fiziginde bu sistemler fiziksel uygulamalarda

biiylik 6nem tasirlar.

Uc boyutlu siiperintegrallenebilir sistemler incelenmis ve siiflandirilmistir[9].
Bu sistemlerden 5’1t maksimal siiperintegrallenebilir olup yukaridaki o6zellikleri

tasimaktadir.
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