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OZET

LINEER OLMAYAN VOLTERRA VE FREDHOLM
INTEGRO-DIFERANSIYEL DENKLEMLERI UZERINE

Tez esas olarak bes boliimden olugmaktadir. Birinci boliimiinde s6z konusu
denklemler ile ilgili tarihte yapilan bir takim calismalara yer verilmis olup, bilimsel
alanda karsimiza ¢ikmasindan bahsedilmistir. Ikinci béliimiinde Diferensiyel Denklem,
Lineer Diferensiyel Denklem, Lineer Olmayan Diferensiyel Denklem, integral
Denklemler gibi kavramlari tanitmaya ve orneklendirmeye yer verilmistir. Uciincii
boliimiinde bu tezin esas konusu olan Lineer olmayan Volterra ve Fredholm Integro
Diferensiyel Denklemlerini tanitmaya, denklemlerin formunu agiklamaya ve bu
denklemler ile ilgili bir takim ¢6ziim metotlarina deginilmistir. Dordiincti boliimiinde
ticlincii boliimde deginilen denklemler ile ilgili 6rnekler incelenmis ve ¢éziim metotlart
kullanilarak ¢6ziilmeye g¢alisilmistir. Besinci ve son boliimde ise integral denklemler,
Lineer Olmayan Volterra ve Lineer Olmayan Fredholm Integro Diferensiyel
denklemlerin uygulama alanlar1 belirtilmis ve matematigin bazi temel konularindan

faydalanilarak bu ¢aligmanin ortaya konulduguna deginilmistir.

2015, 46 sayfa.

Anahtar Kelimeler: Integro-Diferensiyel Denklemler, Nonlineer, Volterra ve
Fredholm



ABSTRACT

ON THE NONLINEAR VOLTERRA AND FREDHOLM
INTEGRO-DIFFERANTIAL EQUATIONS

This thesis mainly consist of five parts. In the first section is given to a number
of studies related to the historical mentioned equations are mentoined appear in the
scientific field. The second section is given to Diferential Equations, Linear Diferential
Equations, Nonlinear Diferential Equations in which illustrate and introduce concepts
such as Integral Equations. In the third part of the main subject of this thesis Nonlinear
Volterra and Fredholm Integro Differantial Equations to introduce Differential
Equations and explain the form of the equation. We focused on a number of solutions
methods related to these equations. In the fourth section is examined with examples in
the third part of the equations and solved using solutions methods. In the fifth and last
section is stated integral equations and Nonlinear Fredholm and Nonlinear Fredholm
integral equations application areas and this thesis has been produced by benefit some

mathematical basic topics.

2015, 46 pages.

Key Words: Integro-Differential Equation, Nonlinear, VVolterra and Fredholm
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

SIMGELER _

K(x,t) :Cekirdek Fonksiyonu (Integral Denklemin Cekirdegi)
A : Sabit bir parametre

> : Nitelik Indeksi

I : Integral

lim : Limit

dy  y’nin X’ e gore Birinci Mertebeden Tiirevi
dx

d'y .y’ nin X’ gore i. Mertebeden Tiirevi

dx’

L : Laplace Operatorii

L{ f } . f Fonksiyonunun Laplace Doniistimii

Q : Reel Sayilarin Kapali Bir Alt Kiimesi
R : Reel Sayilar Kiimesi
A : Adomian Polinomlari

KISALTMALAR

LOVIDD : Lineer Olmayan Volterra integro-Diferensiyel Denklem
LOFIDD : Lineer Olmayan Fredholm integro-Diferensiyel Denklem
LOVID : Lineer Olmayan Volterra integral Denklem

LOFID  : Lineer Olmayan Fredholm Integral Denklem
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1.GIRIS

Genellikle Kkarsilasilan diferensiyel denklemler bilinmeyen bir fonksiyonun
tirevlerinden olusan denklemlerdir. Tirev bir fonksiyonun bir nokta veya hemen
yakinindaki bir nokta kullanilarak bulundugundan dolay: diferensiyel denklemlere yerel
denklemler de denilebilir. Integral Denklemler ise biitiin uzay iizerinden integral
alinmasin1 gerektirdiginden dolay1r bu denklemler daha evrenseldir diyebiliriz. Tabiat
olaylar1 incelendiginde bu olaylarin diferensiyel denklemler ile ifade edilebilecegi

gorundr.

Integral denklemleri ilk olarak 1782 yilinda Pier Simon LAPLACE, Fizik ve
Astronomi alaninda kullanmistir. Fakat integral denklem kavrami 1888 yilinda Bois
REYMOND tarafindan ele alinmis ve bu ismi vermistir. Daha 6ncesinde 1822 yilinda
Vean B. FOURIER, trigonometrik serilerden yararlanarak 1s1 problemlerinin

¢Oziimiinde kullanilan

109=,2 Jsnnonoy

. (1.1)
f(9 =J; J cos xy.p(y)dy

formiillerine ait

(y) =F Tsin xy. f (x)dx
4 0

2 % (1.2)
qo(y)=\/: _[cosxy.f(x)dx
4 0

denklemlerini vermistir (Porter ve Stirling, 1990).

1823 yilinda ise Abel mekanik bir problem ile ugrasirken bu problem ile ilgili

f(x) :E(f_({/))z dy, f(0)=0, O<a<1 (1.3)



denklemini formiile edip 1826 yilinda ¢ézliimiinii vermistir. Bu denklemin a=0 ve
a =% halinde elde edilen denklem Abel’ in karsilastig1 orijinal denklem olup, denklem

ile iligkili ve ¢ok bilinen toutochrone (esit zaman) problemi ise ilk olarak HUYGENS

tarafindan ¢oziilmiistiir. integral smirlarindan biri degisken olan ve bilinmeyen ¢

fonksiyonu integralin hem i¢inde hem disinda bulunan
o(x) = T () +A[K(x Y)o(y)dy (1.4)
a

integral denklemi Poisson tarafindan elde edilmistir. Burada ¢ ¢6zimii A’ nm
kuvvetleri cinsinden verilmistir. Ancak c¢oziime iliskin serinin yakinsakligi Poisson
tarafindan gosterilmeyip daha sonralar1 1830 yilinda Liouville tarafindan ispatlanmaistir.
Bir S yiizeyi igerisinde AF =0 Laplace denklemini saglayan ve S yiizeyinin sinirinda
bir deger alan F fonksiyonun bulunmasi problemi olan Drichlet probleminin bir
integral denklem ¢oziimiine esdeger oldugu 1870 yilinda Liouville tarafindan A
parametresinin bir a¢ilimi olarak verildi. Bu ¢oziimiin daha onceden Poisson ve

Liouville ‘in kullandig1 ardisik yaklastirma metoduna karsilik gelir.

Integral simirlarindan birinin X degiskeni oldugu lineer integrallere ait calismalar
1860-1940 yillar1 arasinda yasamis olan Italyan matematik¢i Vita VOLTERRA

tarafindan yayimlanmistir
b
o(x) = T )+ A[K(x Y)o(y)dy (1.4)

integral denklemi ise ilk olarak 1990 yilinda, 1866-1927 yillar1 arasinda yagamis olan
Eric Ivan FREDHOLM tarafindan arastirilmistir. Fredholm, Volterra’ nin 1884 te
sunmus oldugu benzer yaklasim problemlerini ele alip 1903 te makalesini

yayimlamistir (Aksoy, 1983).

Fizik, miihendislik, uygulamali matematik dallarindaki diferensiyel denklemlerin

coziilebilmesi i¢in Once integral denkleme cevrilip, ¢oziimlere daha iyi yaklagilmasi



gerekliligi vardir. Uygulamali bilim dallarinda problemler birden fazla denklemlerle
ifade edilebilecegi diisiiniilecek olursa ¢ok bilinmeyen igeren diferansiyel, integral ve
integro diferensiyel denklemlerin ¢oziimlerinin arastirilmasi giincelligini korumaktadir.
Yakin tarihimizde bu tiir denklemler ve denklem sistemleri statik, mekanik, fizik,
mukavemet, akiskanlar mekanigi, kuantum mekanigi, elektromanyetik, dalga kirmimlari
gibi alanlarda ortaya ¢ikan bir¢cok diferensiyel denklem, integral denklem seklinde
kullanilmaktadir (Karaca, 2008).

Bu alandaki ¢aligmalar 19. yiizyilin baglarinda daginik bir sekilde olmasina karsin
bu ylizyilin sonlarindan 21. yiizyil baslarina kadar daha bilingli calismalarin yapildigi
bilinmektedir. Bunlardan bazilari, Lineer Olmayan Volterra Integral Denklemler
(Miller, 1967), Lineer Olmayan Diferensiyel ve Integral Denklemlere Giris (Davis,
1967), Volterra Denklemler igin Analitik ve Niimerik Metotlar (Linz, 1985), Birinci
dereceden Volterra Integro Diferensiyel Denklemler i¢in Yiiksek Dereceden Coziim
Yontemleri (Abdelkhani, 1993), Yiiksek Mertebeden Lineer Olmayan Volterra ve
Fredholm Integro Diferensiyel Denklemler icin Taylor Polinom Céziimii (Maleknejat ve
Mahmoudi, 2003), Lineer Olmayan Integral Denklem Co6ziimii i¢in Genel Metotlar ile
Gelistirilmis Ayrisma Metodunu Karsilastirma Calismast (Wazwaz, 2006) baslikl

calismalardir.

Bu calismadaki amacimiz Lineer Olmayan Volterra ve Fredholm Integro-
Diferensiyel Denklemlerini tanimak, bu denklemlerin ¢oziimiinde ele alinan, Seri
Coziim Metodu (Series Solutions Method), Degisken Yenileme Metodu (Variational
Iteration Method), Laplace Déniisiimii-Adomian Ayrisma Metodu (Laplace Transfom-
Adomian Decomposition Method) gibi tam ve yaklasik ¢oziimler veren metotlar

uzerinde durmaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu bolimde daha sonraki bolimlerde deginecegimiz denklemlerin temel
kuramlarma deginecegiz. Yani integral denklemler ile ilgili temel bazi kavram ve

tanimlar gosterilecektir.
2.1 integral Denklemlerin Simiflandirilmasi

Integral Denklemler, integral sinirlarma, bilinmeyen u(x) fonksiyonun integralin

icinde veya disinda bulunmasi bagli olarak degisik siniflandirma sekilleri vardir. Bu
boliimde Volterra integral Denklem, Fredholm Integral Denklem, Volterra-Fredholm

Integral Denklem ve Tekil Integral Denklemlerini ele alacagiz.

Genel olarak X degiskenine bagli u(x) fonksiyonu bilinmeyen bir fonksiyon

olmak iizere,

u(x) = f(x)+/1hi|'X) K(x,t)u(t)dt (2.1)
g(x)

formunda verilen denklemlere integral denklem denilir. Bu denklemdeki h(x) ve g(x)

fonksiyonlar1 integralin sinirlaridir. 4 sabit bir parametre olup, K(x,t) fonksiyonu X

ve t degiskenlerine bagl bilinen bir fonksiyondur. Bu K(x,t) fonksiyonu gekirdek

fonksiyon veya integralin ¢ekirdegi olarak isimlendirilir. Bilinmeyen u(x) fonksiyonu

integral isaretinin sadece igerisinde veya hem igerisinde hem de disinda bulunabilir
(Wazwaz, 2011).

2.1.1 Volterra integral Denklem

Volterra Diferensiyel Denklemi integral sinirlarindan en az bir tanesinin degisken

oldugu denklemlerdir. Bilinmeyen u(x) fonksiyonu sadece integral isaretinin igerisinde

yani

f(x) = j K(x,t)u(t)dt 2.2)



denklemi ile verildigi gibi ise bu integral denkleme birinci dereceden Volterra Integral

Denklem denir. Ancak bilinmeyen u(x) fonksiyonu integral isaretinin hem i¢inde hem
de disinda bulunabilir. Yani

u(x) = f(x)+/1JX. K(x,t)u(t)dt (2.3)

esitligi ile verilen denkleme de ikinci dereceden Volterra integral Denklem denir (Xu,
2006).

Ornegin
e = Ie(t‘x)u(t)dt (2.4)
0
ve
5X+ X =.X[(5+3x—3t)u(t)dt (2.5)
0

seklinde verilen denklemler birinci dereceden Volterra Diferensiyel denklemlerdir.
Asagida verilen denklemler de ikinci dereceden Volterra Diferensiyel denklemlere

ornek olarak gosterilebilir.

u(x) =5—Jx‘u(t)dt (2.6)
ve
u(x)= x+_X[(x—t)u(t)dt (2.7



2.1.2 Fredholm Integral Denklemler

Integral sinirlarma gére smiflandirilabilen bir diger denklem olan Fredholm
Integral Denkleminde integral sinirlar1 sabittir. Volterra Diferensiyel Denkleminde
oldugu gibi bilinmeyen u(x) fonksiyonu integral isaretinin i¢inde veya disinda da
bulunabilir. Birinci dereceden Fredholm Integral Denklemlerde u(x) fonksiyonu

integral isaretinin icerisindedir. Birinci dereceden Fredholm Integral Denklem genel

formu
f(x)= _T K(x,t)u(t)dt (2.8)

esitligi ile verilir. u(x) bilinmeyen fonksiyonu integral isaretinin hem iginde hem de
disinda ise denkleme ikinci dereceden Fredholm Integral Denklem (Xu, 2006) denir. Bu

denklemlerin genel formu asagidaki esitlikte verilmistir.
b

u(x) = f (x)+ A K(x tu(tdt (2.9)
a

Ornek olarak

SinX+COSX
X2

jsin(xt)u(t)dt (2.10)

esitligi ile verilen denklem birinci dereceden bir Fredholm Integral Denklemdir.
Asagida verilen denklem 6rnegi de ikinci dereceden Fredholm Integral Denklemlere

ornek olarak gosterilir.
71
ux)=x+g [ (x-tu(t)dt (2.11)
-1

2.1.3 Volterra-Fredholm integral Denklemler

Volterra-Fredholm Integral Denklemleri parabolik simir deger problemlerinde,

canlilar arasindaki salginlarin yayilmasi ile ilgili matematiksel modellemelerde ve



fiziksel, biyolojik modellemelerde karsimiza ¢ikmaktadir. Volterra-Fredholm Integral
Denklemler literatiirde karsimiza asagida yazildigi gibi iki formda bulunur (Yousefi ve
ark., 2006 ).

u(x)=f(x)+ /11} K, (x,t)u(t)dt + AQ_T K, (x,t)u(t)dt (2.12)
ve
u(x,t)= f(x,t)+ 1 H F(x.t,e,7,u(e 0))dedr, (xt)ex[0,T] (2.13)

(2.13) denklemindeki f(x,t) ve F(xt&z,u(s7)) fonksiyonlan D=QXx[0,T]

iizerindeki analitik fonksiyonlardir. € ise R", n=123 uzayinin kapali bir alt

kimesidir.

Bu denklemler goz oniine alindiginda (2.12) denkleminde Volterra ve Fredholm
integral denklemleri ayrik olmasina karsin (2.13) denkleminde karisik olarak verilmistir.
Ustelik her iki denklem de bilinmeyen u(x) ve u(x,t) fonksiyonlar1 integral isaretinin
hem i¢inde hem de disindadir. Bu durum ikinci dereceden integral denklemlerin
karakteristik 6zelligidir. Sayet bilinmeyen fonksiyonlar sadece integral isaretinin i¢inde
ise bu denklem birinci dereceden integral denklem olur. Asagida bu formlarda bulunan

denklemlere 6rnek verilmistir.

u(x) = 6x+3x° —5—ixu(t)dt —jtu(t)dt

~ , 1, 1 t1
u(x,t) =x+t +§t —Et—M(r—g)dgdr

2.1.4 Tekil Integral Denklemler

Integral denklemlerin integralin smir degerlerine gore siniflandirma sekillerinden
biri de tekil yada tekil olmayan integral denklem siiflandirmasidir. Hatirlayacagimiz

gibi Fredholm Integral Denklemlerinde sinir degerler sabit degerler oldugundan dolayz,



Volterra integral Denklemler de ancak bu siniflandirmanin yapilacagi anlagilir. Birinci
dereceden ve ikinci dereceden Volterra Diferensiyel Denklemler sirasiyla

h(x)
f()=1 | K(xtu(dt (2.14)

g(x)

h(x)
u()=f(x)+4 [ K(x,tut)adt (2.15)

9(x)

esitlikleri ile verildigini daha once belirtmistik. Integral sinirlarindan biri veya her
ikisinin sonsuz olmasi durumunda bu denklemlere tekil integral denklem denir. Ayrica

K(x,t) c¢ekirdek fonksiyonu a<x<b, a<t<b igin siirekli degilse bu integral

denkleme de tekil integral denklem denilmektedir (Duman, 2008).

Burada izerinde duracagimiz birinci dereceden Volterra Diferensiyel Denklem

<1
f(x):l.(x_t)au(t)dt, 0<a<l (2.16)
ya da
£01
u(x)—f(x)+£(x_t)au(t)dt, O<a<l (2.17)

esitligi ile verilen ikinci dereceden Volterra Diferensiyel Denklem formu olacaktir.

Verilen bu iki denkleme a<(0,1) oldugundan dolayr normallestirilmis Abel Integral

Denklem (zayif tekil integral denklem) denir (Duman, 2008).

Ozel olarak a=1/2 igin

1
X—t

f (%) =I u(t)dt (2.18)

esitligi yazilabilir. Elde edilen bu denkleme de Abel tekil integral denklemi denir. Bu

denklemde integralin iist sinirin x olduguna dikkat edilmelidir.



Abel integral denklemi, normallestirilmis Abel integral denklemi ve zayif tekil integral

denklemleri asagida sirasiyla 6rneklendirilmistir (Wazwaz, 2011).

Lo

- t)dt |
Jx !muo (2.19)
s [ 1
X =] —u(t)dt (2.20)

0 (x—t)3
u(x):1+&+f L it (2.21)

o (x-1)?

2.2 Integro-Diferensiyel Denklemlerin Siniflandiriimasi

integro-Diferensiyel Denklemler integral ve tiirev operatdrlerinin her ikisini de
iceren denklemlerdir. Bu denklemler bir¢cok bilimsel alanda karsimiza g¢ikmaktadir.
Ozellikle de baslangic veya smir deger problemlerini integral denklemlere

doniistiiriirken karsimiza sikca ¢ikmaktadir.
2.2.1 Volterra integro-Diferensiyel Denklem

Volterra Integro-Diferensiyel Denklemler, integral isaretinin denklemin hem
icinde hem de disinda bulundugu, ayrica u™(x), n>1 tiirevlerini ve bilinmeyen u(x)

fonksiyonunu igerisinde bulundurdugu denklemlerdir. Bu denklemlerde integral
sinirlarinin en az biri degiskendir. Ayrica bu denklemlerde tiirev ve integral operatorleri
aym denklem icerisinde bulunur. Volterra Integro-Diferensiyel Denklemler ile ilgili
bilmemiz gereken diger bir diger sey ise denklem ¢oziimii yapilirken baslangig

sartlarinin verilmesi gerekliligidir. Bu denklemin genel formu (Ahmed ve Elzaki, 2013)

u™(x) = f(x) +/1_X[ K(x, t)u(t)dt (2.22)

esitligi ile verilir. Burada u™, u(x) fonksiyonunun n. mertebeden tiirevini gosterir.

Yani bu denklemler



u’(x)=—1+%x2—xex—jtu(t)dt, u(0)=-1 (2.23)
ve
u”(x)+u’(x):4—x(sinx+cosx)—_x[tu(t)dt, u(0)=1 u'(0)=-2 (2.24)

formundaki denklemlerdir.
2.2.2 Fredholm Integro-Diferensiyel Denklem

Fredholm integro-Diferensiyel Denklemler, Volterra Integro-Diferensiyel

Denklemlerde oldugu gibi bilinmeyen u(X) fonksiyonu ve tiirevleri igeren

denklemlerdir. Bu denklemlerde integral smirlari sabit olup integral ve tiirev
operatdrleri aym denklemde bulunur. Volterra Integro-Diferensiyel denklemlerde
oldugu gibi bu denklemlerde de baslangi¢ sartlar1 verilmelidir. Fredholm Integro-

Diferensiyel Denklemlerin genel formu
b
U™ (%) = f () + A K(x, tu(t)dt (2.25)

seklidendir (Wazwaz ve Khuri, 1996).

Asagida verilen denklemler de bu sinifa girer.

u'(x) =2—%x+?|1;xu(t)dt (2.26)

74
u”(x) +u'(x) = Xx—cos x — _[ xtu(t)dt (2.27)

2.2.3 Volterra-Fredholm integro-Diferensiyel Denklemler

Volterra-Fredholm integral Denklemleri integral operatdriiniin yam sira bir veya

daha fazla adi tiirev barindirir. Bu denklemler
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u™(x) = f(x) +/11I K, (x, t)u(t)dt +/12I K, (x, t)u(t)dt (2.28)
ve
u™(x,t) = f(x,t) +/11“ F(xt,e,7,u(e,7))dedr, (xt)e QX[O, T] (2.29)

esitlikleri ile verildigi gibi literatiirde bu iki formda bulunur. Bu denklemlere ait kismi
¢oziim belirleyebilmek igin baslangi¢ kosullarinin verilmesi gerekmektedir. Volterra-
Fredholm integro-Diferensiyel Denklemler ile ilgili asagida ornekler verilmistir
(Wazwaz, 2011).

u'(x) = 24x+x* —3—i(x —t)u(t)dt - jtu(t)dt, u(0)=1 (2.30)

' _ s 1., 1 £ 43
U 1) =3+t°+ 2t —Et—J;l(r—g)dgdr, u(0,t) =t (2.31)

2. 3 Lineer Denklemler ve Homojen Denklemler

Integro Denklemler ve Integro-Diferensiyel Denklemleri lineerlik ve homojenlik
acgisindan da siiflandirmak miimkiindiir. Bu siniflandirma denklemlerin ¢oziimiinde

bliytik rol oynar.
2. 3. 1 Lineer ve Lineer Olmayan Denklemler

u(x) bilinmeyen fonksiyonu integral icerisinde tek ise o integral denkleme ya da
Integro-Diferensiyel denkleme lineerdir denir. Ancak u(x) bilinmeyen fonksiyonu

integral isareti igerisinde birden fazla ise veya denklem u(x) fonksiyonunun

e", cosu, In(1+u) gibi lineer olmayan fonksiyonlarini igeriyorsa o denkleme de lineer

olmayan denklem denir (Ergiin, 2010).

Ornek olarak asagida verilen denklemler gosterilebilir.
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u(x) = Z—I(x—t)u(t)dt (2.32)

u(x) =6 [ (x-t)u(t)dt (2.33)
u(x) =5+_|X‘(1+x—t)u4(t)dt (2.34)
u’(x) :3+ixteu“)dt (2.35)

(2.32) ve (2.33) denklemleri sirastyla Lineer Volterra ve Fredholm Integral
Denklemlerdir. (2.34) ve (2.35) denklemleri de sirasiyla lineer olmayan Volterra

Integral Denklem ve Lineer olmayan Fredholm integro-Diferensiyel denklemlerdir.
2.3.2 Homojen Denklemler ve Homojen Olmayan Denklemler

Ikinci dereceden Integral Denklemler ve Integro Diferensiyel Denklemler

homojen ve homojen olmayan denklemler olarak siniflandirilabilir. Denklemde f (x)

fonksiyonu sifir ise denklem homojen, aksi takdirde homojen olmayan denklem olarak
isimlendirilir. Ancak bu siiflandirmanin ikinci dereceden denklemler igin yapildigini

unutmamamiz gerekir. Homojen denklemlere 6rnek olarak

u(x) = cos x+ixtu(t)dt (2.36)

u(x) = x+_1[(x—t)2u(t)dt (2.37)

denklemleri gosterilebilir. Homojen olmayan denklemlere ise asagida verilen

denklemler 6rnek olarak gosterilebilir.

u(x) :I(1+ x—t)u’(t)dt (2.38)
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u”(x)=.|x‘xtu(t)dt, u(@ =2, u'(0)=1 (2.39)

Bu denklemler f(x)=0 oldugundan dolayr homojen denklemlerdir (Ergiin, 2010;
Wazwaz, 2011).

2. 4 Laplace Doniisiimii

Bu c¢alismada ilerleyen boliimlerde ¢oziim metotlarmi ele alirken Laplace
doniistimiinti sik¢a ele alacagimizdan dolay1r genel hatlariyla Laplace doniisiimiinii bu

boliimde ele alacagiz.

[0,00) araliginda tanimh bir f (x) fonksiyonu igin eger J'e*sxf(x)dx integrali
0

mevcut ise $° nin bir fonksiyonu olan
f(s)=[e™f (x)dx (2.40)
0

denklemine f ‘nin Laplace donlisimii denir. f’ nin Laplace doniisim
L{f(x)}=F(s) veya L{f}=F bigiminde gosterili. S reel veya kompleks bir

degisken, L ise Laplace Operatériidiir.
Ayrica Lim .[ e ™ f(x)dx limiti var ise integral mevcuttur (Caglayan ve ark. 2012).
0

2.4.1 Laplace Doniisiimiiniin Ozellikleri

Laplace Dontistimii asagidaki 6zelliklere sahiptir (Caglayan ve ark., 2012).

I. Laplace doniisiimii lineerdir. Yani Cl, C, keyfi sabitler fl, f2 fonksiyonlar1 da

Laplace doniisimii meveut iki fonksiyonu ise L{C,f +C,f,}=CL{f}+C,L{f,}

seklindedir.
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ii. L{f(X)}=F(s) ise L{e™f(x)}=F(s—a) seklindedir.
iii. L{f(x)}: F(S)ise L{f(ax)}:éF(g) seklindedir.

d"F(s)

Sn

iv. L{f(x)}=F(s)ise L{-D)"X"f (x)} = seklindedir.

0, O<x<a

. L G — —asF . .
f(x-a), x>a} 1Se { (X)} e "F(s) seklindedir.

v. L{f(X)}=F(s)ve G(x){
2.4.2 Ters Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimiinde verilen bir fonksiyonunun J.(?SX f (X)dx integrali yardimiyla
0

F(s) fonksiyonuna doniisimiinii ele almistik. Bunu da sembolik olarak
L{f(X)}z F(S) ile gostermistik. Ters Laplace doniisiimiinde ise verilen bir F(S)
fonksiyonunu géz oniinde bulunduralim. Eger L{ f (X)} = F(S) olacak sekilde bir f (x)
fonksiyonu var ise f fonksiyonuna F fonksiyonunun Ters Laplace Doniisiimii denir.
F fonksiyonunun Ters Laplace Doniisimi f =L"{F} veya f(X)=L"{F(s)}

seklinde gosterilir (Caglayan ve ark., 2012).
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3. MATERYAL ve YONTEM
3.1 Lineer Olmayan Volterra integro Diferensiyel Denklem

Lineer ve Lineer olmayan Volterra Integral Denklemler, toplumsal konular ile
ilgili problemlerde, hastaliklarin yayilmasinda, cihaz iiretimi gibi pek c¢ok bilimsel

alanda karsimiza ¢ikmaktadir.

Lineer Olmayan Volterra integro Diferensiyel Denklemleri (LOVIDD), en az bir
degiskene gore integrallenebilen denklemlerdir. Bu boéliimde ¢oziim metotlarini

inceleyecegimiz Ikinci dereceden bir LOVIDD’ in standart formu
u™(x) = f(x)+ j K(x,t)F(u(t))dt (3.1)
0

esitligi ile verilir (Ahmed ve Elzaki, 2013).

Birinci dereceden LOVIDD’ in standart formu ise

j. K, (x,t)F (u(t))dt + j' K, (x,tu™ (t)dt = f (x), K,(x,x) =0 (3.2)

denklemi ile verilir. Denklemdeki u"(x), U(X)fonksiyonunun n. dereceden bir
tirevidir. Bu denklemlerdeki K(Xx,t), K (x,t) ve K,(x,t) cekirdek fonksiyonlar1 ve
f(x) fonksiyonu gercek degerli fonksiyonlardir. F(u(x)) fonksiyonu ise u(x)
fonksiyonunun u?(x), sin(u(x)) ve '™ fonksiyonlar: gibi lineer olmayan bir

fonksiyonudur (Wazwaz, 2011).
3.1.1 ikinci Dereceden Lineer Olmayan Volterra integro Diferensiyel Denklem

Ikinci dereceden LOVIDD’ ler 1s1 transferi, genel difiizyon yontemleri gibi
fiziksel alanlarda karsimiza ¢ikmaktadir. Bu kisimda tiirev ve diferensiyel operatorlerini
igerisinde bulunduran Lineer Volterra Integro Diferensiyel Denklemleri, LOVIDD’ e

cevirecegiz. Ikinci dereceden bir LOVIDD” i
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u™(x) = f(x) +j~ K (x,t)F(u(t))dt

(m
denklemi ile gdstermistik. Burada u(“)(x):(; C
X

fonksiyonunun lineer olmayan bir fonksiyonudur. Bu denklem tiirev ve diferensiyel

ve F(u(x)) fonksiyonu, u(x)

operatdrlerinin her ikisini de i¢erir. LOVIDD’ in u(x) &zel ¢dziimiinii belirlemek icin

baslangi¢ kosularinin belirlenmesi gerekir (Wazwaz, 2011).

Ikinci dereceden LOVIDD ¢ozmek igin birgok yontem mevcuttur. Biz bu
¢oziimlerden Birlestirilmis Laplace Dontlisiim-Adomian Ayrisma Metoduna, Degisken

Yenileme Metoduna ve Seri Coziim Metoduna deginecegiz.

3.1.1.1 Birlestirilmis Laplace Doniisiim — Adomian Ayrisma Metodu

Bu bslimde €, cos(X—t) ve sin(x—t) gibi (x—t)" ye bagh K(x,t) gekirdek

fonksiyonlar1 tizerinde duracagiz. Yani (x —t) farkina bagh
U (x) = £ (x)+ [ K(x-tF (u(t)at (3.3)
0

esitligi ile verilen LOVIDD’ i birlestirilmis Laplace déniisiim metodu ile ¢dzmek icin

u(x) fonksiyonunun tiiretilmis Laplace doniisiimiinii yani

L{u®(x)} =s"L{u(x)}—s"u(0)-s"u'(0) —...—u"(0) (3.4)
esitligini temel alacagiz. Bu esitlikten asagidaki denklemler elde edilir.

L{u'(x)} =sL{u(x)} —u(0) =sU(s)-u(0),

L{u"(x)} =s*L{u(x)} —su(0)—u'(0) =s°U (s)—su(0)—u'(0),

L{u"(x)} =s’L{u(x)} —s’u(0) —su'(0) —u"(0) = s (s) —s?u(0) —su'(0) —u"(0),
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L{u" (x)} =s*L{u(x)} -s’u(0) —s°u’(0) —su"(0) ~u"(0)
=5"U(s) —s’u(0) —s®u’(0) —su"(0) —u"(0),

benzer sekilde daha yiiksek dereceler i¢in de Laplace doniisiimleri yazilabilir. Burada
U(s)= L{U(X)} seklindedir. (3.3) denkleminin her iki tarafina Laplace Doniigiimii

uygulanirsa
s'L{u(x)} -s"u(0)-s"u'(0) —...—u*P () =L{ f ()} + L{K(x-t)} L{Fu(t)}  (3.5)
esitligi elde edilir ya da benzer olarak bu denklem

L{u(x)} =%u(0)+sizu’(0)+...+s—1iu(i‘l)(0)+3—1i L{f (x)}JrS—li L{K(x—t)} L{F(u(t))} (3.6)

seklinde de yazilabilir. (3.6) denklemindeki lineer olmayan F(u(x)) terimi igin

Adomian Ayrigma Metodu uygulamamiz gerekir. Bunun igin lineer u(x) terimini

u(x) = iun(x) (3.7)

ile verildigi gibi sonsuz seri toplami seklinde yazmaliyiz. Buradaki u, (x), (n>0)

ardisik yaklagimlart belirlenir. (3.6) denkleminin sag tarafinda bulunan lineer olmayan

F(u(x)) terimi 'Ah formundaki Adomian polinomlarinin sonsuz bir serisi olarak

Fu(x)) = Z'Ah(x) Ah_ll {F(qu} , n=12,.., (3.8)

A=0

esitliginde verildigi sekilde gosterilecektir. Denklemdeki A, (120)  Adomian

polinomunun lineer olmayan tim formlar1 elde edilebilir. Elde edilen bu esitlikler

neticesinde (3.7) ve (3.8) denklemlerinin (3.6) denkleminde yerine yazilmasiyla
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L{iun(x)}:%u(O)+Si2u'(0)+...+s—1iu“-1>(0)

+S—1iL{f(x)}+S—1iL{K(x—t)}L{iﬁh(x)} (3.9)

elde edilir ki bu ifade de

L{Uy (0} = 2U(0) + 2 U(0) +oot U (0) 4 2 L{ ()}
S S S S

(3.10)
L{uk+l(x)}=§L{K(x—t)}L{Ak(x)}, k>0

seklinde yazilabilir. (3.10) denklemin ilk kisminda ters Laplace déniisiimii uygulanirsa

A, olarak tanimlanacak olan UO(X) elde edilir. Bu (3.10) denkleminin ikinci kisminda

verilen U, k>0 bileseninin belirlenmesine neden olacaktir (Wazwaz, 2011).

3.1.1.2 Degisken Yenileme Metodu

Degisken Yenileme Metodu lineer ve lineer olmayan problemler de ¢6ziim veren

bir yontemdir. I. dereceden bir LOVIDD?” in standart formu
u®(x) = f(x)+ j K (x,t)F(u(t))dt (3.11)
0

. i d"u . .
denklemi ile verilmisti. Burada u”(x) :F ve F(u(x)), u(x) fonksiyonunun lineer
X

olmayan bir fonksiyonuydu ve burada tam ¢6ziimiin belirlenebilmesi i¢in baslangic
kosullarinin tanimlanmasi gerekir. Bu metot yaklasik ¢oziimler vereceginden hata
fonksiyonu yazmamiz gerekir. LOVIDD’ in hata fonksiyonunu asagida verildigi gibi

yazabiliriz
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Up,s (X) =, (X) + -X[}L(g) (un(” (e)—f(e) —j. K(e r)F(U, (r)drjdg . (3.12)

Bu yontemi uygulamak temelde iki adimdan olusur. Ilk olarak smir degerler
kullanarak ve parcali integrasyon yoluyla tamimlanabilen Langrange carpani
belirlenmelidir. Bu ¢arpan A olarak gosterilir. A Bir sabit veya bir fonksiyon olabilir.

A belirlendikten sonra bir iterasyon formiilii ile u(X) ¢dziimiiniin u_,(x), N>0 ardisik

yaklasimlar belirlenir.

Bu yaklasimlar belirlenirken u, (sifir yaklasimi) herhangi bir fonksiyon olabilir
ancak u, fonksiyonunun belirlenmesinde baslangi¢ sartlarinin kullanilmasinda fayda

vardir. Yani sifirinct dereceden yakinsak segilen Langrange carpanlari

u'+ f(ue), u'(e)) =0, A =-1, u,(x) =u(0)

u"+ f(ue), U'(e), u"(e)) =0, A=e—X, Uy(x)=u(0)+u’(0)x (3.13)
u”+ f(u(e), u’(e), u"(e), u"(e)) =0, A= —%(e—x)z, Uy (x) =u(0) +u’(0)x+%u"(0)x2

esitlikleri ile elde edilir. Sonug olarak ¢6zlim,

u(x) = limu, () (3.14)

limiti ile verilir (Wazwaz, 2011).
3.1.1.3 Seri Coziim Metodu

Bu metot temel olarak analitik fonksiyonlarin Taylor serisinden olugmaktadir.
Herhangi bir b noktasini komsulugunda Taylor serisi gibi tim mertebeden tiirevleri
iceriyor ise U(X) fonksiyonu ger¢ek degerli bir analitik fonksiyon olarak isimlendirilir.

Yani,
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0,0 =3O (x_pyr (3.15)

n=0 n!

denklemi b’ nin bir @ komsulugunda u(X) ’ e yakinsar. Daha sade ve genel bir ifadeyle

X =0 noktasindaki Taylor serisi,

u(x) = ganX" (3.16)

seklinde yazilabilir.

Taylor seri metodu veya seri ¢dziim metodunu bu béliimde LOVIDD ¢dziimiinde

kullanip, asagida (3.17) denklemi ile verilen LOVIDD’ nin u(X) ¢dziimiinii analitik

varsayacagiz.

u™(x) = f(x) +/1j. K(x,t)F (u(t))dt, u*(0) =k!a, 0<k<n-1 (3.17)

(3.16) denkleminde verilen Taylor serisindeki @, katsayilar1 ardisik bir sekilde

hesaplanacaktir. Ilk olarak @, katsayilarim belirleyebilmek igin
! 1 " 1 m
3 =u(0), & =u'0), 8, =-;u"(0), & =,u"(0) (3.18)

gibi baglangi¢ sartlar1 kullanilmalidir. Diger d, Kkatsayilarimi (3.17)° de verilen

LOVIDD ve seri ¢dziim metodu uygulayarak belirleyecegiz. (3.17) denkleminin her iki

tarafinda (3.16) denklemi yerine yazilirsa

0 (n) X o
(Zakxkj =T(F () +| K(x,t)F(Zaktkjdt (3.19)

esitligi elde edilir. Denklemde T(f(x)), f(X)' in Taylor serisidir. Bu sekilde (3.17)

denklemi (3.19) denklemine doniisiir. Burada integrallenebilen ve bilinmeyen F(u(x))

fonksiyonu yerine ", n>0 terimi integrallenecektir. Seri ¢oziim aradigimizdan dolay1

20



f (x) fonksiyonu trigonometrik, iistel fonksiyonlar gibi temel fonksiyonlar igeriyorsa

Taylor seri agilminda f(x)' i i¢eren fonksiyonlar kullanilmalidir.

Ik olarak (3.19) denkleminin sag tarafinin integralini alip X' in kuvvetlerinden
olusan katsayilar1 bir araya getirip @;, j20 da 6z yinelemeli iliskiyi belirlemek i¢in

elde edilen denklemin her iki yanma X' in kuvvetlerinden olusan katsayilar denklemini

uygulayacagiz. Burada bu katsayilarin bazilar1 baslangic sartlarin1  belirlemede
kullanilacaktir. @;, j>0 katsayisi belirlendikten sonra (3.16)’ da tiiretilen katsayilar seri

¢oziimde yerine yazilacaktir (Wazwaz, 2011).
3.1.2 Birinci Dereceden LOVIDD

Birinci dereceden LOVIDD standart formu

IKl(x,t)F(u(t))dt +I K, (x,tu® (t)dt = f (x), K,(x,t)=0 (3.20)

denklemi ile verilmisti. Denklemdeki u®(x), u(x) fonksiyonunun i. dereceden

tirevidir. Kl(X,t) ve KZ(X,t) cekirdek fonksiyonlari, f(x) gergek degerli bir
fonksiyon ve f(u(x)), u(x) fonksiyonunun lineer olmayan bir fonksiyonudur.

Denklemin tam ¢6ziimii icin baslangic sartlar1 belirlenmelidir. Birinci dereceden
LOVIDD (3.20) denklemindeki ikinci integralinin alinmasi ile denklem ikinci
dereceden LOVIDD’ e déniistiiriilebilir. Burada biz birinci dereceden LOVIDD ile ilgili
Birlestirilmis Laplace Doniisim-Adomian Ayrisma Metodunu ve ikinci dereceden
LOVIDD’ e déniisiimii ele alacagiz (Wazwaz, 2011).

3.1.2.1 Birlestirilmis Laplace Doniisiim — Adomian Ayrisma Metodu

Bu metodu ikinci dereceden LOVIDD igin &nceki boliimde de kullanmustik.

Burada biz her ikisi de (x-t) farkina baghh olan Kl(X,t) ve KZ(X,t) cekirdek

fonksiyonlarma odaklanacagiz. Ayrica fl, f2 birer fonksiyon olmak {izere (fl + fz)(X)

fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin
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L{(fl + fz)(x)} = L{j fl(X!t) fz(t)dt} = Fl(S)Fz(S)

ve

L{u("’ (x)} =$"L{u(x)} —s""u(0) ~s*'(0) ...~ u"?(0)

(3.21)

(3.22)

oldugunu biliyoruz. (3.20) denkleminin her iki tarafina Laplace donilistimii uygulanirsa

L{K,(x=t)*Fu(x))} + L{K,(x—t)*u®(x)} = L{ f (x)}

elde edilir. Elde edilen bu denklem

K (S)L{Fu(x))}+K,(s)L{u® (x)} = 2(s)

esitligi ile verildigi gibi yazilabilir. Bu denklemde

2(s)=L{F(x)}, Ki(s)=L{K (x)}, K,(s)=L{K,(x)}

seklindedir. (3.22) denklemi kullanilarak ve U (s) igin ¢bziim yapilirsa,

B(s) + K,y (S)T'(s) — Ky(s)L{ f (u(x))}

6= SK,6)

elde edilir. Burada

I(s)=5"u(0)+s“u'(Q)+..+u" (0) ve U(s)=L{u(x)} elde edilir.

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

Lineer olmayan f(u(x)) terimini bulmak i¢in (3.26) denkleminde verilen Adomian

Ayrisma Metoduna bagvurulur. Diger taraftan (3.26) denkleminin sag tarafindaki

f (U(x)) lineer olmayan terimi Adomian polinomlari olarak
fu)) =2 A
0
seklinde yazilabilir. A, N>0 Adomian polinomlart,
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A= {F(Z(;/I'u )} n=12. (328)

esitligi ile bulunur. u(x)=iun(x) oldugunu biliyoruz. Bu esitlik ve (3.27) esitligi
n=0

(3.26) denkleminde yerine yazilirsa

L{gun(x)}z—u(OH—u (0)+.. +s u"™(0)+ siis(l)_srlilf?i) L{g&(X)} o2

esitligi elde edilir. Bu metodu uygularken asagida verilen esitliklerden de faydalanilir.

Y <S>——U<0>+—u<0)+ +3u' 0+ %2)
(3.30)
_ Ki(s)
L{uea 00} =2 S L{A(0)}, k
Bu denklemlerde ayrica
Ki(s) _
me_ (3.31)

esitligi vardir. (3.30) denkleminin ilk tarafina ters Laplace uygulanmas: ile A, olarak

tanimlanabilecek Uy(X) terimi elde edilecektir. Bu déniisiim Uy, K>0 bileseninin tam

olarak belirlenmesine neden olacaktir (Wazwaz, 2011).
3.1.2.2 ikinci Dereceden LOVIDD’ e Déniisiim

Bu béliimde birinci dereceden verilen bir LOVIDD’ i ikinci dereceden Lineer

olmayan Volterra integro-Diferensiyel Denkleme déniistiirecegiz.

Birinci dereceden bir LOVIDD,

j'Kl(x,t)F(u(t))dt+TK2(x,t)u("(t)dt = f(x), K,(x,x) #0 (3.32)
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formundaydi. Genel formunu degistirmeden daha yiiksek mertebeden denklemler
yazilabilir. Ornegin birinci ve ikinci mertebeden tiirevleri iceren denklemler sirasiyla

asagida verilmistir.

JX. K, (x,t)F (u(t))dt +JX. K, (x,tu'(t)dt = f(x), K,(x,x)=0 (3.33)
ve
i K, (x,t)F (u(t))dt + 'xf K, (x,tu"(t)dt = f(x), K,(x,x) =0 (3.34)

Yukarida verilen (3.33) denklemindeki ikinci integral alinirsa,

IKl(x,t)F(u(t))dt+K2(x, xX)u(x) — K, (x,0)u(0) _[ K (X ) (t)dt = f(x) (3.35)

0

ya da benzer sekilde

u(x) = f(x) K ,(x,0) u(0) + 1 J~6(K ,(X, t)d(t)dt

Kz(x,>l<) K, (X, X) K,(x,X)g ot (3.36)
Ko ! K (X, t)F (u(t))dt, K,(x,x)=0

lineer olmayan Volterra integral denklemi elde edilir. (3.36) da verilen denklem ikinci
dereceden LOVIDD’ dir. Benzer sekilde (3.34) denklemini ele alalim. Bu denklemin

ikinci integrali alinirsa,
f , toK (x t) ,
j K, (X, )F (u(t))dt + K, (x, x)u’(x) — K, (x, 0)u’(0) j (t)dt

0

=f(x), K,(x,x)=0 (3.37)

ya da benzer sekilde
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ey (X)) Ky(x,0) 1 oK (x0)
u'(x) = K (x.%) + K, (x.X) u’(0) + K0 p u'(t)dt

1
K (X, X)

(3.38)

JX. K,(x,t)F(u(t))dt, K,(x,x)=0

ikinci dereceden LOVIDD elde edilmis olur. Burada eger birinci dereceden LOVIDD,

u(x) < in birinci dereceden tiirevini igeriyorsa (3.26) da verilen ikinci dereceden

LOVIDD elde edilir. Ancak birinci dereceden LOVIDD u®,i>2 derecelerinden tiirev
iceriyorsa (3.38) de verilen ikinci dereceden LOVIDD elde edilecektir (Wazwaz, 2011).

3.2 Lineer Olmayan Fredholm Integro-Diferensiyel Denklemler

Bu bolimdeki amacimiz Lineer Olmayan Fredholm Integro-Diferensiyel
denklemleri tanitip (LOFIDD), LOVIDD’ de kullandigimiz metotlar1 kullanarak ikinci
dereceden Lineer Olmayan Fredholm Integro-Diferensiyel Denklemleri LOVIDD’ de

kullanilan yontemleri kullanarak ¢6ziim elde etmektir

Ikinci dereceden LOFIDD formu

u™(x) = f(x)+ l'l[ K (x,t)F (u(t))dt (3.39)

seklindedir. LOVIDD ° ler de belirtildigi gibi burada u™ (x), u(x) fonksiyonunun n.
dereceden tiirevidir. K(X,t) Cekirdegi ve f(x) fonksiyonu gercek degerli
fonksiyonlar ve F(u(t)), u(x) fonksiyonunun lineer olmayan bir fonksiyonudur

(Wazwaz ve Khuri, 1996).

Bu boéliimde daha ¢ok degiskenlerine ayrilabilen veya (dejenere) olmus g¢ekirdek
fonksiyonlarini ele alacagiz. Ayrilabilir veya dejenere olmus bir ¢ekirdek, her biri bir

degiskene bagli iki fonksiyonunun ¢arpimlarinin toplami olarak,
K(x,t) =2 g;(0h () (3.40)
i=1

seklinde yazilabilir (Malabahrami, 2014).
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LOFIDD ¢6ziimii i¢in degisik analitik ve niimerik metotlar ele almabilir. Biz bu
boliimde LOFIDD” leri ¢dzmek igin Direkt Hesaplama Yéntemi, Degisken Yenileme ve

Taylor Seri C6ziim Metodunu ele alacagiz.
3.2.1 Direkt Hesaplama Yontemi

LOFIDD genel formunu bozmadan
b
U™ (x) = f(X)+ j K(x,t)F(u)dt, u®(©)=h, 0<k<n-1 (3.41)
seklinde yazilabilir. Burada b, baslangi¢ sartidir. Cekirdek fonksiyonu ise

K(x1) =9, (9h, (1) (3.42)

formunda yazilabilir. (3.42) denkleminin (3.41) denkleminde yerine yazilmasiyla,

u®(x)=f(x)+ gl(X)I h,(t)F (u(t))dt + gz(X)I h, (t)F (u(t))dt
: : (3.43)

ot gn(x)jlhn(t)F(u(t))dt

ifadesi elde edilir. Denklemlerdeki her bir integral t degiskenine baglidir. Bu her bir

integralin sabit bir sayrya denk geldigini gosterir.
b

a =[h®F ), 1<i<n (3.44)
a

integralleri sabit sayilara karsilik geldiginden dolay1 denklem

U ()= () +2,9, (%) +3,8,() +...+2,, (X) (3.45)
esitligine doniisiir (Wazwaz ve Khuri, 1996).

(3.45) denkleminin her iki tarafinin integrali alinip ve baslangi¢ sartlari kullanilirsa
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u(x) =u(0)+xu'(0) +%X2”"(O) +"'+ﬁxn_lum_l) (3.46)

+ L7 (f (x) +2,0,(X) +8,0,(X) +...+a,9,(x)

ifadesi elde edilir. Burada L, n. dereceden katli integral operatoriidiir. Bu islemler

neticesinde (3.45) denklemindeki sabitleri belirlemek i¢in ¢6ziilebilecek bir cebirsel

sistem elde edilir. Elde edilen @ sabitleri (3.45) de yerine yazildiktan sonra (3.41)

denklemindeki LOFIDD’ in u(x) ¢oziimii elde edilir. Burada dikkat edilmesi gerekli

husus bir ya da daha fazla &, 1<1<N sabiti icin birden fazla deger elde edilmesidir.

Bu gayet normaldir ¢iinkii denklem lineer degildir ve U(X) ¢oziimii lineer olmayan

problemler igin benzer olmayabilir (Wazwaz, 2011).
3.2.2 Degisken Yenileme Metodu

. dereceden LOFIDD standart formu
) 1
O (x) = f () + [ K(x, F () (3.47)
0

denklemiyle verilmisti. Burada u(i)(x):% ve F(u(x)), u(x) fonksiyonunun lineer
X

olmayan bir fonksiyonuydu. Tam ¢6ziimii belirlemek igin baslangic sartlari da
belirlenmesi gerekir. Fredholm denklemlerde de bu metodu uygularken bir hata

fonksiyonu yazilir ve hata fonksiyonu
1 t

Uy (%) =U, () + [ A1) (un“)(t) - f()- K, r)F(l]n(r)erdt (3.48)
0 0

esitligi ile verilir. Bu metodu etkin bir sekilde uygulamak i¢in asagida verilen iki adim

takip edilmelidir.

I. Ilk olarak A Langrange carpani belirlenir. A c¢arpani sinir degerler ve en
uygun kismi integrasyon yolu ile belirlenebilir.
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ii. A carpant belirlendikten sonra u(X) ¢6ziimiiniin UM(X), N20 ardigik
yaklagimini belirlemek igin bir iterasyon formiilii kullanilmahdir. Uy yaklagimi

herhangi bir fonksiyon segilebilir. Ancak U, yaklasgim fonksiyonunu belirlemek igin

baslangig sartlarindan yararlanilir. Sonug olarak ¢6ziim,

u(x) =nﬂoron u, (x) (3.49)

denklemi ile verilir (Wazwaz, 2011).
3.2.3 Seri Coziim Yontemi

Seri ¢6ziim metodu temel olarak analitik fonksiyonlar i¢in Taylor serilerine

dayanir. Eger u(x) fonksiyonu x =0 dolaylarinda
(=3 ax (3.50)
n=0

olarak yazilabilen Taylor serisinin tiim mertebelerden olusan tiirevini igeriyorsa bu

u(x) fonksiyonu analitik bir fonksiyondur. Taylor seri ¢oziim metodu ya da kisa

ifadesiyle seri ¢6ziim metodunu bu béliimde ikinci dereceden LOVFIDD ¢dziimii igin

kullanirken asagida verilen LOFIDD’ in u(x) ¢dziimii analitik oldugu varsayacagiz.

u" (x) = f(x)+/1jK(x,t)F(u(t))dt, u(0) =kla,, 0<k <(n-1) (3.51)

Boylece (3.61) denklemiyle verilen @, katsayilar1 sirasiyla belirlenir. Ilk birkag

katsayis1 verilen baslangi¢ kosullar1 kullanilarak,

2, =u(0), a'(0), & =:u(0), & =2u"(0) (352)

seklinde bulunabilir. Diger @, katsayilar1 ise (3.51) de verilen LOFIDD’ e Seri Coziim

Metodu uygulanarak bulunabilir. (3.50) denkleminde verilen ifade kullanarak (3.51)

denklemi diizenlenirse

28



© (n 1 o
(Zakxkj =T(F(0)+] K(x,t)F(Zaktkjdt (3.53)

denklemi elde edilir. Burada T (f(x)), f(x) Fonksiyonunun Taylor serisidir. Bu

denklemdeki T(f(x)) bilinmeyen fonksiyonu yerine t", n>0 teriminin integrali

alinacaktir. Oncelikle (3.53) denkleminin sag tarafindaki integrali alip, X' in
kuvvetlerinden olusan bu katsayilar1 yazdiktan sonra denklem yeni hale dontismiis
olacaktir. Bu denklemin ¢oziimii mevcut ise tam ¢6ziim elde edilebilir. Ama mevcut

degilse niimerik ¢6ziim yontemleri kullanilarak ¢6ziime yaklasik bir deger bulunur

(Wazwaz, 2011)
3.3 Homojen LOFIDD

ikinci dereceden LOFIDD formu
) b
u® (x) = £ () + A KGOF (u()e
denklemi ile verilmekteydi. Bu denklemde f(x) =0 durumunda
) b
u® (x) = A[ K (x F (u(t))dt (3.54)

homojen LOFIDD’ i elde edilir. Daha 6nceki béliimlerde de degindigimiz gibi bu

denklemdeki f (u(t)), u(t) fonksiyonunun lineer olmayan bir fonksiyonuydu. Tam

¢6zlimii bulmak igin baslangi¢ sartlar1 da verilmelidir (Wazwaz, 2011).

Bu boliimde 6zellikle, degiskenlerine ayrilabilen K(X,t) ¢ekirdegi bulunduran (3.54)

denkleminde verilen homojen LOFIDD iizerinde duracagiz.
3.3.1 Direkt Hesaplama Metodu

Direk hesaplama yonteminin homojen ya da homojen olmayan LOFIDD’ ler de
uygulanmasiyla tam ¢6ziim elde edilir. Daha 6nce de degindigimiz gibi burada da

ayrigabilen yani
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KX, =39, 00n, ) (355)

seklinde yazilabilen K(X,t) ¢ekirdek fonksiyonlarmni ele alacagiz. Ilk olarak (3.55) de
verilen ifade LOFIDD ’de yerine yazilmasiyla,

u® () = 20,(x) [ by (O F (u()dlt + 29, () [ b, O F (u(t))el
o : (3.56)
+...+/1gn(x)j h, () F (u(t))dt

esitligi elde edilir. Bulunan esitlikteki her bir integral t degiskenine bagh olduklarindan

integrallerin alinmasiyla sabit sayilar elde edilecektir. Dolaysiyla denklem

u®(x) =1a,g, + Aa,g, +..+a g, (3.57)

denklemine doniisiir. Bu denklemdeki @; katsayilart
b
a = [h(OF M) 1<i<n (3.58)

denklemi ile bulunuyordu. (3.57) denkleminin her iki tarafinin O' dan X' e, i. integrali

almirsa ve baslangi¢ kosullar1 da kullanilirsa & ve X' in terimlerinden olusan u(X) icin
bir ifade elde ederiz. u(x) icin elde edilen bu ifade (3.58) denkleminde yerine

yazilmasiyla &, 1<i<n sabitlerini belirlemek igin ¢oziilebilen cebirsel bir sistem elde

edilir. (3.58) denkleminde verilen @ degerleri kullamlarak (3.54) deki integral

denklemin u(x) ¢oziimii elde edilmis olur (Wazwaz, 2011).
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4. ARASTIRMA BULGULARI
Test Problemi 4.1

Asagida verilen denklemi Birlestirilmis Laplace Doniisiimii-Adomian Ayrigsma

Metodunu kullanarak ¢6zelim.
9 5 1 t
u(x)==-—=-=2— e ¥ —Ze P4+ [ (x=t)u?(t)dt, u(0)=2. 41.1
=7 ; j (x—t)u?(t)dt, u(o) (4.1.1)

Coziim:

Verilen denklem bir LOVIDD’ dir. Cekirdek fonksiyonu K(x—t)=x-t oldugu

goriiliir. Denklemin her iki tarafina Laplace Doniigiimii uygulanirsa esitlik

L{u'(x)} = L{%—S—ZX—%XZ -3¢ —%eZX}Jr L{(x—t)uz(x)} (4.1.2)
seklinde yazilir. Boylece
9 5 1 3 1 1
sU(s)-u(@)=———————— += L{u*(x 4.1.3
(8)-u(©® 4s 28 s° s+1 4(s+2) §° { ( )} ( )

ya da benzer olarak,

9 5 1 3 1 1 2
-~ — + = Liu%(x 414
4s* 25 s* s(s+1) 4s(s+2) s° { ( )} (4-14)

elde edilir. Sirastyla (3.7) ve (3.8)’de verilen u(x) dizi varsaym ve u®(x) Adomian

polinomlar1 (3.10) esitliginde yerine yazilirsa

2 4 5 1 3 1
UO(S):§+S——————

. (4.1.5)
{000} = L{A G}, k20

elde edilir. F(u(x)) =u®(x) i¢in Adomian polinomlart
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A =Uy, A =2upuy,
A, =2u,u, +U?,
A, =2u,u, +2u.u,,

(4.1.6)

ile verilir. (4.1.5)’in ilk kisminda her iki yanina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,

Uy (X) _2-x-1y —§x3+ix“—Lx5+...,
2 6 24 120
u,(X) =gx3—1x4+ix5+...,
3 6 20

elde edilir. (3.7) denklemini kullanarak seri ¢6ziim

denklemi elde edilir. Bu esitlik ise
u(x)=1+e™

denklemi ile verilen tam ¢oziimiine yakinsar (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.2

(4.1.7)

(4.1.8)

Asagida verilen denklemi Laplace Doniisimi—Adomian Ayrisma Metodunu

kullanarak ¢ozelim.
, 2, . : )
u(x):—5(25|nx+sm(2x))+jcos(x—t)u (t)dt, u(0)=1.
0

Coziim:

(4.2.1)

Bu test problemi bir LOVIDD’ dir. Ayrica denklemin ¢ekirdek fonksiyonu

K(x—t) =cos(x—t) oldugu goriiliir. Bu denklemin her iki yanina Laplace Doniisimii

uygulanirsa esitlik

L{u'(x)} = L{—%(Zsin x+sin(2x))}+ L{cos(x—t)uz(x)}
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denklemine dontisiir. Boylece

4 2
SU(S)_U(O)=_3(32+1)_3(sz+4) 52 +1 L{u* (9 (4.2.3)

denklemi elde edilir. Benzer olarak,

4 2 1 ,
U(s)_g_SS(s +1) 3s(s? +4) s? +1L{u (X)} (4.24)

esitligi de yazilabilir. Daha Onceden ele aldigimiz, sirasiyla (3.7) ve (3.8)
denklemlerinde verilen u(x) ve u?(x) Adomian polinomlarinin (3.10) denkleminde

yerine yazilmasiyla

2 9 5 1 3 1
US) =—+—Z—-3-=~ -
s 4s° 257 s° s(s+1) 4s(s+2)

(4.2.5)
{Um(x)} {&(x)} k>0

ifadesi elde edilir. (4.2.5) denkleminin ilk kisminin her iki yanmna Ters Laplace
doniisimii uygulandiktan sonra ve (4.2.5) denkleminde verilenlerin ifadelerin

kullanilmastyla

uo(x)=1—x2+1x4—ix6+...,

6 60
ul(x)=£x2—£x4+£x6+...,
24 720
1
U, (X) = —x"' ——x°+...,
() 227 20

1
U, (X)=—X" +...
(=5
esitlikleri elde edilir. (3.7) denklemi kullanilarak seri ¢6ziim
1 1 1
u(x) = 1——x +$x —gx +.. (4.2.6)

olarak bulunur ki bu ifade
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u(x) =cos x (4.2.7)
esitligi ile verilen tam ¢oziimiine yakinsar (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.3

Asagida verilen denklemini Degisken Yenileme Metodu kullanarak ¢ozelim.
u'(x) =1+e* —2xe* —e* +jex“u2(t)dt, u@)y=2. (4.3.1)
0

Coziim:

Verilen denklem bir LOVIDD dir. Bu tip denklemlerde bir hata fonksiyonu

yazildigini ve bu hata fonksiyonunun
X t

u,,(x)=u,(x)- j(un' t)-1-€e'"+2+¢e" +e* —_|.e“run2 (r)drj dt (4.3.2)
0 0

esitligi ile verilen denklem gibi oldugunu hatirlayalim. Burada birinci dereceden bir

integral denklem i¢in A=-1 kullandik. Baslangic kosullarm1 keyfi olarak

U, (X) =u(0) =2 segebiliriz. Bu se¢imi hata fonksiyonunda yerine yazarsak

Uy (X) =2

U(X)=2+X+=X" ==X ==X —— X"+
2 2 8 120

4.3.3
uz(x):2+x+£x2+1x3+£x4—lx5+..., (4:3.3)
2! 3! 41 8

u3(x):2+x+£x2+£x3+1x4+1x5+...,
2! 3! 41 5!

esitlikleri elde edilmis olur. Benzer sekilde diger yaklasik ¢oziimler de yazilabilir.

Degisken Yenileme Metodunda u(X)=Ilimu,(X) esitliginden faydalandigimizi

hatirlayalim. O halde bu denklemde tam ¢6ziim

u(x)=x+e* (4.3.4)
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esitligi ile verilir (Wazwaz, 2011).
Test Problemi 4.4

Degisken Yenileme Metodunu Kullanarak asagida verilen LOVIDD’ i ¢6zelim.
X
U'(X) = —X+Sec X +tan x+j(1+ u*(t))dt, u(0)=1. (4.4.1)
0

Coziim:

Bu denklemin hata fonksiyonu
X t
U, (x)=u_(x) —I(un' (t)—t—cost +tant—tanzt—J(sint+un2(r))erdt (4.4.2)
0 0

seklinde yazilir. Baslangig sartlarni U,(X) =u(0) =1 segebiliriz. Bu baslangi¢ sartlar

hata fonksiyonunda yerine yazilirsa asagida verilen yaklasik degerler elde edilir.

U,(x)=0

1, 1, 2. 1 , 17 ,
U(X)=X+=X =X +=X —— X +—X" +..., 4.
1(X) 3" 120 5 4 315 (4.4.3)
uz(x)=x+1x3+£x5+£x7+...,

3 15 315

seklinde devam edilebilir. O halde tam ¢6ziim

u(x) =tan x (4.4.49)
olarak elde edilir (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.5

Seri ¢oziim metodunu kullanarak asagidaki denklemi, verilen baslangi¢ kosulu

i¢in ¢ozelim.

u'(x) =1—e* +e* +_X[ex‘t (1—u2(t))dt, u(0)=1. (45.1)
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Coziim:

Seri Coziim Metodu konu basligr altinda belirtildigi gibi u(x) = ianx” esitligi ile

n=0

verilen denklemi (4.6.1) denkleminin her iki tarafinda yerine yazilirsa

n=0

0 ! X 0 2

(U(X))Zanx“j =T, (1-e* +e™)+ {TZ (e“)(l—(Z(anX”)j J] dt (4.5.2)
n=0 0

elde edilir. Burada T, ve T,sirasiyla Xx=0 ve t=0 noktalarindaki seri ¢dziimlerdir.

Sag taraftaki integral alindiktan sonra a, =1 alinirsa

a, +20a,x +3a,x* + 4a,x* +5a,x" +...

1 71, 2 1
=1+Xx+|=—a, [X¥*+| =—=a°-=a,-=a, [X°
(3 ai) (6 3% 3™ aij

3

5 1 , 1 1 1 1 A
+Z-—a’--a,—-——a --a —-aa, |X 45.3
(8 TR TLEEL zauj (4.5.3)
{ﬂ_i 2l 1,2 2 1. 1 aj

120 60 60 302 5% AT 5AB TR T A%
+0(x%)
esitligi bulunur. Bu sistem ¢oziiliirse
a _1 n=0 454
TLE (4.5.4)
elde edilir. Bu ifade de
u(x)=¢* (4.5.5)

tam ¢oztiimiinii verir (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.6

Asagida verilen LOVIDD’ i U(0)=u"(0)=0, u'(0) =1 baslangi¢ sartlar1 ile Seri

Coziim Metodunu kullanarak ¢ozelim.
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u"(x) = 2sec” x(1+3tan’ x) —tan x+j'(1+u2(t))dt. (4.6.1)
0

Coziim:

Verilen denklemde seri ¢6ziim metodunda ele aldigimiz u(x) =ianx” esitligi yerine
n=0

yazilirsa

n=0

- m « . 2
[Zanx"j = 2sec? x(1+3tan2 x)—tan x+.|.[1+(2anx“j Jdt (4.6.2)
n=0 0

elde edilir. Sag taraftaki integral alindiktan sonra 8, =a, =0 ve @, =1 segilirse

a1 =1 — 1 — 3

’ %73 %715

17
a,=—o, = k>0
77315 P
sonu¢ olarak seri ¢oziim
u(x):x+1x3+£x5+£x7+... (4.6.3)
3 15 315

elde edilir. Bu da
u(x) =tan x (4.6.4)

tam ¢ozlimiine yakinsar (Wazwaz, 2011).
Test Problemi 4.7

Birinci dereceden verilen asagidaki LOVIDD’ i Birlestirilmis Laplace Déniisiim-

Adomian Ayrigsma metodu ile ¢ézelim.

T(x—t)uz(t)dt +'X[(x—t)u'(t)dt =g+%x2 —cosx+%cos(2x), u(0)=0. 47.1)
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Bu denklemin her iki yanina Laplace doniistimii uygulanirsa,

1, 1 7.1 s s?
ggLﬁJ}@)+§E@U(9—¢mm)_83+2§3 o1 8o 4.7.2)

elde edilir. Verilen baslangig sartin1 kullanarak U (s) i¢in ¢6zlim yapilirsa,

2 2

S S 1 2
sz+1+8(52+4)_§ L{u }(s) (4.7.3)

7 1
U(S) =~ +———
) 8 2s°

esitligi elde edilir. U (s) seri varsayimi ve U’(X) Adomian polinomlar: yerine (3.30)

denkleminde verilen 6z yinelemeli iliski gz Oniine alinirsa,

7 1 s’ s’
UO(S):§+252_52+1+8(52+4)’
(4.7.4)
1
L{ukﬂ(x)}:—gL{ﬂ(x)}, k>0
yazilabilir. Bu denklemin ilk kismina ters Laplace doniisiimii uygulanirsa,
1s 7 s
Uy(X) =X+ =X ——X" +...,
o) 31 120
1., 1 5
U(X)=—=X"——=X"+..,, 4.7.5
(00 =-2% — (@.75)
2 s
u,(X) =—Xx>+....
0=
elde edilir. Seri ¢oziim ise
. 15 15
u(x)_x—ax +§x 4o (4.7.6)

Bulunur. Bu ¢6ziim de u(X) =Sin X tam ¢oziimiine yakinsar (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.8

Asagida birinci dereceden verilen LOVIDD’ i, ikinci dereceden LOVIDD’ e

doniistiirerek ¢ozelim
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J'uz(t)dt +f(x—t +2)u"(t)dt =sin x—cos x—%sin(Zx) +1+% X, u(0)=u'(0)=1. (4.8.1)
0 0
Verilen denklem ikinci integral alinip, baslangig sart1 kullanilirsa,
I 3 - 1 - ¢ 2 ¢ 2
u'(x) = 2+§ X +SIn X —C0S x—zsm(Zx) —J'u (t)dt —Iu (t)dt (4.8.2)
0 0

elde edilir. Bu denklemi Degisken Yenileme Metodu ile ¢6zecegiz. Bu denklemin hata
fonksiyonu

u...(X)=u,(x) —E(un' (t)-2 —gt —sint +cost +%sin(2t) + J:(un'(r) + unz(r))dr}jt (4.8.3)

denklemiyle elde edilir. u,(X)=1+X secerek baslangi¢ sartlarini kullanabiliriz. Bu

denklem hata fonksiyonunun da yerine yazilirsa

Uy (X) =1+,
ul(x):1+x—£x3—£x4—£x5+...,+
3! 41 5!
uz(x):1+x—£x3+ix5+...,
3! 60
u(x)—1+x—1x3+1x5+ (4.8.4)
3 = 5 a ceny .0.

ardisik yaklagimlari elde edilir. Tam ¢6ziimii ise
u(x) =1+sinx (4.8.5)

olarak bulunur (Wazwaz, 2011).
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Test Problemi 4.9

Asagida verilen LOFIDD’ i Direkt Hesaplama Metoduyla ¢ozelim.
7
() =cos(x) ~—-x+ [ xtut)et, u(0)=0. (4.9.1)
0
Coziim:
Kolaylik saglamasi agisindan a = jtuz (t)dt segelim. Bu durumda LOFIDD
0

2

u'(x) =cosx+(a—%)x, u(0)=0 (4.9.2)

denklemine doniisiir. Elde edilen bu denklemin her iki tarafinin O' dan X' e integrali

aliirsa ve verilen baslangig sart1 da kullanilarak
u(x) =sin x+[§—”—2Jx2 (4.9.3)
2 8
esitligi bulunur.
a= j’tu 2(t)dt
0

denkleminde (4.9.3) yerine yazilirsa,

7® —967° +57677 +96

2
V4
a=—, 494
4 A7° ( )
elde edilir. Dolayisiyla tam ¢ozlim,
u(x) =sin x+sin x—(1—23+7—§ 6—%)% (4.9.5)
R S 4

seklinde elde edilir (Wazwaz, 2011).
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Test Problemi 4.10

Asagida verilen LOFIDD’ i degisken yenileme yontemi ile verilen baslangig

sartlarim1 kullanarak ¢6zelim.
u’(x)=cosx—£x+i]£xu2(t)dt, u(0)=0. (4.10.1)
48 24+

Coziim:

Hatirlayacagimiz gibi LOFIDD’ ler de degisken yenileme metodu kullanilarak hata

fonksiyonlar1 yaziliyordu. Yukarida verilen LOFIDD’ in hata fonksiyonu o zaman
- g oy LA
U, (X)=u,(x) .([{un ) cost+48 24_([tun (r)dr}it (4.10.2)

esitligi ile verilir. Burada birinci mertebeden Integro-Diferensiyel Denklemlerde
A=-1 ve u(x)=u(0)=0 baslangi¢ kosulunu kullanarak hata fonksiyonunda yerine

yazilmasiyla,

Uy (x) =0

u,(X) =sin x—0,03272492349x2,
u,(x) =sin x—0,00663791983x?,
u,(X) =sin x—0,00156723251x°,
u,(x) =sin x—0,00038016125x?,

(4.10.3)

ardisik yaklagimlari elde edilir. (3.60) denkleminin tam ¢oziimii u(x)=limu,_(X)
esitligi geregi
u(x) =sin x (4.10.4)

olarak elde edilir (Wazwaz, 2011).
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Test Problemi 4.11

Asagida verilen LOFIDD’ i verilen baslangi¢ sartlarim kullanarak degisken

yenileme yontemi ile ¢ozelim.

3r 17
u”(x) =—-cos X ——— X+— | xu“(t)dt, u(0)=2, u’(0)=0. 411.1
) 126" 5a) O U0 =2, u(0) (4.1.1)

Coziim:
Verilen bu LOFIDD” in hata fonksiyonu

. ¢ " 3 1 £ 2
Un+1(X)—Un—£(t—X)[Un (t)—cost+@t—a£tun (r)dr}it (4.11.2)

denkleminde yazildig1 gibidir. Baslangi¢ sartiz1 U(X) =U(0)+xu'(0) =2 seklinde segip

hata fonksiyonunun yerine yazilmasiyla,

Uy (X) =2

u, (X) =1+ cos x+0,02045307718x°,

u,(x) =1+cos x+0,00118839931x°,

u,(X) =1+ cos x +0,00004332607x°, (4.11.3)

ardisik yaklasim degerleri elde edilir. (3.60) denkleminden faydalanirsak tam ¢oziim,
u(x) =1+ cos x (4.11.9)
olarak bulunur (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.12

Asagida verilen LOFIDD’ i seri ¢dziim ydntemi ile verilen baslangic sartini

kullanarak ¢ozelim.
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u’(x)=cosx—(§+%)x+(7g 11] _[(x t)u®(t)dt, u(0) =1. (4.12.1)

Coziim:

(3.61) ifadesinde verilen u(x) = iaﬂx” denklemi (4.19.1) ifadesinde yerine yazilirsa

n=0

[Zanxj: (cosx (78’ ;jx{’g 71T6D+é]:((x—t)(gant“)2] (4.12.2)

elde edilir. Esitligin sag tarafindaki integral i¢in a, =1 secilirse,

a, =1
< (D

aznﬂ—;(ZnH)!, n>0 (4.12.3)

a,, =0, n>0

elde edilir. Sonug olarak seri ¢oziim,

=U(x) = 1+Z(2(ni);)l G (4.12.4)

esitligi ile verilir. Bu esitlik ise
u(x) =1+sinx (4.12.5)
tam ¢ozlimiine yakinsar. (Wazwaz, 2011).

Test Problemi 4.13

Asagida verilen LOFIDD’ i Direkt Hesaplama Yéntemi ile verilen baslangic

sartin1 kullanarak ¢6zelim

0 (x) :ézj XU (t)dt, u(0)=1. (4.13.1)
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Coziim:

Bu yontemde ¢6zlimii kolaylastirmak igin,
1

a=[u*(t)dt (4.13.2)
0

denklemindeki gibi bir esitlikten faydalandigimizi hatirlayalim. Bu esitligin (4.13.1)

denkleminde yerine yazilmasiyla,
, 1
u'(x) = E/1ax, u(0)=1 (4.13.3)

elde edilir. Elde edilen bu denklemin her iki tarafinin O' dan X' e integrali alinir ve

verilen baglangi¢ sartinin da kullanilmasiyla,
u(x)—l+i/1ax (4.13.4)
24 o

esitligi bulunur. Bu esitlik (4.13.1) denkleminde yerine yazilirsa

- 288080 +32/8100 — 4504 —547

v (4.13.5)

ifadesi bulunur (Wazwaz, 2011).
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5. SONUC ve ONERILER

Lineer Olmayan Volterra ve Fredholm Integro Diferensiyel Denklemler Uzerine
baslikli bu tez integral denklemler teorisinin bazi énemli kavramlarin1 igcermekte ve
tezde bu kavramlar agiklanmaktadir. Ayrica tezde integral denklemlerin bazi kategorik
siiflandirmalarina yer verilmis ve denklem formlar1 agiklanmig, orneklendirme
yapilarak tanitilmaya calisilmistir. Tezde genel olarak Lineer Olmayan Volterra ve
Fredholm Integro Diferensiyel Denklem tipleri iizerinde durulmus olup denklemlerin
bilimsel alanda karsimiza ¢iktig1 formlar oOrneklerle gosterilmistir. Bu Orneklerin
¢Oziimiinli daha iyi anlayabilmek igin Laplace, seri ac¢ilimi ve diferensiyel gibi
matematigin bazi temel teorilerini igerisinde bulunduran kavramlar verilmistir. Bazi
durumlarda Lineer Olmayan Volterra ve Fredholm Integro Diferensiyel Denklem
problemlerinin tam ¢oziimleri elde edilemediginden yaklasik ¢6ziim yontemlerine de
deginilmistir.

Bu tezde ele alinan denklemler miihendislik, fizik gibi bilimsel alanlarda
genellikle mekanik problemlerin incelenmesinde ortaya ¢ikmis uygulamali ve giincel bir
konu oldugu bilinmektedir. Bu denklemleri ¢6zmek igin yaklasik ve tam ¢oziimler
veren Seri Coziim Metodu, Degisken Yenileme Metodu, Laplace Doniisiim - Adomian
Ayrisma Metodu ve Direkt Hesaplama Metodu gibi metotlar ele alinmis olup orijinal
sonuglar ortaya konulabilmektedir. Boylece daha sonraki calismalara kaynak teskil

edebilecek bir ¢aligma ortaya konulmustur.
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