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OZET

YILDIZLARDA ACISAL MOMENTUM PROBLEMLERI UZERINE

OZDIL, Mehmet

Yiiksek Lisans Tezi, Astronomi ve Uzay Bilimleri Anabilim Dali
Tez Danismani: Prof. Dr. Mutlu YILDIZ
Mayis 2015, 46 sayfa

Yildizlarin ¢okmeye dayali olusum siiregleri incelendiginde, donme
hareketinin dogal, kaginilmaz bir 6zellik oldugu goriilmektedir. Donme hareketi (ya
da acisal momentum) y1ldiz i¢yapisinda temel yap1 denklemi olan hidrostatik denge
denklemini dogrudan etkilemektedir. Yildizlarin tayf siifina gore yiizey donme
ozellikleri yarim asirdir gayet iyi bilinmektedir. Yildizlarin derin i¢ katmanlarinda
donme profilinin ne sekilde olduguna iliskin bilgimiz ise sinirliydi. Yakin zamanda
Kepler ve CoRoT uzay teleskoplarinin verileri sayesinde bu konuda ¢ok ciddi
ilerlemeler oldu. Bugiinkii gozlemlere gore yildiz i¢yapisinda agisal momentum
dagilimi ¢ok ¢esitlilik gostermektedir. Bu ¢esitliligin sebebi heniiz aydinliga

kavugsmamustir. Bu nedenle agisal momentum evriminin incelenmesi gereklidir.

Bu tez kapsaminda agisal momentum tasiniminda rol oynayan meridyonel
cevrim mekanizmasi ayrintili olarak incelenmis ve gegerliligi tartisilmigtir. Diger
taginim mekanizmalar1 olan makaslama kararsizligi, diferansiyel donme ve ¢ekim
dalgalarma da ayrintili yer verilmistir. Ayrica meridyonel ¢evrimin diger
mekanizmalarla olan etkilesimi de incelenmistir. Calisma kapsaminda meridyonel
¢evrim denklemleri kullanilarak bir model olusturulmustur. 1.5 M, ve 2.4 M5 ’lik
yildizlarin model verileri kullanilarak agisal momentum taginim denklemi sayisal
olarak ¢oziilmiistiir. Bu hesaplamayla yarigap boyunca donme hizlarinin nasil
degistigi ortaya konulmustur. Elde edilen sonuclara gore, yildizin 6zeginden zarf
kismima net acisal momentum aktarimi gergeklesmektedir. Ornegin, 1.5 M o lik
modelde kiitlenin %70’lik 6zek kismindan distaki zarfa agisal momentum
taginmaktadir. Meridyonel g¢evrimin agisal momentum tasimnimina olan katkisi

goriilmiis fakat bagka taginim mekanizmalarina ihtiyag¢ oldugu saptanmistir.

Anahtar sozciikler: astrofizik, donme, agisal momentum taginimi, meridyonel

¢evrim, asterosismoloji
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ABSTRACT

ANGULAR MOMENTUM PROBLEMS IN THE STARS

OZDIL, Mehmet
MSc in Astronomy and Space Sciences
Supervisor: Prof. Dr. Mutlu YILDIZ
May 2015, 50 page

Rotation (or angular momentum) is a natural and indispensable result of
contraction during formation of stars. It directly affects the hydrostatic equilibrium.
Spectral class dependence of the rotational properties are known fairly well for half
a century. Data about rotation profile in the deep inner layers was unfortunately
very limited. Recently, there are great progresses in this field, thanks to the Kepler
and CoRoT space missions. Acoording to the observations, there are sharp gradients
for angular momentum throughout interior of many stars. The reason of this
gradients is not understood, yet. Therefore, studies of angular momentum is an
essential task in stellar astrophysics

In this thesis, meridional circulation, which is thought to be major mechanism
responsible from angular momentum transport, is investigated in detail, and its
validity is discussed. Other transport mechanisms, namely, shear instability,
differential rotation and gravity waves are considered. Interaction of meridional
circulation with other angular momentum transport mechanisms is also
investigated. A computer code is developed for angular momentum transport due
to meridional circulation. Angular momentum transport equation is solved
numerically for zero age main sequence models with M=1.5 M and 2.4 M. We
obtain time variation of the rotatinal speed inside these models. According to the
results, there is a net angular momentum transport from core to outer layers. For
example, for 1.5 M o model, angular momentum is transported from core with 70%
of total mass to the outer layers. Meridional circulation is the one of main transport

mechanisms, but some other transportation mechanisms are required.

Key Words: astrophysics, rotation, angular momentum transport, meridional

circulation, asteroseismology
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1.GIRIS

20. yiizyilin ilk yarisinda temelleri atilan kuantum mekanigi ile atom,
molekiil ve ¢ekirdek fiziginin modern teorilerinin gelistirilmesinde etkin olarak
kullanilmaya baslanan temel bir nicelik olarak ag¢isal momentum,; makroskopik
sistemlerin hareketlerini agiklarken g6z ardi edilemeyecek kadar giiclii bir
kavramdir. Yiizeysel bir bakis agisiyla dahi belki de makro ve mikro diinya arasinda
giiclii bir koprii olabilecek acisal momentum kavraminin kolayca agiklanabilir ve
anlasilabilir olabilecegini diisiinmek de bilimin isleyisine aykir1 bir tutum olarak
kabul edilmesi gereklidir. Bu anlayisla, ben de bu ¢alismamda yildizlarda agisal

momentum problemlerini konu edindim.

Son zamanlarda teknoloji ile birlikte gelisen yiiksek ¢ozliniirliklii tayflar
CoRoT ve Kepler uydularinin gozlem verileriyle zenginlesen asterosismik
bilgilerin 15181nda yildizlarin igyapilarindaki diferansiyel donme hakkinda ¢ok daha
fazla bilgi edinme firsat1 bulduk. Bu bilgiler bizlere, 6zellikle yildiz evriminde
kullanilan birgok modelin ¢iktisinda degisikliklere ihtiyacimiz oldugunu gosterdi.
Bunun sebebi, yildizlarin doniiyor olmasi her ne kadar alisilagelmis bir durum gibi
goziikse de yapilan modellemelerin baslangi¢ kosullarinda yildizlarin kati cisim
gibi dondiigii varsaymmidir. Oysaki yildizlarin parlakligi, yarigapi, Omrt,
yiizeylerindeki element bolluklari, siipernova patlamalarinin dogasi1 ve yildiz
kalintilarinin dogasi1 gibi yildiz fiziginde ¢okca ele alinan konular, yildizin temel
ozelliklerinden birisi olan donme goz ardi edilerek ele alinamaz. Tiim yildizlar bir
Olclide dogumlarindan Sliimlerine kadar donerler. Bu nedenle acisal momentum

evrimi y1ldiz evrimini anlamamizda énemli bir kavramdir.

Yildiz fiziginde donmenin etkisini en genel haliyle 4 ayr1 madde halinde

incelersek;

e Hidrostatik Denge Uzerine olan Etkisi; Yildizin dénmesi hidrostatik
dengede merkezkag¢ kuvveti olarak gozlemlenir. Bu etki yildiz yiizeyinin
sekillenmesinde ¢ok onemlidir. Dolayist ile ylizey sicakligi ve ¢ekimsel

dagilimin hesaplanmasinda énemlidir.



e Kiitle Kayb1 Uzerine Olan Etkisi; Cok hizli dénen yildizlarda daha ¢ok
gbozlenmekle beraber tiim yildizlarda kiitle kaybinin izotropisi bozulur.
Bunun anlami kiitle kaybinin belirli bir diizende ve dl¢lide olmadigidir. Bu
etki etkin bir sekilde gézlemlenmektedir.

e Kimyasal Kompozisyonun Karismasi Uzerine Olan Etkisi; i¢ bolgelerde
meydana gelen degisiklikler agisal momentum ve elementlerin transferine
sebep olan g¢evrim akimlari iretirler. Diferansiyel donme ayni zamanda
transfer siireclerine katkida bulunan bagka kararsizliga da yol agmaktadir.

e Manyetik Alan Uzerine Olan Etkisi; Dis manyetik alanin varlig1 bilindigi
iizere yildizda bir frenleme etkisi yaparak yildizi yavaglatma egilimi
gosterir. Kati cisim gibi donen i¢ manyetik alanin varligi belki de yildizin
donmesi ile birebir baglantilhidir. Fakat bu noktada radyatif bolgede
diferansiyel donme ile beraber dinamo etkisinin varlig1 gergek bir

belirsizlige yol agmaktadir.

Kat1 cisim donmesi gosteren cisimlerde toplam agisal momentum;
] = k?R?Q(r) ifadesi ile verilir. Burada k sabit, R yildiz yaricaps, r herhangi bir
noktanin merkeze olan uzakligi ve Q ise agisal hiz1 ifade etmektedir. Disaridan hig
donme momenti uygulanmadigli zaman sistemin agisal momentumu korunur.
Anakol 6ncesi evresi boyunca yildizin biiziilmesi ile £’ nin siirekli olarak biiylimesi
fiziksel bir zorunluluktur. Ayni1 sekilde altdev ve kirmizi dev evrelerinde genisleyen
yildiz katmanlarmin da yavaslamasi gerekir. Gozlemlere gore diisiik kiitleli
yildizlar yasamlarinin biiyiik bir kisminda yavaslamakta ve yarigap dogrultusunda
farkli donme hizlar1 sekillenmektedir. Yildizin merkeze dogru ¢oken katmanlarinin
beklenen donme hizindan daha yavas ve ayn1 zamanda genisleyen bolgelerinin de
beklenenden daha hizli dondiigii goriilmiistiir. Bunun anlami agisal momentumun
yildizin i¢inde merkezden disariya dogru transfer edildigidir. Bu problemin ¢oziimii
i¢in bu transfere neden olan frenleme siirecinin ve mekanizmalarinin saptanmasi ve

modellenmesi gerekmektedir.

Giiniimiizde yildizlardaki agisal momentum ile ilgili problemlere, Giines
benzeri yildizlar i¢in asterosismoloji ile cevap aranirken biiytik kiitleli yildizlar i¢in
gozlemlere yaklasan kuramsal modellemeler ile cevap aranmaktadir. Giiniimiizde

acisal momentum evrimini inceleyen bir¢cok yayin mevcuttur; Talon (2008),



Maeder (2009a), Pinsonneault (2010), Bouvier (2013), Palacios (2013), Mathis
(2013), Montalban and Noels (2013) vb.






2.DONEN YILDIZLARDA MEKANIK VE ISISAL DENGE

Dénen yildizlarda denge ve kararlilik uzun yillar 6nce Lebowitz (1967)
tarafindan calisildi ve yayinlandi. Pratikte notron yildizi ve beyaz ciice gibi yiiksek
yogunluklu yildizlar hari¢ tiim yildizlarda Roche Modeli uygulanabilir. Bu model
merkezkag kuvvetine ragmen etkili kiitle ¢ekiminin maddeyi merkezde
yogunlastirdigint varsayar. Roche Modeline gore yildiz kiitlesinin tamaminda
donmeye ayrilan enerji toplam potansiyel enerjinin sadece %1'lik boliimiine

karsilik gelir.

Doénen yildizlarin fiziksel ozellikleri Q(r)’nin yildiz i¢indeki dagilimina
baglidir. Yapilan ayrintili modeller diferansiyel donme igerirken, daha basit

yaklasim olan durum kati cisim dénmesidir.

2.1 Tekdiize Donen Yildizlarda Mekanik Denge

Ilk olarak hidrostatik dengede Q’nin sabit oldugunu kabul ediyoruz. Basing
gradyenti,

VP =-Vd + iﬂzﬁ(rsinﬁ)z (2.1)

|+

Bu denklemde p yogunluk, ® gravitasyonel potansiyel ve 9 agisal yiiksekliktir. @

bize ¢ekim ivmesini veriyor,
g=-Vd=—(GM,/r®)7/r (2.2)

g’ ’nin bilesenleri (-g, 0, 0) ve g = d®/dr. Eger Q sabit veya silindirik bir simetriye
sahip ise merkezkag ivmesi potansiyelden(V) hesaplanabilir. 2 donme ekseninden

olan uzaklig1 ifade etmektedir; w = rsind.
Sabit Q durumunda; —7V = Q2 olur ve bdylece;
V= —02uw? (2.3)

potansiyeli elde ederiz.



Toplam potansiyel enerji, ¥ = & + V. Poisson denklemini kullanarak;
V2 =V2@ + V2V, V2@ = 4nGp esitligini elde ederiz. Boylece, merkezkag

kuvveti potansiyelden elde edilmis olur;

(V2V) = w0 (—w?2Q?) /0w = —2072

Poisson denklemi,

V2 = 4nGp — 202 (2.4)
halini alir ve hidrostatik denge denklemi;

VP =~V = Gofy (2.5)

D+

olur.

Bu ifadelerin anlami basincin espotansiyel ¢izgileri iizerinde sabit
oldugudur. Egpotansiyel ve esbasing ¢izgileri ¢akismis durumdadir ve yildizin

barotropik (sikistirilabilinir) oldugunu sdylenebilir (Maeder and Meynet, 2012).

Denklem (2.5) gosteriyor ki yogunluk ayrica y’nin de bir fonksiyonudur.
Buradan yola ¢ikarak P=P(p,T) ve ayrica T=T(y) olacaktir.

Yildiz yiizeyi es potansiyeldir. r yarigapinda ve 3 acisal yiiksekliginde (3=0

kutup noktasi) toplam potansiyel,
Y(r,9) = — = = ~0%r2sin?o (2.6)

olur. Yildizin toplam kiitlesi i¢in, 9 agisal yiiksekliginde yildizin yarigcap1 R(8)’dir.
Merkezkag kuvvetinin sifir oldugu kutuplarda potansiyel GM /R, olur (R,, kutup

noktalarinin yarigap1). Bu diizeltme yildiz ylizeyinde potansiyelin sabit olmasindan

ileri gelir;
% + iﬂzrzsinzﬁ = (;—M 2.7)

p

Bu esitlik ayrica £’nin espotansiyel yilizeyde sabit oldugu durumlara
diferansiyel donme iizerine de uygulanabilir. Roche modelinin sekli farkl
donme hizlari i¢in Sekil (2,1)’de gosterilmistir. Gravitasyonel potansiyel ve

merkezkag¢ kuvvetinden elde edilen yergekimi denklem (2.5)’te verilmistir.



€, Ve €y radyal ve enlemsel birim vektorler olmak iizere;

GM

Jerf = [_RZ_(m + QZR(B)sinzﬁ] &, + [Q%R(9)sindcosI]éy (2.8)

olur.

Burada dikkat edilmesi gereken nokta, ¢ekim vektorii ile yarigap vektoriiniin

paralel olmadigidir.

T I T T I I T T T T T T T
1.5+ -
1 —]
. - = -
e L _
N
=
05 —
i HEEEELENCEE
ool o ol ololo =
0 1 1 1 L I 1 | L 1 | 1 1
0 0.5 1 1.5
r/R,

Sekil 2.1 Cesitli donme hizlart w = 2/2,;; i¢in yildizlarin yilizey sekilleri. x ekseni ekvator
diizlemindeki yaricap ve y ekseni de kutup eksenindeki yarigaptir. Grafik, yildizin, donme eksenine

dik dogrultuda bakildiginda nasil goriinecegini betimlemektedir (Meynet, and Maeder, 2011).



2.2 Diferansiyel Donme: Kabuk Dénme Durumu
Kabuk donme (Zahn, 1992) olarak da adlandirilan, en ¢ok c¢alisilan
durumlardan biri olan diferansiyel donme, tiim esbasing egrisi lizerinde €2’ nin sabit

oldugunu sdyler
Q(r,9) = Q(r) + Qy(r) P, (cos?) (2.9)

P,, ikinci Legender polinomu ile bu dénme yasasinin espotansiyel egrileri
iizerinde Q’y1 sabit olmaya zorlayan gii¢lii yatay tiirbiilans hareketi sonucu oldugu
diisiiniilityor. Ciinkii dikey yonde kararli yogunluk tabakalagmalari tiirbiilansin
zayiflamasina neden olur. Esbasing egrilerinin kiiresel yiizeyler ile ¢akismasi
durumunda, denklem (2.9), Q(r,9) i¢in bazi sinirlamalar getirir. Aslinda kabuksal
donme sadece diisiik ya da orta donme hizlar1 i¢in uygulanabilir ki bu durum kararl
degildir. Sabit vy ile tanimlanan yiizey ayn1 zamanda esbasingl olarak tanimlanir
ve bu yiizeyler espotansiyel degillerdir. Yani yildizlar barokliniktir (Meynet and
Maeder, 1997).

Diferansiyel donen yildizlarin igyapt denklemlerini yazarken gerekli
diizeltmeleri en aza indirmek amaciyla donmeyen yildiz modellemelerine yakin
denklemler yazilabilir (Meynet and Maeder, 1997). 7, ile esbasing egrileri
arasindaki iliski hacim (V},) hesab1 yardimi ile de goriilebilir; V, = (4m/ 3)rp3. Jefr

gibi esbasing yiizeyde sabit olmayan nicelikler i¢in, ortalama deger;

Gerr) = (3)  gersdo, 210

p)lp=sbt
Sy, toplam esbasing ylizeyi ve do, yiizey elemani olup;

do = r2sinddedd. Lagrangien koordinatlarda yildiz igyapr denklemleri;
hidrostatik denge denklemi, kiitlenin korunumu denklemi, enerji iiretimi denklemi

ve enerji transferi denklemi;

ap__ _ GMp
i = s o (2.11)
are - 1| (2.12)

dMp ~ 4mrgp

dLp
amp = €nuct — €9 T+ €grav (2.13)



anrg 1 amri\ 1 ..
fr=—rl _—_vefy= ( = P) — olmak iizere;
GMpSp (gefy) Sp /' (gesrNdesy
dinT _ _ GMp . ( f_T)
pTr i femin(Vaq, Viaa o (2.14)

olarak yazilir (Meynet and Maeder, 1997). €,,¢;, €9 V€ €grqp Sirastyla niikleer
enerji Uretimi, ndtrino kaybi ve gravitasyonel enerji iiretimidir. Vg ve V44
adyabatik ve radyatif sicaklik gradyentleridir (dInT/dInP). p ise iki esbasing
yiizeyinin arasindaki ortalama yogunluktur. Yukarida yazilan denklemler genel
denklemlere nazaran diferansiyel dénen yildiz modellerine kiigiik diizeltmeler ile
uyum gosterir. Sonu¢ olarak ortalama koordinat 7p, esbasing yilizeyin toplam

kiitlesinin bir fonksiyonudur.

2.3 Donen Yildizlarda Isisal Dengenin Yarattigi Frenleme

Donme hareketi i¢ 1sisal dengeyi biiylik oranda etkiler. Daha 6nce de
bahsettigimiz gibi, yildizin sekli miilkemmel kiire olmadigindan espotansiyel
cizgileri enlemin (9) bir fonksiyonu olur. Espotansiyel ¢izgileri kutup noktasina
yaklastikca tek bir noktada birlesirken ekvator bolgesinde daha ayrik bir goriintii
verir. Radyatif aki bazi1 enlemlerde espotansiyel egrilerin arasinda bolgesel
gradyent ile orantilidir. Eger bolgesel enerji kaybi veya kaynagi yok ise
espotansiyel egri boyunca toplam enerji korunur. Boylece kutup bolgesinde akida
bir yigilma meydana gelirken ekvatoral bolgede eksiklik olusur. Bu 1sisal
dengesizlik meridyen boyunca biiylik 6l¢ekli c¢evrimsel akimlari yaratir. Bu
akimlarda kimyasal kompozisyonun karigmasina ve agisal momentum taginimina

katkida bulunur (Maeder and Meynet, 2012).



10



11

3.DONEN YILDIZLARDA CEVRIMLER VE BASLICA
KARARSIZLIKLAR

Donme hareketi, yildiz i¢inde diferansiyel donmeden dogabilecek birgok
cevrim akimi ve farkli farkli tiirbiilans hareketlerinin olusumuna sebep olur. Tiim
bu akim ve hareketler yildiz i¢cindeki madde ve agisal momentum transferine

katkida bulunur.

3.1 Elementler ve Ac¢isal Momentumun Tasinimi

Evrende ilk olustugu gibi ayni sekilde sonsuza dek duran hig bir sey yoktur.
Yildiz igindeki elementlerin sentezlenmesi de bunun bir 6rnegidir. Klasik evrim
modelleri, 6rnegin Giines i¢in radyatif bolgede ve 6zekte elementlerin hep ayn
yerde kaldigin1 varsayar. Boyle bir varsayim mikroskopik difiizyonu yok saymis
olur ve bu diflizyon elementlerin ve agisal momentumun taginimina 6nemli katkilar
saglayan bir tasinim mekanizmasidir. Ayrica yildiz evrimini ve niikleosentez

slireglerini ¢ok yakindan etkiler (Maeder, 2009b).

Difiizyon, kaotik hareketler sonucu meydana gelen bir taginim siirecidir.
Ortamda bir ya da birkac niceligin gradyenti ile meydana gelir. Ornegin basing,

sicaklik, agisal momentum gibi. Gradyent difiizyonun miktarini belirler.

Konveksiyon da ayni difiizyon siiregleri gibi davranir. Ama difiizyon ile
arasinda Onemli farklar vardir. Konveksiyon elementleri ¢ok kisa zamanda
(dinamik zaman dlgegi) karistirir. Difiizyon siiregleri ise daha uzun zaman
dilimlerinde (zsisal zaman élgegi) gergeklesir. Difiizyon sanki ortamda homojen bir
sekilde dagilim gosteren bir deger gibi (6rnek olarak sicaklik gradyenti verilebilir)
davranir. Bu durum niikleer elementlerin ayrigmasini saglayan mikroskopik ve
atomik difiizyondur ve baslangicta diizglin yayilmis elementler i¢in gradyent

olusturur.

Adveksiyon ise biiyiikk kiitle elemanlarinin bir akim iginde yer
degistirmesidir. Bir¢cok yildiz modelinde adveksiyon ve difiizyon es kabul edilir ve

bu durum olduk¢a yanlistir.
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Adveksiyona Ornek olarak diinyadaki para ¢evrimini verebiliriz. Eger bu
cevrimi diflizyon olarak diistinlirsek paranin diizgiin bir sekilde zengin kesimden
fakir kesime akmas1 gerektigini soylerdik. Fakat biliyoruz ki para ne yazik ki tam
tersi bir yonde hareket ediyor. Bu adveksiyona tipik bir drnektir. iste bu sebeple

difiizyon ve adveksiyon ayni denklemlerle birlikte ¢alisilamaz.

Yildiz i¢indeki madde taginiminin birgok etkisi difiizyon katsayisina (D)
bagli olan difiizyon siirecleri olarak diisiiniilebilinir. Gazlarin kinetik teorisine gére
izotropik calkantili ortamda ortalama hiz v ve ortalama serbest yol uzunlugu [
olmak tizere difiizyon katsayisi ; D = (1/3)09 “dir. Kiitle igindeki i parcacik kesri
X; olarak tanmimlanir ve eger kimyasal kompozisyonda bir gradyent mevcut ise
\7Xl- seklinde gosterilir. i tane par¢acigin difiizyon hizi; ¥; = —(D/X l-)l7Xi olur.

Kimsayal elementlerin diflizyon esitligi siireklilik denkleminden elde edilir,

OXi|  _ 10 /( .2p0X
p6t|Mr_r26r(’0r Dar) (3.1)
Merkezdeki ve yiizeydeki sinir kosullarimiz ; 0X; /07|y, -0 = 0X;/07|y.=g = 0

olur. Burada M toplam kiitleyi ifade eder. (diiz. Mr=?)

Diferansiyel donen yildizlarda, agisal hizin (€2) evrimi her r degeri i¢in ayr1
ayrt hesaplanabilirse bunun anlami Q(r,t) i¢in tam bir agiklamaya sahip
oldugumuzdur. Q(r, t)’nin degeri elementlerin karigimina biiyiik 6l¢iide etki eder
ve ayni sekilde Q(r, t)’nin evrimi elementlerin karisim siireglerine ve dagilimlarina
baglilik gosterir. Ac¢isal momentum transferini hesaplamak i¢in denklemin tiirevini
almak hi¢ de kolay bir is degildir. Diferansiyel donme igin esitligin Lagrangien
formu (Zahn, 1992; Maeder, 2009a);

P2 (D), = LW, + 22 (0r D) -

Burada Q esbasing egrisi iizerindeki ortalama Q degeridir. U, ise bir sonraki
boliimde ayrintili anlatilacak meridyonel ¢evrim hizinin radyal bilesenidir. Esitligin
sag tarafindaki birinci terim advektif tasinim terimi iken ikinci terim ise denklem
(3.1)’deki difiizyon terimidir. Her ne kadar genel olarak element taginim difiizyonu
icin tiirbililans ve ¢evrim akimlariin etkileri esdeger kabul edilmis ise de benzeri

ya da hi¢ diisiinlilmemis farkli terimler de igeriyor olabilir (Maeder and Meynet,

2012).
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U,, Q’nin iigiincii tirevini icerdiginden denklemin ¢6ziimiiniin ¢ok biiyiik
hassasiyetle yapilmasi gereklidir. Sinir kosullarinda momentum tasinimi olmadigi
diistiniilirse sinir kosullarimiz 0Q/dr = 0 olacaktir. Diger iki siir kosulumuz
tasinim denkleminin integral alinarak elde edilir. Alt ve st limitlerimiz;

.1 = d = rr
T =1, i¢in gPT4QU2|rb =_ [Q Jy’ rtpdr],

.. 1 = d [—=< rR
T =1} igin —Epr4QU2|rt =— [Q frt r4pdr] + Mg, (3.3)

olacaktir.

Radyal bilesen U, hiz1 yiizeyde ve merkezde sifirdir.

3.2 Meridyonel Cevrim

Meridyonel ¢evrim problemi Eddington (~1960) zamanindan beri galisilan
ve giliniimiizde hala giindemdeki yerini koruyan bir problemdir. Bu problem belki
de astrofizigin bir alt dal1 olarak ¢ok yavas ilerleyen alanlardan birisidir. Fiziksel
olarak meridyonel ¢evrim, espotansiyel egriler ya da katmanlasan ylizeyler
sebebiyle olusur. Meridyonel ¢evrim, merkezkag etkisinden dolayr kutup
bolgelerine daha yakindir ve ekvatoryal bolgede daha ¢ok yer kaplar. Radyatif aki
espotansiyel egriler arasindaki mesafeye bagli olarak c¢ekim kuvveti ile dogru
orantilidir. Fakat kutup eksenine dogru bu akida fazlalik ve ekvatoryal bolgede ise
bir eksiklik mevcuttur. Bu 1s1sal dengesizlik meridyen diizleminde biiyiik dlgekli

cevrim hareketlerinin olugsmasina zemin hazirlar.

Fakat bu noktada ¢ok fazla fiziksel problem mevcuttur. Meridyonel ¢evrim
cozlimlerinde acisal momentum korunamamaktadir. Bu sebeple meridyonel
cevrimin gercekligi defalarca sorgulandi. Meridyonel ¢evrimin olmadigi ¢oziimler
Ongoriildii. Fakat bu ¢oziimlerin neredeyse hepsi basit fizik yasalarini dahi hige
saytyordu. Meridyonel ¢cevrimdeki bu enerji problemi 1992 yilinda Zahn tarafindan
¢oOziildii. Bu ¢6ziim ayni anda hem 1sisal denge hem Poison hem de acisal
momentum korunumu esitliklerini i¢eriyor. Zahn’in buldugu ¢6ziim bu konuda

atilmig en bliylik adimdir.
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Tabi ki bugiin hala anlasilamamis noktalar fazlasiyla mevcuttur. Ozellikle
meridyonel ¢evrimin diferansiyel donme ve yatay tiirbiilans ile olan etkilesimi
anlasilamamistir. Yatay katmanlar iizerindeki diferansiyel donme miktar1 bu

etkilesimleri destekleyen bilgiler igermektedir.

Diferansiyel donme i¢in ¢evrim hizinin tiirevi ger¢ekten ¢ok uzun siiren bir

islemdir (Zahn, 1992; Maeder and Zahn, 1998). Enerjinin korunumu esitligi ile

basliyoruz;
as = - = -
pT—="V.(xVT) + pe = V.Fy (3.4)

Birim basina diisen entropi S ile ifade edilirken 1sisal iletkenlik x ile ifade

edilmektedir. € ise niikleer enerji tiretim oranidir. Dy, difiizyon katsayisi ile yatay
tirblilansa bagli olarak 1sisal enerji akisi ﬁh = —thCp|_7)hT ‘dir. Sabit basing
altindaki 6zis1 C, ve yatay gradyent \7h ile tanimlanir. Izobarlar iizerinde,

degiskenlerin ortalamalari, Legendre polinomu ( P,(cos9)) kadar genisler. 9 agisal

yiikseklik olmak iizere 6rnegin sicaklik iizerindeki degisim;
T(P,9) = T(P) + T(P)P,(cos9) (3.5)
seklinde olacaktir.

Meridyonel ¢evrim akiminin yarattigi etkiyi karakterize eden baslica nicelik
yine meridyonel ¢evrim hizidir. U, () meridyonel ¢evrim hizinin radyal bileseninin

genligi ve V,(r) yatay bilesenin genligi olmak iizere meridyonel ¢evrim hizi;

U = Uy(r)P,(cos9)é, + V, (1) % €9 (3.6)
seklinde ifade edilir. U, (r) nin genel ifadesi;
P L(r)
= — X .
U2(r) PGCpT[Vaa-V+(@/8)Vy]  IM.() (Eo + Ey ] 3.7

V, = (dlnu/dInP), ¢ = (0lnp/0lnu)pr,6 = —(dlnp/dInT)p , olmak iizere ve
En, Q’nmin 3. dereceden tiirevini ve E,, ortalama molekiiler agirhiginin 2. dereceden

tiirevini igerir.

Homojen ortamda tekdiize donen bir yildizda en 6nemli terim;
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Ep=2[1- 2 ][”] (3.8)

2n6pl LM,

Bu terim merkezka¢ kuvvetinin ¢ekim kuvvetine oraniyla orantilidir. Koseli
parantez igindeki 2. terim Gratton-Opik adi ile anilir. Yerel ortalama yogunlugun
ihmal edilebildigi derin i¢ bolgelerde bu terim, dis bolgelerde daha baskin olmasi
nedeniyle ihmal edilebilir. U, ifadesinin karakteri sadece Gratton-Opik terimi
tarafindan belirlenmez. Genellikle i¢ bolgelerdeki kiitle elemani kutup ekseni
boyunca yukar1 dogru hareket ederken dis bolgelerdeki kiitle elemanlar1 da ters
yonde asagiya hareket ederler (Sekil 3.1). Bunun anlami dis bolgedeki kiitle
elemant igeriye agisal momentum tasirken i¢ bélgedeki kiitle elemani da dis bolgeye
acisal momentum tasir. Fakat Q ve p’niin tlirevlerine bagl olan ¢evrim modelleri

kabul goren yildiz modellerine gore farklilik gosterebilir.

Cevrim hizlan {ist anakol yildizlarinda birkag cms~! mertebesindedir.
Yildiz modellerinde kabul edildigi {izere donmenin tekdiize oldugu anakolun
baslangi¢ evresindeki yildizlarda ¢evrim hizlari ¢ok daha biiyiiktiir. Anakol evresi
zaman Ol¢eginin kiigiik bir ylizdesinde yildizin dengeye ulagmasiyla beraber gevrim
hiz1 da biiyiik 6l¢iide azalir. Eddington-Sweet (ES) zaman Olgegi olarak da
adlandirilan ¢evrim zaman o6lgedi yildiz yaricapinin ¢evrim hizina boliimiiyle
orantilidir,

oo R _GM?> GM _  tkn
ES ™ u,(rR) ©~ LR 02R3 ~ Q2R3/GM

(3.9)

txy Kelvin-Helmholtz zaman 6lgegi adi verilen yildizlarin 1sisal zaman Slgegini
(Giines i¢in yaklasik 3 x 107 yil mertebesinde) ifade eder. Cevrim zaman &lcegi
yaklasik olarak Kelvin-Helmholtz zaman 6lgeginin, merkezkag¢ kuvvetinin ¢ekim
kuvvetine oran1 (22R3/GM) ile béliimiine esittir. Boylece tgg’nin de ty 1n birkag

kat1 oldugu goriilebilir.

Meridyonel ¢evrim hem agisal momentum hem de kimyasal element
tasimasi sebebiyle gercekten ¢ok Onemli bir niceliktir. Diferansiyel donen
yildizlarda yatay tiirbiilansin varligi her iki tasinimi da farkl sekillerde etkiler.
Kimyasal elementlerin taginiminin meridyonel ¢evrim ve yatay tiirbiilans ile olan
etkilesimi difiizyon siiregleri ile sonuglanir (Chaboyer and Zahn, 1992). Difiizyon

katsayist;
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U. 2
Desp = (;0;1 , (3.10)

olmak iizere, bir sonraki bolimde daha ayrintili olarak anlatilacak olan D;, yatay
tiirbiilansdan gelen difiizyon katsayisidir. Denklem (3.10) sadece Dy, teriminin, rU,

ve dikey difiizyon katsayisindan biiyiik oldugu durumlar i¢in gecerlidir.

Denklem (3.2) adveksiyon ve difiizyon ile ilgili terimleri igerir. Sonug
olarak yatay hareketlerin agisal momentum taginimina olan etkisi agisal
momentumun korunumunu etkiler. Gergekten, tiirbiilans net agisal momentum akisi
olmadan da var olabilir fakat sayisal modellerde gosterildigi gibi tiirbiilans
hareketleri hizlarin kabuklara dagilimina olan etkisini devam ettirir (Charbonneau,
1992).

oy
e
£

Sekil 3.1 Meridyonel ¢evrim akimlarinin 20M g ve 5.2R ‘lik bir y1ldiz modelinde sematik
gosterimi. Anakol evresinin basinda Y=0.30, Z=0.02 ve v;,; = 300km/s’dir. Sekil
M, nin bir fonksiyonu olarak ¢izilmistir. Yarim kiirenin iist bolgesinin sag tarafinda madde
saat yoniiniin tersine donerken, 6zege yakin bolgede saat yoniinde donmektedir. Bu
modelde 6zek bolgesi konvektiftir. Konvektif 6zek 1.7 Ry yarigap degerine sahiptir
(Meynet and Maeder, 2002).
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3.3 Diferansiyel Donen Yildizlarda Yatay Tiirbiilans

Donme ve ozellikle diferansiyel donme yildizda bir takim tiirbiilans
hareketlerinin olusmasina yol agar. Yasadigimiz diinyada bunun ornekleri, bati
rliizgarlar1 ya da jet stream riizgarlar1 (Saatte 50 deniz milinden daha hizli
rlizgarlarin bulundugu dar bir serit) olarak karsimiza ¢ikar. Yildiz iginde tiirbiilans
hareketlerinin en giiglii oldugu bolge radyatif katmandir (Zahn, 1992). Bu
tiirbiilanslar yatay yonde daha giicliidiir. Dikey yondeki sabit sicaklik gradyenti bu
akigkan hareketlerine karsi bir kuvvet olusturur. Yatay viskoziteyi tanimlarken
kullanilan difiizyon katsayis1 (D) yatay tiirbiilans1 tanimlarken ¢ok baskindir. Bu
tiirbiilanslarin var olduguna dair bir¢cok gbzlemsel isaret vardir (Maeder, 2009). Dy,
ifadesi tam olarak belirli bir tanimlama degildir ve su an onerilen 3 farkli formu
vardir (Zahn, 1992; Maeder 2003; Mathis, Palacios, and Zahn, 2004). Couette-
Taylor deneyinde kullanilan, Mathis ve arkadaslarinin 6nerdigi form diger ikisine
gore cok daha fenomenolojiktir. Mathis ve arkadaglarinin ve Maeder’in
deneylerinden yapilan ¢ikarimlar ve sonuglar, daha parlak yildizlara dogru gittikge

Zahn'm bulgulariyla benzerlik gosterir.

Difiizyon katsayisi [?/tg;s’e benzer bir davramis gosterir. [ karakteristik
uzunluk (r yarigap uzunlugu gibi) ve tg;¢ diflizyon zaman dlgegidir. Boylece bu
noktada dikkat edilmesi gereken nokta zaman 6l¢eginin dogru saptanmasidir. Zahn
caligmalarinda bu zaman 6lgegini tg;r~ 1/V, seklinde tanimlar. V; ifadesi denklem
(3.5)’de gegen ifade ile aymdir ve V,~U,/3 olarak gosterilir. Mathis ve
arkadaslarinin galismalarinda zaman dlgegi tg;r~ 1/, olarak tammlamr. €,
ifadesi Denklem (2.9)’da tamimlanmistir ve S sabit bir degere sahiptir; 1.5 X
10~>olup deneysel (ampirik) yollar ile elde edilmistir. Maeder ise ¢alismalarinda
zaman dlgegini tg;r~(r/Q,V3) 1/2 seklinde tanimlamistir. Halihazirda hangi zaman

6l¢eginin kullanilacagr konusunda kesin bir fikir yoktur, fakat son ikisi sayisal

olarak hesaplanabilir durumdadir (Maeder and Meynet, 2012).
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3.4 Makaslama Kararsizhg ile Karisma ve Diger Kararsizhiklar

Iki komsu katman arasindaki yatay hiz farki makaslama kararsizliginin
olugsmasina neden olur. Dikey yonde olusan yogunluk tabakalasmasi (» yaricap
ekseni boyunca) yildizin dengede kalmasini saglar. Richardson kriteri olarak
bilinen kararsizlik kriteri;

.__ g dp/dz .
Ri = ;(dV/dZ)Z < Rlcrit (311)

seklinde verilir. Kritik Richardson sayis1 genel olarak 1/4 olarak alinir fakat 1
alindig1 calismalar da var (Canuto, 2002). Bu kriterin bize sOyledigi: eger
diferansiyel hareketin enerjisi (Ri.p(6V)?), maddenin dikey yodnde yer
degistirmesi i¢in gereken enerjiden (gdpdz) fazla ise kararsizlik meydana gelir.
Kriter Brunt-Viisdld frekansi N ile tanimlanabilir. Kiitle ¢ekim kuvvetinin geri

cagirict etkisi altinda frekans

2
Ri = (dVA/I—dz)Z < Ri.,;; ifadesi ile beraber,
2 _ 98 ®
N2 =2 (Vaa -V +21,) (3.12)

seklinde gosterilir. Hp basing Ol¢ek ytiksekligidir ve Hp = —Z—;P seklinde ifade

edilir.

Yogunluk tabaklagmasi, aslinda, yiiksek p gradyentine sahip bolgelerde
makaslama kararsizliginin olusumunu engeller. Fakat yayilmis akiskanin 1sisal
yayinimi 1sisal tabakalasmay1 daha kararli duruma getirir. Belki de bu durum bu
onemli karisma halinin baglica nedenidir. Denklem (3.11)’in sag tarafi vl/6K ile
carpilir (v ve l sirasiyla dikey yondeki hareketin hizi ve uzunlugudur, 6 sayisi ise
kiiresellikten gelir). K ifadesi 1sisal yaymim verir, K = 4acT3/ 3kp*C,. a ve C
yildiz i¢yapr ile ilgili sabitlerdir. Kriter,

N2 vl
(dv/dz)? 6K

Ri = < Rigpir (3.13)

halini alir (Zahn, 1992; Maeder, 1995). u sabiti i¢in dikey difiizyon katsayisi
kolayca tanimlanabilir. Bir bagka 6neri ise gii¢lii girdaplarin tiirbiilans difiizyonuna

olan etkisinin dikkate alinmas1 seklindedir.
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(av/dz)?

1 .
Dspear = gvl = 2Ri i K N2

(3.14)

Bu katsay1r homojen ortamda agisal momentum ve elementlerin transferini verir
(Maeder, 2009b). Kuramsal olarak makaslamadan meydana gelen tiirbiilans, 1sisal

gradyenti ¢ok az etkiler fakat buna ragmen genellikle g6z ardi edilir.

u degerinin degisken oldugu bolgelerde durum oldukga farklidir. Yatay
tiirbiilans hareketi tlirblilans girdaplar1 ve bu girdaplarin ¢evre bolgeleri arasindaki
farklar1 azaltma egilimi gosterir. Boylece geri cagirict kuvvetin siddeti azalir ve
makaslama kararsizli1 6n plana ¢ikar. Sonug olarak katsayr asagidaki gibi yazilir

(Talon and Zahn, 1997);
5 e
N%,ad = i_P (Vaa — V) ve N,f = H%(,OVH esitlikleri ile,

— 2RI (dv/dz)?
shear — Lerie N%,ad/(K‘FDh)‘F(Nﬁ/Dh)

D

(3.15)
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4. ACISAL MOMENTUM TASINIMI

Tiim taginim siirecleri difiizyon gibi kolay bir sekilde ele alinamaz. Fakat
0zel bir durum olan meridyonel ¢evrimin yarattig1 adveksiyonun agisal momentum
tasinima olan etkisi incelenebilir olmasi sebebiyle 6nemli bir durumdur. Bu
boliimde gorecegimiz iizere, agisal momentum tasmimini diizenleyen denklem

difiizyon esitliginden gelen farkli terimler de igerir.

Donen yildizlarda, agisal hiz Q’nin evrimi yildizin her yaricap degeri i¢in
ayr1 ayri takip edilebilmelidir ki, 2(r,t) i¢in tam bir agiklama elde edebilelim.
Q(r,t)’nin degeri elementlerin karisim siireclerini de etkiler ve dolayisiyla
Q(r,t)’nin evrimi ayrica ortalama molekiil agirligimin (p) yildiz igindeki
dagilimina bagimhdir. Boylece yildiz igyapisinda dénme hizi ve elementlerin

dagilimlar1 arasinda ¢ok giiclii bir baglant1 oldugunu sdyleyebiliriz.

4.1 Tasimim Denklemi
Sekil (4.1)’de gosterilen ABCD sinirlarindaki dikey eksen etrafinda 2 = ¢
hiz1 ile dénen birim hacmi ele alalim. Bu birim hacmin kiitlesi pr?sinddddodr ve

acisal momentum J’nin bileseni donme ekseni ile ayn1 yondedir.
dJ] = prisin®9d9dedN (4.1)

Diger bilesenler ise sifirdir. Lagrange koordinat sisteminde hareket eden akiskan

kiitle elemaninin ag¢isal momentumunun tiirevi,

2qi a4 2002
presinddI9dedr ” (r*sin“0M0)y, . 4.2)
Tiirev daha agik bir sekilde ifade edilirse, ilk olarak,

0L (r2sin?9MM, = < (prsin?90),,. — r2sin?90 %L (4.3)
dt dat r atlp,
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Sekil 4.1 Teorik hesaplamalarda kullanilan birim kiitle elemanin sematik gosterimi. Dikey
bir eksen etrafinda dénen ABCD kiitle elemaninin momentumu hesaplanir. A noktasinin

yarigap tizerindeki koordinati 7 ve agisal yiiksekligi de v ile gosterilir (Maeder, 2009Db).

Lagrange ve Euler tiirevleri arasindaki iligkiyi kullanarak siradaki esitligi elde

ediyoruz,
p% (TZSinzﬁﬂ)Mr
= % (pr?sin®90), + U.V(pr?sin®90) — r?sin*90 % 4

Burada U akiskan hareketlerinin hizini ifade ediyor.

+U.Vp (4.5)
esitligini ve kiitlenin stirekliligi esitligini [(dp/dt)|, = —V(p. U) ] kullanarak

2l 4 orUu=0 (4.6)

dt M,

esitligi elde edilir. Bu denklemi 4.4 denklemine dahil edersek,

p% (r?sin®902)y, = % (pr2sin?90), + V.(Upr?sin®90) 4.7
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esitligini elde ederiz. Bu esitlik agisal momentum J’nin tiirevini veriyor. Bu tiirev

hacim elemanina uygulanan kuvvetlerin momentumuna esittir.

aj _
4= (4.8)

Donen akigkan elemanin lizerine ¢ok ¢esitli kuvvetler uygulaniyor olabilir. Bir
sonraki boliimde i¢ bolgelerdeki diferansiyel donme sebebiyle meydana gelen

makaslamanin yarattig1 moment iizerinde duracagiz.

4.2 Makaslama EtKkisi ile Acisal Momentum Tasinimi

Ilk olarak dikey ya da radyal makaslamada en 6énemli durum olan ve
dinamik viskoziteyi n, dikey yonde inceleyelim. Makaslama nedeniyle bazi
kuvvetler hacim elemaninin yiizeyine uygulanir. Sekil (4.1)’de anlatildigi gibi

dikey eksen etrafinda donen birim hacim yiizeyine uygulanan kuvvet,

Ny ddLr"’ = nyrsind %. (4.9)
AB seklinde tanimlanan yiizeye viskoz kuvvetinin bir benzeri uygulaniyor;

Fup = nvr3sin2192—fd19dq0 .

Bu kuvvetin momentumu M = r X F,p seklindedir. Sonug olarak viskozitenin

momentum kuvvetine olan katkisi,

FABrsim?sing = n,r*sin39 % dvde (4.10)
seklinde gosterilir. ABCD hacim elemaninin mesafeye gore kazandigi moment,

;—r (nvr4sin3z9d19d<p Z—f) dr (4.11)

esitligi ile gosterilir. Simdi d2/dv = 0 oldugu durumdaki teget makaslama etkisini
hesaplayalim. Yatay viskozite 75, ile birlikte teget makaslamanin ylizeye uyguladig:

kuvvet n,rsinv[dN/(rdd)] seklindedir. Boylece hacim elemani donerken AC

ylizeyine uygulanan kuvveti n,rsin?9 (z—z) drdg seklinde gosterebiliriz.
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Kuvvetin irettigi momentumu hesaplamak i¢in rsind ile denklemi

carpiyoruz.

AC yiizeyinden BD yiizeyine gegerken kazanilan moment;
rgﬁ (nvr sin®9drde 2 ) dr . (4.12)

Artik 4.7, 4.8, 4.11, 4.12 denklemlerini kullanarak ag¢isal momentum
degisimini yazarak kiitle elemaninin agisal momentumunun tasinim esitligini daha

kolay elde ederiz;
. d . 2 3400\, 0 3400
prisind ” (r?sin®902)y, = = (nvr“‘sm3z9 a_r) + - (nvrzsm319 a_v) : (4.13)

Dinamik viskozite katsayisini kinematik katsayisi agisindan ifade etmis olduk.
=ny/p Ve v, =n,/p’dir. Kinematik viskozite katsayis1 ayrica kimyasal
elementlerin difiizyon katsayis1 D’dir. Denklem (4.13)’ii r2sinv ile bolelim,

P (r 2sin*90) y, = sin’ 9 (pDVr4 a_n) +— (pDhsm319 ) (4.14)

rz or or sing ov

Biz denklem (4.7)’nin ilk terimini elde etmis olduk. Simdi kiiresel koordinatlarda
diverjansi elde edelim ve son olarak agisal momentum taginimini anlatan esitligi

elde edelim;

prising % (r?sin®92)y, = % (pr?sin®90), + V.[Uprisin?90]

= %(przsinzﬁﬂ)r += (pr sin?9U,.Q) + —(pr 25in39U,0)

rsind 09

_ Sinz‘ﬁi 46_.(2 1 3
T 2z or (’DDVr ar) t Sine sin9 99 (pDhSln v ) (4'15)

Burada U, ve Uy sirasiyla ¢evrim hizinin dikey bileseni yatay bilesenidir.
Evrim siiresince, Uy hicbir degisim olmazken, 7 hiz1 i¢in biiziilme ya da genisleme
U, ile bagimhlik gosterir; U, — U, + 7 . Higbir varsayim Q’nin yildiz i¢inde
dagilimina gore yapilmamistir. Bu sebeple yukaridaki esitlik genel bir esitliktir.
Kabuk donme durumunda, bu esitlik fiziksel dongiiyii agiklamayi1 oldukga basit bir
sekilde anlatmaktadir.
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4.3 Kabuk Dénmenin Baz1 Ozellikleri

I¢ bolgelerdeki donme ile ilgili Zahn’m 1992 yaymnindaki varsayimi esasen
yildiz merkezine olan uzakliga bagimli oldugu seklindedir. Enleme ise gorece daha
az bagimlidir. Bunun sebebi, izobarlar iizerinde Q’nin sabit kalmasini saglayacak

giicii ireten yatay tiirbiilanstir. £ < 2 olmak iizere,
Q@r,9) = 2(r) + 2(r,9) (4.16)

yazabiliyoruz (9 agisal yiikseklik). Yatay ortalama £, kat1 cisim dénmesinde
oldugu gibi acisal hiz olarak diisiinlilmiis ve ger¢ek kabuk ile ayni acisal
momentuma sahip oldugu diistiniilmiistiir. Yani,

~  [ra@9)sin®9do

2 f: sin39d9 (4.17)

Bu ortalamanin gerekgesi, ortalamanin kabuk {izerinde tanimlanmis ortalama agisal
momentumdan elde ediliyor olmasidir. Genel olarak, tanimli bir kiire tizerindeki
vektor alani kiiresel harmonikleri temsil eder. Eger alan eksene gore simetrik ise
kiiresel fonksiyonlar ile ifade edilebilir. Boylece meridyonel ¢cevrim

dP;(cos?
1( ) e

U = Y51 U (r)P(cost)e, + Y51 Vi (1) Py, (4.18)

seklinde ifade edilebilir (Zahn, 1992). Burada esitligin sag tarafindaki birinci terim
U, ve ikinci terim de Uy’dir. e, ve ey radyal ve agisal yiikseklik dogrultularinda
birim vektorlerdir. Sadece radyal bilesen kimyasal karisima ve agisal momentum

tasginimina yol agtigindan &tiirli sadece onu ele aliyoruz. Legender polinomunu

P,(cos9) = %(3C0$219 — 1) seklinde ikinci dereceden sinirliyoruz.

dP,(cos9
2( ) e

U = U,(r)P,(cosI)e, + V,(r) r; 0

(4.19)

Sifirnc1  dereceden polinomlar bu denklemde var olamazlar. Ciinkii bu
polinomlarin degerleri sabittir ve hizin sifir olmasina izin vermezler. Ardisik tek
sayili polinomlar (P, Ps ...) ise ekvatora gore simetrik degillerdir ve bu sebeple
sifir kabul edilirler. Gergekten ilging olan durum ise ¢evrimin sadece [ = 2 bileseni
acisal momentum taginiminin net miktarina olanak saglar. P, terimide Mathis and

Zahn (2004) yaymininda 6zel bir durum olarak incelenmistir.
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Siireklilik denkleminin anelastik yaklasim iginde uygulanmasi ile V,, terimi

elde edilir (Zahn, 1992). Kiiresel koordinatlarda, sabit durumdaki (Z—’Z z)

(anelatistik yaklagimi tanimliyor) siireklilik;

10 1 0 . dP;(cos?I)
V.(pU) = r—za(rszr) + rsinﬁ£(psmﬁV2 Zd—ﬁ) =0 (4.20)
dP,/d9 = —3cosIsin? esitlidi ile,
10 v . .
r—za—r(rszr) = —r;—nzﬁ(Ssnﬁﬁ — 6sindcos?V)
= —£2(3 - 9c0s29) = 622 P,(cos0) (4.21)

denklemi elde edilir. Denklem (4.19)’dan, P,(cosd9) ile sadelestirme sonucu
d
T [P Us (] = 6pV (1) = 0 (4.22)

denklemi elde edilir. U, (r) nin bilindigi tizere bu denklem V, (r)’yi ve meridyonel

dap,(cosV)

hizin yatay bilesenini (Ug = V, () 70

) saglar. Yildizin evrimi sirasinda,

cevrim hiziyla beraber biiziilme ve genislemeyi de ele almaliyiz. Bu nedenle
U, = U,(r)P,(cost9) +r (4.23)

yazabiliriz. Meridyonel ¢evrim modelleri yildiz evrimi boyunca U, ve Uy’den elde

edilir.

4.4 Kabuksal Donme ile Tasimim

Kabuksal donme durumunda dikey yondeki agisal momentum taginiminin
daha once elde ettigimiz esitlikler yardimiyla hesaplayacagiz. Ilk olarak 4.15
denklemini sinvdv ile g¢arpip 0’dan m’ye kadar ¥’ye gore integral islemi
uygulayacagiz. 4.15 denkleminin terimlerini 4.23 denklemini g6z Oniine alarak

sirastyla inceleyelim:
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[k terim:
[7 2 (pr2sin®00), sinddd = < pr? [ 0(r, 9)sin*9dd

=2 (pr2), [ sin®9d9. (4.24)

Bu bize 2°nin neden 4.17 ifadesi ile tammlandigin1 gésterir. Burada 9°nin ihmal

edilmesi ile baska p degerleri de elde edinilir.
Ikinci terim:
f r2 o (pr *sin?9(U, + 7)0(r,9))sinddd. (4.25)

Terim P,(cos?) igerdiginden U, ile birlikte diislinmemiz gerekiyor:

r2 — (pr4U2(r).(2(r))f sin39= (3005219 —1)dd (4.26)
= r2 p (pr4U2(r).()(r)) [f sin39dY — —f sm519d19] (4.27)
= —%r—zg(pr“Uz(r)Q(r))f sin39dd, (4.28)

Burada fon sin®9d9 = (4/5) fon sin39d9 denkleminden yararlandik. Biiziilme ya

da genisleme terimi olan 7, U,(r)'nin (— 1/5) katsayisin1 igermemesinin aksine
r2 — (pr“.()(r))f sin39dY (4.29)

halini alir.

Uciincii terim:

T 1
j —<ind 39 (pr sin®9U,0(r,9))sindd9 = pr[)(r)J — (Uygsin?9)dd
0

= =3pr2(r)V,(r) fo —(sm“ﬁcosﬁ)dﬂ =0 (4.30)

Burada 4.22 denkleminden yararlandik.

Dordiinct terim:

in%9 0 202(r9)\ . 10 an(r,9) .
[f=—= (pDhr4 %) sinddy = —— (pDhr4 4 )fon sin®9d9  (4.31)

0 r2 or or
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burada D;, katsayisinin 99’den bagimsiz oldugu varsayilir.
Besinci terim:

20(r9) _ 00(r) _

59 5 0 (4.32)

kabuk donmenin oldugu varsayimiyla beraber besinci terim sifir olur.

Bu bes terimin 4.15 denklemine olan katkisini bir araya getirip denklemi

) On sin39dJ ile garpar isek son olarak,

7] —~ 1 0 = . 10 an
52 (or2 ), = gz 2 (pr AU, (1) — 5D + 55 (0D 57) (4.39)
Bu denklem ac¢isal momentum tasiniminin Euler goésterimidir. Bu denklem

hakkinda birkag¢ agiklama yapmak gerekirse:

e 7 terimi sadece anakol Oncesi evresi ve niikleer biiziilme evresinde icin
onem tasir. Cevrim tarafindan taginan Q’nin karakteristik zaman 6lgegi ile
Eddington-Sweet zaman olgegi arasindaki iliski tgs = tgy(2%R/gs) ™t
seklindedir. Burada g, yilizeydeki ¢ekimi, tgy Kelvin-Helmholtz zaman
Olgegini simgeler. Acik bir bi¢cimde t,, tgxy’dan daha uzundur. Kelvin-
Helmholtz zaman 6l¢eginde evrim asamalarinda, anakol evresi haricinde 7
baskin bir parametredir.

e U, (r)’nin pozitif oldugu bolgelerde (genel olarak kiitleli yildizlarda radyatif
katmanin alt bolgeleri) 7 > 0 ile y1ldizin geniglemesi, genislemenin ¢evrime
olan etkisini engeller. Bu durumun aksine U,(r)'nin negatif oldugu dis
bolgelerde yildizin genislemesi ¢cevrimi giiglendirmektedir.

e Sekil (3.1)’de goriildigii gibi U,(r)'nin pozitif oldugu bolgelerde agisal
momentum taginimi disaridan i¢ce dogru oluyor.

e Eger genel olarak Q disartya dogru azaliyor ise, agisal momentum da

disartya dogru taginiyor demektir.

7 terimi sadece Euler gosteriminde (denklem 4.33) goriiliir. Agisal momentum

taginim denkleminin Lagrange formu sivi kiitle elemani baz alinarak basitce,

0 = 1 0 = 10 on
pa(rz.())MT = m;(pr“!)Uz (r) + r—ZE(pD\,r‘L E) (4.34)
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seklinde verilir. Bu sekilde yildizin biiziilmesinin ya da genislemesinin agisal
momentum dagilimi {izerindeki etkisi denkleme eklenmis oldu. Bu denklem
giinlimiizde uygulanan evrim modellerinde 2’nin hesaplanmasinda kullaniliyor.
Bu ¢alisma kapsaminda da denklem (4.34) kullanilarak hesaplamalarin yapildig: bir

bilgisayar programi yazildi.

4.5 Simir Kosullar:

Acisal momentum transferi i¢in sinir kosullari biiyiik bir 6zenle se¢ilmelidir.
Radyatif boélgenin kenarlar1 i¢cin dort adet sinir kosuluna ihtiyacimiz vardir.
Radyatif katmanin tabani ve tavam sirasiyla r;, ve 1 olarak ifade edilir. 1.3 M5 ’den
daha biiyiik kiitleli yildizlarda, r; ve 7, sirastyla yildizi yiizeyini ve konvektif
katmanin tabanini ifade eder. Eger bu kenarlarda viskoz momentumu yok ise, r =
7: V& T =13 i¢in,

20
Pl 0 (4.35)
yazilabilir. Bu iki kosul kenarlarda ’nin birinci tlirevinin siirekliligini saglar. Bu
kosullar ayrica radyatif katmanin merkeze daha yakin oldugu giines benzeri
yildizlarda da uygulanabilir. Thtiyacimiz olan diger iki smir kosulu da agisal
momentum transferini ifade eden esitlikten elde edilir.

%d[pr“!)_Uz] = p% [r20]r?dr (4.36)
Bu iligskiyi merkezden yiizeye kadar integre eder isek (ya da tam tersi), merkezde

ve ylizeyde birer sinir kosulu elde ederiz:

—_ d —_
r=rm, - %pr“!)Usz =_ [2 forb rtpdr]
r=r1 - —%pr“ﬁUz = % [.(7 fr}: r4pdr] + M, (4.37)
t

U, nin radyal bileseni ylizeyde ve merkezde sifirdir. M, yiizeye uygulanan
kuvvetin momentum degerini ifade eder. Eger yildizda konvektif 6zek yok ise, yani
1, = 0 i¢in birinci sinir kosulumuz U,(r = 0) = 0 olur. Benzer sekilde eger

yildizda konvektif katman yok ise, yani 7, = R i¢in ikinci siir kosulumuz
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U,(r = R) = 0 olur. Coziim merkezde ve ylizeyde sifira dogru egilim gosterir ve

bu kosullarin uygulanmamasi igin hali hazirda higbir engel yoktur (Maeder, 1999).

4.6 I¢ Cekim Dalgalari ile Acisal Momentum Tasmimi
Temel bagvuru kaynagi: Physics, Formation and Evolution of Rotating
Stars, Maeder, (2009).

Son zamanlarda asterosismoloji alaninda yasanan gelismeler ile birlikte
ozellikle alt dev ve kirmizi dev yildizlarinin igyapilarinin dénme oranlart
hesaplanabilmektedir. Neredeyse kat1 cisim gibi bir donme profiline sahip Glines’in
aksine bu evrimlesmis yildizlar, konvektif katmana gore bir hayli hizli dénen
radyatif 6zek igerirler. Fakat biliyoruz ki eger agisal momentum taginimi olmasaydi
¢ok daha hizli doneceklerdi. Kiigiik kiitleli bu yildizlarin evriminde var olan bu
acisal momentum tasiniminda baskin mekanizmanin ¢ekim dalgalart oldugu

sanilmaktadir.

Suya atilan bir tas parcasi suya girdigi nokta merkez olmak iizere su
yiizeyinde miikemmel daireleri olusturan dalgalar tiretir. Bu dalgalar yiizey ¢ekim
dalgalandir. Ciinkii tas pargasi suya ilk temas ettigi bolgede, oradaki suyun yerini

degistirmistir ve ¢ekim kuvvetinin etkisiyle dalgalar meydana gelmistir.

Yildizlarda ¢ekim dalgalar1 aynen bir konvektif piston goérevi gorerek
radyatif kararli komsu bolgelere enerji enjekte eder. Bu piston hareketi nedeniyle,
akiskan kiitle elaman1 yukar1 ya da asagi dogru ayni katman icinde ya da farkl
yogunlukta iki bolge arasinda yol kat edecektir. Cekim kuvveti hareket eden
parcacigl baslangi¢ noktasina geri getirme egilimdedir. Sonug olarak geri donen
parcacik baslangic noktasini gececek ve salinim hareketi meydana getirecektir. Bu
olay yer degistirmelere sebebiyet verir ve ¢ekim dalgalarinin yayilmasini saglar. g-
mod salinimi adi verilen ¢ekim dalgalarinin frekansi yiiksek frekansa sahip ses

dalgalarina gore oldukca disiiktiir.

Yildiz evriminde ¢ekim dalgalarimin esas etkisi, yildizin agisal
momentum taginim kapasitesinde ve donme iizerindeki etkisinde yatar. Kimyasal

elementlerin tasiniminda ¢ekim dalgalarmin ¢ok biiyiik bir etkisi yoktur. Ozellikle
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dalgalarmn etkilesimi, Coriolis kuvveti ve dalgalarin yatay tiirbiilans ile etkilesimi

olmak {izere, bu konuda hala ¢ok biiyiik belirsizlikler mevcuttur.

Yildizlar alt dev evresine evrimlestik¢e diisiik frekansli ¢ekim dalgalar
bliyiik bir oranda zayiflar ve hidrojen yakan kabuk altinda ilerleyemez. Bu sayede
0zegin doniisii konvektif katmandan ayrilir. Bu ayrisma alt-dev kolunun hemen
basinda meydana gelir (y1ldizin yiizey sicakligi 5500 K civarinda iken). Bu sirada
cekim dalgalari radyatif katmanin iist bolgelerini yavaslatmaya devam eder. Bu da
gbzlenen diferansiyel donmenin hidrojen yakan kabuk civarindan siirlandigini
gosterir. Ust radyatif bolgede giiglenen tork, dzek bdlgesini agisal momentum
tastyan maddeden koruyarak 6zegin hizlanma ivmesini yavaslatir. Kirmiz1 dev
kolunda meydana gelen bu katman ayrismasi tam olarak ¢ekim dalgalari ile

iligkilendirilemez fakat en baskin mekanizma oldugu sdylenebilir.

(Cekim dalgalari radyatif bolgede yayilir ve yildiz boyunca kinetik enerji ve
acisal momentum tasir. Daha Once diisiiniilenin aksine, ¢ekim dalgalar1 kimyasal

element tasinimina katkida bulunmazlar.

Cekim dalgalari hizinin (u) kiiresel koordinatlardaki bilesenleri (u, w,, u,)

kullanilarak toplam kinetik enerji,

1 1 p2m 1l ,
se< u? >= Efo Jy EQ(uE +uZ +ud)sinvdude

2 2
=10 L o2 T wsinvdoedp = L o < u2 > 4.38
o Jo 2 w2

T 2w2ar

seklinde ifade edilir. Bu kinetik enerjinin taginimi paketler halinde (v4) oldugu

diisiiniiliir ve kinetik enerji akisi ifade edilir;

(N?-0?) w
N2k,

Frin(w,€) =50 <u? >v,=—20 <u?> b

r

w)z (Nz_w2)1/2

z - (4.39)

1 2
:—EQ<’U, >(

Burada,

k2 =k (55— 1) (4.40)
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iligkisi kullanilmistir. k ifadesi asterosismolojide dalga sayisidir ve sirasiyla dikey
ve yatay bilesenler k, ve k;’dir. w pargacigin salinim frekans: ve N de Brunt-

Viisila frekansidir.

Artik salinnm frekanst w ile agisal momentum transferinin akisi
evrimlestirilir. r, v koordinatlarindaki noktada agisal momentum yogunlugu,
osinvuy,’dir ve agisal momentum akisi dikey hiz ile ¢arpilarak elde edilir. Yatay

kiiresel yiizeyde ortalama agisal momentum akisi,

Fang(w,£,m) = i fozn ) : orsinvu,u,sinvdvde

_ rky i 2T T 2 .
= Mo Iy, owtsinvdvude (4.41)

seklinde ifade edilir. Denklem (4.16) ve (4.18)’den yararlanilarak, kinetik enerji ile

acisal momentum arasindaki iligki
Fang(@,£,m) = 2= Fiein (@, £,m) (4.42)

elde edilir. Kiiresel yiizey iistiinde r degeri lizerinde birim zamanda olan degisimi

ifade etmek amaciyla ‘‘acisal momentum parlakligi’” tanimlanir;
Lang(w,€,m,1) = 4nr?Fpp g (w, £, m) (4.43)

Adyabatik limitlerde zamandan bagimsiz olarak agisal momentum
parlakligi korunur. Konvektif katmanmn sinirinda (7.) uyartilmis dalgalarin
toplanmast ile toplam agisal momentum elde edilir. Biitiin dalgalar e~%/2 faktérii

nedeniyle sontiimliidiir.

Lang ) = Zw,t’,m Lang (w,f,m,1)e —t@dn (4.44)

Parlaklik u2’ye bagl oldugundan, séniimleme faktorii e~ haline gelir. Sekil (4.2)
acisal momentum parlakliginin 1Mg’lik y1ldiz i¢in frekansa ve € derecesine bagl
oldugunu gosterir. w frekanst konvektif katmanin kenarinda N degerinden
kiigtiktlir. € degeri konvektif hareketin uzunluguna gore 1 ile 60’a kadar deger

alabilir. Cesitli m modlarinin aym degerde uyartilmis oldugu kabul edilir. L,y
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degeri yiiksek frekanslarda artar ve diisiik ¢ degerine sahip frekanslar daha ¢ok

agisal momentum tasir. Bu diistik frekanslar daha az emilir.

Sekil 4.2 Sadece konvektif katmanin i¢ kenarinda v = @w/2m frekansinin fonksiyonu

olarak cesitli £ degerleri i¢in 1Mg’lik yildiz modelinde agisal momentum parlaklig
(Maeder, 2009b).

Cekim dalgalari ile taginan agisal momentum (Lqp4 (7)) birim hacimde ve

zamandaki degisimi ifade eden 4.34 denklemine,

1 0 N 3190
4 )+_

9, o= ~ 10
05, (’My, = 55-(er*QU(1) + 5o~ (QDVT ) Tz Lang (1) (4.45)

seklinde eklenir. Eklenen terimin Onilindeki art1 isareti ice dogru hareket eden

dalgayi, eksi isareti de disa dogru hareket eden dalgayi ifade eder.
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5. KEPLER YILDIZLARINDA ASTEROSISMIK
BULGULARA GORE iC DONME OZELLIKLERIi

Yildiz igyapisi ve fizigini anlamamiz igin en iyi yollardan birisi farkl
kiitleye ve farkli donme profillerine sahip yildizlar iizerinde asterosismik
yontemlerin uygulanmasidir. Gergekten de yakin zaman kadar yildiz evrimi
boyunca i¢ donme frekanst 2(r) Ol¢iilemiyordu. Bunun anlami yildizin
dogumundan itibaren tiim olusum siire¢leri i¢cinde sahip oldugu agisal momentum
esasen bilinemiyordu. Cok az anlayabildigimiz yildiz-disk etkilesimi, yildiz
rliizgarlari, er yildiz olusum siirecleri ve yildizin biizlilme evreleri ile yildizlarin
donme profilleri ile ilgili sadece basit fikirlerimiz olabilirdi. A¢isal momentumun
yildiz igindeki dagilimi ¢gok 6nemlidir ve pratikte bu dagilim1 yorumlamak oldukca
giictlir. Asterosismoloji £2(r)’nin kosullarini belirleyebildigimiz en iyi yontemdir.
Yapilan gozlemler ve incelenen p-modundaki zonklamalar (Yildiz i¢inde olusan
dalgalar icin iki kuvvet dalgalarin siirekliligi icin bagrol oynar. Bu kuvvetler
basing(p-mod) ve ¢ekim (g-mod) olarak adlandurilir.) ile birlikte 2.pr¢ /2 eny, degeri
hakkinda bilgi ediniliyor.

Kepler uydusunun 2 yillik gdzlemlerinden sonra birgok kirmizi dev
tizerinde ¢alisan Beck et al. (2012) yarilma 6zelliklerini, £2(7) i¢in kisitlar tiiretmek
icin kullandi. Bu sirada birgok kirmizi dev kapsamli bir sekilde analiz edildi
(Mosser et al., 2012). Bu yazarlar m-mod zonklamalarin direk olarak &zek
donmesini belirlemede biiyiik rol oynadigini gosterdi. Su an 6zek donmesi Mosser
et al. (2012) tarafindan belirlenmis yiizlerce altdev ve kirmizi dev yildizina sahibiz.
Sekil 5.1°de 0.7 ile 3.0 Mg kiitleli yildizlarin donme frekanslar1 sismik yollarla

hesaplanmistir. Bu veriler yildiz evrimine yeniden 151k tutuyor.

Bu bolimde bu calismanin da ilham kaynagi olan literatiirde
yayinlanan Ozellikle Kepler yildizlarinin ve teorik modelleme c¢alismalarinin
sonuclar1 ele alindi. Yildiz evrimi kabaca incelendiginde yildizin 6zek bolgesinin
daha hizli donmesi olagan bir durumdur. Fakat 6zellikle asterosismoloji alaninda
yapilan c¢aligmalar ile 6zek bolgesinin dis katmanlara gore 10 kata kadar hizh
dondiigii goriilmiistiir (Paul et al. 2012). Bu sonug bilimsel anlamda heyecan verici
bir durumdur. Yildiz i¢yapisi ve evrimini daha iyi anlama istegimiz sebebiyle acisal

momentum kavraminin tekrardan incelenme gereksinimi duyulmustur.
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Sekil 5.1 Yiizey ¢ekimleri (log g) sismik olarak hesaplanan 0.7-3 My lik yildizlarin 6zek

donme frekanslar1 gosterimi. Bu frekanslar yildizlarin kabaca evrimsel siirecini ifade eder.
Hata paylar1 kullanilan sembollerin boyutlarindan kiiciiktiir. En soldaki iggen Giines’in dis
katmanlarina aittir. Giinesin 6zeginin donmesi suan i¢in hesaplanabilir degildir. Noktalarla
birlestirilmis semboller ayn1 yildiza aittir. Sekil Mosser et al. (2012), Deheuvels et al.
(2012,2014), Beck et al. (2014), Kurtz et al. (2014) ve Saio et al. (2015) yayinlarindaki

veriler toplanarak olusturulmustur (Aerts, 2015).

5.1 KIC 9244992

Kepler uydusunun gozlem verileri kullanilarak F tayf tiirii bir yildiz olan
KIC 9244992 yildizinin asterosismoloji ile donme profili elde edilmistir (Saio,
2014). Yapilan calismada yildizin 6zekten ylizeye kadar frekans verileri

kullanilmustir.

145 M kiitlesine sahip olan yildiz anakol evresinin sonralarina
yaklagmustir. Ozekteki H bollugu %1 mertebesindedir. Asterosismik ydntemlerle
yapilan c¢alismanin sonuglarina gore yildizin 6zek bolgesi ortalama bir tam turu 64
giinde tamamlarken yiizeye yakin bolgeler 66 giin civarinda tamamlar. Bu ve buna
benzer sonuglar gosteriyor ki A-F tayf tiiri araliginda agisal momentum aktarimi
teorik formiillere gore cok daha gii¢liidiir. Bu sebeple agisal momentum tasinimi

icin yeni mekanizmalar gelistirilmesi gereklidir.
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5.2 KIC 11145123

A tayf tiirii y1ldiz olan KIC11145123 bir anakol yildizidir. KIC11145123’i
diger yildizlardan ayiran en 6nemli 6zellik yildizin dis katmanlarinin 6zekten ¢ok
az da olsa hizli donmesidir. Asterosismik yontemlerle hesaplanan donme profili
neredeyse kati cisim donmesine esdegerdir. Boylesine bir donme profilinin
olugmasi i¢in ¢ok giiclii agisal momentum transfer mekanizmalarinin var oldugu

distiniilmektedir (Kurtz, 2014).

5.3 KIC 8366239

Asterosismoloji alaninda en ¢ok heyecan uyandiran yildizlardan biridir.
Yildiz 6zeginin dis katmanlara gore hizli donmesi zaten beklenen bir durumdu.
Fakat s6z konusu yildiz i¢in, 6zek dis zarftan yaklasik 10 kat daha hizli doniiyor.
Bu sonug¢ beklenmiyordu. Daha sonrasinda da bu agisal momentum taginimi igin
gerekli mekanizmalar iizerinde ¢alismalar basladi ve devam ediyor. Su an igin
yapilan ¢aligmalardan en ¢ok goze ¢arpanlar; Eggenberger et al. (2012), Kiiker and
Riidiger (2012) ve Beck et al. (2012).

5.4 KIC 10526294

KIC10526294 yildiz1 i¢in yapilan asterosismik ¢alismalarda 19 adet frekans
yartlmasi kullanilmigtir. Bu sayede 19 farkli katmanin doénme oranlar
hesaplanabilmistir. Bu yildiz1 digerlerinden farkli kilan 6zelligi ise dis zarfinda
birbirine ters donen katmanlarinin olduguna dair ipuglar1 vardir (Aerts C., 2015,
yazili goriisme). Bu iddia su an bildigimiz fizik kurallan ile g¢elismektedir. Bu
sebeple heniiz kabul gérmemis olsa da oniimiizdeki yillarda yapilacak ¢aligmalar

ile aydinlanacag: kesindir.
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6. ACISAL MOMENTUM UZERINE HESAPLAMALAR

Bu ¢alisma kapsaminda yildizlarin dogumlarindan 6liimiine kadar katman
katman agisal momentum degisiminin incelenmesini hedefleyen bir bilgisayar
programi yazildi. Program kapsaminda agisal momentum taginimi i¢in Jean Paul

Zahn’1n esitligi (Maeder and Zahn, 1998) kullanildz;

0 — 1 0 — 10 on
= (or? D), = o= (pr*QU, (") + r—zg(/m’r4 g) =f (6.1)

f tanimlamas1 daha sonra yapilacak islemlerde kolaylik saglamasi adina yapildi.

6.1Kuram

Acisal momentum aktarim hesabi1 i¢in boliim 4’de ayrintili olarak anlatilan
acisal momentum taginimi mekanizmasi meridyonel ¢cevrim ile ilgili denklemlerden
yararlanildi. Denklem (6.1)’de bulunan U, (r) hiz1 i¢gin Maeder and Meynet (2012)
tarafindan verilen, denklem (3.7) kullanildi. Denklem (3.7)’de yer alan E,, degeri
denklem (3.8)’den hesaplandi. Programda cgs birim sistemi kullanildi. Maeder and
Meynet (2012) c¢alismasinda olusturulan yildiz modellerinde, yildizlarin
baslangigta kati cisim gibi dondiigii varsayimi yapilmistir. Bu ¢aligma kapsaminda
ise olusturulan modelde baslangi¢ dénme profili farkl kiitleli iki y1ldiz (1.5 M ve
2.4 M o) modelinin sifir yas ana kol modellerinden alind1 (Y1ldiz, 2003). Bu sayede
kati cisim gibi donme varsayimindan gelen hatalardan kaginildi. Denklemlerde yer
alan parametrelerin (M, R, p, T, P, L, Q, 1, J, Vgq, Viga, Cp, 1, @, O) baslangic

degerleri i¢in yine ayni modelden yararlanildu.

6.2 Hesaplamalar

Denklem (6.1)’in sag tarafinda birinci terim 2 nin birinci dereceden, ikinci
terim ise ikinci dereceden tiirevlerini igermektedir. Fiziksel niceliklerdeki kiigiik
titremeler, bu tiirevlerden dolay1 biiyiliyerek zikzaklar olusturur ve hesaplamay1
giiclestirir. Bu nedenle agisal hiz profilinde diizlestirme (smoothing) yoluna gidildi.

Diizlestirme islemi i¢in,
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z, = 2.50686 x 1078 |
z, = —5.19069 X 1077,
z3 = —1.0567 x 1077,
z, = 1.669012 x 1077,
zg = —7.53353 X 1078

olmak tzere

Q; = zex* + 2,x3 + 23x% + Z2,x + 74

denklemi kullanildi. Bu islemden sonra adim adim 6nce E,, degeri hesapland1 ve

U,(r) degeri elde edildi. Uyguladigimiz yontemde p ve r degerlerinin zamanla
degismedigini varsaydik. Bu durumda % (pr20), = pr? % olur. Her r degeri igin

0 (denklemin sol tarafindaki) hesaplanmak iizere denklem (6.1)’de yalmz

brrakilmustir.
— 1
AQ = FfAt =0, —Q, (6.2)

Burada s alt indisi son anlaminda ve b alt indisi baslangi¢ anlamindadir. Evrim

sonunda olusan acisal hiz1 hesaplamak i¢in;
Q, =Qp +4Q (6.3)

denklemi kullanilir. Denklem (6.2)’de At degerine keyfi olarak sirasiyla 0.2 X 108,
0.4 x 108, 1.0 x 108 y1l degerleri verilerek 2 nin zamanla degisimi incelendi. Bu
islemler 1.5 M, 1.48 Ry ve 2.4 My, 1.79 Ry ’lik iki farkli y1ldiz modeli lizerinde

yapildi ve sonuglar bir sonraki baslik altinda incelenmistir.

6.3 Sonuclar

Bu calisma igerisinde de birkag farkli boliimde vurgulandigi iizere;
Yildizlarin merkeze dogru ¢oken katmanlarinin beklenen dénme hizindan daha
yavas ve ayni zamanda genisleyen bdlgelerinin de beklenenden daha hizli donduigii

goriilmiistiir. Bunun anlami yildizin merkezinden yiizeyine bir agisal momentum
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taginimi1 oldugudur. Bu sebeple taginima sebep olan mekanizmalarin modellenmesi
gercek bir ihtiyagtir. Bu amag i¢in meridyonel ¢evrim mekanizmasi kullanilarak
acisal momentum taginiminin yildiz i¢indeki durumu iki farkli model (MODEL A

ve MODEL B) i¢in incelendi.

Model A (M=1.5M ) ciktis1 Sekil (6.1) ile verilmistir. Elde edilen grafigin
yatay ekseni yildizin yarigapini, dikey ekseni ise agisal hizi ifade eder. Grafigin
yarigapa gore siirekli bir azalma egilimi gostermesi SYAK (sifir yas ana kolu)
modellerinde yildizlarin merkez bolgelerinin dis katmalara goére daha hizh
donmesinden kaynaklanmaktadir. Grafikte yer alan kirmizi ¢izgi yildizin SYAK’na
oturdugu zamandaki dénme profilini gosterir. Yesil ve mavi ¢izgiler ise sirasiyla
yildizin SYAK’tan itibaren 0.2 X 108 ve 0.4 X 108 yil evrimlestikten sonraki
donme profilidir. Her ii¢ ¢izginin kesistigi noktada agisal hiz sabittir, 4Q /At = 0.
Bu nokta yildizin merkezi ile dis katmanlar1 arasinda bir sinir gérevi gérmektedir.
Yildizin merkezinden bu noktaya kadar olan bolgede, yildiz evrimlestikge, agisal
hizda bir azalma goriiliir. Bunun anlami bu bdlgeden dis katmanlara agisal
momentum aktarildigidir. MODEL A i¢in bu nokta %27 lik yaricapa denk
gelmektedir. Bu yaricap i¢indeki kiitle ise toplam kiitlenin %70’idir. Sekil (6.1)’de
cizilen grafikte goriildiigii izere y1ldiz ylizeyinde meydana gelen diklesme durumu
dikkat ¢ekicidir. Bu durum, uyguladigimiz yontemde yiizeyden acgisal momentum

kaybinin g6z ard1 edilmesinden kaynaklaniyor.
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MODEL A, 1.5 Msun
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Sekil 6.1 Model A, 1.5 M 0) kiitlesine sahip yildizin evrim siirecinde merkezden yiizeye

olusan farkli donme hizlarinin gésterimi. Kirmizi renkli ¢izgi sifir yas anakola oturdugu
zamandaki Q’y1 ifade ediyor. Yesil ve mavi renkler sirasiyla yildizin 0.2 x 108 ve 0.4 x

108 yillik evrim siirecinden sonraki donme profilini ifade ediyor.

Yildiz yiizeyi baslangigta yaklasik olarak 102.65 km/s agisal hiza sahiptir.
0.4 X 108 yillik evrim sonunda bu hiz yaklasik 154.37 km/s mertebesine
erisgmektedir (Cizelge 6.1). Yildizin ana kol dmriiniin milyar yil mertebesinde
oldugu diistiniiliirse, kisa zamanda meydana gelen bu hiz artis1 ayn1 sekilde devam
eder ise anakol sonunda kabul edilemez degerlere ulasir. O halde yildiz, ana kol
evrimi boyunca siirekli agisal momentum kaybediyor ya da evrimin bir noktasinda

acisal momentum aktarimi sonlaniyor ¢ikarimi yapabiliriz.

Model B (M=2.4M o) ¢ciktis1 Sekil (6.2) ile verilmistir. Elde edilen grafigin
eksenleri sekil (6.2) ile aynidir. Model B’de de yildizin i¢ katmanlar1 dis katmanlara
gore daha hizli donmektedir. Grafikteki kirmizi ¢izgi SYAK’taki dénme profilini

temsil ediyor. Yesil ve mavi gizgiler ise sirastyla 0.2 x 108 ve 0.4 X 108 yillik
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MODEL B, 2.4 Msun
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Sekil 6.2 Model B, 2.4 M 0) kiitlesine sahip yildizin evrim siirecinde merkezden yiizeye

olusan farkli déonme hizlarinin gosterimi. Kirmizi renkli ¢izgi yildizin sifir yas anakola
oturdugu zamandaki Q’y1 ifade ediyor. Yesil ve mavi renkler sirastyla yildizin 0.2 ve 0.4

milyar yillik evrim siirecinden sonraki donme profilini ifade ediyor.

Cizelge 6.1 Model A ve Model B igin elde edilen sonuglar.

Yiizey Acisal Hizi (km/s) AQ/At = 0 Noktasi
MODEL | Baslangi¢ 0.4x108 y1l KUTLE YARICAP
A 102.65 154.37 %70 %27
B 97.82 183.03 %70.8 %28

evrim sonucunda olusan donme profilleridir. Model B i¢in 4Q/At = 0 noktasi
yildizin %28’lik yarigapina karsilik gelmektedir. Bu yarigap icindeki kiitle ise
toplam kiitlenin %70.8’idir. Sekil (6.2) ile verilen grafikte goriildiigi iizere yildiz

yiizeyindeki diklesme durumu yine modelde yiizeyden agisal momentum kaybinin
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g0z ard1 edilmesinden kaynaklaniyor olabilir. Model B yildizinin baglangigta yilizey
acisal hiz1 97.82 km/s olarak hesaplandi. 0.4 X 108 yillik evrim sonunda bu deger
183.03 km/s mertebesine yiikseliyor. Kisa zaman dilimi i¢erisinde meydana gelen
bu artigin ana kol evrimi boyunca devam ettigi diisiiniiliirse agisal hiz ¢ok biiyiik
degerlere ulasacaktir. Sonug olarak ¢ok yiiksek degerlerin olugmasi fiziksel olarak
imkansizdir. Bu sebeple daha farkli taginim mekanizmalarinin olma ihtimali géz
ontine alinmalidir. Hatta meridyonel cevrimin aksine dis katmanlardan ig
katmanlara agisal momentum tasmimi dahi olabilir. Literatiirde yer alan farkli
dénme profilleri (KIC 924492, KIC 11145123, KIC 8366239, KIC 10526294 vb.)
acisal momentum taginimi i¢in ¢ok daha farkli mekanizmalarin oldugunun

kanitidir.
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7.SONUCLAR VE TARTISMA

Agisal momentum problemleri giiniimiizde hala tam olarak anlagilamamig
durumdadir. Bu sebepledir ki agisal momentum iizerine var olan problemlerin
¢Oziimlenmesi ve anlasilmasi insanoglu adina uzun bir siiregtir. Teorik olarak
sOylendigi gibi tiim evren kararli bir yapiya ulasmak adina birgok kararsizlik zinciri
barindirmaktadir. Bu tez kapsaminda yildizlarin igyapilarinda meydana gelen agisal
momentum taginimina neden olan kararsizliklar ve yildizlarda gozlenen farkli agisal

momentum dagilimlart incelenmistir.

Geri tayf tiirli yildizlar i¢in Onerilen mekanizmalar giiniimiizde 6zellikle
uzay konuslu Kepler ve CoRoT uydularmmin gozlem verileri ile birlikte
desteklenmektedir. On tayf tiirii yildizlar igin ise literatiirde sadece modellemeler
mevcuttur. Ag¢isal momentum tasinimi igin Onerilen kararsizlik mekanizmalar
sadece geri tayf tiirli yildizlarda ¢aligmaktadir. Son yillarda gelisen asterosismoloji
ile birlikte tlim yildiz tirlerinde meydana gelen acisal momentum tasinim

siireclerinin modellenmesi beklenmektedir.

Tez kapsaminda Eddington (~1960) zamanindan beri ele alinan meridyonel
¢evrim mekanizmasimin Jean Paul Zahn tarafindan elde edilen matematiksel
ifadesinin giliniimiizdeki formuna ulasana dek siirecler incelenmistir. Bu siirece
yatay tiirblilansin, makaslama kararsizliginin ve c¢ekim dalgalarmin etkileri
incelenmis ve denklemlerle ifade edilmistir. Yildiz i¢ yapisinin temel
dinamiklerinden biri olan agisal momentumun hesaplanmasinda mevcut
mekanizmalarin yetersiz oldugu asikardir. Acisal momentum tagimiminda etkili
olan atomik boyutlarda meydana gelen difiizyon siirecleri icin yapilan bazi

varsayimlarda yapilan hatalara vurgu yapilmistir.

Yildizlarda acisal momentum dagilimi o kadar c¢ok farklilik
barindirmaktadir ki, 6zegin dis katmanlara gore 10 kata kadar hizli dondigi
KIC8366239 yildizinin (Beck et al., 2012) yaninda, dis katmanlarin 6zekten az da
olsa hizli dondiigii gozlenen KIC11145123 yildizinin (Kurtz, 2014) varlig: hig
siiphesiz ki hayret verici bir durumdur. Son olarak KIC10526294 i¢in yapilan
hesaplamalarda yildizin dis zarfi icinde birbirine gore ters donen katmanlarin

varligina dair ipuglar1 bulunmustur (Aerts C., 2015, yazili gériisme). Bu durum su
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an bilinen fizik kurallarina aykiri1 bir durumdur. Bu konuda yapilan ¢aligmalar
heniiz nihai bir sonuca varamamis olsa dahi, boylesine bir 6nerme ger¢ek anlamda

ilgi ¢ekicidir.

Klasik yildiz modellemeleri baslangi¢c kosullarinda yildizlarin kati cisim
gibi dondiigiinii kabul etmektedir. Elde edilen sonuglar gbz 6niine alindiginda bu
varsayim yaniltict sonuglarin ¢ikmasina neden olmaktadir. Bu sebeple yildiz
modellemelerinin y1ldiz evriminin bir kismini kapsamak yerine tiim y1ldiz yasamini

kapsamasi gergek bir ¢oziimdiir.

Asterosismolojik yontemlerle hesaplanan yildizlarin farkli katmanlarinin
donme oranlari ile daha genel ¢ikarimlar yapilmasi beklenmektedir. Sekil (5.1)’de

verilen grafigin bu ¢ikarimlara onciiliik etmesi beklenmektedir.

Sekil (6.1) ve (6.2) ile elde edilen sonuglar meridyonel ¢evrimin yildiz
icinde gecerli bir mekanizma oldugunun kanitidir. Fakat meridyonel ¢evrimin
toplam agisal momentum taginiminda ki pay1 nedir bilmiyoruz. Bunun yaninda hala
anlayamadigimiz ya da tasvir edemedigimiz mekanizmalarmm bulunmasi

muhtemeldir.
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