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OZET

IDEALISTiIK ESNEK GAMMA HALKALARINDA BULANIK iZOMORFiZMA
TEOREMLERI

Elif AKTAS

Matematik Anabilim Dali

Yiksek Lisans Tezi

Tez Danigsmani: Dog. Dr. Bayram Ali ERSOY

Bu tezde klasik cebirdeki izomorfizma kavrami bulanik cebirde incelenmistir. Birinci
bélimde literatiir 6zeti verilmistir. Ikinci bélimde klasik cebirdeki grup, halka,
homomorfizma yapilari incelenmis, ideal yapilarina yer verilmistir. Uclincii bélimde
bulanik kiime teorisine giris yapilarak bulanik alt grup, bulanik alt halka, bulanik idealler
incelenmistir. Dordiincl bolimde esnek kiime, esnek halka ve idealistik esnek halka ile
ilgili temel tanim ve teoremler verilmis, esnek halkalarda izomorfizma teoremleri ifade
edilmistir. Besinci bolimde gamma halka yapisi incelenmis ve drnekler ile agiklanmustir.
Altinci bolimde esnek gamma halka, idealistik esnek gamma halka ve gamma
izomorfizma teoremlerine yer verilmistir. Yedinci bolimde idealistik esnek gamma
halkalarinda bulanik idealler; tanim, érnek ve teoremler yardimiyla agiklanmistir. Son
olarak ise idealistik esnek gamma halkalari icin birinci, ikinci ve tGglncl bulanik gamma
izomorfizma teoremleri ifade edilip ispatlanmis ve temel bazi sonuglara ulasiimistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik ideal, Esnek halka, Bolim halkalari, Gamma halkalari,
idealistik esnek gamma halkalari, Gamma homomorfizmalari, Bulanik gamma
izomorfizma teoremleri.
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ABSTRACT

FUZZY ISOMORPHISM THEOREMS OF IDEALISTIC SOFT GAMMA RINGS

Elif AKTAS
Department of Mathematics

MSc. Thesis

Adviser: Assoc. Prof. Dr. Bayram Ali ERSOY

In this thesis the concept of isomorphism of classical algebra is analyzed within the
context of the fuzzy algebra. In the first chapter the literature is given. In the second
chapter we gave the basic definitions related to clasical algebra; groups, rings,
homomorphism, ideal. Then in the third chapter; fuzzy set is defined and fuzzy subgroup,
fuzzy subring, fuzzy subideals are investigated. In the fourth chapter some basic
definitons and theorems are given about soft sets, soft rings, idealistic soft rings. Also it
includes three soft isomorphism theorems. In the fifth chapter gamma rings are studied
with definitions, theorems and instances. In the sixth chapter soft gamma rings,
idealistic soft gamma rings are demostrated together with definitions and theorems,
also given isomorphism theorems for them. In the last chapter several theorems and
definitons are given which are related to fuzzy ideals of soft gamma rings had been
added. Fuzzy isomorphism theorems of idealistic soft gamma rings (first, second and
third fuzzy gamma isomorphism theorems), their proofs and several basic conclusions
had been given.

Keywords: Fuzzy ideals, Soft rings, Quotient rings, Gamma rings, Idealistic soft gamma
rings, Gamma homomorphisms, Fuzzy isomorphism theorems.
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BOLUM 1

GIRIS

1.1 Literatir Ozeti

Molodstov [1] 1999 yilinda esnek kime kavramini bilinen teorik yaklasimlarin
beraberinde getirdikleri sorundan arinmis, belirsizliklerle ilgili yeni bir ara¢ olarak
meydana getirmistir. Esnek kiime teorisi plrizsizlik fonksiyonlar, Rieman
integrasyonu, Perran integrasyonu, élgme teori, oyun teori, karar verme gibi ¢ok farkh
alanlarda uygulamaya gegirilmistir. Maji esnek kiimelere [2,3,4] makaleleriyle yeni bir
yon vermistir. Chen [5,6,7] esnek kiimelerin parametrizasyon indirgemesi i¢in yeni bir
tanim sunmus ve bu tanimi rough kiimedeki ilgili nitelik indirgemesi yapilariyla
karsilastirmistir. Aktas [8] esnek kiime teorisinin temel yapilarini ¢alismis, kavramlari
grup teoriye uyarlamistir. Bulanik ve rough kiimelerle karsilastirmis ve aralarindaki farki
aciklamak igin gesitli orneklere basvurmustur. Belirsizliklerle ilgili kiime teorisinin
cebirsel yapilari bazi yazarlar tarafindan c¢alsilmistir. Jun [9,10,11] esnek kiimeleri
BCK/BCI cebirilerine uygulayip temel kavramlarini olusturmus, 6zelliklerini arastirmis ve
esnek yari-halkalari incelemistir. Jun, Oztiirk ve Park [12, 13] ile birlikte Esnek WS-cebiri
ve esnek kiimenin halkalardaki uygulamasi tzerine ¢alismistir. Feng [11,14] esnek yari
halkalarin yapisini arastirmistir. Ma [15] I'—halkalar ve yari halkalalarin tanimlarini
incelemistir. Liu [16,17,18] esnek halkalarin 6zelliklerini ifade etmis ve (i¢ izomorfizma

teoremini kurmustur.

Bulanik kiime kavrami ve bulanik islemler Zadeh [19,20] tarafindan tanitilmis ve bircok
bilimsel alanda yaygin olarak kullanilmistir. Rosenfeld [21] 1971 yilinda bu kavrami grup
ve grupoid teoriye uygulamistir. 1982 yilinda Liu [22] bulanik alt halka ve bulanik



idealleri tanimlamis ve bunlar tGzerinde galismalar yapmistir. Literatiirde bulanik cebirsel
yapilarla ilgili bir cok makale vardir. Foster [23], 1979 yilinda bulanik topolojik gruplar
incelemistir.  Das [24], 1981 yilinda bulanik gruplar ve seviye alt gruplar ¢alismistir.
Akgul [25], 1988’de bulanik gruplarin bazi temel 6zelliklerini arastirmistir. Dixit [26]
1992’de bulanik halka, Asaad ve Abou-Zaid [27] 1993, Ersoy [28] 1999 yilinda bulanik
gruplar Gzerine arastirmalar yapmistir. Gupta [29] 2001, Ersoy [30] 2004, Keskin [31]
2006 yilinda bulanik halkalarda genellestirilmis kartezyen ¢arpimi arastirmiglardir.
Oztiirk [32] bulanik T" — halkalara yeni bir bakis agisi getirmistir. Bulanik béliim halkalar
ve bulanik izomorfizmalarin gesitli yapilari Feng, Liu, Xiang ve Zhan [16,17,18] gibi

arastirmacilar tarafindan incelenmistir.

1.2 Tezin Amaci

Bu calisma klasik cebirdeki izomorfizma teoremleri, bulanik kiime teorisi, esnek kiime
teorisi tzerindeki izomorfizma teoremleri arasindaki bagintilarla ilgilidir. Esnek gamma
halkalar ve bulanik idealler incelenerek idealistik esnek gamma halkalarinda bulanik
izomorfizma teoremlerini kurmak amaglanmistir. Bu c¢alisma, bu alanda arastirma

yapmak isteyenlere temel kaynak teskil edecek niteliktedir.

1.3 Hipotez

Bu calismada bulanik ideallerden faydalanilarak idealistik esnek gamma halkalarinda
bulanik izomorfizma teoremleri ifade edilip ispatlanmis ve temel bazi sonuclar elde

edilmistir.



BOLUM 2

TEMEL KAVRAMLAR

Bu bollimde ¢alismamizin icinde yer alan temel tanim ve teoremleri verecegiz.

2.1 Klasik Cebirde Grup Yapisi

Tanim 2.1 G bostan farkl bir kiime, o da G Uzerinde tanimli bir ikili islem olmak tizere,

asagidaki aksiyomlari saglayan (G,o) cebirsel yapisina grup denir.
(G1) Her a,b G igin acbeG dir. (kapalilik 6zelligi)
(G2) Her a,b,c € G igin ao(boc)=(acb)oc dir. (birlesme ozelligi)

(G3) Her aeG igin ace=a=eca olacak sekilde bir eeG vardir. (birim elemanin

varligi)

(G4) Her a G icin aob=e=Dboa olacak sekilde bir b e G vardir. (ters elemanin varhgi)
[33].

Tanim 2.2 (G, o) bir grup ve her a,beG icin aocb=Dboa (degisme 6zelligi) ise bu gruba
degismeli veya abelyen grup denir [33].

Tanim 2.3 (G,-) bir grup ve H de G 'nin bos olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger H
kiimesi G ’'de tanimlanan o islemine gore bir grup oluyorsa H 'ye G ’nin bir alt grubu
denir [33].

Tanim 2.4 Bir grubun kendinden ve birimden farkli bir alt grubuna 6z alt grup denir [33].

Teorem 2.1 (G,o) bir grup J#H <G olsun. H 'nin bir alt grup olmasi igin gerek ve

yeter kosul



(i) a,be H igin acbeH ve

(ii) YaeH icin a™* e H olmasidir [33].

Teorem 2.2 (G,0) grubunun, bos olmayan bir alt kiimesinin, alt grup olmasi igin gerek
ve yeter kosul Va,beHigin, acb™ eH (veya a'obeH)olmasidir [33].

Teorem 2.3 Bir grubun bir takim alt gruplarinin arakesiti de bir alt gruptur [33].

Tanim 2.5 G bir grup ve H,K iki alt kiimesi olsunlar.

HK ={hk :he H,k e K} (2.1)

ye Hile K kiimelerinin carpimi denir [33].

Teorem 2.4 H,K; G’nin alt gruplari olsun. HK ¢arpiminin da G 'nin alt grubu olmasi

icin gerek ve yeter kosul HK = KH olmasidir [33].
Tanim 2.6 G bir grupve H <G olsun. G de = bagintisi,

a=b(modH) < ab™ eH (2.2)

ile tanimlanir [33].

Tanim 2.7 H <G alt grubuna goére Tanim 2.6 da tanimlanan = bagintisi bir denklik

bagintisidir. Bu denklik bagintisina gére bir a€ G elemaninin sinifi

a=Ha={ha:heH} (2.3)

alt kimesidir. Ha’ya, H alt grubuna goére a’nin sag denklik sinifi denir [33].
Teorem 2.5 G bir grupve H <G olsun. a=b(modH) < ab™ eH

ile tanimli = bagintisi G de bir denklik bagintisidir. Bu denklik bagintisina gére aeG

elemaninin sinifi aH ={ah:h e H} alt kiimesidir. aH 'ye H alt grubuna goére a’nin sol

denklik sinifi denir [33].
Sonug 2.1 G bir grupve H <G olsun.
(i) G grubu H ’ye gore tanimlanan sag (sol) denklik siniflarinin birlesimidir.

(ii) H 'ye gore tanimlanan herhangi iki sag (sol) denklik siniflari ya aynidir ya da ayriktir.



(i) Va,beG icin Ha=Hb<ab*eH,aH =bH < a'heH
(iv) VaeG icin Ha, H ve aH siniflarinin eleman sayisi aynidir.

(v) G grubunun, H ’ye gore tanimlanan sag ve sol denklik siniflarinin sayisi aynidir. Bu

saylya H alt grubunun G igindeki indeksi denir ve (G : H)ile gosterilir [33].

Teorem 2.6 (Lagrange Teoremi) G bir grupve H <G ise

0(G) =(G:H).o(H) (2.4)

Ozel olarak, sonlu bir grubun her alt grubunun mertebesi grubun mertebesini boler [33].
Teorem 2.7 H ve K bir G grubunun sonlu iki alt grubu iseler,

_ o(H)o(K)

(2.5)
o(H nK)

o(HK)

dir [33].

Teorem 2.8 N <G olsun. Asagidaki ifadeler birbirine denktir.
(i) VaeG, ¥xeN igin axa™ e N dir.

(ii) YVaeGicin aNa™ < N dir.

(iii) YaeG icin aNa™ = N dir.

(iv) YaeG icin aN =Na dir [33].

Tanim 2.8 Teorem 2.8’deki denklik kosullarindan birini saglayan G 'nin bir N alt

grubuna normal alt grup denirve N <G ile gosterilir.

Tanim 2.9 N <Golsun. G 'nin N ’ye gore sag (veya sol) denklik sinifi kimesi G/ N ile
gosterilir [33].

Teorem 2.9 N <G ise G/ N’de carpma islemi VaN,bN e G/ N igin

(aN).(bN) =(ab)N ile tanimlansin. Bu c¢arpim kalan siniflarindan alinan a,b

temsilcilerinden bagimsizdir [33].
Teorem 2.10 N <G ise G/ N bir gruptur [33].

Tanim 2.10 N <G ise G/ N grubuna, G’nin N 'ye gére boliim grubu denir [33].



Teorem 2.11 G sonlu birgrupve N <G ise G/ N de sonlu bir grup ve o(G/ N) :—OECN;;
0

dir [33].
Not 1 G toplamsal bir grup ise degismeli olacagindan her alt grubu normal olur. Bu

durumda her alt grubuna gore bolim grubu tanimlanabilir. N <G ve aeG ise a’nin

denklik sinift a+ N ={a+ x:x e N} dir [33].

Ornek 2.1 N =<4>=47 alt grubuna gére Z/N bolim grubu {N,1+N,2+N,3+ N}
dir. Clinkl herhangi bir neZ alindiginda n=4q+r,0<r <4 olacak sekilde 3q,r e Z
olur. Bu durumda n tam sayisi bu 4 siniftan birine ait olur. Sonug olarak Z /N =7, dir
[33].

Teorem 2.12 Bir grubun indeksi 2 olan altgrubu normaldir [33].

Teorem 2.13 N<G ve N<K<G ise N<K ve K/N<G/Ndir. Eger ayrica

N <K <G ise K/N <G/ Ndir. Tersine G/ N'nin alt gruplari N < K <G olmak tizere
K /N seklinde ve normal alt gruplarida N <K <G olmak tizere K/ N seklindedir [33].

2.2 Klasik Cebirde Grup Homomorfizmasi Yapisi ve Temel Teoremleri

Tanim 2.11 (G, )ve (G',-) ikigrupve f :G — G bir fonksiyon olsun. Her a,b € G igin
f(a-b)="f(a)-' f(b) ise f ye G’den G'’ye bir homomorfizma denir [33].
Tanim 2.12 f:G —>G"', her aeG icin (e,G grubunun birim elemani ve ¢' , G'

grubunun birim elemani olmak Uzere) f(a)=e' ise f G’den G''ye bir

homomorfizmadir. Bu homomorfizmaya asikar homomorfizma adi verilir [33].

Ornek 2.2 G reel sayilarin toplamsal grubu ve G' sifirdan farkli reel sayilarin ¢arpimsal
grubu olsun. f(@)=2* ile tanimh f fonksiyonu, her abeR igin
fla+b)=2*"=222"=f(a)f(b) esitligini saglar. Bu durumda f  bir

homomorfizmadir [33].

Teorem 2.14 f :G — G' bir homomorfizma olsun.

(i) f(e)=¢e' ve



(ii) Her aeG icin f(a™) = f(a)™ dir [33].

ispat

(i) acG ise f(a)=f(ae)=f(a)f(e)ve G' bir grup oldugundan f(a)™ ile soldan
carpilarak f(e)=e" elde edilir.

(ii) Her aeG igin f(a)f(a™)="f(aa™")=f(e)=e" olur. Her iki taraf f(a)™ ile
carpilirsa f(a™) = f(a)™ elde edilir.

Teorem 2.15 f :G — G' bir homomorfizma olsun.

(i) G’nin her alt grubunun f altindaki gérintist, G'’ndn bir alt grubudur.

(i) G''nin her alt grubunun f altindaki ters goérintisi, G ’nin bir alt grubudur [33].
Teorem 2.16 f :G — G' bir homomorfizma olsun.

(i) f orten ise G’nin her normal alt grubunun f altindaki goriintist, G'’niin bir

normal alt grubudur.

(ii) G'’nin her normal alt grubunun f altindaki ters gorintisi, G ’nin bir normal alt

grubudur [33].

Tanim 2.13 f :G — G' bir homomorfizma ise

f'e)={acG:f(a)=¢e"} (2.6)

kiimesine f homomorfizmasinin gekirdegi denir ve Cekf ile gosterilir [33].

Teorem 2.17 f :G — G' homomorfizmasinin birebir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

Cekf ={e}olmasidir [33].

Tanim 2.14 Orten ve birebir olan homomorfizmaya izomorfizma denir. Eger Gve G'
gruplari arasinda bir izomorfizma varsa bu gruplara izomorf gruplar denirve G=G' ile
gosterilir [33].

Teorem 2.18 (Dogal Homomorfizma) G birgrupve N <G ise VaeG igin, f(a)=Na

ile tanimli f :G — G/ N bir 6rten homomorfizmadir ve Cekf = N dir [33].



Teorem 2.19 f :G — G' bir homomorfizma olsun. Eger f birebir ve 6rten fonksiyon
ise f, G’den G'’ye bir izomorfizmadir ve G=G' ile gosterilir. G’den G’ye bir

izomorfizma varsa bu izomorfizmaya otomorfizma adi verilir [34].

Teorem 2.20 f :G — G' bir izomorfizma olsun.

(i) f:G"— G birizomorfizmadir.

(ii) G nin degismeli olmasi icin gerek ve yeter kosul G’ niin degismeli olmasidir.
(iii) Her ae G igin o(a) =0o(f(a)).

(iv) G ’nin devirli olmasi icin gerek ve yeter kosul G'’niin devirli olmasidir [34].

Ornek 2.3 n bir pozitif tamsayl olmak lizere f:Z_ —Z/<n> olacak sekilde her

aeZ,icin f(a)=a+<n> iletanimlansin.

a=b < nlja—b < a-b=nqolacak sekilde 3ge Z < a-be<n>
<at+<n>=b+<n>= (@)= f(b)

Bu durumda f fonksiyonu iyi tanimli ve birebir fonksiyondur.

f(@a+ b)= f(a+b)=(a+b)+<n>=(at+<n>)+(b+<n>) = f(@)+ f(b)

ile homomorfizma kosulu saglanir. Bu durumda f fonksiyonu Z ’den Z/ <n>'ye bir

izomorfizmadir [34].

Teorem 2.21 (1. izomorfizma Teoremi) f:G —G' bir homomorfizma olsun. Bu

durumda f(G), G''nln alt grubudur ve G/ Cekf =G’ olur [34].

Teorem 2.22 (2. izomorfizma Teoremi) H ve K , G grubunun alt gruplar ve K <G

dir. Budurumda H/H nK = (HK) /K [34].
Teorem 2.23 (3. izomorfizma Teoremi) H, ve H,, G grubunun normal alt gruplari ve

H, < H, dir. Bu durumda G/ H%HZ /H,) =(G/H,) dir[34].



2.3 Klasik Cebirde Halka Yapisi

Tanim 2.5 Bos kiimeden farkh bir R kimesinde (+) ve (.) sembolleri ile gosterilen iki

islem tanimlanmis olsun. Asagidaki aksiyomlari saglayan (R,+,-) iki islemli cebirsel

yaplya bir halka denir.

(R1) Her a,b,ceR icin a+(b+c)=(a+b)+c dir.

(R2) Her a,beR icin a+b=Db+a dir.

(R3) Her aeR icin a+0=a sartini saglayan R ’nin bir 0 elemani olmalidir.
(R4) Her aeR icin a+(-a) =0 sartini saglayan bir —a € R olmalidir.

(R5) Her a,b,c e R igin a.(b.c) = (ab).c dir.

(R6) Her a,b,c e R igin a.(b+c) =(ab) +(a.c) dir.

(R7) Her a,b,c e R igin (b+c).a=(b.a)+(c.a) dir [33].

Tanim 2.16 Her a,b e R icin ab=b.a ise R’ye degisimli halka denir [33]

Tanim 2.17 Her ae R i¢in ae =e =ea olacak sekilde bir e € R varise e 'ye birim eleman;

R ’ye de birim elemanl halka denir [33].

Tanim 2.18 R bir halkavel, R ’nin bos kiimeden farkli bir alt kiimesi olsun.

(i) Her a,bel veher reR icin a—bel, rael ise | ya R’nin bir sol ideali denir.

(ii) Her a,bel veherreR igin a—bel, arel ise | ya R’nin bir sag ideali denir.
(iii) 1, R’nin hem sag hem de sol idealiise | ya kisaca R ’nin bir idealidir denir [33].

Ornek 2.4 (Z,+,)) halkasinda her peZ asal sayisi icin | = pZ alt halkasi bir idealdir

[33].

Teorem 2.24 R bir halka ve |, R’nin bir ideali olsun. Her reR igin

r+1={r+alael} seklindeki tum kosetlerin kimesi R/l ile gosterilirse,

vr+1,r,+1 R/l igin;
(h+D)+(+1)=(r+r)+1

(r+D)(,+1)=rr,+1



seklinde tanimlanan toplama ve ¢arpma islemlerine gére R/I bir halkadr.

Tanim 2.19 R bir halka ve |, R’nin bir ideali olsun. (R/I ,+,.) halkasina R’nin |

idealine gore bolim halkasi denir [33].

Ornek 2.5 R=Z halkasinda | =3Z ideali igin R/l ={l +0,1 +1,1 +2} bélim halkasi
elde edilir [33].

2.4 Klasik Cebirde Halka Homomorfizmasi Yapisi ve Temel Teoremleri

Tanim 2.20 (R,+,-) ve (R,+',-) iki halka olmak Gzere f:R — R’ bir fonksiyon olsun.

Her a,b eR igin;

f(a+b)= f(a)+ f(b) (2.7)
f(ab) = f(a)- f(b) (2.8)

kosullari saglaniyorsa f ‘'ye R’den R’ ye bir homomorfizma denir [33].
R halkasindan R’ halkasina bir f homomorfizmasi

(i) f bire-birise bir monomorfizma,

(ii) f Orten ise bir epimorfizma,

(iii) f bire-bir ve 6rten ise izomorfizma, olarak adlandirilir.

R halkasindan R’ halkasina f birizomorfizmaise f ' de R’ halkasindan R halkasina

birizomorfizmadir. R halkasindan R halkasina birizomorfizmaya da otomorfizma denir

[33].

Tanim 2.21 f, R halkasindan R’ halkasina bir homomorfizma olsun. 0’, R’ halkasinin

toplamsal birimini belirtmek lizere;

Cekf ={acR| f(a)=0%} (2.9)
kiimesine f 'nin cekirdegi denir [33].

Ornek 2.6 n pozitif tamsayisi ile iretilen <n>={qn|q € Z} idealini ele alalm. aeZ
olmak Uzere, <n> nin Z kUmesindeki kosetleri, a +<n> ={a+qgn | geZ} ve
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Z/(n) bolim halkasi, Z/(n)={a+(n)|aeZ} seklindedir. (Z,, +,) halkasindan

(Z/(n),+) halkasina f:Z, —Z/(n) , f([a])=a+(n) dénisimii bir izomorfizmadir.
f([al+, [b]) = f ([a+b]) = (a+b)+(n)= (a+(n))+(0+(n)) = f([a])+ f([b])
f([al-, [o]) = f ([ab]) = (ab)+(n)= (a+(n)(b+(n))= f([al).f ([b])
esitliklerinden f “nin Z, den Z/(n) izerine bir izomorfizma oldugu gériliir [34].

Teorem 2.25 (1. izomorfizma Teoremi) f , R halkasindan R’ halkasina birizomorfizma

olsun. Budurumda f(R) , R" halkasinin bir idealidir ve R/Cekf = f (R)dir [34].

Teorem 2.26 (2. izomorfizma Teoremi) | ve J bir R halkasinin iki ideali olsun.
/(1) =(1+3J)/J3 dir [34].
Teorem 2.27 (3. izomorfizma Teoremi) |, ve |, bir R halkasinin iki ideali ve |, c 1,

olsun. (R71:) ~(R/1,) dir [34].

(1,71,

2.5 Klasik Cebirde ideal Yapisi

Tanim 2.22 P R’nin bir ideali ve R’nin A ve B idealleri icin AB c P oldugunda

Ac P veya Bc P oluyorsa P idealine asal ideal denir [33].

Teorem 2.28 R ’nin bir P idealinin asal olmasi icin gerek ve yeter kosul a,b e R igin

abeP=aeP veya beP olmasidir [33].
Ornek 2.8 Z tamsayilar halkasinda P ={3k |k € Z} ideali bir asal idealdir [33].

Tanim 2.23 R degismeli bir halka ve Q | R "nin bir ideali olsun. Her a,be R, abeQve

a¢Q icin, b" € Q olacak sekilde bir n pozitif tamsayisi varsa Q idealine bir asallanabilir

ideal denir [33].
Tanim 2.24 R degismeli bir halka ve |1 R ’nin bir ideali olsun. | idealinin radikali,

\/I_ ={acR|a" el,neZ"} seklinde tanimlanir [33].
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BOLUM 3

BULANIK KUMEYE GIRiS

3.1 Bulanik Kiimeler

Tanim 3.1 X herhangi bir kime olmak lzere, x: X —>[O,1] seklinde tanimlanan u
fonksiyonuna X ’in bulanik (fuzzy) alt kiimesi denir. X ’in bitln bulanik alt kiimelerinin

olusturdugu kiimeye X ’in bulanik kuvvet kiimesi denir ve [0,1]X seklinde gosterilir [19].

Tanim 3.2 ,ue[0,1]>< olmak lzere {,u(x): XeX} ile tanimlanan kiimeye & 'nin

gorinti kiimesi denir ve ,u(X) ya da Im(u) seklinde gosterilir [19].

Tanim 3.3 ue [0,1]S olmak tzere,

1 ={x|u(x)>0,xe S} (3.1)
kiimesine  ’niin destekleyicisi denir. Eger 1" sonlu bir kiime ise 1 ’ye sonlu bulanik alt

kiime, 4" sonsuz bir kiime ise z’ye de sonsuz bulanik alt kiime denir. Ayrica 1€ x(X)

ise ’ye X 'in birimli bulanik alt kimesi denir [19].

Tanim 3.4 Y < X ve a<[0,1] olmak tzere a, E[O,l]X asagidaki sekilde tanimlanir:

a: xeY
aY(X):{ 0 xeY (3.2)
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Ozel olarak; eger Y ={y} ise a, kiimesi a;,; veya Y, seklinde ifade edilir, [O,l]—nokta

(point) veya [0,1] - singleton ile adlandirilir.

Eger a=1 ise,

1; xeY

1Y(X)=;tv(><)={o; ‘e X\Y (3.3)

fonksiyonuna karakteristik fonksiyon denir [19].

Tanm 3.5 u,ve [O,l]X olmak tzere ¥V x e X igin u(x) <v(x) ise V bulanik alt kiimesi,

M bulanik alt kimesini kapsar denir ve y c v seklinde gosterilir [20].

Tanim 3.6 ,u,ve[O,l]X olmak Uzere unv, ,uuve[O,l]X kiimeleri su sekilde

tanimlanir: ¥x e X igin,
(1 NV)(X) = u(X) Av(X) (3.4)

(Uv)(9) = u(x) v v(x) (3.5)
Tanim 3.7 ,ue[0,1]>< olmak iizere a €[0,1] icin,

Hy={x: xeX, u(x)=a} (3.6)
kiimesine u nun seviye alt kiimesi denir [20].

Teorem3.1 u,ve [0,1]X olmak lizere, asagidaki ifadeler dogrudur.

i) ucv, ae[01]=pu, cv,

ii) a<b, a,be[O,l]:>,ub C U,

iii) u=ve u,=v, , vae[0,1] [20].

Tanim 3.8 X, Y herhangi iki kime ve ,ue[O,l]X, Ve[O,l]Y ayrica f: X =Y bir

donisim olsun. f(,u)e[O,l]Y ve f’l(v)e[O,l]X bulanik alt kiimeler olmak tizere

Yy eY igin,
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f(ﬂ)(y):{v{ﬂ(x): xeX, f(x)=y}; f'_l(y);t@ )
0 , R (y)=9

VX e X igin,

f2(v)(x)=vI f (X)] (3.8)

seklindeki fonksiyonlara sirasiyla f ’'nin x altindaki goriintistive f ‘nin v altindaki ters

gorlntisi denir [20].

3.2 Bulanik Alt Grup, Bulanik Alt Halka ve Bulanik idealler

Bu bolimde G daima birimi € olan ve ¢arpimsal ikili isleme sahip keyfi bir grubu, R ise
degismeli bir halkayr temsil edecek. Grup ve halkanin bulanik alt kiimelerinde bazi
islemler tanimlayip ardindan sirasiyla bulanik alt grup, bulanik alt halka ve bulanik ideal
tanimlarini verecegiz. Daha sonra ise bulanik asal ideal, bulanik idealin radikali ve bulanik

asallanabilir ideal kavramlar verilecek.

Tanim 3.9 G bir grup ve V 4,ve[0,1]° bulanik kimeleri olmak iizere, ¥xeG igin
(rov)(x)=v{u(y)av(z) : y,2€G, yz=x} (3.9)
i (X)=p(x?). (3.10)

pov islemine u ve V niin nokta ¢arpimi, ,Lfl ifadesine & bulanik alt kiimesinin tersi

denir [19].

Tanim 3.10 G bir grup ve ,ue[O,l]G olsun. Eger u asagidaki kosullari sagliyorsa u ye

G 'nin bulanik (fuzzy) alt grubu denir [20].
(G1) vx,y eG igin, ,u(xy) > ,u(x)/\,u(y)
(62) vxeG igin, u(x™)2 u(x)

G nin tim bulanik alt gruplarinin kiimesini L(G) ile gosterelim.
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Tanim 3.11 x € L(G) olmak lzere,
,u*:{XeG : ,u(X)z,u(e)} (3.112)

seklinde tanimlanir [19].
Ayrica ne N olmak lizere ¥X € G i¢in (G1) kosulundan y(x”)Zu(x) elde edilir.

Teorem 3.2 ;€ L(G) olmak lzere, VX G igin;

(1) u(e) = u(x);

(2) p(x) = u(x™)

olur [19].

Teorem 3.3 H bir grupve veL(H) olsun. f:G — H donisimi bir homomorfizma
ise f'(v) e L(G) olur [19].

R degismeli halkasinin bulanik alt kimelerinde bazi islemler tanimlayalim.

Tanim 3.12 R bir halka # ve v R halkasinin bulanik alt kimeleri olsun. u+v, —u,

M=V, pov bulanik alt kimeleri asagidaki gibi tanimlanir. VxeR,

(u+v)() =v{u(y)rv(z)ly.zeR,y+z2=x}, (3.12)
(=) (X) = u(=x), (3.13)
(u=v)(X) =v{u(y) rv(2)|y,ze R y—2=x], (3.14)
(uov)() =v{u(y) Av(2)|y, 2R, yz=x]. (3.15)

u+v, H—v ve pov sirasiyla g ve v niun toplami, farki ve nokta ¢arpimi olarak

adlandinlir. —g, u nin negatifi olarak tanimlanir. Tanimdan u+v=v+u ve
1—v =u+(—v) olur. R halkasi degismeli oldugundan V,ve[0,1]% i¢in pov=vou
dir [19].
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Tanim 3.13 1, v €[0,1]° olsun. Vx e R igin v e[0,1]%,

(UV)0) =AA W) AVED Y2, € RIST <N NENY yz, =} (3.16)

i=1

seklinde tanimlanir. R degismeli oldugundan ¥, v €[0,1]% igin xv =wvu olur.

Tanim 3.14 R bir halkave x, R halkasinin bulanik alt kiimesi olsun. Bu durumda eger,
(R1) u(x—y)=pu(x)Au(y)vx,yeR

(R2) u(xy)=p(x)Apu(y) vx,yeR

sartlari saglanirsa u'ye R halkasinin bulanik alt halkasi denir.

R ’nin tiim bulanik alt halkalarinin kiimesini L(R) ile gdsterelim [19].

Tanim 3.15 g, (R1) sartini saglasin. Eger u,

(R3) u(xy)=p(x)v u(y) vx,yeR

sartini da sagliyorsa R halkasinin bulanik ideali olarak adlandirilir [22].

R nin tim bulanik ideallerinin kiimesini LI(R) ile gosterecegiz. R bir halka; x, R

nin bulanik ideali ise, bu durumda;
,u*z{XeR‘,u(X)z,u(O)} (3.17)

seklinde alabiliriz.

1 <[0,1% olsun. R halkasi degismeli oldugundan x niin (R3) kosulunu saglamasi

icin gerek ve yeter kosul

u1(xy)=pu(x) vx,yeR (3.18)

olmasidir [19].
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Teorem 3.4 u,v € LI(R) olsun. Bu durumda;
(1) ,u(O)Zy(X) vxeR

(2) R halkasi birimliise, z(1)< (x) VxeR

(3) x,yeR olsun. u(x—y)=u(0) ise u(x)=pu(y)olur.
(4) . R’nin bir idealidir.

(5) u* R "nin bir idealidir.

(6) w.nv.c(unv). [22].

Tanim 3.16 &, u,v € LI(R) olsun. & sabit olmamak Uzere, pov < & iken yc & veya

v < & oluyorsa £ idealine R 'nin bulanik asal ideali denir [22].

Teorem 3.5 &, u,v e LI(R) olsun. & sabit olmamak tizere, £ idealinin R "nin bulanik

asal ideali olmasiigin gerek ve yeter kosul uv < & iken uc & veya v < & olmasidir [22].

Tanim 3.17 c €[0,1] ve 1#c olsun. Va,be[0,1] icin anb<c iken a<c veya b<c

oluyorsa c elemanina [0,1] in bir asal elemanidir denir [22].

Eell(R), Ecu ve & < . olacak sekilde R’nin tim bulanik asal u ideallerinin

kimesini P. ile gosterecegiz.
Tanim 3.18 £ € LI(R) olmak Uzere,

m{,u: ,uePg}; P.#J

(3.19)
14 , P.=0

2

seklinde tanimlanan \/E ifadesine bulanik & idealinin radikali denir [22].

Teorem 3.6 £, R ’nin sabit bir bulanik ideali olsun. Bu durumda \/2 =1, olur [22].

Tanim 3.19 &, i,v € LI(R) olsun. & sabit olmamak lzere, pov < & iken uc & veya

v < 4/¢ oluyorsa ¢ idealine R “nin bulanik asallanabilir ideali denir [22].
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BOLUM 4

ESNEK KUMELER

Bu boélimde ¢alismamizin iginde yer alan esnek kiimelerle ilgili temel tanim, teoremleri

ve bazi temel 6zellikleri verecegiz.

4.1 Esnek Kimeler

Tanim 4.1 U evrensel kime ve E parametrelerin bir kiimesi olsun. P(U), U ’nun

kuvvet kiimesi ve Ac E olarak gosterilsin. (F, A) sirali ikilisi U UGzerinde esnek kiime

olarak adlandirilir, burada F: A— P(U) ile verilen bir tasvirdir. Diger bir ifadeyle, U

Uzerinde bir esnek kiime, U evreninin alt kiimelerinin parametrize edilmis bir ailesidir.

g€ A igin F(g), (F,A) esnek kiimesinin & —yaklasimli elemanlarinin ciimlesi olarak
g0z oniine alinabilir [1].

Ornek 4.1 Kabul edelim ki, U géz dniine alinan sartlar altindaki evlerin kiimesi ve E

parametrelerin kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da cumledir.

E ={ pahals, giizel, ahsap,ucuz, etrafi bahgeli, modern, iyi durumda, kétli durumda}

olarak alalim. Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, pahali evler, glzel evler ve

digerlerini belirtmek anlamina gelir. (F,E) esnek kiimesi, Mr. X ’in satin alacagi

“evlerin cgekiciligi”ni belirtiyor. Sonraki tartismalarimiz icin ayni 6rnegi daha detayli

olarak asagida goz éniine alalim. Kabul edelim ki U ={h,,h,,h;,h,,h,h;} ile verilen U
evreninde 6 evolsunve €, “pahali” parametresini, e, “glizel” parametresini, €, “ahsap”

parametresini, €, “ucuz” parametresini, €. “bahceli” parametresini géstermek Uzere,
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E={e.e, e, e, 6} seklinde verilsin. Kabul edelim ki F (e )={h,.h,}, F(e,)={h.h},

F(e;)={h.h,h}, F(e,)={h,h,h} ve F(e)={h} olsun. (F,E) esnek kiimesi U
kiimesinin alt kiimelerinin {F(ei),i :l,2,3,...} parametrize edilmis bir ailesidir ve bir

nesnenin yaklasik tanimlarinin bir koleksiyonunu verir. Géz online alinan F tasviri

“evler(.)” seklindedir. Burada nokta (.), bir e € E parametresi ile doldurulur. Bu ylizden,

F (91) fonksiyonel degeri {hz, h4} kiimesi olan “pahali evler” anlamina gelmektedir.

Bu nedenle, biz (F, E) esnek kiimesi asagidaki gibi yaklagimlarin bir koleksiyonu olarak
gosterebiliriz;

( pahal:evier, {h2 , h4}) , (giizel evler, {hi, hg})a
(F,E)= (tahtaevler, {h,,h,,h}),

(ucuzevler,{h,h;,h.}), (bahgelievler, {h,})

Burada her bir yaklasimin iki kismi vardir.
i.  Birtahmini p;ve

ii.  Bir v yaklasik deger kiimesi (veya basitce v deger kiimesi)
Ornegin pahalievier,{h,, h,} yaklasimi iin biz, asagidaki 6zelliklere sahibiz.

i.  Tahminiisim yaklasik evlerdir.

ii. Yaklagik deger kiimesi veya deger kiimesi {h,,h, } "tur.
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Gizelge 4.1 Esnek kiimenin gizelge gosterimi

U | “pahal’” | “glzel” | “ahsap” | “ucuz” | “bahgeli”
h |0 1 0 1 1
h, |1 0 0 0 0
h, |0 1 1 1 0
h, |1 0 1 0 0
hy |0 0 1 1 0
hy | 0 0 0 0 0

Bu yiizden bir (F, E) esnek kiimesi;
(FLE)={(Puve)i(P2Va) oo (P Ve )} (4.1)

olacak sekilde yaklasimlarin koleksiyonu olarak gosterilebilir. Bir esnek kiimeyi bir
bilgisayarda depolamak ve kodlamak icin, esnek kiimenin yerini tutan Tablo 4.1’deki

ifadeyle temsil edebiliriz [35].

Tanim 4.2 (F,E) esnek kiimesinin tim deger kiimelerinin sinifina, esnek kiimenin
deger sinifi denir ve C p ile gosterilir. Yukaridaki 6rnek igin, Ci. ¢y ={V;,Vy1-V, |

seklindedir. Agik¢a C . ¢ < P(U) kapsamasi dogrudur [35].
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Tanim 4.3 U (izerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimeleri igin, eger

() AcBve

(i) VeeAisin F(¢g) ve G(&) 6zdes yaklagimlar ise;

(F,A), (G,B)’nin esnek alt kiimesidir diyebiliriz ve (F, A) &(G,B) ile gésteririz.

Eger (G,B), (F,A)’nin esnek alt kiimesi ise (F,A)’ya (G, B)’nin esnek iist kiimesidir
denir ve (F,A) 5(G,B) ile gésterilir [1].

Tanim 4.4 Eger (F,A), (G,B)’nin esnek alt kiimesi ve (G,B) de (F,A)’nin esnek

kiimesi ise (F, A) ve (G,B) esnek kiimelerine U iizerinde esnek esittir denir [1].

Ornek 4.2 A={e,e, e} cE ve B={e e, e,6, 6} cE seklinde olsun. Acikca Ac B
‘dir. (F,A) ve (G,B) aym U={h,h, h,h, h,h} evrensel kiimesi Uzerinde
(el):{hZ’h } (e2):{hl’h3}’ G(es):{hs’h4’h5}’ G(GS):{hl}’ F(el):{hz,h4}’
F(e;)={h,h,,h} ve F(e;)={h} olacak sekilde iki esnek kiime olsun. Bu durumda
(F,A)&(G,B) dir [35].
Tanm4.5 E :{el,ez,es,...,en} parametrelerin bir kiimesi olsun. "E ile gosterilen DEGIL
kime "E :{ﬁel,ﬁez, ﬁe3,...,ﬁen} ile tanimlanir. Burada e, =degil €, her i igin [36].
Onerme 4.1 Asagidaki sonuglar asikardir.
M ("A)=A
(i) “(AuB)="AuB
(i) “(AnB)="An"B [36].

Ornek 4.3 Ornek 4.1’de verilen 6rnek disiiniiliirse ~E ={pahali degil, giizel degil, ahsap
degil, ucuz degil, bahceli degil, modern degil, iyi durumda degil, kotli durumda degil}
seklinde yazilir [35].
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Tanm 4.6 Bir (F,A) esnek kiimesinin (F,A)" ile gésterilen tiimleyeni
(F,A)C :(FC, ﬁA) olarak tanimlanir. Burada F°:"A—P(U), F°(a)=U —F(ﬁa),
Vo € A ile verilen bir dontsimddr.

F°’yi F’nin esnek timleyen fonksiyonu olarak isimlendirelim. Acikca, (FC)C F ile

aynidir ve ((F A)c)C =(F, A) seklindedir [36)].

Ornek 4.4 Ornek 4.1 gézéniine alinirsa

(F,E)" = {(pahal olmayan evler, {h, h,,hg, h}),
(gtizel olmayan evler, {h,,h,,h;,h}), (ahsap olmayan evler, {/, h,, h;}), (ucuz olmayan
evler,{h,,h,,h}), (bahceli olmayan evler, {h,,h;,h,, h, he})} seklinde yazilir [35].

Tanim 4.7 Eger Vee A icin F(&)=0 (bos kiime) ise U iizerinde bir (F,A) esnek
kiimesi bos esnek kiime olarak isimlendirilir ve & ile gosterilir [36].

Ornek 4.5 Kabul edelim ki U, gbz 6niine alinan sartlar altindaki ahsap evlerin kiimesi ve
A parametrelerin bir kiimesi olsun. U = {h;,h,,h;,h,,h} ile verilen U evreninde bes ev
olsun ve B:{tugla,(;amur,gelik,tas} seklinde verilsin. (F,A) esnek kiimesi “evlerin
yapimi” olarak tanimlansin. Tugladan yapilan evler anlamina gelen F (tugla); camurdan
yapilan evler anlamina gelen F(gamur); celikten yapilan evler anlamina gelen
F(Qelik); tastan yapilan evler anlamina gelen F (tas) olarak tanimlanan (F, A) esnek

kiimesi yaklasimlarinin bir koleksiyonu olarak

(F.A) (Tugladan yapilan evler, &), (¢amurdan yapilan evler, ),
- (celikten yapilan evler, &), (tastan yapilan evler, &)

seklinde yazilir. Burada (F, A) bos esnek kiimedir [35].

Tanim 4.8 Eger Ve e A igin F(&)=U ise U izerinde bir (F, A) esnek kiimesi mutlak

esnek kiime olarak isimlendirilir ve A ile gosterilir. Agikca A= ve O =A dir [36].
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Ornek 4.6 Kabul edelim ki U, gz dniine alinan sartlar altindaki ahsap evlerin kiimesi ve
B parametrelerin bir kiimesi olsun. U = {h;,h,,h,,h,,h.} ile verilen U evreninde bes ev
olsun ve B = {tugla degil,camur degil ¢elik degil,tas degil} seklinde verilsin. (G, B) esnek
kiimesi “evlerin yapimi” olarak tanimlansin. Tugla olmayan evler anlamina gelen

G (tugladegil); camur olmayan evler anlamina gelen G(camurdegil); celik olmayan
evler anlamina gelen G(celikdegil); tas olmayan evler anlamina gelen G(tasdegil)
olarak tanimlanan (G, B) esnek kiimesi yaklasimlarinin bir koleksiyonunu olarak
G (tugla olmayanevler,{hh,,h,h,, hs}),(gamur olmayan evler, {h;,h,,h,,h,, hS}),
,B)=
(celikolmayanevler, {h,,h,,h,,h, h}),(tasolmayan evler,{h,h,, h,,h, h })

seklinde yazilir. Burada (G, B) mutlak esnek kiimedir [35].

Tanim 4.9 Eger (F,A) ve (G,B) iki esnek kiime ise, (F,A)A(G,B) ile gosterilen
"(F,A)VE(G,B)" islemi  (F,A)A(G,B)=(H,AxB) ile tanimlanir. Burada

H (. f) = F ()G (), V(. ff) € AxB (4.2)

seklindedir [1].

Ornek 4.7 “evlerin pahasi” ile tanimlanan (F,A) ve “evlerin cekiciligi” olarak
tanimlanan (G, B) esnek kiimelerini g6z &niine alinsin. Kabul edelim ki, U ={h;,h,,h;,
h, b, he, b by by, bt A={cok pahali,pahaliucuz} ve B ={giizel,bahceliucuz}
seklinde verilsin. F (cok pahali) = {h,,h,,h, . h,},, F (pahali) = {h,h;,h},

F (ucuz) ={hg,hy, hy}, G(guzel)={h,,h;,h,}, G(bahgeli)={h,h;,h},
G (ucuz)

{hs,hg, g} olsun. Bu durumda (F,A)A(G,B)=(H,AxB) oldugundan

burada H (cok pahah,giizel) = {h,,h, },, H (cok pahali,bahgeli) = {h,},
H (cok pahali,ucuz) = &, H (pahalgiizel) = {h,}, H (pahali,bahgeli) = {h},
H (pahali,ucuz) = &, H (ucuz,giizel) = &, H (ucuz,bahgeli) = {h,},

H (ucuz,ucuz) = {hy,h,,h,} seklindedir [35].
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Tanim 4.10 (F, A) ve (G, B) iki esnek kiime olmak iizere (F, A)v (G, B) ile gosterilen
"(F,A)VEYA(G,B)" islemi (F,A)v(G,B)=(0,AxB) ile tanimlanir. Burada

O(a, B)=F(a)uG(p),Y(a, B)c AxB (4.3)

seklindedir [1].
Ornek 4.8 Ornek 4.7 g6z éniine alinsin. Bu durumda (F,A)v(G,B)=(0,AxB)
oldugundan burada O(cok pahali,giizel) = {h,,hy,h,.h,, h;},

O(gok pahali,bahgeli) = {h,,h,,h;,hs,h, hy},

O(gok pahali,ucuz) = {h,, h,. hy., b,y by, b} O(pahalgiizel) = {h, hy.hy, b, b, .
O(pahali,bahgeli) = {h, h,,h,hs, s}, O(pahal,ucuz) = {h,h;,h,, h;,hg,h},
O(ucuzgiizel) = I, .y g} O(ucuzbaheli) = {fy ., .
O(ucuz,ucuz) = {hy,hy,h,} seklindedir [35].

Onerme 4.2 Asagidaki islemler De Morgan kurallarini saglar.
(i ((F,A)Vv(G,B))°=(F,A) A(G,B)
(i) ((F,A)A(G,B)) =(F,A)° v (G,B)° [36].

ispat

(i) Kabul edelim ki, (F, A)v(G,B)=(0, AxB) olsun. Bu durumda

((F, A)v (G, B))c =(0, Ax B)C =(O°, “(Ax B)) seklindedir. Buradan

(F,A)’ A(G,B) =(F°,"A)n(G*, B)

(J,7AxB)
~(9.7(AxB))

burada J(X,y)=F°(x)NG*(y) elde edilebilir. (ﬁa,ﬁﬂ)eﬁ(AxB) alalim. Bu

takdirde;
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0° (", ) =U-O(a.§)
=U-[F(a)uG(s)]
=[U~F(a)]n[U-6(p)]
—F*("a)nG*(p)
-3(wp)

O° ve J aynidirlar. Dolayisiyla ispat tamamlanir.

(i) Kabul edelim ki, (F,A)n(G,B)=(H,AxB) olsun. Bu durumda,

((F, A)N (G, B))c =(H, Ax B)C =(H°, T(Ax B)) seklindedir. Burada

(F,A) U(G,B) =(F°, "A)u(G*, B)

(K, “Ax ﬂB)

(K,"(AxB))

burada K(x,y)=F°(x)uG°(y) elde edilir. Simdi (ﬁa, ﬁﬂ)eﬁ(Ax B) alalim. Bu

takdirde;

H("a, "8)=U-H(a,p)
=U-[F(a)nG(A)]
=[U-F(a)Ju[u-G(h)]
-F()oe ()
(" p)

H® ve K aynidirlar. Bundan dolayi ispat tamamlanir.
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Tanim 4.11 U iizerinde (F, A) ve (G, B) esnek kiimelerinin birlesimi, (H,C) dir.

Burada; C = AUB olmak tizere Ve eC igin,

F(e) eger ec A—B,
H (e) = G(e) eger ec B— A, (4.4)
F(e)uG(e) eger ec ANB,

ile tanimlanir. Bunu (F, A)O(G,B)=(H,C) seklinde yazariz [1].

Yukaridaki drnekte, (F,A)O(G,B)=(H,C) oldugundan burada;
H (cok pahali) = {h,,h,,h,,h;}, H(pahali)={h,h,,h;}, H(ucuz)={h,,h,h},

H (guizel) = {h,,h;,h,}, H (bahceli)={h,h,h,} seklindedir.

Tamim 4.12 U izerinde (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerinin kesisimi, (H,C) dir.

Burada; C=ANB olmak tzere VeeC icin, H(e)=F(e) veya H(e)=G(e), (her

ikiside ayni kiime oldugunda) ile tanimlanir. Bu ifade

(F.A)A(G,B)=(H.C) (4.5)

seklinde gdsterilir [1].
Yukaridaki 6rnekte (F,A) ve (G,B) esnek kiimelerin kesisimi (H,C) dir. Burada;
ANB=C ={ucuz}oldugundan H (ucuz)={h,,h;,h,} seklindedir.
Asagidaki sonuglar agiktir.
Onerme 4.3
(i) (F,A)O(F,A)=(F,A)

@ (F.A)A(F,A)

(F.A)

(i) (F,A)0QD=(F,A), burada & bos esnek kiimedir.
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(iv) (F,A)AD=0
(v (F,A)OA=A burada A mutlak esnek kiimedir.
i) (F,A)AA=(F,A) [36].

Onerme 4.4

) ((F.A)O(G,B)) =(F,A) A(G,B)
(M ((F.A)A(G,B)) =(F,A) O(G,B) [36].
ispat

(i) Kabul edelim ki (F, A)O(G,B)=(H,C) olsun. Burada;

F(a) eger ax € A— B,
H(a)=:G(a) eger a € B— 4,
F(a)uG(a) eger ae ANB,
seklindedir. Bu takdirde, ((F A)O(G, B))C =(H,AUB) :(H°, “AU ﬁB) seklindedir.
H("a)=U -H(a), V a e "AU B alalim. Bu takdirde,
Fc(ﬁa) eger "a€ "A- "B,
Hc(ﬂa)= Gc(ﬁa) eger "a € "B- "4,
Fc(ﬁa)uGc(ﬁa) eger "a€ AN B,
seklindedir. Tekrar, (F, A)C Q(G, B)C =(F°, ﬂA)Q(Gﬂ ﬂB)=(K, "AU ﬂB) dir.
Burada,

F° (ﬁa) eger "a€ "A- "B,
K(ﬁa): Gc(ﬁa) eger "ac€ B—"4,
Fc(ﬁa)uGc(ﬁa) eger “a€ AN "B,

H° ve K aynidir. Bu durumda ispat tamamlanir.
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(i)  Kabul edelimki ((F, A)A(G, B))C olsun. Bu takdirde,
((F.A)A(G,B)) =(H*,"AnB)

dir. simdi (F,A)"A(G,B)" =(F°,"A)A(G*, B)=(K, 'An B) alalm. Burada,

V- ae AN B igin

K ve H® ayni fonksiyonlardir. Bu ylizden ispat tamamlanmuistir.

Onerme 4.5 Eger (F,A),(G,B) ve (H,C) U uzerinde iig esnek kiime ise bu durumda

asagidakiler gegerlidir.

M (F.A)S(G, C))=((F.A)S(G,B))S(H.C)

(@ (FA)A((G, ©))=((F.A)A(G.B))A(H.C)

(i) (F,A)A((G, C))=((F.A)A(G.B))I((F,A)A(H.C))
i) (F.A)S((G €))=((F.A)S(G.B))A((F.A)O(H.C)) [36]

Onerme4.6 (F,A),(G,B) ve (H,C) U uzerinde iig esnek kiime olmak iizere asagidaki

esitlikler saglanir.

() (F.A)¥((G,B)¥(H.C))=((F.A)¥(G.B))¥

(i) (F,A)A((G.B)A(H.C))=((F.A)A(G,B))A(

i) (F.A)A((G, C))=((F.A)A(G.B))¥((F, A)A(H.C))
i) (F.A)((G C))=((F. A)¥(G.B))A((F.A)¥(H.C)) [36].
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4.2 Esnek Halkalar

Bu bolim boyunca R bir halka ve A bostan farkli bir kiime olarak alinacaktir. A

kiimesinin elemanlari ve R arasinda ikili bir baginti kurulacak ve bunun igin p

bagintisindan yararlanilacaktir.

F: A— P(R) fonksiyonu

F(X)={yeR|(x,y)ep,xeAyeR} (4.6)

ile tanimlansin.

Tanim 4.13 R bir halka olmak Gzere (F,A), R Uzerinde esnek kiime olsun. Eger her
X € Aigin F(x), R’nin alt halkasiise (F, A)’ya R uzerinde esnek halka denir [16].
Ornek 4.9 R=M_, A=M_ halkalari olsun. F(X)={y|x,0y<:>xy=0}. Her X e A igin
F(x)’in R’nin alt halkasi oldugu dogrulanabilir. Buradan (F,A), R izerinde esnek
halkadir [16].

Onerme 4.7 R bir halka olmak iizere (F,A) ve (H,B) ANB= olacak sekilde R
tizerinde iki esnek halka olsunlar. Bu durumda (F,A)A(H,B), R izerinde esnek
halkadir [16].

ispat (F,A) ve (H,B) esnek halkalarinin kesisimi (U,C) dir. C=ANB ve her xeC
icin U(x)=F(x) veya U(x)=H(x) olarak tanmlanir. (F,A)A(H,B)=(U,C) ile
gosterilir. Bu durumda (U,C), R Uzerinde esnek kiimedir. (F,A) ve (H,B) esnek
halkalar oldugundan her x € A igin F(x), her xeB i¢in H(X), R’nin alt halkasidir. O
halde U(x), R’nin alt halkasidir. Sonug olarak (F,A)~A(H,B) R uzerinde esnek
halkadir [16].

Onerme 4.8 R bir halka olmak tizere (F,A) ve (H,B) R uzerinde iki esnek halka olsun.

Eger ANB= ise (F,A)Q(H,B), R Gzerinde esnek halkadir [16].

ispat iki esnek halkanin birlesimi tanimindan (F,A)CJ(H,B) =(U,C) olacak sekilde

yazihr. ANB= oldugundan her xeC i¢cin xe A—B veya xeB—A dir. Eger
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Xxe A—B ise U(x)=F(x) R’nin alt halkasidir, eger xe B—A ise U(x) =H(x) R’nin
alt halkasidir. Bu durumda her xeC i¢in U(X) R’nin alt halkasidir. Sonug¢ olarak

AnB=Zise (F,A)U(H,B) R uzerinde esnek halkadir.

(F,A), Zg uzerinde esnek kiime olsun &yle ki A={2,3,4,5}, her xeA icin
F(x):{yeZG‘Xpycxyzﬁ} ile F:A—>P(Z,) fonksiyonu tanimlanmistir. Bu
durumda F(2)={0,3}, F(3)={0,2,4}, F(4)={0,3}, F(5)={0} Z,'nin alt

halkalaridir. Bu takdirde (F, A), Z, iizerinde esnek halkadir.

(H,B), Z, lzerinde esnek kime olsun &yle ki B={4}, her xeB icin
H(x):{ﬁ}u{yeZG‘x+ye{ﬁ,?}} ile H:B— P(Zg) fonksiyonu tanimlanmistir. Bu

durumda H(Z) :{6,5,4_1}, Z¢ min alt halkasidir. Bu takdirde (H, B), Z, lUzerinde esnek

halkadir.

(W,C)=(F,A)U(H,B) olsun. W(4)=F(4)UH(4)={0,2,3,4} oldugundan (W,C)
, Lg min alt halkasi degildir [16].

Onerme 4.9 R bir halka olmak iizere (F,A) ve (H,B), R uzerinde esnek halkalar

olsun. Bu durumda (F,A)A(H,B) de R iizerinde esnek halkadir [37].

ispat: Her (x,y)e AxBigin U(x,y)=F(X)nH(y) iken (F,A)A(H,B)=(U,AxB)
olarak tanimlanmist. (F,A) ve (H,B) esnek halka oldugundan F(x) ve H(y), R’nin
alt halkalaridir. F(x)"H(y) kesisimleri de alt halka olacaktir. Bu durumda her
(X,y) € AxB icin U(x,y) de R’nin alt halkasi olur. Dolayisiyla (F,A)A(H,B), R
Uzerinde esnek halkadir.

Tanim 4.14 R bir halka olmak lizere (F,A), R (zerinde bir esnek halka olsun. Eger her
X e A igin F(x)={0} ise (F,A)'ya R Uzerinde asikar (trivial) esnek halka, eger X € A

icin F(X) =R ise (F, A)'ya R Gzerinde mutlak (absolute) esnek halka denir [16].
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Ornek 4.11 R=M,, A=GL, ve her xe A igin F(x)={y[xpy <> xy=0}. Her xe A

icin F(x) ={0}, bu durumda (F,A), R iizerinde asikar esnek halkadir.

Simdi K ={0,a,b,c} asagidaki Cayley tablosuna gére bir halka olsun.

Gizelge 4.2 + islemine gore cayley gizelgesi Cizelge 4.3 « islemine gore cayley gizelgesi

+ 0 a b ¢ « 0 a b ¢
0 0 a b ¢ 0o 0 0 0 O
a 'a 0 c¢c b a 0 0 0 b
b b ¢ 0 | a b 0 0 0 |0
c '¢c b a ©0 c |0 b 0 a

Eger B=K ise her xeB icin H(x)={yeK|xpy < xye{0,a,b}} ile H:B— P(K)
fonksiyonu tanimlansin. Her x € B i¢in H(x) = K olur, bu durumda (H,B), K lzerinde

mutlak esnek halkadir [16].

Onerme 4.10 (1) R ve K birer halka olmak iizere, (F, A) R Uzerinde esnek halka ve
f :R— K bir homomorfizma olsun. Eger her xe A f(x) =Cekf ise bu durumda

( f(F), A), K Uzerinde asikar esnek halka olur.

(2) R ve K birer halka olmak tGzere (F,A), R Uzerinde mutlak esnek halka ve
f :R— K bir epimorfizma olsun. Bu durumda ( f(F), A), K Uzerinde mutlak esnek

halka olur [16].

ispat (1) f(F(x)) ={0} olacak sekilde X & A mevcut olsun. Tanim 4.14'ten (f(F), A)

K Uzerinde asikar esnek halka olur.

(2) (F,A) R tzerinde mutlak esnek halka ise agiktir ki F(x)=R. Her xeA igin

f(F(x)) = f(R)=K olur, Budurumda ( f (F),A) K tzerinde mutlak esnek halkadir.
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Tanim 4.15 R bir halka olmak tizere (F, A) ve (H,B), R tzerinde esnek halkalar olsun.

Asagidaki kosullar saglanirsa (H,B)’ye (F, A)’nin esnek alt halkasi denir.
(i) BcA

(ii) Her x e B icin H(x), F(x)’in alt halkasidir [37].

(F,A), Z tzerinde esnek kiime olsun dyle ki A=Z¢, her xe A igin

F(x)= {y €L ‘Xpy < xy e{0,2, }} ile F:A— P(Z) fonksiyonu tanimlanmistir. Bu

durumda

F(0)=7Z,, F(1)={0,2,4}, F(2)=7%, F(3)={0,2,4}, F(4)=7Z,, F(5)={0,2,4}
Z nin alt halkalardir. Bu durumda (F, A), Z, iizerinde esnek halkadir.

(H,B), Z, 1uzerinde esnek kiime olsun &yle ki B:{B,Ij}, her xeB icin
H(x)={yeZ6‘Xpy<:>xy={6}} ile H:B— P(Zs) fonksiyonu tanimlanmistir. Bu
durumda H(0)=7Z,, F(0)’nin alt halkasi, H(1)={0}, F(1)’nin alt halkasi,
H(2)={0,3}, F(2)'nin alt halkasidir. Bu durumda (H,B), (F,A)’nin esnek alt
halkasidir [16].

Onerme 4.11 R bir halka olmak lzere, (F,A) ve (H,B), R uzerinde esnek halkalar

olsun.
(i) (F,A)A(H,A), R lzerinde esnek halkadir.

(ii) Her x e A iken F(x) c H(x) ise (F, A), (H, A) 'nin alt halkasidir [37].

Tanim 4.16 R bir halka olmak tizere (F,A),.,, R lzerinde esnek halkalari olsun. Bu

esnek halkalarinin kesisimi (G, B) olarak tanimlansin, (G, B) asagidaki kosullari saglar;

i) B=NA

iel

(i) Her e B iken G(e) = F, (e) olacak sekilde i, € I vardir [37].
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Tanim 4.17 R bir halka olmak lzere (Fi’A)iel , R Uzerinde esnek halkalari olsun. Bu

durumda

(1) B=HA iken (G,B):]\I(Fi,A) esnek halkasidir ve her e=(e),_, €B igin

iel

G(e)=NF(e).

(2) le_[Ci iken (G,C):_\?I(Fi,A) esnek halkadir ve her e=(g),, €C igin

iel
G(®)=UF () [37].
Onerme 4.12 R bir halka olmak Uzere (F,A), R (Uzerinde esnek halka ve

{(Hi, Ki)|ie I}, (F,A)’nin esnek alt halkalarinin ailesi olsun.

(1) NK, =D ise A\(H,,K,), (F,A)’nin alt halkasidir.
iel

iel

(2) _7\I(Hi, K.), _7\I(F, A)’nin alt halkasidir.

(3) Heri,jel iginizjiken KinK, =@ ise (J(H,,K,), (F,A)’nin alt halkasidir [36].
iel

(@) Her i, jel icin KinK; =@ iken U(H; K, (F,A)’nin esnek alt halkasidir [37].

Onerme 4.13 R ve K birer halka olmak lizere (F,A) ve (H,B), R Uzerinde esnek

halkalar ve (H,B), (F,A)’nin esnek alt halkasi olsun. Eger f:R—K bir

homomorfizma ise (f(F),A) ve (f(H),B), K da esnek halkalardir ve(f(H),B),
(f(F), A)’nin esnek alt halkasidir [16].

ispat f:R — K bir homomorfizma oldugundan her X e A ve her y e B icin f(F(x))
ve f(H(y)), K Uzerinde esnek halkalardir. Buradan (f(F),A) ve (f(H),B) de K
Uzerinde esnek halkalardir. Eger (H,B), (F, A)’nm alt grubu ise her y € B igin H(y),

F(y)’'nin ve f(H(y)), f(F(y))’nin esnek alt grubudur. Tanim 4.15’ten (f(H),B),
(f(F), A)’nin esnek alt halkasidir.
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Tanim 4.18 R bir halka olmak Gzere (F, A), R Gzerinde esnek halka olsun. Eger her

xeB icin H(x), F(x)'inidealiise (H,B)’ya (F,A)esnek ideali denir [16].

Not 4.1 (F,A)’nin R zerindeki her esnek ideali (F, A)’nin esnek alt halkasidir fakat

(F,A)’nin her esnek alt halkasi (F, A)’nin esnek ideali degildir.

Ornek4.13 R=M,, A=M, veB:{(g 8j|a¢0}. (F,A), R iizerinde mutlak esnek

halka ve her xeB isin H(x)={y eR|xy=0}. Budurumda (H,B), (F,A)’nin esnek
alt halkasidir fakat ideali degildir [16].
Onerme 4.14 R bir halka olmak Uzere (F,A), R (Uzerinde esnek halka ve

{(Hi, Ki)|ie I}, (F,A)’nin esnek ideallerinin ailesi olsun.

(1) NK; =@ ise N(H,,K,), (F,A)’nin esnek idealidir.

iel iel

(2) _7\I(Hi, K., _7\I(F,A)'n|n esnek idealidir.

(3) Heri,jel igini=j iken KinK, =D ise iD.(H"Ki)' (F,A)’nin esnek idealidir

[36].
(4)Her i, je1 icin KinK; =2 iken V(H,K), (F,A)’nin esnek idealidir [37].
Onerme 4.15 R bir halka olmak uzere (F,A), R iizerinde esnek halka olsun.
U, NU, # iken R tzerindeki her (G,,U,) ve (G,,U,) igin;

(GLU,) 3 (F, A),(G,,U,) 3 (F, A= (G,U,)~ (G,.U,) 2 (F, A) olur [37].

Onerme 4.16 R bir halka olmak tzere (F,A), R iizerinde esnek halka olsun. | ve J

ayrik iken R Uzerindeki her (G,1) ve (H,J) esnek kiimeleri igin;

G,1)<(F,A),H,J)<(F,A=(G,1)OH,I)<x(F,A) [37].
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Tanim 4.19 R ve K birer halka olmak Uzere (F,A) ve (H,B), sirasiyla R ve K

Uzerinde esnek halkalardir. Eger f:R—> K ve g:A— B iki fonksiyon ise (f,g)’ye

homomorfizma denir. Eger;

(i) f:R— K bir epimorfizma

(ii) g : A— B bir 6rten fonksiyon

(iii) her xe Aigin f(F(x))=H(g(x))

ise (f,g), (F,A)’dan (H,B) ye bir esnek homomorfizmadirve (f,g):(F,A) ~(H,B)
ile gosterilir. Eger f izomorfizma ve g bijektif fonksiyon ise (f,g)’ye (F,A)’dan
(H, B)ye bir esnek izomorfizma denir. (f,g):(F,A) = (H,B) ile gosterilir [16].

Ornek 4.14 (Z,+,%) ve (Z,,®,®) halkalari géz 6ntne alinsin. f(k)=k ile f:Z—>7Z_
homomorfizmasi ve g(k)=k ile g:Z" —7Z_ bir bijektif fonksiyon tanimlansin.
F:Z"—>P(Z) ve F(X)={5kx[keZ} olsun. Eger H:Z —>P(Z,) ve
H(T) ={&|k e5Z} ise F(x) =5XZ olur. Agikga gorulur ki (F,Z") ve (H,Z,) sirasiyla
Z ve Z,, uUzerinde esnek halkalardir. f(F(x)) :{5kx|k € Z} ve H(g(x)) = {X_S|S € SZ}
oldugundan f(F(x))=H(g(x))tir. (f,g):(F,Z")—>(H,Z,) bir homomorfizmadir
[16].

Onerme 4.17 R ve K birer halka olmak (izere (F,A), R UGzerinde esnek halka ve
(H,B), K {zerinde esnek kiime olsun. Eger (F,A) ve (H,B) arasinda esnek

homomorfizma varsa (H,B), K uzerinde esnek halkadir [37].

ispat (f,g):(F,A) — (H,B) bir esnek homomorfizma olsun. (F,A), R izerinde
esnek halka oldugundan F(R) =K da halkadir. Her y € B igin g(x) =Yy olacak sekilde
X € A vardir. Buradan H(y)=H(g(x)) = f (F(x)), K halkasinin alt halkasidir. O halde
(H,B), K uzerinde esnek halkadir.

Onerme 4.18 R ve K birer halka olmak izere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K

Uzerinde esnek halka olsunlar. Eger (f,q):(F,A) — (H,B) homomorfizma ve (Fl, Ai)
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, (F,A)'nln esnek alt halkasi olsun. Bu durumda (H,g(A)), (H,B) nin esnek alt

halkasidir [37].

ispat (f,g):(F,A) — (H,B) homomorfizma ve (F,A), (F,A)’nin esnek alt halkas
ise g(A)c<B ve H(y), K uzerinde esnek alt halkadir. Buradan (H,g(A)), (H,B)

nin esnek alt halkasidir.

4.3 lidealistik Esnek Halkalar

Tanim 4.20 R bir halka olmak Uzere (F,A), R Uzerinde esnek halka olsun. Eger her
X e A igin F(x), R’nin idealiise (F, A)'ya R Uzerinde idealistik esnek halka denir [37].
Ornek 4.15 Ornek 4.12’deki (F, A), Z; tizerinde idealistik esnek halkadir [16].

Not 4.2 Bir halkanin her ideali alt halka oldugundan R Uzerindeki her idealistik esnek

halka M {zerinde esnek halkadir fakat tersi dogru degildir.

Ornek 4.16 R=M,, A=M, birer halka olsunlar ve F(x)={yeR|xy=0}. (F,A)nin

10
R Gzerinde esnek halka oldugu aciktir XO:(O Oj olsun. Bu durumda

0 0\(O0O O0)(O O)(O O o ) o )
F(x,) = , , , e R’nin ideali degildir. Bu takdirde
0 o)1 0)l0 1)1 1

(F, A), R Uzerinde idealistik esnek halka degildir [16].

Onerme 4.19 R bir halka olmak lizere (F,A) ve (F, B), R Uzerinde esnek halkalardir
ve Bc AcMdir. Eger (F,A), R izerinde idealistik esnek halka ise (F,B) de
idealistik esnek halkadir [37].

Onerme 4.20 R bir halka olmak Uzere (F,A) ve (H,B), R Uzerinde idealistik esnek
halkalar olsun. Eger ANB = ise (F,A)F\(H,B) de R Uzerinde idealistik esnek

halkadir [37].
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Onerme 4.21 R bir halka olmak iizere (F,A) ve (H,B), R Uzerinde idealistik esnek
halkalar olsun. Eger AnB= ise (F,A)U(H,B) de R izerinde idealistik esnek
halkadir [37].

Onerme 4.22 R bir halka olmak iizere (F,A) ve (H,B), R uzerinde idealistik esnek

halkalar olsun. Bu durumda (F, A) A (H,B) de R iizerinde idealistik esnek halkadir [37].

Tanim 4.21 R bir halka olmak lzere (F, A), R Uzerinde idealistik esnek halka olsun.
Eger her xe A icin F(X)={0}(sirasiyla, F(x)=R) ise (F,A)'ya asikar (sirasiyla,
mutlak) idealistik esnek halka denir [37].

Onerme 4.23 f : R — K bir halka epimorfizmasi olsun. Eger (F,A), R halkasi Gizerinde
idealistik esnek halka ise (f (F), A), K halkasi lizerinde idealistik esnek halka olur [37].
ispat Her xe A icin F(x), R halkasinin ideali oldugu icin f(F)(x)= f(F(x)), K
halkasinin idealidir ve ayni zamanda o6rten homomorfik goériintlisi de K halkasinin
idealidir. Buradan (f(F), A), K halkasi Gzerinde idealistik esnek halka olur.

Onerme 4.24 f:R — K bir halka epimorfizmasi ve (F,A), R halkasi Uzerinde
idealistik esnek halka olsun.

(i) Eger her xe Aligin F(x) =Cek(f) ise (f(F),A), K halkasi Gzerinde asikar idealistik
esnek halka olur.

(ii) Eger (F,A) mutlak ise (f(F),A), K halkasi Gzerinde mutlak idealistik esnek halka
olur [37].

ispat (i) Kabul edelim ki her xeA icin F(x)=Cek(f)olsun. Herxe A igin
f(F)(x) = f(F(x))={0,} olur. Tanim 4.21 ve 6nerme 4.23 ten (f(F),A), K halkasi

Uzerinde asikar idealistik esnek halka olur.

(ii) Kabul edelim ki (F, A) mutlak olsun. Her X € A igin F(X) =R olur. Buradan herx € A
icin f(F)(x)=f(F(x))=f(R)=K dir. Tanim 4.21 ve Onerme 4.23 ten (f(F),A), K

halkasi Uzerinde mutlak idealistik esnek halka olur.
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Onerme 4.25 R ve K birer halka olmak tizere (F,A), R Uzerinde idealistik esnek halka
olsun. (H,B), K uzerinde esnek kiime olsun. Eger (F,A) ve (H,B) arasinda esnek

homomorfizma varsa (H,B), K uzerinde idealistik esnek halkadir [16].

ispat (f,g):(F,A) — (H,B) bir esnek homomorfizma olsun. (F,A), R iizerinde
idealistik esnek halka oldugundan F(R) = K da halkadir. Her y € B i¢in g(x) = y olacak
sekilde X e A vardir. Buradan H(y)=H(g(x))= f(F(x)), K halkasinin idealidir. Bu

takdirde (H,B), K lzerinde idealistik esnek halkadir.

4.4 Esnek Halkalar igin izomorfizma Teoremleri

Teorem 4.1 (1. izomorfizma Teoremi) R ve K birer halka olmak lizere (F,A) ve
(H,B) sirasiyla R ve K (zerinde idealistik esnek halkalar olsun. (f,g) fonksiyonu
(F,A)’dan (H,B)’ye bir esnek homomorfizma ve her x e A icin Cekf < F(x) olsun.

Asagidaki kosullar saglanir.
1. X A olmak tizere 1(x) = F(x)/Cekf ve J(x)= f(F(x)) iken (1,A)=(J,A)
2. g bijektif fonksiyon ise (I, A) = (H, B) [16].

ispat 1. Cekf , R’ nin idealidir ve buradan R/Cekf bir halkadir. Bu nedenle her xe A
icin Cekf , F(x)'in idealidir ve F(x)/Cekf bir halkadir. F(x)/Cekf daima R/Cekf ’in
bir idealidir. Her xe A i¢in J(x) = f(F(x)) =H(g(x))’in K’nin ideali oldugu goraldr.

Bu durumda (J, A), K'nin idealistik esnek halkasidir.

f :R/Cekf — K fonksiyonu her acR igin f(a+Cekf)= f(a)olarak tanimlansin. f

'nin R/Gekf “ten K 'ya bijektif fonksiyon oldugu agiktir. Her a,b e R igin;
f((a+Gekf )+ (b+Gekf)) = T ((a+b)+Cekf)
= f(a+b) = f(a)+ f (b)
= T (a+Gekf) + T (b+ Cekf)
T ((a+Gekf )(b+Gekf)) = T ((ab) + Gekf)
= f(ab) = f (a) f (b)
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= f (a+Cekf) f (b + Cekf)
Budurumda f birizomorfizmadir.

g:A— A fonksiyonu g(x)=x olarak tanimlansin. g, A’dan A (Uzerine bijektif

fonksiyondur. f(1(x)) = f(F(x)/Cekf)= f(F(x))=J(x)=J(g(x)) elde edilir.
Buradan (f, Q) bir izomorfizmadir, éyleyse (1, A) = (J, A)olur

2. f:R/Cekf —» K fonksiyonu f(r+Cekf)= f(r)olacak sekilde tanimlansin. Bu
durumda f, R/Cekf ‘den K’ya bir izomorfizmadir. § bijektif fonksiyon oldugundan

ve T(1(X)) = f(F(x)/Cekf)= f(F(x))=H(g(x)) oldugundan (I,A)=(H,B).

Teorem 4.2 R bir halka olmak tzere (F,A), R (zerinde idealistik esnek halka olsun.
P(xX)=H(XX)/(M nN), Q(X)=(H(X)+N)/N, S(X)=1(x)/(MNN),

T)=(1(Xx)+M)/M, M=(NH(x), N=()1(x) iken (H,B) ve (I,C), (F,A)’nin

xeB xeC

idealleriise (P,B) ~ (Q,B) ve (S,C) ~ (T,C) dir [16].

ispat Oncelikle K:<UH(X)> ve L:<UI(X)> olsun. M :ﬂH(X) , R’nin bir

xeB xeC xeB
idealidir. Agik olarak gorilir ki M, K’nin da idealidir ve buradan M NN de K’nin
idealidir. O halde (P,B), K/(M nN) halkasinin idealistik esnek halkasi olur. (Q, B)

de (K+N)/N halkasinin idealistik esnek halkasi olur.

f:K/IMAN —>(K+N)/N fonksiyonu f(k+M nN)=k+N olacak sekilde ve
g:B—> B fonksiyonu g(x)=x olcak sekilde tanimlansin. Buradan ¢ bijektif
fonksiyonken  f(P(x))=f(H(X)/M nAN)=(H(X)+N)/N =0Q(x)=Q(g(x)) olur,
dolayisiyla f, K/MNN’den (K+N)/N’ye homomorfizmadir. Bu durumda
(P,B) ~(Q,B) olur.

Ayni sekilde (S,C) ~ (T,C) de ispatlanabilir.

Teorem 4.3 (2. izomorfizma Teoremi) R bir halka olmak tizere (F,A), R izerinde

idealistik esnek halka olsun. P(X)=HX)/(MN) , QX)=(H(X)+N)/N ,
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N =1 I(x) iken (H,B) ve (I,C), her xeB igin H(x) =M olacak sekilde (F, A)’nin
xeC

idealleriise (P, B) = (Q, B) dir [16].

Ispat Teorem 4.2’deki gibi ispatanabilir.

Teorem 4.4 (3. izomorfizma Teoremi) R bir halka olmak tizere (F,A), R izerinde

idealistik esnek halka ve P(x) _(F()/ N%M IN)’ Q(X)=F(X)/M, M = ﬂ H(X),

xeBNC

N= (] I(X) olsun. BNC# iken her xeBNC igin 1(X) = H(x) olacak sekilde

xeBNC

(H,B) ve (I,C), (F,A)’ninidealleriise (P,BNC)=(Q,BNC) dir[16].

ispat M = ﬂ H(x) ve N= ﬂ I(x), R’nin idealleridir ve N, M ’nin idealidir.

xeBNC xeBNC

Agiktir ki (P,BNC), (R/N%M/N) halkasi Uzerinde idealistik esnek halka ve

(Q,BNC), R/M halkasi tizerinde idealistik esnek halkadir.

f :(R/ N%M /N) — R/M olacak sekilde bir f(r+N+(M/N))=r+M fonksiyonu
ve g:BNC —> BNC olacak sekilde bir g(x) = x fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

f fonksiyonu (R N%M /N)'den R/M’ye bir izomorfizmadir. g bijektif
fonksiyondur ve f(P(x))=f ((F(X)/ N%M /N))z F(X)/M =Q(g(x)) olur. Buradan
(P,BNC)=(Q,BNC) dir.

4.5 Esnek Halkalarin Bulanik idealleri ve Bulanik izomorfizma Teoremleri

Tanim 4.22 R bir halka olmak tGzere (F,A), R Uzerinde bir esnek halka ve &, R’nin
bulanik alt kimesi olsun. Eger her t € A, X,y € F(t) igin asagidaki kosullar saglaniyorsa

'ye (F, A)’nin bulanik alt halkasi denir.
(i) p(x=y) = u(x) A u(y)

(i) e(xy) = pu(x) A u(y) [17].
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Tanim 4.23 R bir halka olmak tGzere (F,A), R Uzerinde bir idealistik esnek halka ve
4, R’nin bulanik alt kiimesi olsun. Eger her te€ A, x,y € F(t) igin, asagidaki kosullar

saglaniyorsa u’ye (F, A)’nin bulanik ideali denir.
(i) u(x=y)=pu(x) A pu(y)
(i) p(xy) 2 pu(x) v u(y) [17].

Not 4.2 (1) R bir halka olmak tzere (F,A), R Uzerinde idealistik esnek halka ve u,
R ’nin bulanik alt kimesi olsun. ' nin (F, A)’nin bulanik ideali olmasi igin gerek ve

yeter kosul her t € A i¢in ¢ ’nln F(t) 'nin bulanik ideali olmasidir.

(2) R bir halka olmak tzere (F,A), R Uzerinde idealistik esnek halka olsun. Eger u,

R ’nin bulanik idealiise x, (F, A)’nin da bulanik idealidir. Tersi dogru degildir [17].
F(X)= {Ve S‘Ypy = X_yzﬁ} ile tanimlanan F:A— P(S) fonksiyonu igin (F,A)
ikilisi S Uzerinde bir esnek halkadir. Bu durumda;

F(1)={0}, F(2)={0,3} olurve (F,A), S uzerinde bir idealistik esnek halkadr.
U, Lg halkasinin bir bulanik alt kiimesi olsun.

0.8, xe{0,5}
u(X)=40.1, xe{1,3} olarak tanimlandiginda her t e A, X,y € F(t) igin
0.5; aksitakdirde

#(X=Y) 2 u(X) A u(y)
H1(XY) > u(X) v p(y) saglanir. Buradan u, (F, A)’nin bulanik idealidir.
Fakat 4, S’nin bulanik ideali degildir ciinkii ££(5—2) = 1(3) < u(5) A u(2) dir [17].

Onerme 4.26 R bir halka olmak tizere (F, A), R {zerinde bir idealistik esnek halka ve
4, R’nin bulanik alt kiimesi olsun. & ’nin (F, A)'nin bulanik ideali olmasi igin gerek
ve yeter kosul her xe A ve t €[0,1] igin U(t, x) ={r € F(x)|,u(r) Zt}’in F (x)’in ideali

olmasidir [17].
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4 R halkasi Gzerinde bir bulanik idealdir. ¥x,y e R igin R lzerinde bir denklik

bagintisi tanimlayalim.
X~y < u(x—y) = pu(0) (4.7)
Buradaki O R’nin sifir elemanidir.

Teorem 4.5 "~" R halkasi tzerinde bir denklik bagintisidir.

Her X,y € R iken X’iigeren denklik sinifi

,uX:{yeR|X~yeR} (4.8)

olacak sekilde tanimlanir.

R ’deki tim denklik siniflarinin kiimesi de

R/,u={yX|XeR} (4.9)

ile verilsin.

R/ u halkasi lizerinde iki islem tanimlanacaktir. Her X,y € R olsun.

My + 1y = My, (4.10)

Mty = [y (4.11)

Bu islemler iyi tanimlidir ve R/ 2 de halkadir [17].

Yardima Teorem 4.1 R bir halka olmak tizere | ,R’nin bir ideali ve &, R’nin bir

bulanik ideali olsun.

1. Eger 1, | 'yakisitlanirsa, g, ile gosterilir. £, , | 'nin bulanik idealidir.
2. 1/ g, R/ g 'min idealidir [17].
Kolaylk olmasiigin z, yerine u kullanilsin.

R bir halka olmak lizere x, R ’nin bir bulanik idealive (F,A), R lzerinde idealistik
esnek halkadir. Her xe A igin u, F(x) e kisitlanirsa her x e A igin ¢, F(x)’in bulanik
ideali olur ve F(x)/ u, R/ g’'niin idealidir. Buradan;
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Flu:A—>P(R/u)
X—=>(F/1w)(X)=F(X)/ u (4.12)
olarak tanimlanabilir [17].

Teorem 4.6 R bir halka olmak tizere x, R’nin bir bulanik idealive (F, A), R Gzerinde

bir idealistik esnek halka olsun. Bu durumda;

1. u, (F,A)’nin bulanik idealdir.
2. (F/u,A), R/ i uzerinde bir idealistik esnek halkadir [17].

Notasyon 4.1 (F /u,A); u bulanik ideali tarafindan indirgenmis (F, A)’nin bir esnek

boliim halkasi olarak adlandirilir [17].

F(Y)z{VeS‘YpV@X_yzﬁ} ile tanimlanan F: A— P(S) fonksiyonu icin (F,A)
ikilisi S Gzerinde bir esnek halkadir. Bu durumda;

F(0)=7Z,, F(I)z{ﬁ}, F(§)={6,§} S’nin idealidir. (F,A), S Uzerinde bir idealistik
esnek halkadir.

U, Zg halkasinin bir bulanik alt kiimesi olsun.

u(X) = {0'8 X <{0,3} olarak tanimlandiginda her t e A, X,y e F(t) icin

0.2 aksitakdirde
p(X =) 2 u(X) A p(y)
1(Xy) = 1(X) v u(y) saglanir. Buradan u, (F, A)’nin bulanik idealidir.
(F/u)(0) = F(0)/ 1 ={{0,3}.{2,5}.{1,4}}
(F/u)(1)=F(1)/ u={{0}}
(F/u)(2)=F(2)/ n={{0,3}} [17].
Yardimci teorem 4.2 R bir halka olmak lizere ¢ ve v idealleri R’nin bulanik ideali

iseler, £Nv de R’nin bulanik idealidir [17].

43



Teorem 4.7 R bir halka olmak tizere (F,A); R Uzerinde bir idealistik esnek halka, u
ve v, (F,A)’nin iki bulanik ideali olsun. Bu durumda unv de (F,A)nin bulanik

idealidir [17].

R bir halka ve x, R’de bulanik ideal olsun.

R, ={xeR|u(x) = u(0)}
ile gosterilir. Bu durumda R, R 'nin idealidir [17].

Yardimci Teorem 4.3 R bir halka olmak lzere u, R’nin bir bulanik idealive (F,A), R

Uzerinde bir idealistik esnek halka olsun. Her t € A olmak uzere;

F, @) :{Xe F(t)]2(x) :,u(O)}dir. Budurumda (F,, A) , R, halkasi iizerinde idealistik
esnek halkadir [17].

Yardimci Teorem 4.4 R bir halka olmak tizere x, R’nin bir bulanik ideali olsun. R/R,,
‘niin bulanik alt kiimesi olan ve her xR icin z (X+ R,) = u(x) ile tanimlanan u,

R/R,’niin bulanik idealidir [17].

Teorem 4.8 R bir halka olmak tizere x, R’nin bir bulanik ideal ve (F, A), R lzerinde

bir idealistik esnek halka olsun. Her t € Aigin R, < F(t) olmak tzere
1.Her te Aicin (F/R,)(t)=F(t)/R, iken (F/R,,A), R/R, Uzerinde idealistik esnek
halkadir.

2. Teorem 4.4’te tanimlanan x~ (R/R, niin bulanik alt kiimesi idi), (F / R,, A) idealistik

esnek halkasinin bulanik idealidir [17].

Yardimci Teorem 4.5 R ve K birer halka olmak tizere f : R — K bir epimorfizmave u

, R’nin bulanik idealiise f(x), K’nin bulanik idealidir [17].

Yardimci Teorem 4.6 R ve K birer halka olmak tGzere f :R — K bir homomorfizma

olsunve 1, R’nin bulanik ideali ve v, K’nin bulanik ideali olsun.

1. f bir epimorfizmaise f(f*(v))=v
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2. u, cekf Gizerinde sabitise f'(f ()= [17].

Teorem 4.9 R ve K birer halka olmak Gzere f:R — K bir homomorfizma ve v, K
’de bir bulanik ideal ise f ™(v), R’nin bir bulanik idealidir [17].

Teorem 4.10 (1. Bulanik izomorfizma Teoremi)

R ve K birer halka olmak tzere (F, A) ve (H,B) sirasiyla R ve K (zerinde idealistik
esnek halka olsun. Eger (f,g) fonksiyonu (F,A)’dan (H,B)’ye bir esnek
homomorfizma ve Cekf — Rﬂ olacak sekilde u bulanik idealse;

1. (F/uA)=(f(F)/ T(w),A)

2. g bijektif fonksiyonise (F/ u, A)=(H/ f(w),B) [17].

Teorem 4.11 (2. Bulanik izomorfizma Teoremi )

R bir halka olmak tzere (F,A), R uzerinde idealistik esnek halka olsun. ¢ ve v

1(0) =v(0) olacak sekilde R ’nin iki bulanik idealidir.
(F,+F)/v,N=(F, [ unv,A) [17].

Teorem 4.12 (3. Bulanik izomorfizma Teoremi) R bir halka olmak lizere (F,A), R

Uzerinde idealistik esnek halka olsun. u# ve v her t € A igin F”(t) =R, olacak sekilde

R ’nin bulanik idealleridir.

((F/V%F /v)’Ajz(F/ﬂ,A) [17].
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BOLUM 5

GAMMA HALKALARI

5.1 Gamma Halkalan
Simdi, I'— halkalarinin tanimini ve bir I"— halkanin ideal tanimini verecegiz.

Tanim 5.1 S ve I' iki toplamsal abelyan grup olsunlar. Eger SxI"xS — S olacak sekilde

bir dénisim (a,a,b) > aab olmak lUzere asagidaki durumlari saglarsa 5’ye I'—halka

denir; her a,b,ce$ ve her a, BT icin,
(i) (a+b)ac=aac+bac,

(ii) ac(b+c) =aab+aac,

(iii) a(a + f)b=aab+apb,

(iv) aa(bpc) = (aab) Sc.

S’nin bir alt kimesi olan A, S T"— halkanin bir sol (sag) ideali; S’nin bir toplamsal alt

grubudur ve SFA:{Xay|XES,aeF,yeA} olmak tizere SI'Ac A(STAcA)

seklindedir. Eger A hem sol ideal hemde bir sag ideal ise, bu durumda A S’nin bir

I'—ideali ( gamma ideali) olarak adlandirihr [14].
Tanim 5.2 S ve K iki I'—halkave f, S’den K’ya bir donisim olsun. V a,beS ve
a el icin;

f(a+b)=f(a)+f(b) (5.1)
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f (aab) = f (a)af (b)

oluyorsa f ’ye bir I'—homomorfizma denir [15].

(5.2)

Tanim 5.3 x4, S I'—halkasinda bulanik kiime olmak tzere V X,y€S ve a el igin

asagidaki kosullari saglarsa x’ye S I'—halkasinin bir bulanik ideali denir.
(i) p(x=y) = p(x) A ()

(ii),u(Xay) > ,u(X)v,u(y) [14].

Ornek 5.1 Toplamsal ve abelyan gruplari gz éniine alalim.

M={[0 0 OLI 0 OL[I T 010 I Ol}c(Z,), ve
0[]0

={0|,/1|}c(Z,),, islem olarak matris toplami alinmistir.
0[]0

MxI'xM —->M

(a,a,b) —> aab olacak sekilde tanimlansin.

a) a=[0 0 0],b=[1 0 0lc=[1 1 0]eM ve a=

ol ~| ol
Ry
I

ol ol ol

halka sartlari saglanir mi kontrol edelim.

(i)
0 0

(0 0 0]+[T 0 O)|I|[T T 0]=[T 0 OJ|1|1 1 O]=[0][1
0 0
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el igin I'—

|

0]

[0 0 0]



0

5 _
[0 0 6]H[1 1 0]+[1 O G]H[l 1 0]J[0][1 1 O0]+[0][1 1 0]=[0 O O]

0 0
],ﬂ_{ ]EF icin I'—
0

5 _
1 0]+[0 1 6]){1}[1 0 0]=[1 O 0]{1}[1 0 0]=[0][1 0 0]=[0 O 0]
0 0

a=[0 0 0] icin (ii), (iii) ve (iv) de saglanrr.

ol | ol
ol ol ol

b) a=[1 1 0],b=[0 1 0l,c=[1 0 0]eM ve a_|:

halka sartlari saglanir mi kontrol edelim.

0 0
[1 1 6]{1}[1 0 0]+[0 1 6]{1}[1 0 0]=[1][1 O O]+[1][L O 0]=[0 O O]
0 0

0 0
[1 1 6]{1}[6 1 0]+[1 0 Oo]p=[1 1 6]{1}[1 1 0]=[1][1 1 0]=[1 1 0]
0 0

0 0
[1 1 6]{1}[6 1 0]+[1 1 6]{1}[1 0 0]=[1][0 1 O0]+[1][1 O O0]=[1 1 O]
0 0
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0| {0 0
[1 1 6]({1}{61)[6 1 0]=[1 1 6]{1}[6 1 0]=[1][0 1 0]=[0 1 0]
0| |0 0

0 0

[1 1 0]J1|0 1 0]+[1 1 0]{0|[0 1 0]=[1][0 1 O0]+[0]J[0 1 0]=[0 1 O]
0 0

(iv)
0 0 0

[ 1 0]j1|(0 1 0]jOf[1 0 O])P=[1 1 OJf1|0 0 0]=[1][0 O 0]=[0 0 O]
0 0 0

(@)

0 0 0
(11 6]{1}[6 1 6]){6][1 0 0]=([1][0 1 6]{6}[1 0 0]=[0 0 0]
0 0 0

a) veb) denher a,b,ceM ve her a,f €T igin kosullar saglanir. Bu durumda M

I' —halkadir [12].

SxI'xS —S

(a,a,b) > aab olacak sekilde tanimlansin ve her a,beS ve a el icin aab =aab

olsun.

Her a,b,ceS veher a,f €T igin,
(i) (a+b)ac=aac+bac,

(ii) aa(b+c) =aab +aac,
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(iii) a(a + f)b=aab+apb,
(iv) aa(bpgc) = (aab) Sc.

saglanir. Bu durumda S bir I'—halkadir [16].
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BOLUM 6

ESNEK GAMMA HALKALARI

6.1 Esnek Gamma Halkalari

Bu bélimde M bostan farkli kime olmak tzere bir I"—halka ve burada R igin M ’nin
bir elemani, I"’nin bir elemani ve M ’nin bir elemani arasindaki keyfi bir tGgli bagintisi

olarak bahsedecegiz. Yani R, M xI"xM ’nin bir alt kiimesidir aksi takdirde bu durum

aciklanamaz. Kime deger fonksiyonunu F:N — P(M) olarak gosteririz ve her ae N
icin, F(a)={beM ‘R(aab);Va e I'} olarak tanimlanabilir. Bu durumda (F, N) cifti A
Uizerinde bir esnek kiimedir [37].

Tanim 6.1 M bir ' —halka olmak iizere (F,N), M (iizerinde bir esnek kiime olsun.

Eger her ac N M olmak lizere F(a), M ’nin bir alt T"—halkasi ise (F, N)’ye M

Uzerinde bir esnek I"—halka denir [37].

Ornek 6.1 Toplamsal ve abelyan gruplari goz dniine alalim.

M={[0 0 OLI 0 OL[I T 010 I Ol}c(Z,), ve
0|0

'={0|,/1|}c(Z,),, islem olarak matris toplami alinmistir.
0[]0

MxI'xM ->M

(a,a,b) —> aab olacak sekilde tanimlansin.
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Her a,b,ce M veher a,f €T igin,

(i) (a+b)ac=aac+bac,

(ii) aa(b+c) =aab +aac,

(iii) a(a + p)b=aab+apsb,

(iv) aa(bpc) = (aab)gc. olur. Budurumda M I"—halkadir.
N={[0 0 O0],[L 1 O]}cM ve F:N —>P(M)

Her ae N igin

F(a)={beM|R(aab)<>ache{[0 0 OL[I 1 0L[0 I OJ}Vael}

M T —halkasinin alt halkalaridir. Bu durumda (F,N), M ’nin esnek I" — halkasidir [37].

Teorem 6.1 M bir T'—halka olmak iizere (F,A) ve (G,B), M izerinde esnek I'—

halkalar olsun. Bu durumda (F, A)A(G,B) de M uzerinde esnek I' — halkadir [37].

ispat: Her (x,y)e AxBicin H(X,y) =F(X)nG(y) iken (F,A)A(G,B)=(H,AxB)
olarak tanimlanmisti. (F,A) ve (G, B) esnek halka oldugundan F(x) ve G(y), M I'—

halkasinin alt I"—halkalaridir. F(x) "G(y) kesisimleri de alt I"—halka olacaktir. Bu

durumda her (X,y)e AxB i¢in H(X,y) de M I'—halkasinin alt I"—halkasi olur.

Dolayisiyla (F,A)7\(G, B), M I' —halkasi tizerinde esnek I"— halkasidir.

Tanim 6.2 M bir I'—halka olmak tizere (F,A) ve (G,B), M Uzerinde esnek I'—

halkalar olsun. Asagidaki kosullar saglanirsa (G, B) 'ye (F, A)’nm esnek alt T"—halkasi

denir.
(i) Bc A

(ii) Her x e Bigin G(x), F(x)’in alt I"—halkasidir [37].
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Onerme 6.1 M bir I'—halka olmak iizere (F,A) ve (G,B), M iizerinde esnek T'—

halkalar olsun.

(i) (F,A)A(G,A) M lzerinde esnek I'"—halkadir.
(ii) her x e Aiken F(x) =G(x) ise (F,A), (G, A)’ninalt ' — halkadir [37].

Tanim 6.3 M bir I'—halka olmak izere (F,A) _, M uzerinde esnek I'—halkalari

olsun. Bu esnek I'—halkalarinin kesisimi (G,B) olarak tanimlansin, (G, B) asagidaki

kosullari saglar;

(i) B=NA

iel
(ii) Her e Biken G(e) =F, (e) olacak sekilde i, € 1 vardir [37].

Tanim 6.4 M bir I"'—halka olmak Gzere (F,,A) M Uzerinde esnek I'—halkalari

iel

olsun. Bu durumda;

(1) B=JJA iken (G.B)=A(F,A) esnek I'—halkasidir ve her e=(e),, €B igin

iel

6@ =NFE).
(2) B=1_[Ci iken (G,C):_\7I(Fi,A) esnek I'—halkasidir ve her e=(e),_, €C igin

G(e) =iLEJI F(e) [37].

Teorem 6.2 M bir I"'—halka olmak tzere (F,A), M Uzerinde esnek I"—halka olsun.

| indeks kiimesi olmak tzere {(E,A)el |i € I}, (F,A)’nin esnek alt T"—halkalarinin

bostan farkli bir ailesi ise

(1) N(F,A), (F,A)’nin esnek alt ' — halkasidir.
iel
(2) A(F.A), (F,A)’nin esnek alt ' — halkasidr.

(3)Her i, jel icin ANA =D iken i\;/l(Fi'A)' (F,A)’mn esnek alt I' — halkasidir [37].
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Tanim 6.5 M bir I"—halka olmak lzere (F, N), M Uzerinde esnek I'—halka olsun.
Asagidaki kosullar saglanirsa (G,U) ya (F, N)'nin esnek sol(sag) ideali denir.

(i) UcN

(ii) Her xeU igin F(X)I'G(x) = G(x) (G(X)['F(x) = G(x)) [37].

Ornek 6.2 Toplamsal ve abelyan gruplari géz 6niine alalim.

M={[0 0 0],[1 O O0],[1 1 0][0 1 O}c(Z,),, ve
0/0

r=:0//1 c(Z,),, islem olarak matris toplami alinmistir.
0[]0

MxI'xM - M

(a,a,b) —> aab olacak sekilde tanimlansin.

Ornek 5.1’den M ’nin T" — halkasi oldugu biliniyor.

N={[0 0 O],[L 1 O]}cM ve F:N —>P(M)

Her ae N igin

F(a)={beM|R(aab)<>ache{[0 0 OL[I 1 0L[0 I O]} Vael}

icin (F,N)’nin M ’nin esnek I" — halkasi odugu biliniyor. (Ornek 6.1)

U={[0 0 0][J1 1 O0]}<N olsunve G:U — P(N) fonksiyonu her acU icin
G(a)={be N‘R(aab)caab e{[0 0 O]}, VaeT}olacak sekilde tanimlansin.

Bu durumda;

(i) UcN

(i) F(0O 0 ODPrG(0 0 0)c=G(0 0 0],
G0 0 OPIF(0 0 0])cG(0 0 0])) ve

FGI T opre(I I O)cG(I I 0),
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G I opre(T I o)eo(l 1 0]
oldugundan M TI'—halkasi izerinde olan (G,U)’ya (F,N)’nin esnek ideali denir ve

(G,U) <. (F,N) ile gosterilir [37].

Teorem 6.3 M bir I"'—halka olmak tzere (F,A), M (zerinde esnek I"—halka olsun.

U,nU, # iken M tzerindeki her (G,,U,) ve (G,,U,) igin
(G, U,)) 1 (F,A), (G, U,)a. (F,A= (G, ,U,)n(G,,U,) 1. (F,A)olur [37].

Teorem 6.4 M bir I"— halka olmak lzere (F, A), M Uzerinde esnek I"'—halka olsun. |

ve J ayrikiken M uzerindeki her (G,1) ve (H,J) esnek kiimeleri igin
G, )< (F,A),(H,3)a. (F,A= (G, 1)O(H,I) 1. (F,A) [37].
Teorem 6.5 M bir I'—halka olmak iizere (F,A), M (iizerinde esnek T"—halka olsun.

J indeks kiimesi olmak tzere {( Fj,Aj )

jed

jel } , (F,A)’nin esnek alt I — halkalarinin

bostan farkli bir ailesi ise

() N(F.A) 3 (FA),
) A(FLA) 3 (FA),

(3) her j,keJ igin I, n1, ={0} iken j\E/J(FJ.,AJ.)QIr (F,A) [37].

6.2 idealistik Esnek Gamma Halkalari

Tanim 6.6 M bir I'—halka olmak iizere (F,A), M uzerinde esnek I'—halka olsun.

Eger her Xxe A icin F(x), M TI'—halkasinin ideali ise (F,A)’ya M (zerinde idealistik

esnek I"'—halka denir [37].

Bir I' — halkanin her ideali alt I"—halka oldugundan M (zerindeki her idealistik esnek

I'—halka M Uzerinde esnek I" —halkadir fakat tersi dogru degildir.
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A={0,1,2} ve F:A— P(S) fonksiyonu her xeA igin

1,
F(X) :{Ve S‘R(Ya‘)@gye{ﬁ,z }} ile tanimlanmistir. Bu durumda

F(0)=7Z,, F(1)={0,2,4}, F(2)=Z, dur.

I'=7 olsun ve her x,yeS ve a el igin my:ﬁy olsun. Bu durumda S bir I'—
halkadir ve (F,A), S Uzerinde bir idealistik esnek I"— halkadir [37].

Onerme 6.2 M bir I'—halka olmak tizere (F,A) ve (F,B), M iizerinde esnek T —
halkalar ve B Ac M olsun. Eger (F,A), M iizerinde idealistik esnek I"—halka ise

(F,B) de idealistik esnek I"—halkadir [37].

Teorem 6.6 M bir I"'— halka olmak lizere (F, A) ve (G,B), M lzerinde idealistik esnek
I" —halkalar olsun. Eger ANB = ise (F,A)F\(G, B) de M (zerinde idealistik esnek
I" —halkadir [37].

Teorem 6.7 M bir I'—halka olmak tzere (F,A) ve (G,B), M iizerinde idealistik
esnek " —halkalar olsun. Eger AnB =0 ise (F,A)J(G,B) de M uzerinde idealistik
esnek I"'—halkadir [37].

Teorem 6.8 M bir I"—halka olmak tzere (F, A) ve (G,B), M zerinde idealistik esnek
I" — halkalar olsun. Bu durumda (F,A)7\(G,B) de M Uzerinde idealistik esnek T"—
halkadir [37].

Tanim 6.7 M bir I"— halka olmak iizere (F,A), M iizerinde idealistik esnek I"—halka
olsun. Eger her X € A igcin F(x) ={0} (sirasiyla, F(x) =M )ise (F, A) 'ya asikar (sirasiyla
mutlak) idealistik esnek I"—halka denir [37].

Yardimci Teorem 6.1 f:M — N bir I'—halka epimorfizmasi olsun. Eger (F,A), M

I'—halka Gzerinde idealistik esnek I'—halka ise (f(F),A) N I'—halkasi lzerinde

idealistik esnek I"— halka olur [37].
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Ispat Her xe A icin F(x), M T —halkanin ideali oldugu icin f(F)(x)= f(F(x)), N
I' — halkanin idealidir ve ayni zamanda orten homomorfik gériintisiide N I'—halkanin

idealidir. Buradan (f(F),A), N I'—halkasi Gizerinde idealistik esnek I"— halka olur.

Teorem 6.9 f :M — N bir I'—halka epimorfizmasive (F,A), M I'—halkasi iizerinde
idealistik esnek I'— halka olsun.

(i) Eger her xe A icin F(x)=Cek(f) ise (f(F),A), N I'—halkasi Gzerinde asikar
idealistik esnek I"—halka olur.

(i) Eger her (F, A) mutlaksa (f(F),A), N T —halkasi iizerinde mutlak idealistik esnek
I" — halka olur [37].

ispat (i) Kabul edelim ki herxeA icin F(x)=cek(f) olsun. Her XxeA igin
f(F)(x)= f(F(x))={0,} olur. Tanim 6.7 ve Yardimci Teorem 6.1 den (f(F),A), N

I" — halkasi Gzerinde asikar idealistik esnek I"—halka olur.

(ii) Kabul edelim ki (F,A) mutlak olsun. Her X e A igin F(x)=M olur. Buradan her

xeAigin f(F)(x)=f(F(x))=f(M)=N dir. Tanim 6.7 ve Yardimci Teorem 6.1’den

(f(F),A), N I'—halkasi Gzerinde mutlak idealistik esnek I"— halka olur.

6.3 idealistik Esnek Gamma Halkalarinda izomorfizma Teoremleri

Tanim 6.8 R ve K I'—halkalar olmak (zere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K

Uzerinde idealistik esnek I"—halkalar olsun. Eger f :R — K ve g: A— B iki fonksiyon

iken asagidaki kosullar saglanirsa (f, g)’ye esnek I'—halka homomorfizmasi denir.

(i) T, R’den K’ya I"—halka homomorfizmasi

(ii) g orten fonksiyon

(i) Her xe Aigin f(F(x))=H(9(x)).

Bu durumda (F,A)’dan (H,B)’ye esnek I'—halka homomorfizmasi vardir denir ve

(F,A)~. (H,B) ile gosterilir. Eger f I'—halka izomorfizmasive g bijektif fonksiyon
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ise (f,g) igin (F,A)'dan (H,B)’ye esnek I'—halka izomorfizmasi denir ve

(F,A) =, (H,B) ile gésterilir [37].

Ornek 6.4 S=7, K=7Z_ve I'=7Z olsun. Her X,YyeK ve ael igin Xay=xay
olarak tanimlansin. Her x,y €S ve a el i¢in de xay genel ¢garpim olsun. S ve K
‘nin T’ —halkasi oldugu agiktir. k €Z icin f(k) =k olacak sekilde f ile Z’den Z_’ye

bir I'— halka homomorfizmasi tanimlayalim. k € Z* igin g, g(k) =k olacak sekilde Z*

‘dan Z,,’ye orten bir fonksiyon olsun.

F:Z' - P(Z) ve F(x)={5kx|k € Z}, H:Z, — P(Z,) ve H(T) :{Mk e5z} dir. Bu
durumda (F,Z") ve (H,Z,) sirasiyla Z ve Z, uzerinde idealistik esnek T"— halkasidir.
f(F(x)):{%qk eZ} ve H(g(x)) :{%|365z} oldugundan f (F(x)) = H(g(x))
¢ikarimini yapabiliriz. O halde (f,g), (F,Z")’dan (H,Z,)’ye esnek T —halka
homomorfizmasidir [18].

Esnek I" —halka homomorfizmasi tanimi kullanilarak bazi 6nermeler elde edilebilir.

Onerme 6.3 R ve K birer I'—halka olmak lzere (F,A), R Uzerinde idealistik esnek
I'—halka ve (H,B), K uzerinde esnek kiime olsun. Eger (f,g), (F,A)’dan (H,B)
‘ye esnek I'—homomorfizma ise (H,B) de K {zerinde idealistik esnek I'— halkadir
[18].

ispat (f,g), (F,A)'dan (H,B)’ye esnek I'— homomorfizma ve (F,A), R Uzerinde
idealistik esnek I'—halka olsun. f(R) =K bir I'—halkadir ve her y e Bigin g(x) =y
olacak sekilde x € A vardir. Buradan H(y)=H(g(x)) = f (F(x)), K’'nin idealidir. Sonug
olarak (H,B) de K I'—halkasi Gzerinde idealistik esnek I" — halkadir.

Onerme 6.4 R ve K I'—halkalar olmak uzere (F,A) ve (H,B), sirasiyla R ve K
Uzerinde idealistik esnek I"—halkalar olsun. Eger (f,q), (F,A)’dan (H,B)’ye esnek
I"—homomorfizma ve (F,A), (F,A)’nin esnek ideali ise (H,g(A)) de (H,B)’nin

esnek idealidir [18].
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ispat (f,g), (F,A)’dan (H,B)’ye esnek I'—homomorfizma ve (F,A), (F,A)
Uzerinde esnek ideal oldugundan g(A)c B ve her ye g(A) i¢in H(y), K Uzerinde

esnek idealdir. Buradan (H,g(A)), (H,B) nin esnek idealidir.

Simdi izomorfizma teoremleri verilecektir.

Teorem 6.10 (1. I"—izomorfizma Teoremi) R ve K TI'—halkalar olmak iizere (F, A)
ve (H,B) sirasiyla R ve K Uzerinde idealistik esnek I"— halkalar olsun. (f,qg), (F, A)
‘dan (H,B)’ye bir esnek I'—homomorfizma ve her Xe A icin Cekf < F(x) olsun.

Asagidaki kosullar saglanir.
1. X A olmak lzere 1(x) = F(x)/Cekf ve J(x)= f(F(x)) iken (I,A) =, (J,A)
2. g bijektif fonksiyon ise (1, A) =, (H,B) [18].

ispat 1. Cekf, R’nin idealidir ve buradan R/Cekf bir I"—halkadir. Bu nedenle her
X e A igin Cekf , F(x)'in idealidir ve F(x)/Cekf bir I'—halkadir. F(x)/Cekf daima
R/Cekf ’in bir idealidir. Her xe A i¢in J(X)= f(F(x))=H(g(x))’in K’nin ideali

oldugu gorulir. Bu durumda (J, A), K’nin idealistik esnek I"— halkasidir.

f :R/Cekf — K fonksiyonu her aeR igin f(a+Cekf)= f(a)olarak tanimlansin. f

'nin R/Gekf “ten K 'ya bijektif fonksiyon oldugu agiktir. Her a,b e R, o e T igin
f((a+Cekf )+ (b+Cekf)) = T ((a+b)+Cekf)

= f(a+b) = f(a)+ f (b)

= T(a+Gekf )+ T (b+Gekf)
f((a+Gekf )ar(b+Gekf ) = T ((aab) + Gekf)

= f (ach) = f (@)a f (b)

= T (a+Gekf )or T (b +Gekf )

Budurumda f bir I'—izomorfizmadir.
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g:A— A fonksiyonu g(x)=x olarak tanimlansin. g, A’dan A uzerine bijektif
fonksiyondur.  f(1(x))= f(F(x)/Cekf)= f(F(x))=J(x)=J(g(x)) elde edilir.

Buradan (f,3) bir I'—izomorfizmadir, dyleyse (I, A) =, (J,A)olur.

2. f:R/Cekf —» K fonksiyonu f(r+Cekf)= f(r)olacak sekilde tanimlansin. Bu
durumda f, R/Cekf’den K’ya bir TI'—izomorfizmadir. § bijektif fonksiyon
oldugundan ve f(1(x) = F(F(x)/Cekf) = f(F(x))=H(g(x)) oldugundan
(1,A) =, (H, B)dir.

Teorem 6.11 R bir I"—halka olmak tGzere (F, A), R Uzerinde idealistik esnek I"— halka
olsun.  P(X)=HX)/(MAN), QX)=(HX)+N)/N, SX)=1(xX)/(MnN),

T)=(1()+M)/M, M =(NH(X), N=()1(x) iken (H,B) ve (I,C), (F,A)’nin

xeB xeC

idealleriise (P, B) ~. (Q,B) ve (S,C) ~. (T,C) dir [18].

ispat Oncelikle K:<UH(X)> ve L:<UI(X)> olsun. M :ﬂH(x) , R’nin bir

xeB xeC xeB
idealidir. Acik olarak gorilir ki M, K’nin da idealidir ve buradan M NN de K’nin
idealidir. Bu durumda (P,B), K/(M nN)’nin idealistik esnek I"—halka olur. (Q,B)

de (K+N)/N ‘nin idealistik esnek I"— halka olur.

f:K/IMAN —>(K+N)/N fonksiyonu f(k+M "N)=k+N ile ve g:B—B
fonksiyonu g(x)=x ile tanimlansin. Buradan g bijektif fonksiyonken
f(P(X)=fT(HX)/MAN)=(H(X)+N)/N=Q(x) =Q(g(x)) olur, dolayisiyla f,
K/MNN’den (K+N)/N’ye I'—homomorfizmadir. Bu durumda (P, B) ~. (Q, B)

olur.

Ayni sekilde (S,C) ~,. (T,C) de ispatlanabilir.

Teorem 6.12 (2. I"—izomorfizma Teoremi) R bir I'—halka olmak tizere (F,A), R
Uzerinde  idealistik esnek  I'—halka  olsun. P(X)=H(x)/(M nN) ,
Q(X)=(H(X)+N)/N , iken (H,B) ve (I1,C), H(X)=M olacak sekilde (F,A)’nin
idealleri ise (P, B) = (Q, B) dir [18].
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ispat Teorem 6.11’deki gibi ispatanabilir.
Teorem 6.13 (3. I"—izomorfizma Teoremi) R bir I'—halka olmak tizere (F,A), R
Uzerinde idealistik esnek I"—halka ve P(x):((F(X)/ N%M /N))’ QX)=F(x)/M ,

M = ﬂ H(x), N= ﬂ I(x) olsun. BNC = iken her xe BMC igin 1(x) c H(x)

xeBNC xeBNC

olacak sekilde (H,B) ve (1,C), (F,A)’nin idealleri ise (P,BNC)=_(Q,BNC) dir

[18].

ispat M = ﬂ H(x) ve N= ﬂ [(X), R’nin idealleridir ve. N, M ’nin idealidir.

xeBNC xeBNC

Aciktir ki (P,BNC), (R/ N%M /N) Uzerinde idealistik esnek I"—halka ve (Q,BNC)
, RI'M uzerinde idealistik esnek T"—halkadir.
f :(R/ N%M IN) — R/M olacak sekilde bir f(r+N+(M /N))=r+M fonksiyonu

ve g:BnNC — BNC olacak sekilde bir g(x) =x fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

f foksiyonu (R/N%M /N)'den R/M’ye bir T —izomorfizmadir. g bijektif

foksiyondur ve f(P(x))=f ((F(X)/ N%M /N))= F(X)/M =Q(g(x)) olur. Buradan

(P,BNC)=,.(Q,BNC) dir.

6.4 Asal idealistik Esnek Gamma Halkalari

Tanim 6.9 R bir I"—halkasi olsun. Her M ve N ideal gifti icin MI'N < P ise yani

M <P veya NcP ise P’ye R’nin asal ideali denir [38].

Tanim 6.10 R bir I"—halkasi olmak tizere (F, A), R lizerinde esnek kiime olsun. Her

X e Aicin F(x), R’ninasal idealiise (F, A)’ya asal idealistik esnek I" — halka denir [18].

A={1,2} ve F: A— P(S) fonksiyonu her x € A igin

F(X)= {7 €S ‘R(Y, y)e Xy = 6} olacak sekilde tanimlanmistir. Bu durumda
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F(1)={0}, F(2)={0,3} olur. T =Z olsun ve her x,yeS ve a el igin Xay = xay
olsun. Budurumda S bir I'—halkadir ve (F, A), S lizerinde bir asal idealistik esnek I"—

halkadir [18].

Teorem 6.14 R bir I'—halka olmak tzere (F, A), R Gzerinde idealistik esnek I"— halka
ve her Xxe Aigin | < F(X) olacak sekilde I, R ’nin bir ideali olsun. Bu durumda (F, A)

‘nin asal olmasi igin gerek ve yeter kosul (F /1, A)’nin asal olmasidir [18].

ispat (F/1,A) asikar olarak R/ | (izerinde idealistik esnek I"—hakadir. Eger (F, A)
asalsa her M ve N ideal giftiicin MI'N < P,yani M —c P veya Nc P olur. (F/1,A)
‘ninasal olmadigini kabul edelim. Oyleyse (M,/1)I'(N,/1)cF(x)/1 fakat
Mo/l zF(X)/1 ve N, /1 & F(x)/1 olacak sekilde R/ 1’ninidealleri M, /1 ve N, /I
‘dir. Buradan x+l1eM/ /1, x+1F(x)/1 ise xeM, fakat x¢ F(x) olur. Sonug

olarak M, & F(x) dir.
Ayniyolla y € N, fakat y ¢ F(x) oldugu gosterilir.

Tersine, kabul edelim ki (F/1,A) asal olsun. Eger (F,A) asal degilse MI'N < F(x)
fakat M,N & F(x) olacak sekilde R’nin idealleri M ve N dir. Buradan
(M/DO(N/T)cF(x)/1 fakat M/1,N /1 & F(x)/1 olacak sekilde geliski elde edilir.

Teorem 6.15 R ve K I'—halkalarive f:R — K bir I'—epimorfizmasidir. (F,A), R
Uzerinde asal idealistik esnek I"—halkasi ise (f(F),A) da K uzerinde asal idealistik

esnek I"—halkasidir [18].

ispat (F, A), R lizerinde idealistik esnek I"— halka oldugundan her x € A icin F(x), R
’nin asal idealidir. R’ninher M ve N ideal ciftiicin MI'N < F(X) yani M < F(X) veya
N < F(x)tir. Simdi kabul edelim ki M’ ve N’, K’nin iki ideali olsun. Bu durumda R
‘nin her xe A igcin f(M)=M've f(N)=N' olacak sekilde iki M ve N ideali vardir.
Eger her Xxe A icin M'TN' < f (F(X)) ise

f(MIN)=f(M)I'f(N)c f(F(X)), MINcF(x). Buradan M cF(x) veya
N c F(x) ve M'< f(F(x)) veya N'c f(F(X)) olur. Bu da gosterir ki her X e A igin
f(F(x)), K’nin asal idealidir ve (f(F),A), K’nin asal idealistik esnek I" — halkasidir.
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Teorem 6.16 R ve K I'—halkalar olmak tzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
uzerinde idealistik esnek I"—halkalar olsun. Eger (F, A) asalsa ve (H,B) ile arasinda

I'—homomorfizma varsa (H,B) de asaldir [18].

ispat (f,g), (F,A)’dan (H,B)’ye bir I'—homomorfizma olsun. Her yeB igin
y =g(x) olacak sekilde X e A mevcuttur. O halde H(y)=H(g(x))=f(F(x)). K’nin
her M’ ve N’ ideali icin R’nin f(M)=M' ve f(N)=N' olacak sekilde M ve N

idealleri vardir.

Eger MTN'cH(y)=f(F(X)) = MINcF(x)=M cF(x) veya N cF(x)olur.
Buradan M’c f(F(x))=H(g(x))=H(y) veya N'c f(F(x))=H(g(x))=H (y) dir.

Sonug olarak (H,B) asaldir.

Teorem 6.17 (F, A) ve (H,B), R zerinde iki asal idealistik esnek I" —halka olsun.
1. Eger AnB=J = (F,A)A(H,B), R Uzerinde asal idealistik esnek I"—halkadir.
2.Eger AnB=J = (F,A)U(H,B), R Uzerinde asal idealistik esnek I"—halkadir.

3. (F,A)A(H,B), R uzerinde asal idealistik esnek I"—halkasidir [18].

63



BOLUM 7

IDEALISTIK ESNEK GAMMA HALKALARINDA BULANIK iZOMORFIiZMA
TEOREMLERI

7.1 idealistik Esnek Gamma Halkalarinda Bulanik idealler

Tanim 7.1 R bir I"'— halka olmak tizere (F, A), R {izerinde bir esnek I"'— halka ve 1,
R’nin bulanik alt kiimesi olsun. Eger her te A,X,ye F(t) ve a <l i¢in asagidaki
kosullar saglaniyorsa u’ye (F, A)’nin bulanik alt halkasi denir.

(i) p(x=y)=pu(x) A u(y)

(i) p(xay) = w(x) A p(y) [391.

Tanim 7.2 R bir I'—halka olmak tzere (F,A), R uzerinde bir idealistik esnek I"—
halka ve g, R’nin bulanik alt kiimesi olsun. Eger her te A, x,ye F(t) ve a €T igin,
asagidaki kosullar saglaniyorsa 2 ’ye (F, A) 'nin bulanik ideali denir.

(i) u(x=y)=pu(x) A pu(y)

(i) p(xery) = u(x)v pu(y) [39].

Not 7.1 (1) R bir I'— halka olmak tzere (F, A), R Uzerinde idealistik esnek I"'— halka
ve 1, R’nin bulanik alt kiimesi olsun. g’ nin (F, A)’nin bulanik ideali olmasi igin gerek

ve yeter kosul her t € A icin x’nlin F(t) 'nin bulanik ideali olmasidir.
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(2) R bir I'—halka olmak tizere (F,A), R (zerinde idealistik esnek I"— halka olsun.
Eger 1, R’nin bulanik idealiise x, (F, A)’nin da bulanik idealidir. Tersi dogru degildir
[18].

F(i):{yeS‘YpVQX_yzﬁ} ile tanimlanan F:A— P(S) fonksiyonu icin (F,A)
ikilisi S Gzerinde bir esnek halkadir. I'=7Z olsun ve her X,yeS ve a<cl igin
Xay = xay olsun. Bu durumda F(i):{ﬁ}, F(i):{ﬁﬁ} olur ve (F,A), S uzerinde
bir idealistik esnek halkadir. z, Z, halkasinin bir bulanik alt kiimesi olsun.

08 xe{0,5}

u(X)=401 xe{1,3} olarak tanimlandiginda her t € A, X,y e F(t) igin
0.5 aksitakdirde

H(X =) 2 pu(X) A u(Y)
“(XaY) > p(X) v u(y) saglanir. Buradan u, (F, A)’nin bulanik idealidir.
Fakat 2, S nin bulanik ideali degildir ¢iinkti 1(5 —2) = 1(3) < u(5) A 1(2) dir [18].

Onerme 7.1 R bir I'— halka olmak tizere (F, A), R lizerinde bir idealistik esnek I" —

halka ve x, R’nin bulanik alt kiimesi olsun. g ’nin (F, A)’nin bulanik ideali olmasi igin
gerek ve yeter kosul her x e A ve t€[0,1] igin U (t, X) :{r e F()]u(r) Zt} ‘in F(x)’in
ideali olmasidir [18].

4 bir R T"'—halka tzerinde bulanik idealdir. Vx,y e R igin R Gzerinde bir denklik

bagintisi tanimlayalim.

X~r Y < u(x—y)=u0) (7.1)

Buradaki 0, R’nin sifir elemanidir.

Teorem 7.1 "~_." R I'— halka tzerinde bir denklik bagintisidir [18].
ispat

a) Her xeR olmak lizere u(x—x)=u(0) = X ~. X
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b) Her x,y € R olmak lzere, eger
X~ Y= u(x=y)=u(0)
u(=(y=x)) = u(y —x) = u(0) =y ~ X
c) Her VX,y,z <R olmak lizere e§er X~ y ve Yy~ Z ise
1(X=y) = pu(0) ve u(y-z)=p(0)dir.
I p(Xx=2)=u(x-y+y-1)
2 p(X=y) A u(y—12)
= u(0) A 1(0) = u(0)
u(x—2) = p(0)
ii. #4(0)=pu(X-x+y—-y+2-2)
= u(x=y)+(y-2)+(z-x))
> pu(X=y) A u(y—2) A p(z—X)
= p(0) A u(0) A pu(x—2)
= u(x=12)
#(0) = pu(x-2)
iveiiden u(x—z)= u(0)bulunurve X~ z dir.
d) Her X,y,zeR olmak lizere eger X ~. Y ise
u(x—=y) = u(0)
u((x+2)=(y+2)) = u(x=y) = u(0) = (x+2) = (Y +2)
bulunur.
e) Her X,y,u,veR olmak lizere, e§er X ~. y ve U~V ise d)’den
(x+u) ~ (y+u)

(y+u) ~ (y+V)

66



olurve c’den (x+u) ~. (y+V) bulunur.
Ayni sekilde

(X+V) ~r (Y +V)

(y+V) ~ (y+u)

= (X+V) ~ (y+u)

bulunur ve ispat tamamlanir.

Her x,yeR ve a €I iken X’iigeren denklik sinifi
mo={y R[x~ y| (7.2)
olacak sekilde tanimlanir.
R "deki tim denklik siniflarinin kiimesi de
R/,u={yX|XeR} (7.3)

ile verilsin.

R/ u halkasi izerinde iki islem tanimlanacaktir. Her x,y € R ve a €I" olsun.
M+ 1y = My (7.4)

:uxaluy = /uxay (75)

Bu islemler iyi tanimlidir ve R/ i de I"—halkadir [18].

lyi tanimhdir: Her x,X%,,V,,Y, €R,a el ;

i) u, =u, ve u, =pu, iken g =y, . midir?

Hy =ty = p(% —%,) = 1(0) ve p, = p, = p(y,—Y,) = w(0) dir.

p(0O6+Y1) =06 +Y,)) = (04 =%,) + (Y1 = Y5)) 2 (X =X,) A (Y = Y,)
= u(0) A 1(0) = (0)

/J((X1 + yl) - (Xz + yz)) = IU(O) S Hy oy, = My,
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i) p, =p,, ve p, =p, iken g, o= p, , midir?
p(Xay, =Xay,) = u(%ay, = XaY, + Xay, = xay,) = u(%a(y, = ;) +ay; (X, X))
2 (1(%) v (Y, = Y)) A (u(yy) v 14(X = X,))
= 1(0) A 1(0) = 1(0)
H(Xay, =xayy) = p(0) < by o, =ty o, -
R/ u I'—halkadir: Her X,y,Zz€R ve a,f €l olmak lizere;
R/ uxTxRIpu— R/ u fonksiyonu (s, a, p1,) —> 4, ile tanmimlansin.
(X+ g, a, Y+ 1) > xay + u ile de gosterilebilir.
Qe+ o, = (X+ p+ Y+ pa(z+ w)
=XaZ+ pu+YyazZ+ u
= Myaz T Hyor
ii. g0, + p4,) = (X+ )oYy + p+ 2+ )
=Xay+u+XaZ+u
= My T o
it p, (@ + P p, = (X+ p)(a+ )y + 1)
=Xay+u+xXpy+ u
= Hyay T Hypy
iv. ga(u,Bu,) =X+ a((y+ ) (2 + 1))
=Xayfr+ u
=(xay+u)p(z+ )
= ((x+ w)a(y+ ) B(z+ 1)

= (uap,) Pu,
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Yardimci Teorem 7.1 R bir I'—halka olmak tizere |, R’nin bir ideali ve g, R’nin bir

bulanik ideali olsun.

1. Eger i, | 'ya kisitlanirsa, , ile gosterilir. 4, , | “nin bulanik idealidir.
2. 1/ g, R/ g 'min idealidir [18].
Kolaylik olmastiigin z, yerine u kullanilsin.

R bir I'— halka olmak lzere x, R’nin bir bulanik ideali ve (F,A), R Gzerinde
idealistik esnek I'—halkadir. Her xe A icin u, F(x)’e kisitlanirsa her Xe A igin u

F (x)’in bulanik ideali olur ve F(X)/ ¢, R/ g niin idealidir. Buradan;

Flu:A—>P(R/u)
X—>(F/u)(X)=FX)/ u (7.6)

olarak tanimlanabilir [16].

Teorem 7.2 R bir I'— halka olmak lizere ,R’nin bir bulanik ideali ve (F,A), R

Uzerinde bir idealistik esnek I"— halka olsun. Bu durumda

1. u,(F,A)’nin bulanik idealdir.
2. (F/u,A), R/ u uzerinde bir idealistik esnek I'— halkadir [16].

Notasyon 7.1 (F /u,A); u bulanik ideali tarafindan indirgenmis (F, A)’nin bir esnek

I"'— bolim halkasi olarak adlandirilir [16].

Ormek 7.2 S=7,={0,1,2,3,4,5} ve A={0,1,2} olmak iizere her XeA igin
F(X)= {76 S‘Ypy = x_yzﬁ} iletanimlanan F : A— P(S) fonksiyonuicin (F, A) ikilisi

S Uzerinde bir esnek halkadir.. I'=7 olsun ve her X,ye S ve ael igin Xay =Xay

olsun. Bu durumda;
F(0)=7Z,, F(I):{ﬁ}, F(f)z{ﬁ,@} S’nin idealidir. (F,A), S lzerinde bir idealistik
esnek I"—halkadir.

U, Lg halkasinin bir bulanik alt kiimesi olsun.
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08 x¢{0,3}

) i olarak tanimlandiginda her t € A, X,y € F(t) igin;
0.2 aksitakdirde

u(X) ={

H(X=Y) = pu(X) A u(Y)

w(Xary) > u(X) v u(y) saglanir. Buradan u, (F, A)’nin bulanik idealidir.
(F/u)(0) =F(0)/ 1 ={{0,3}.{2,5},{1,4}}

(F/w)(1)=F 1)/ u={{0}}

(F/u)(2)=F(2)/ n={{0,3}}

Bu durumda (F/ u, A), p bulanik ideali tarafindan indirgenmis (F, A)’nin bir esnek

I' — bolim halkasidir [18].

Yardimci teorem 7.2 R bir I'—halka olmak tGzere u ve v idealleri R ’nin bulanik ideali

iseler, £ v de R’nin bulanik idealidir [18].

Ispat

Her x,yeR,ael

Lo pov(x=y) = u(x=y)nv(x-y)
2 (u(X) A u(N) A ((X) Av(Y))
= (1) Av(X) A (uy) Av(Y))
=pwv(X)Aunv(y)

2. pwv(xay) = u(xay) Nv(xay)
2 (u(X) v u(N) A ((X) v v(y)
= (1) Av(X) v (u(y) Av(Y))
=unv(x)vunv(y)

Bu durumda gnv de R T —halkasinin bulanik idealidir.

70



Teorem 7.3 R bir I"—halka olmak tzere (F,A), R lzerinde bir idealistik esnek IT"—
halka ve u ve v, (F, A)’nin iki bulanik ideali olsun. Bu durumda g#nv de (F,A)’nin

bulanik idealidir [18].
ispat F: A— P(R)
t— F(t)
4 ve v bulanik idealler ise her te A, x,yeF(t), el
H(X=y) = p(x) A p(y) ve p(xay) = pu(x)v u(y)
v(x=y)zv(x)av(y) ve v(xay)zv(x)vv(y)
1 unv(x=y)=pu(x-y)nv(x-y)
2 (1) A (Y A ((X) Av(Y))
= (1) Av (X)) A (u(y) Av(Y))
=pnwv(X)Apnv(y)
2. pwv(xay) = u(xay) nv(xay)
2 (1) v 1Y) A (X)) vv(y)
= (1) Av()) v (u(y) Av(Y))
=pv(X)v unv(y)
O halde unv, (F,A) esnek I'—halkasinin bulanik idealleridir.

R bir I'—halkasi ve x, R de bulanik ideal olsun.
R, ={xeR|u(x) = u(0)} (7.7)

ile gosterilir. Bu durumda R, R ’nin idealidir.

Yardimci Teorem 7.3 R bir I" — halka olmak tizere x, R ’nin bir bulanik ideali ve (F, A)

, R Uzerinde bir idealistik esnek I"—halka olsun. Her t € Aolmak lzere

Fﬂ(t):{Xe F(t)|,u(x):,u(0)}dir. Bu durumda (F,,A), R, uUzerinde idealistik esnek

I"'— halkadir [18].
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Teorem 7.4 R bir I'— halka olmak tzere x, R’nin bir bulanik ideali olsun. R/R, ’ntn

bulanik alt kiimesi olan ve her xeR igin 1 (X+ R,)=u(X) ile tanmlanan 1 ideali,

R/R,’ntn bulanik idealidir [18].
ispat Her x,yeR, aell
1 p (x=y+R,)=u(x-y)

> u(X) A pu(y)

=4 (x+R)Au (y+R,)
2. 4 (xay+R,) = u(xay)

> p(x) v u(y)

=4 (x+R)v ' (y+R)
O halde 4", R/R,’ niin bulanik idealidir.

Teorem 7.5 R bir I'—halka olmak Gzere x, R’nin bir bulanik ideali ve (F,A), R

uzerinde bir idealistik esnek I"—halka olsun. Her t € Ai¢in R, F(t) olmak lzere;

1.Herte Aigin (F/R)t)=F(t)/R, iken (F/R,,A), R/R, tzerinde idealistik esnek
I'—halkadir.

2. Teorem 7.4’te tanimlanan u (R/ R, niin bulanik alt kiimesi idi), (F/R,,, A) idealistik
esnek I"— halkasinin bulanik idealidir [18].

ispat

1. R bir I'— halka olmak lizere y, R’nin bir bulanik idealdir, bu durumda her x,y e R
, a el igin p(x=y) 2 u(x) A u(y) ve u(xery) = p(x)v p(y) dir.

(F,A), R uzerinde her te A iken R, c F(t) olacak sekilde idealistik esnek I'—

halkadir. F(t), R’nin idealidir ve her te A iken R,, F(t)’nin idealidir. Her te A,

ll'

x,yeF(@), ael igin;
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X+R,,y+R,eF()/R,
(X+R)-(y+R)=((x-y)+R,)eF(t)/R,
(X+R)a(y+R,)=(xay+R,)eF(t)/R,

Bu takdirde her t € Aicin F(t), R’ninidealioldugundan F(t)/R,, R/R, 'nin idealidir.

Budurumda (F/R,,A), R/R, uzerinde idealistik esnek I"— halkadir.
2. 4 ,R/ R, nin bulanik idealidir. (Teorem 7.4)
Herte A, x,yeF(t),ael
X+R,,y+R,eF()/R,
H((X=y)+R,) = u(x~-y)
> p(X) A p(y)
=l (X+R) AL (YHR,)
K (xay+R,) = u(xay)
2 p(x) v pu(y)
=i (x+R,)V 4 (y+R,)

i, (FIR ,A) esnek TI'—halkasininda bulanik idealidir.

u’

7.2 idealistik Esnek Gamma Halkalarinda Bulanik izomorfizma Teoremleri

Bu bdélimde bulanik ideallerden faydalanilarak idealistik esnek I"—halkalarin bulanik

izomorfizma teoremleri kurulacak ve temel bazi teoremler elde edilecektir.

Yardimci Teorem 7.4 R ve K T'—halkalar olmak lizere f :R — K bir epimorfizma ve

4, R’nin bulanikidealiise f (), K’'nin bulanik idealidir.

ispat f:R — K fonksiyonu u — f(u) olacak sekilde bir epimorfizmadir. £, R’nin

bulanik idealiise her X,y e R u(x—y) > u(X) A u(y) ve u(Xey) > u(x) v u(y) dir.
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HER, X, X, eR,Y,Y,eK, el igin;

voou(X) eger x e T7(y)
f(u)(y) =4 "= olarak tanimhdir.
0 aksi takdirde

f(y,) =D ve f(y,) =D ise ispat agikardir.
f(x)=y, ve f(x,)=y, iken

i) f)Y,—Y,)= v H(X —X5)

f (=% )=y1-Y>

> X
o HOG) A W, 1(X;)

= () (y) A T ()(Y,)

i) f(wnay,)= Vv H(x0%,)

f (xaxp)=yay,

2 voux)vovoou(x,)

T )=y f(%)=Y,

= () v T((y,) -

Yardimci Teorem 7.5 R ve K I'—halkalar olmak tzere f :R — K bir homomorfizma

olsunve , R’nin bulanik ideali ve v, K’nin bulanik ideali olsun. Bu durumda;
1. f epimorfizmaise f(f'(v))=v
2. u, Cekf tizerinde sabitise f'(f(u))=u

ispat 1. f:R— K bir homomorfizma ve her ye K iken y= f(x) olacak sekilde

dxeR.

FCE)(Y) =v{ W) f(x) =y}

F(FA(y) = F(f () (x) ters gorintii tanimindan
= £ W) =v( (x))
= £ (W)(}) = V(f (X)) =(y)

Bu durumda f(f*(v))=v olur.
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2. u, Cekf Gzerinde sabit ise X € R iken

FAE ) = F ) F ) =v{um)|F )= f (W)} =u().
Teorem 7.6 R ve K TI'—halkalari olmak tizere f :R — K bir homomorfizmave v, K
’nin bir bulanik idealiise f*(v) R uzerinde bir bulanik idealidir.
ispat f :R — K bir homomorfizma olsun. v, K’nin bir bulanik ideali ise her y,, y, € K
icin V(y; —Y,) 2V(y,) AV(Y,) ve V(y,ay,) 2 V(¥;) v v(Y,) dir.
fH(V)(% —%,) =V(f(x —X,)) f epimorfizma oldugundan
=V(f(x) = F0)) 2v(f (X)) Av(f(x,))
= W) A FV)(%,)
R W)(xe%) =v(f (xax,))
=V(f(x)arf(x,)) 2v(f(x))vv(f(x))
= 7 W) v F(V)(%,)
Bu durumda f(v) R iizerinde bir bulanik idealidir.

Teorem 7.7 (1. Bulanik I" — izomorfizma Teoremi)

R ve K I'—halkalar olmak tizere (F, A) ve (H,B) sirasiyla R ve K {zerinde idealistik
esnek I'—halkalar olsun. Eger (f,g), (F,A)’dan (H,B)’ye bir esnek I'—

homomorfizma ve Cekf — R, olacak sekilde x bir bulanik ideal ise bu durumda;
L (F/u A= (f(F)/ T(), A)
2. g bijektif fonksiyonise (F/x, A)=. (H/ f(x),B)

ispat 1. R ve K TI'—halkalar olmak tizere (F,A), R lzerinde bir idealistik esnek I"—

halka ise her t € A igin F(t), R’nin idealidir. &, R’nin bulanik ideali oldugundan her
X,yeR ve aeTligin u(X—y) > pu(X) A u(y) ve pu(xay)> pu(x)v u(y) dir.
(FIp)t)y=F@)/u ve F()<.R oldugundan F(t)/ux <. R/yx. Bu durumda
(F/u,A), R/ i tzerinde idealistik esnek I"— halkadir.
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(f,g9):(F,A)>(H,B) esnek TI'—homomorfizma olsun.
f(F(t))=H(g(t)), K uzerinde idealdir ve (f(F)/f(u),A)
idealistik esnek I"—halkadir.

R/ u’den K/ f(u) Uzerine bir f fonksiyonu tanimlayalim.
f:RIu—>K/ ()

#, > T (1) = (1)) olsun.
a) f iyitanimlidir:

ty = p, olsun. p(x—y) = p(0)

Her teA igin

, K/ f(u) uzerinde

Cekf R, oldugundan Cekf Gzerinde sabittir. Yardimci Teorem 7.5’in 2) ispatindan

F(f ()= u
(7 (F (@ (x=y) = (f *(F ()))(0)

f(u)(f(x=y))= f(u)(f(0)) fepimorfizma oldugundan;

()= F(y) = F()0) = (f (1)) 1 = (F(1) ) = F1r) = F(u))

b) f bir homomorfizmadir:
fu+a,) =T,
= (F ()1 yy = (F () 1 91y
=(F () 1y +(F ()1,
= f(u)+ Fy,)
f(uan,) = ()
=(F ()t ayy = (F D)t ()
=(F () syt (D)1
= flu)af(u)

76



c) f bir epimorfizmadir:

f epimorfizma oldugundan her y e K icin f(x)=y olacak sekilde 3x € R vardir. Bu

durumda her (f(u)), e K/ f(x) igin 1?(,ux)=(f(u))y olacak sekilde Fu eR/u

vardir.

d) f bir monomorfizmadir:
(F (1)) 1y = (F (1)) 1)
= (F (1)) o0y = (F (D) )
(F ()1 ey = (F (1) 1)
(F(FN(x=y) = ((f (u))(0)
u(x—y) = p(0)
= p = 4,
a),b), c)ved)den f, R/ u’den K/ f(u) tzerine bir izomorfizmadir.
§:A— Ayet—g(t)=t ile tanimlansin. Bu durumda g bijektiftir.
F(F 1 @) ={f (1)1 [x € FO}
=T(F@®)/ F() =T (F@M)/ f () =(F(F)/ T())G(1)
(f,d) birizomorfizmadir ve (F/ z, A) =, (f (F)/ f (), A) olur.
2. g bijektif ise
fR/Iu—KI/ ()
= F() = (f (1), olarak tanimlansin,
F(FI)®) ={f (1) [xeFO) = F(F®)/ f () =H(9®)/ f (1)

Buradan (f,g) bir izomorfizmadir ve (F / u, A) =, (H/ f(w),B)olur.
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Teorem 7.8 R ve K I'—halkalar olmak tzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
uzerinde idealistik esnek I"—halka olsunlar. Eger (f,g), (F,A)’dan (H,B) ye esnek

I'— homomorfizma ise ve v, K’nin bir bulanik ideali ise bu durumda;
1. (F/ (W), A= (f(F)/v,A

2. g bijektif fonksiyon ise (F/ f *(v), A) =. (H /v, B) bulunur.

ispat

Teorem 7.6 dan (F/ f*(v),A) ve (f(F)/v,A) sirasiyla R/ f*(v) ve K/v {zerinde

idealistik esnek I"—halkalardir.
f epimorfizma oldugundan ve Yardimci Teorem 7.5 den v = f (f *(v)) oldugu biliniyor.

Simdi Cekf — (R, ) oldugunu gosterelim.

()

Her x e Cekf igin f(x)=0= f(0) ve v(f(x))=v(f(0))

(F7 0N = (7 ())(0)

Buradan xeR_, = ve Cekf (R, ') olur.

) )

Teorem 7.7 den (F/ f*(v), A) =, (f(F)/v, A) olur.
2. g bijektif fonksiyonise (F/ f *(v), A)=. (H/v,B)

Yardimci Teorem 7.6 R bir I'— halka olmak tizere S kiimesi R ’nin bir alt kimesi olsun.

Xs» R’nin karakteristik fonksiyonu olmak lizere y’nin R ’nin bulanik ideali olmasi igin

gerek ve yeter kosul S’nin, R ’nin ideali olmasidir.

ispat R bir I"—halka olmak tzere S kimesi R’nin bir alt kiimesi olsun. x;, R’nin

karakteristik fonksiyonu ise her X e R igin;

XxeS$S

1
X) = dir.
Zs() {O K& S Ir

i) %5, R’nin bir bulanik ideali olsun. Bu durumda her x,y € R igin;

Xs(X=Y) = xs(X) A 25 (Y)
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Zs(Xay) = xs(X)v x5 (y) dir.

Her X,y €S igin;

Zs(X=Y)2 2 (A 25 (V) =1= x5 (X=y)=1=Xx-yeS
Her xe S, reR,a eI igin;

Zs(Xar) 2 2 () v 75 (r) =1= x,(xar) =1=xar €S ve
Zs(rax) > y (v . (X) =1= gy (rax) =1 =raxe$S
Budurumda S, R’nin idealidir.

ii) S, R’ninideali olsun. Bu durumda her X,y €S igin Xx—y € S dir. Bu takdirde
a) Her x,yeS, ael igin;

Zs(X=¥)Z 2s(X) A x5 (Y) =121A1=1

Xs(Xay) = xs () v 75 (y) =1=1v1=1

b) Her xeSve y¢S ise x—ye¢S, ael igin;

Zs(X=Y) 2 25 () A x5 () =021A0=0

2s(Xay)> y () v xs(y) =>121v0=1 (XxayeS)

c) Her x,ye¢S , ael igin;

Zs(X=Y) 2 2s() A x5 (y) =0=20A0=0

xs(xay) = ys(X)v zs(y) =0=0v0=0

Sonug olarak a), b) ve c¢) durumlarindan her X,y € R igin istenilen kosul saglanir. Bu

durumda yg, R’nin bir bulanik idealidir.

Teorem 7.9 R ve K TI'—halkalar olmak lzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R veK
Uzerinde idealistik esnek I"—halkalar olsun. Eger (f,qg), (F,A)’dan (H,B)’ye esnek

I'— homomorfizma ve Cekf — | olmak lzere |, R’nin bir ideali ise bu durumda;

L(F/ a0, A= (F(F) 2:q), A
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2. g bijektif fonksiyonise (F/ x,, A)=. (H/ x,.B).

Ispat Yardimci Teorem 7.6’dan y, ve iy Strastyla R ve K TI'—halkalari Gzerinde
bulanik idealler olsunlar. Dolayisiyla y, ve x, sirasiyla (F,A) ve (H,B) lzerinde

bulanik ideallerdir.

Teorem 7.7 de p =y, alirsak R, =R, =1 >Cekf ve f(w)=1(x)=x:q olur.
Bu durumda;

L (FIy, A= (f(F) 210, A

2. g bijektif fonksiyonise (F/ y,, A) = (H/ x;,,,B)

Teorem 7.10 R ve K TI'—halkalar olmak tizere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
uzerinde birer idealistik esnek I'—halka olsunlar. Eger (f,g), (F,A)’dan (H,B)’ye

esnek I'—homomorfizma ise ve J, K’nin ideali ise bu durumda;
1. (F/;(f,l(J),A) = (f(F)/ x,, A

2. Eger g bijektif fonksiyon ise (F /If‘l(d)’ A)=.(H/yg,,B).
ispat 1. Xisgy V€ Xs sirasiyla (F,A) ve (H,B) Ulzerinde bulanik idealler oldugunu
biliyoruz.

v=y, Teorem7.8den f*(v)="f"(y,) =X

Her X e R icin;

i) Eger xe f*(J) ise f(X)eJ

()0 = 2, (F) =1=7,.,, (¥

ii) Eger xe f *(J)ise f(x)EJ

(F N =2, (F(x))=0=y,. ;,(X)

Buradan (F/ x, A)=. (f(F)/ x,,A) olur.

)’
2. Eger g bijektif fonksiyon ise (F /;(f_lm, A)=.(H/y,,B)
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Her R T —halkasi icin R/ z,, = Rdir. R/;g(o)'ln R’ye esit oldugu durumu goz

onine alalim. Teorem 7.9’da | = Cekf aldigimiz takdirde asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 7.11 R ve K [I'—halkalar olmak lizere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
Uzerinde birer idealistik esnek I"—halka olsunlar. Eger (f,g), (F,A)’dan (H,B)’ye

esnek I'— homomorfizma ise bu durumda;
L (F/ Yeq: A = (F(F), A)
2. g bijektif fonksiyonise (F/ y 4, A) = (H,B)

| , R T"—halkasi Gizerinde bir ideal olsun. R/ 1 bdlum halkasi tizerindeki denklik

bagintist X~ y, Xx—Yy el olacak sekilde "~ " ile tanimlanmisti. Kolaylik olmasi i¢in X
‘in | idealine gore Y ’ye denk oldugu x~_. y(I) ile gosterilir. X’in y, bulanik idealine

gore Y 'ye denk oldugu da X ~. y(y,) ile gosterilir.

Yardimci Teorem 7. 7 Kabul edelim ki |, R T"—halkasI tizerinde bir ideal olsun. Bu

durumda X ~. y(I) olmasiigin gerek ve yeter kosul X ~. y(x,) olmasidir.
ispat X~ y(I) @ x-yel & 7 (x-y) =1 7, (x-Yy) = 1,(0)
<X~ Y(n)-
Yardimci Teorem 7.7°den | , R T"—halkasinin bulanik idealiiken R/1=. R/ y, olur.

Teorem 7.9, 7.10 ve 7.11 uygulamalarindan ¢ikan sonuglar;

Sonu¢ 7.1 R ve K I —halkalar olmak tzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
Uzerinde birer esnek I —halka olsunlar. Eger (f,g), (F,A)’den (H,B)’ye esnek I'—
homomorfizma ve her t € A igin Cekf — | < F(t) olacak sekilde |, R’nin ideali ise bu

durumda;
1L(F/LA) = (f(F)/ f(),A)
2. g bijektif fonksiyonise (F/1,A)=.(H/f(l),B).

Sonu¢ 7.2 R ve K T —halkalar olmak tuzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R veK

Uzerinde birer esnek I —halka olsunlar. Eger (f,qg), (F,A)’dan (H,B)’ye esnek I'—
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homomorfizma ve her t e A icin f(J) < F(t) olacak sekilde J, K’nin ideali ise bu

durumda;
1. (F/f7),A = (f(F)/J,A
2. g bijektif fonksiyonise (F/ f*(J),A) =. (H/J,B).

Sonu¢ 7.3 R ve K I —halkalar olmak lzere (F,A) ve (H,B) sirasiyla R ve K
uzerinde birer idealistik esnek I'—halka olsunlar. Eger (f,g), her te A igin
Cekf < F(t) olacak sekilde (F, A)’dan (H,B)’ye bir esnek I'—homomorfizma ise bu

durumda;

1. (F/gekf, A)=. (f(F),A)

2. g bijektif fonksiyon ise (F /¢ekf,A) =. (H,B)
Teorem 7.12 (2. Bulanik I" — izomorfizma Teoremi )

R bir I"—halka olmak Gizere (F,A), R lzerinde idealistik esnek I"—halka olsun. u

ve v, 1(0)=v(0) olacak sekilde R’nin iki bulanik idealidir.
((Fﬂ + FV)/V, A) =L (F,u /,leV, A)

ispat (F,+FE)/v,A)’nin (R, +R))/v JUzerinde idealistik esnek I'—halka ve

(F,/unwv,A)’nin R,/ v tzerinde idealistik esnek " —halka oldugu biliniyor.
Her x Rﬂ +R, ,x=a+b, ae R” , be R, olacak sekilde segilir.
f fonksiyonu tanimlayahm.
f:(R,+R)/v—>R, [ punv
v, = f () =(urw),
a) y=c+d,ceR,, deR ikenv, =v, ise
v((a+b)—(c+d))=v((a-c)—(d —b))=v(0)
Bu durumda v(a—c) =v(d —b) =v(0)

= (unv)(a-c)=u(a—-c)av(a-c)
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= u(0) Av(a—c)
= u(0) Av(0) = (1 v)(0)
Buradan (unv), =(unv), demektir. Sonug olarak f fonksiyonu iyi tanimhidir.
b) x=a+b, y=c+d, aceR b deR ikenherv,,v e(R,+R)/v, ael igin
X+y=a+c+b+d
xay =(a+b)a(c+d)=aac+bac+aad +bad
Frv) =) = (@),
=), +(unv),
=f)+f(,)
= f+v) =)+,
ve R , R’ninideali oldugundan aad,bac,bad € R, . Buradan;
Frav,) = F0,) = T (Vanersmcrasinns) = (MO e
— (urv),auew), = T fo,)
= f(vxavy) = f(vx)af(vy)
Sonug olarak f fonksiyonu bir homomorfizmadir.
c) Her (unv),eR,/(unv) ,beR, alinir,ise x=a+beR, +R, dir. Buradan
f~(vx) =(uv), ve f bir epimorfizmadir.
d) x=a+b,y=c+d a,ceR,, b,deR, olmakiizere her x,yeR, +R, icin, eger
(unv), =(unv), ise budurumda pnv(a—c)=unv(0) olur.
unv(a—-c)=>u(a—c)av(a—c) = u(0) Av(0)
1(0) =v(0) ve u(a—c)=u(0) oldugundan v(a—c)=v(0) olur. Buradan

v(x—y)=v(a+b-c-d)=v(a-c+b-d)
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>y(a—c) Av(b—d)

=v(0) Av(0)

Bu takdirde f bir monomorfizmadir.

a, b, c,d’den f ’nin (R, +R))/v’den R,/ z~v’ye birizomorfizma oldugu sdylenebilir.
g:A— A fonksiyonu t — §(t) =t ile tanimlansin. Budurumda § bijektiftir.

f(F, +F)WO)/v)=F,(0)/ unv=F, (G(t)/ unv

= (f,0):(F,+F)/v.A = (F,/ urv, A

Sonug 7.4 R bir I"—halka olmak tizereve (F, A), R (izerinde idealistik esnek I" — halka

ve |, J R uzerinde iki ideal olsunlar. Bu durumda
((Fﬂﬂ +FZJ)/ZJ’A) =r (FZ| /ZIOJ’A)

Sonug¢ 7.5 R bir I"—halka ve (F, A), R uzerinde idealistik esnek I"—halka olsun. |,

J R lzerinde her t € Aigin F, (t) > J olacak sekilde iki ideal olsun. Bu durumda
(F, +F, )13, A= (F, /1", A).

Teorem 7.13 (3. Bulanik I"—izomorfizma Teoremi) R bir I'—halkasi ve (F,A), R

uzerinde idealistik esnek I'—halka olsun. 4 ve v her te A icin F (t)=R, olacak

sekilde R ’nin bulanik idealleridir.

((F/V)(Fylv),A)zr (F1uA)

Ispat ((F/‘%F /v)’A]' (R/‘%R Iv) Uzerinde idealistik esnek I —halkadir ve
H u

(F/u,A), R/ u tzerinde idealistik esnek I —halkadir.

Bir f tanimlayalim.

fNZ(R/‘%R#/V)—)R/,u
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v,+R, lv— f~(vX+R#/V)=,uX
a) Eger
v,+R, lv=v +R v, dyleyse v,—v =v,_ eR v
Budurumda x—yeR,
u(x—=y)=pu(0) ve wu(x)=p(y)
= [, =y, ve f iyi tanimlidir.
b) Herv,+R, /v,v,+R, [ve(RIV)I(R,/V)
f((v,+R, Iv)+ (v, +R, V)= f((v, +v,)+R, V)
= f(vX+y +R, 1v)
= Hyy = My T 1y
=f +R, Iv)+ f(v,+R, 1)
f((v,+R, IV)a(v, +R, Iv)) = f((vav,)+R, V)
= f (v +R, 1V)
= Moy = KO
=f, +R, IV)af(v,+R, Iv)
Bu durumda f bir homomorfizmadir.
¢) Her u eR/uigin f(v + R,/v)=p, olacak sekilde v, +R, /ve(R/V)/(R,/v)
vardir. Bu durumda f bir epimorfizmadir.
d) p, =p ise u(x-y)=u(0) ve x—yeR,
Vi, =V, Vv, eR, v

v,+R,lv=v +R v
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Budurumda f bir monomorfizmadir.

a,b,cd; f fonksiyonunun bir izomorfizma oldugunu gosterir.

g: A— A fonksiyonu t — §(t) =t ile tanimlansin. Oyleyse § bijektiftir.

f[((F e /V)j(t)j= F()/ = F(GO) = (F 1 1)(@(0)

Bu takdirde (f, §) :((F /‘%F /v)’Aj = (F/u, A) dir.

Sonug 7.6 R bir I'—halka olmak tzere (F,A), R lzerinde idealistik esnek I"—halka

olsun. I, J; her te Aicin F, (t)=J olacak sekilde R’nin iki idealidir. Bu durumda
F/
(( Z.)(J/zl),AJZF(F/ZJ,A).

Sonug 7.7 R bir I"'—halka ve (F,A), R uzerinde idealistik esnek I"—halka olsun. |,

J;herteAicin IcJ ve F, (t)=J olacak sekilde R’nin iki ideali ise

((F/%/I)'A)zr (F/J,A).
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BOLUM 8

SONUC VE ONERILER

Bu tezde klasik cebir de dahil olmak lzere bulanik kiime teorisi ve esnek kiime teorisiyle
ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir. Daha ¢ok izomorfizma teoremleri lizerinde
durulmustur. Grup, halka, esnek halka, idealistik esnek I"— halka lGizerindekiizomorfizma
teoremleri ve idealistik esnek halkalarda bulanik izomorfizma teoremleri verilmis ve

karsilastirma imkani sunulmustur.

Son olarak idealistik esnek I"— halkalarda bulanik izomorfizma teoremleri kurulmus ve
ispatlanmistir. Birinci, ikinci, Ggtncu bulanik I"—izomorfizma teoremleri yardimiyla da
temel bazi sonuclara ulasiimistir. Diger cebirsel yapilarda da benzer islemler

uygulanabilir.
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