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1. GIRIS

Sabit nokta teorisi, diferensiyel denklemler, topoloji ve fonksiyonel analiz gibi
matematigin temel alanlarinda dogrudan kullanilmaktadir. Ayrica bu teorinin ekonomi,

oyun teorisi, dinamik ve optik gibi genis uygulama alanlar1 vardir.

Sabit nokta teorisi 20. yilizyil baglarinda L.E.J. Brouwer’in ¢aligmalar1 ile baglamistir.
Bu teorinin gelismesine katkida bulunan {inlii matematik¢ilerin baginda S. Banach ve J.
Schauder gelmektedir. Metrik uzaylar teorisinde kullanilan 6énemli bir ara¢ olan, belli
kosullar1 saglayan fonksiyonlarin sabit noktalarinin oldugunu garanti eden ve bu sabit
noktanin konstraktif sekilde bulunmasini saglayan teorem Stefan Banach'n “Daraltan
(Biiziilme) Doniisiim Teoremi” dir. Stefan Banach tarafindan 1922 yilinda ifade edilen
bu teorem, “(X, d) bir tam metrik uzay ve T: X — X bir dontisiim olsun. Her x,y € X
i¢in
d(Tx,Ty) < ad(x,y), 0<a<1

ise T, X de bir tek sabit noktaya sahiptir” seklindedir. Bu teoremin sonsuz boyutlu
Banach uzaylarina bir genellestirmesi olan ve Schauder Teoremi olarak adlandirilan
teorem, 1930 yilinda “K, bir X Banach uzayinin bos olmayan kompakt, konveks bir alt
kiimesi ve f:K — K siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda f, K da en az bir sabit
noktaya sahiptir” seklinde ifade edilmistir. Kompakt olmayan operatorlerle ilgili
Schauder teoreminin genellestirilmesi i¢in ilk adim 1955 de G. Darbo tarafindan
atilmistir. Darbo’nun ardindan Browder, Ky Fan, Furi, Nussbaum, Opial, Petryshyn ve
Vignoli, Schauder sabit nokta teoreminin ¢esitli genellestirmelerini vermislerdir. Daha
sonra 1950 de F. E. Browder, 1965°de Kirk, 1968’de Kannan 1974°de Ciric ve daha pek
cok matematik¢i bu temel sonuglar1 genellestirmislerdir. Bununla birlikte Junck,
Rhoades, Sessa gibi pek ¢ok arastirmaci birden fazla doniisiimiin ortak sabit noktalari

izerine ¢ok sayida ¢alisma yapmislardir.

1972 yilinda Goebel and Kirk, asimptotik genislemeyen bir doniisiim i¢in sabit noktanin

varligini ispatlamis ve Schu (1991), Tan and Xu (1993), Rhoades (1994), Osilike ve



Udomene (2000), Li and Sims (2002) tarafindan Hilbert ve Banach uzaylarinda bu tiir

doniigiimlerin sabit noktalar1 lizerine ¢aligmalar yapilmistir.

Optimizasyon problemleri ger¢ek hayatta karsilasilan birgok problem icin gelistirilen
karar modellerinin kisitlarindan dolayr 1950’li yillardan itibaren daha fazla onem
kazanmigtir. Temelleri 18. ve 19. yiizyillara dayanan yeni analitik ve sayisal yontemler,
1960’11 yillardan sonra bilgisayarlarin da gelismesi ile hizl1 bir sekilde yayilmustir. Ozel
olarak kimyasal islemlerin siireklilik kazanmasi, planlamacilarin, miihendislerin,
jeologlarin, ekonomistlerin, iktisat¢ilarin, isletmecilerin kendi bdliimlerine has
problemleri ¢dozmek i¢in iizerinde durduklar1 ¢aligmalar, optimizasyon tekniklerini
ortaya ¢ikarmistir. Klasik optimizasyon teorisi Cauchy, Lagrange ve Newton tarafindan
gelistirilmistir. Newton ve Leibnitz’in analiz ¢aligmalar1 optimizasyonun diferansiyel
metodlarinin gelismesine destek sunmustur. Langrange, kisitlanmis problemler ig¢in
optimizasyon metodunu gelistirmistir. Kisitsiz optimizasyon problemlerinin ¢6ziilmesi
icin Steepest Descent teknigini ilk defa Cauchy uygulamistir. Optimizasyon ile ilgili
yapilan ¢aligmalar 20. yilizyilin ikinci yarisina kadar daha agir ilerlemistir. 1950’lerden
sonra sayisal bilgisayarlar kesfedildigi icin optimizasyonda onemli gelismeler
yasanmustir. Boylelikle bircok yeni teori ve teknik ortaya ¢ikmistir. Ancak 1960’1
yillarda kisith olmayan optimizasyon ile ilgili sayisal metodlar yalmz Ingiltere’de
calisilmis ve ilerletilmistir. Giinlimiizdeki gelismis teknoloji kadar yaygin bir kavram
olan optimizasyon kavrami ¢esitli endiistri alanlarinda uygulanmaktadir. Bu nedenle

optimizasyonun kullanilmadig bir bilim dali neredeyse yok gibidir.

Bu calisma bes boliimden olusmaktadir. Giris boliimiinden sonra Kuramsal Temeller
adin1 alan ikinci boliimde, ilk olarak calismamizda kullandigimiz temel tanim ve
kavramlara yer verilmistir. Sonra bazi 6zel doniisiimler tanitilmis ve bu doniisiimlerin
sabit noktalarmm hangi sartlar altinda var oldugu incelenmistir. Ugiincii béliimde
dontisiimlerin sabit noktalar1 bulunurken kullanilan cesitli iterasyon yontemleri ve bu
iterasyon yontemleri i¢in kuvvetli ve zayif yakinsama teoremleri verilmistir. Dordiincii
boliimde ise Once sabit noktalarin bulunmasi i¢in genel iteratif semalar verilmistir. Daha

sonra konveks minimizasyon problemlerini ¢6zmek igin genel iteratif semalardan



bahsedilmistir. Besinci boliimde bu arastirmamizda elde ettigimiz bazi sonuglar

verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Sabit Nokta Kavrami ve Bazi Doniisiim Siniflar:

Bu boliimde sabit nokta kavrami ve bazi 6zel dontisiim siniflar1 verilecektir.

Tamim 2.1.1 (Normlu Uzay): X, F cismi lizerinde bir lineer uzay olsun. || |: X - R

fonksiyonunun x deki degerini ||x|| ile gosterelim. Bu fonksiyon igin,
N1 ||x|]|=0&=x =06

N2. [[ax|l = |alllx]l, (a € F)

N3. [lx +yll < llxl + [yl

sartlar1 saglaniyorsa || || fonksiyonuna X de (veya X iizerinde) bir norm ve (X, || ||)

ikilisine de normlu uzay denir.

Tanim 2.1.2 (Banach Uzayi): X normlu lineer uzay olsun. X, d(x,y) = |[|x — y|| norm

metrigine gore tam ise X e Banach uzay: denir.

X in reel veya kompleks lineer uzay olusuna gore Banach uzayi da reel veya kompleks

Banach uzayi olarak adlandirilir.

Tamim 2.1.3 (i¢ Carpim Fonksiyonu ve I¢ Carpim Uzayi): X, F cismi iizerinde bir

lineer uzay olsun. { ): X x X — F fonksiyonu
1. (x+y,2) = (x,2) + (v, 2)
2. {ax,y) = alx,y)

13. (x,y) = (y,x)

4. (x,x) >0ve(x,x)=0 & x =80

sartlarin1 sagliyorsa, bu fonksiyona i¢ ¢arpim fonksiyonu (veya i¢ ¢arpim) denir.



Uzerinde i¢ ¢arpim fonksiyonunun tanimlandig lineer uzaya i¢ ¢arpim uzayi (veya on-

Hilbert uzay1) denir. i¢ carpim uzay1 (X,{ )) veya kisaca X ile gosterilir.

Tamim 2.1.4 (Hilbert Uzay1): X bir i¢ ¢carpim uzay1 ve || || i¢ ¢arpim normu olsun.
d(x,y) = llx — y|| = /{x —y,x — y) olarak tanimlanirsa (X,d) bir metrik uzay olur.

I¢ ¢arpim normuyla tanimlanan bu d metrigine gére X i¢ carpim uzayr tam ise, X e

Hilbert uzay1 denir.
Hilbert uzaylari, 6zel bir normdan elde edilmis Banach uzaylaridir.

Tamim 2.1.5 (Konveks Kiime): K, X lineer uzayinin bir alt kiimesi olsun. Her x,y € K

ve A € [0,1] i¢in
1-MDx+AyeK
ise, K ya konveks kiime denir.

Tamim 2.1.6 (Sabit Nokta): X bos olmayan bir kiime ve T:X — X herhangi bir
dontisiim olsun. Eger Tx = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T nin sabit

noktasi denir.

O halde Tx = x denkleminin ¢6ziimii veya ¢ozlimleri T nin sabit noktalaridir. T nin tiim

sabit noktalarinin kiimesi F (T) veya Fix(T) ile gosterilir.

Ornek 2.1.7: 1) X # @ olmak iizere I: X — X 6zdes doniisiim olsun. Bu durumda her

x € X bir sabit noktadir.

2) X = (—2,1] olmak tizere T: X = X, Tx = %(x + i) doniisiimiiniin sabit noktalarinin

kiimesi F(T) = {—\/7} diir.



3) X=R olmak iizere T:X - X, Tx= x3—2x?—2x doniisiimiiniin sabit

noktalarmin kiimesi F(T) = {—1, 0, 3} dir.

4) X = R ve Y = R® olmak iizere herhangi bir T: X — Y doniisiimii herhangi bir sabit
noktaya sahip degildir.

5) X = R olmak iizere T: X = X, Tx = a + x seklindeki 6teleme doniisiimlerin sabit
noktalar1 yoktur.

X bostan farkli bir kiime ve T:X — X bir doniisiim olsun. Herhangi bir x € X i¢in
T™(x), T°(x) =x ve T™(x) =T(T™(x)) seklinde tanimlanir. T™(x) e, x in T
altindaki n. iterasyonu denir. T™ (n = 1) dontsiimiine de T nin n. iterasyonu denir.

T (x) yerine Tx notasyonu kullanilabilir.

T:X — X bir doniisiim olsun. Bu durumda asagidaki ifadeleri yazabiliriz.

1. Keyfi birn € N igin F(T) < F(T™) dir.

2. Keyfi bir n € N i¢in F(T™) = {x} ise F(T) = {x} dir. Ancak bunun tersi genelde
dogru degildir. Ornegin T: {a, b, c} = {a, b, ¢} déniisiimii T (a) = b,T(b) = a,T(c) =c¢
olarak tammlanirsa F(T?) = {a, b, ¢} oldugu halde F(T) = {c} dir.

X bos olmayan bir kiime ve T;,T,: X — X herhangi iki doniisiim olsun. Eger T;x =
T,x = x olacak sekilde bir x € X varsa, bu x noktasina T; ve T, nin ortak sabit noktasi
denir. Bu doniisiimlerin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) seklinde

gosterilir.

Ornek 2.1.8: X = R olmak iizere Ty, Tp: X = X, Tyx = x? —2x — 4 ve Tox = x% —
5x — 7 doniisiimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T;) N F(T,) = {—1}dir.

Ornek 2.1.9: X = R olmak iizere Ty, T,: X — X, Tyx = x —sinx ve To,x = x — tanx

dontistimlerinin ortak sabit noktalarinin kiimesi F = F(T,) N F(T,) = {km: k € Z} dir.



Tamm 2.1.10: (X, || |]) bir normlu uzay ve T: X — X bir doniisiim olsun.

a) Her x,y € X i¢in

ITx = Tyll < kllx = yli (2.1)

olacak sekilde bir k > 0 sabiti mevcutsa T ye Lipschitzian doniisim denir. (2.1)
esitsizligine Lipschitz sart1 ve bu sart1 saglayan en kiigiik k sayisina da Lipschitz sabiti

denir.

b) Eger (2.1) esitsizligi 0 < k < 1 iken saglaniyorsa T ye daraltan doniisiim (biiziilme

doniigiimii (contraction)) denir.

c) Her x,y € X ve x # y igin

ITx =Tyl <llx = yll

ise T ye kesin daraltan doniisiim (contractive) denir.

d) Her x,y € X i¢in

ITx — Tyl < llx —yl|

ise T ye genislemeyen doniisiim (nonexpansive) denir (Agarwal et al. 2009).

Yukaridaki tanimlara gore Lipschitz sartin1 saglayan her doniisiim diizgiin siireklidir.
Dolayisiyla yukaridaki doniistim smiflar1 da diizglin stireklidir. Dolayisiyla eger T

siirekli degilse daraltan ve genislemeyen doniisiim olmasi1 da miimkiin degildir.



Tamim 2.1.11: H bir Hilbert uzay1 ve T lineer olmayan bir doniisiim olsun. D(T), T

nin tanim ve R(T) goriintii kiimesi olmak tizere

a) Herx,y € D(T) i¢in

(Tx —Ty,x—y)=0

esitsizligi saglaniyorsa T ye monoton doniisiim denir.

b) Herx,y € D(T)ve x # y igin

(Tx —Ty,x—y)>0

esitsizligi saglaniyorsa T ye kesin monoton doniisiim denir.

c) Herx,y € D(T)vex # y igin

(Tx =Ty, x —y) =nllx — yll?

olacak sekilde n > 0 sabiti varsa T ye n-kuvvetli monoton doniisiim denir.

d) Herx,y € D(T) igin

(Tx —Ty,x —y) = v||ITx — Ty||?

olacak sekilde v > 0 sabiti varsa T ye v-ters kuvvetli monoton doniisiim denir.



e) Bir T monoton doniisiimiin grafigi G(T) olmak iizere bu doniisiimiin grafigi baska
bir monoton doniistimiin grafigi tarafindan ihtiva edilmiyorsa T ye maksimal monoton

dontigiim adz verilir (Zeidler 1986).

Yukaridaki tanimdan her wv-ters kuvvetli monoton doniisiimiin monoton ve -

Lipschitzian doniisim oldugu aciktir. Gergekten ters kuvvetli monoton doniisiimiin

tanimindan
5 1 1
W%—TﬂlS;U%—T%x—WS;WM—Tﬂmx—N
oldugundan
1
IWx—ﬁMS;M—YH
dir.

Ornek 2.1.12: H = R ve C = [0,1] olmak iizere T: C — € doniisiimii
1) Tx = x7+1 olarak tanimlanirsa

x+1 y+1

N2
_y+1 G-y
2 2

0
> =

(rx =TG- = ( )ec-» =

dir. Bu halde T doniisiimii monotondur.
2) Tx = 4x olarak tanimlanirsa
(Tx = Ty)(x —y) = 4(x — y)?

oldugundan her x,y € C igin (Tx — Ty)(x — y) = 4(x — y)? yazlabilir. Dolaysiyla T

dontistimi 4-kuvvetli monotondur.
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3) Tx = 3x + 1 olarak tanimlanirsa bu doniisiim %—ters kuvvetli monotondur. Yani
(Tx —=Ty)(x —y) = 3(x —y)* 2 9v(x — y)?
esitsizligi v = § icin saglanir.
Tanim 2.1.13: X bir lineer uzay ve f: X — (—oo, o) bir doniisiim olsun.
a)Her x,y € X ve A € [0,1] i¢in
fAx+ (A =-Dy) <Af () + (A -Df ()
esitsizligi saglaniyorsa f ye konveks doniisiim ad1 verilir.
b) Her x,y € X, x # yve 1 € (0,1) igin
fAx+ (A =Dy) <Af )+ (A -Df )
esitsizligi saglaniyorsa f ye kesin konveks doniigiim ad1 verilir.

c) Her x,y € X ve A € [0,1] i¢in

fOAx+ (1 =Dy) SAf () + A =Df () —%afl(l = Dlix = ylI?

esitsizligini saglayan bir @ > 0 sayis1 varsa f ye kuvvetli konveks doniisim denir

(Cegielski 2012).
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2.2. Bazi Sabit Nokta Teoremleri

Teorem 2.2.1: [a,b], R de kapali bir aralik ve f:[a, b] = [a, b] siirekli bir doniigiim

olsun. Bu durumda f(c) = c olacak sekilde en az bir ¢ € [a, b] sayis1 vardir.

Teorem 2.2.2 (Brouwer Sabit Nokta Teoremi): B = {x € R™: ||x — x,|| < r}, R" de
kompakt konveks bir alt kiime olsun. Bu durumda f: B = B siirekli doniisiimii en az bir

sabit noktaya sahiptir (Brouwer 1912).

Brouwer’in bu teoremi ancak sonsuz boyutlu bir Banach uzayinda gegerli olmayabilir.

Bunun i¢in asagidaki 6rnegi inceleyebiliriz.

Ornek 2.2.3: B, ¢y = {(x,):lim,,e, x, = 0} Banach uzayinda kapali birim yuvar

olmak lizere

T:BCO - BCOI T(X) = (1 - |X1|,X1,XZ, )

dontisimiinii alalim. Her x,y € B, i¢in

ITx =Tyl = lIx = ylle

oldugundan T siireklidir. Ancak Tx = x denkleminin B, da bir ¢6ziimii yoktur.

Teorem 2.2.4 (Schauder Sabit Nokta Teoremi): X bir Banach uzayi, K € X bos
kiimeden farkli kompakt konveks bir alt kiime ve f: K — K siirekli bir doniisiim olsun.

Bu durumda f en az bir sabit noktaya sahiptir (Schauder 1930).

Asagidaki 6rnek ile tam metrik uzay lizerinde tanimlanan genislemeyen bir doniisiimiin

sabit noktaya sahip olmayabilecegi ifade edilmistir.
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Ornek 2.2.5: ¢, Banach uzayinda her x € B, i¢in

T(xq, %5, e, Xjy ) = (3,%1, %5, X3, ... )

seklinde tanimlanan T: B., — B, doniistimiinii alalim. T genislemeyen bir doniistiimdiir
ve x =(3,3,3,...), T nin bir sabit noktasidir. Fakat x = (3,3,3,...) € ¢, dir. Bu

durumda T dontisiimii, ¢, uzayinda sabit noktaya sahip degildir.

Teorem 2.2.6 (Banach Daralma Ilkesi): (X,d) tam metrik uzay ve T:X — X daraltan
bir doniistim olsun. Bu durumda T, bir tek sabit noktaya sahiptir (Banach 1922).

Ispat: x,, X de keyfi bir nokta ve

x, = Txg,x; = Tx; = T?xg, oo, Xy = T, = T x,

olsun. Once {x,} dizisinin bir Cauchy dizisi oldugunu ve sonra da bu dizinin limit

noktasinin Tx = x denkleminin bir tek ¢6ziimii oldugunu gosterecegiz. n,p = 1 igin
d(xn+p,xn) = d(T™Pxy, T"x,)
= kd(xn+p—1'xn—1)
= kd(T™P1x,, T" 1x,)
< k2d(Xn1p-2 Xn_g) <
< k(X Xnn) = K (2, %)
< k™(d(xp, xp—1) + d(xp-1,%0))
< k™(kd(xp—1,%p—3) + d(xp—1, Xp—2) + d(xp_2,%0))
= k™(d(xp-2,%x0) + d(xp_1,%p—2) + kd(xp_1,Xp_2))
< k™d(xp-2,%0) + kd(xp—2, Xp_3) + k2d (xp_3, xp_3)]

< k™(d(x1, %) + kd(xq, x0) + k?d(xy, x0) + )

= k™d(xy, x0) (1 +k+k*+ k3 + )
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1
= knd(xl,xo) (m),

olur. Yani

n

d(xn+p,xn) < 1k_ " d(xq,x)

dir. 0 < k < 1 oldugundan n — oo igin limit alinirsa, d(xn+p,xn) — 0 elde edilir. Bu
da {x,} dizisinin Cauchy dizisi oldugunu gosterir. X tam oldugundan x, — x ve
dolayisiyla x,,q = x dir. T doniisiimii stirekli oldugundan dizisel siireklidir, yani
Tx, - Tx dir. x,,; = Tx,, de n - oo i¢in limit alinirsa x = Tx elde edilir. Simdi bu

sabit noktanin tek oldugunu gosterelim. y, T nin baska bir sabit noktasi yani, Ty =y

olsun. Bu durumda

d(x,y) =d(Tx,Ty) < kd(x,y)

olur. Buise d(x,y) = 0 olmasim gerektirir. Ciinkii

dir. k < 1 oldugundan 1 — k > 0 dir. Dolayisiyla hem 1 —k > 0 hem de d(x,y) = 0
oldugundan d(x,y)[1 — k] <0 esitsizliginin saglanmas1 i¢in d(x,y) = 0 olmasi

gerekir. Bu da x = y demektir.

Ornek 2.2.7: X = [a,b], d(x,y) = |x — y| ve T:X — X bir doniisiim olsun. Eger T,
[a, b] kapali araliginda siirekli, (a,b) araliginda tiirevlenebilir bir doniisiim ve her
x € (a,b) igin |T'x| < k <1 sarti saglaniyorsa T nin X de tek bir sabit noktasi
mevcuttur. Gergekten Ortalama Deger Teoremi’nden her x,y € [a, b] i¢in ¢ € (a, b)

olmak tlizere
|Tx — Tyl =T'()|x —y| < klx —y]

olur. Banach Daralma Ilkesinden dolay1 T nin bir tek sabit noktas: vardir.
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Teorem 2.2.8: (X,d) tam metrik uzay1 ve n € N igin T" daraltan doniisiim olacak
sekilde bir T: X — X dontisiimii verilsin. Bu durumda T bir tek sabit noktaya sahiptir
(Khamsi and Kirk 2001).

Ispat: Banach sabit nokta teoremi geregince, T™ bir tek x, sabit noktasma sahiptir.

Dolayistyla
T"+1x0 = T(TnxO) = TxO

yazilir. Ayrica Txy, T™ nin bir sabit noktasidir. T™ nin sabit noktasi tek oldugu igin
Txy = xy olur. Eger Ty =y ise, bu durumda T"y =y olur. Bu da y = x, olmasi

gerektirir.

Teorem 2.2.9: (X, d) bir kompakt metrik uzay ve T: X — X kesin daraltan bir doniisiim

olsun. Bu durumda T bir tek x, sabit noktasina sahiptir. Ustelik her x € X i¢in
lim T"x = x,

n—-oo

dir (Khamsi and Kirk 2001).

Tamm 2.2.10 (Kesin Konveks Uzay): X bir Banach uzay ve eger x # y olmak iizere

her x,y € Sy = {x € X: ||x|| = 1} ve her 1 € (0,1) icin

I1-Dx+ Ayl <1

oluyorsa X uzayina kesin konveks (strictly convex) denir (Cegielski 2012).

Bu tamim, X deki Sy birim kiire yiizeyine ait birbirinden farkli x ve y noktalarinin orta
noktasinin Sy de olmadigini1 gosterir. Bir bagka deyisle eger x,y € Sy ve ||x|| = ||ly|| =
l(x + v)/2|| ise x = y dir.
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Ornek 2.2.11: X =R" (n>2), x = (x1,%3 .., %) € R™ Ve ||x|l; = [xq] + |x,| +

-+ |x,, | normu verilsin. Bu durumda X kesin konvekstir.

Ornek 2.2.12: X =R" (n>2), x = (X1,Xp, ..., %) ER™ ve ||x|ly = |x,| + |x5] +
-+ |x,| normu verilsin. Bu durumda X kesin konveks degildir. Gergekten x =
(1,0,0,...,0) ve y =(0,1,0,0, ...,0) olarak segilirse x =y, ||x|l; =1 = ||yll; oldugu
halde ||x + y||; = 2 dir.

Tanim 2.2.13: X", X Banach uzayinin duali olsun. Eger

Jx =4 € X" (x, ) = lIxlI* = ljlIZ}

seklinde tamimlanan J: X — 2% ¢ok degerli doniisiimiine normallestirilmis eslenik

dontisiim (normalized duality mapping) denir (Agarwal et al. 2007).

Ornek 2.2.14: Bir H reel Hilbert uzayindaki normallestirilmis eslenik doniisiim 6zdes
dontigiimdiir. Bunu gostermek i¢in x # 6 olacak sekilde bir x € H alalim. H = H* ve
(x, x) = [|x|[||x]| olmas1 x € Jy olmasini gerektirir. y € Jy oldugunu kabul edelim. J nin

tanimindan (x, y) = |[x||||ly|l ve ||x]| = |ly|| oldugunu biliyoruz.

lx =¥l = llxll* + lIyll* = 2¢x, y) = 0

oldugundan x = y elde edilir. O halde Jy = {x} dir.

Onerme 2.2.15: X bir Banach uzay olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) X kesin konvekstir.
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b) Sifirdan farkli her f € X* i¢in (x, f) = f(x) = |If|l. ve ||x]| = 1 olacak sekilde X in

en fazla bir x eleman1 vardir (Agarwal et al. 2009).

Tamm 2.2.16 (Diizgiin Konveks Uzay): X bir Banach uzay1 olsun. Her € > 0 ve

x|l <1, |lyll <1 vellx —y|l = ¢ sartlarin1 saglayan her x,y € X igin
1
EHX +yll<1-6(8)

olacak sekilde 8(e) > 0 sayis1 varsa X e diizgiin (uniformly) konveks uzay denir

(Aksoy and Khamsi 1990).

Bu tanmim, x,y € By Ve ||x — y|| = & > 0 icin (x + y)/2 orta noktasinin Sy den bir &

uzakliginda ve By kapali birim yuvar i¢inde oldugu ifade eder.

Ornek 2.2.17: Her H Hilbert uzay: diizgiin konvekstir. Gergekten her x,y € H igin

paralel kenar kuralindan
llx + ylI? = 2Ix11? + lylI*) — llx — yI?
dir. x # y olmak iizere x,y € By Ve |[|x — y|| = € oldugunu kabul edelim. Boylece

lx +yl? <4—¢&2
olur. Sayet §(¢) =1 —4/1 — €2/4 segilirse
1
Ellx +yll <1-6()

elde edilir. Bu durumda H diizgiin konveks uzaydir.
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Ornek 2.2.18: £, = {(x,): X% 11x,| < 00} Ve Lo = {(x,): supy|x,| < oo} uzaylarn
sirastyla ||x||; = Xoeqlxn] Ve x|l = sup{|x,|:n € N} normlarina gore diizgiin
konveks uzay degildir. Bunu gostermek igin € = 1 olmak tizere x = (1,0,0,0,...),y =

(0,—1,0,0, ...) € ¢, alalim. Bu durumda ||x||; = X;r=1 /% | normuna goére
lxlly =1 llylli =1 llx=ylh=2>1=¢

olur. Ancak [|(x + y)/2|l; = 1 oldugundan ||(x + y)/2||l; < 1 — § olacak sekilde bir
d > 0 sayis1 yoktur. Dolayisiyla #; uzayr diizgiin konveks degildir. Benzer olarak,
e=1 ve x=(1110,0,..), y=(11,-10,0,..) € £, olarak alalim. Boylece

llx|| = sup{|x,|:n € N} normuna gore
Ixllo =1 I¥llo =1, lIx =Yl =2>1=¢
elde edilir. ||(x + ¥) /2|l = 1 oldugundan ¢, uzayi diizgiin konveks degildir.

Teorem 2.2.19: Her diizgiin konveks Banach uzayi, kesin konveks uzaydir (Agarwal et
al. 2009).

Bu teoremin tersi genelde dogru degildir.

Ornek 2.2.20: 8 > 0 olmak iizere her x = {x;} € ¢, i¢in || |l normu

- 1/2
lxllp = llxll, + 8 (2 (?)2>

i=1

seklinde tamimlansm. Bu durumda (co, || |lg) uzayr f > 0 igin kesin konveks fakat

diizgiin konveks degildir. Eger ¢, uzay1 alisilmis norm ile verilirse, kesin konveks uzay

olmaz.
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Teorem 2.2.21: X bir Banach uzay1 olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) X diizglin konvekstir.

b) X deki {x,} ve {y,} dizileri i¢in

lnll < 1, llynll <1 ve Timpllxn +yull = 2 = lim|lx, —yall =0 (22)

dir (Agarwal et al. 2009).

Tamm 2.2.22 (Konveksligin Modiilii): X bir Banach uzay olsun.
. x+y
651021 = [0, 8x(e) = inf{1 = [F22] s 1xll < 1wl < 11w =11 = ¢

seklinde tanimlanan &y fonksiyonuna X in konveksliginin modiilii denir (Agarwal et al.
2009).

Yukaridaki tanimdan 8x(0) =0 ve her t >0 igin 6x(t) =0 oldugunu goérmek

kolaydir.

Ornek 2.2.23: Bir H Hilbert uzayinin konvekslik modiilii
£2
byle)=1- |1 — € € (0,2]

Lemma 2.2.24: X diizgiin konveks bir Banach uzayi, x,y € X ve A € [0,1] olsun.

dir.

c= \/||x||2 + |ly]|2/2 olmak tizere
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llx =yl
IAx + (1= Dyl < Alxll? + (1 = Dllyll* - 221 - /1)625x< P

dir (Alber 1996).

Teorem 2.2.25: Bir X Banach uzaymin kesin konveks olmasi igin gerek ve yeter sart
dx(2) = 1 olmasidir (Agarwal et al. 2009).

Ispat: X, &y konvekslik modiilii ile birlikte kesin konveks Banach uzay1 olsun. x # —y

olmak ftizere ||x|| = [|ly|| =1 ve ||lx — y|| = 2 oldugu kabul edilsin. X kesin konveks
oldugundan
Xy x+ (=y)
1= ” 2 ” 2 <1

yazilabilir. Bu ise bir ¢eliskidir. x = —y oldugundan 6x(2) = 1 dir. Tersine 6x(2) =1
oldugunu kabul edilsin. |[x|| = [lyl| = |l(x +¥)/2]| =1 sarti1 saglayan x,y € X
elemanlari alinsin. Buna gore

x+ (—y)
2

=11

2 <1-=6x(lx— (=D =1-6¢,(2)=0

elde edilir. Bu ise ||x|| =|lyll ve |lx+yll =2=]|x|+]|lyll ve boylece x =y

oldugunu gosterir. O halde X kesin konvekstir.

Teorem 2.2.26: X Banach uzaymnin diizgiin konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her
€ € (0,2] i¢in 65 (&) > 0 olmasidir (Agarwal et al. 2009).

Ispat: X diizgiin konveks Banach uzayi olsun. Bu durumda her € > 0, [|x|| < 1, |ly]| <

1 ve ||x — y|| = € sartlarini saglayan her x,y € X igin

x +
0< a0 =1- |

2

olacak sekilde 8y (&) > 0 vardir. Tersine olarak her € € (0,2] igin 6x(e) > 0 olacak
sekilde X in 8y konvekslik modiiliine sahip oldugu kabul edilsin. Sabit bir € € (0,2]
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icin|lx —y|| =€ ve ||[x|]| =1,[lyll =1 olacak sekilde x,y € X elemanlar1 alinsin.

Konvekslik modiliiniin tanimindan
X+
o012

ve boylece

||x+y
2

|| <1-6,(e)

elde edilir. Burada x ve y den bagimsiz olarak &(g) = 6x (&) olur. O halde X diizgiin

konvekstir.

Teorem 2.2.27: Her diizgiin konveks Banach uzayi yansimalidir (reflexivedir)
(Agarwal et al. 2009).

Tamim 2.2.28 (Gateaux Diferansiyellebilir Norm): X bir normlu uzay olmak tizere her

y € Sy i¢in

- lxo + tyll = llxoll
m

d
gl +oylD| = lim==—=

limiti varsa x, € Sy noktasinda X in normu Gateaux diferensiyellenebilirdir denir.
Yukaridaki limit (y, V||x,||) ifadesiyle de gosterilebilir. Burada V||x,]||, @ (x) = ||x]||
normunun x = x, noktasindaki gradyeni olarak adlandirilir. X in normu, Sy in tim
noktalarinda Gateaux diferensiyellenebilirse bu durumda X in normu Gateaux

diferensiyellenebilirdir denir (Agarwal et al. 2009).

H bir Hilbert uzay1 olmak tizere H’in normu V||x|| = ”i—”, x # 0 ile birlikte Gateaux

diferansiyellebilirdir. Gergekten x # 0 herhangi x € X i¢in

eyl =l e+ eyl = lx]I?
lim = lim
t-0 t t=0 t(|[x + tyll + [Ix||)
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i 2t(y, x) + t?||y||?
>0 t(llx + tyll + llxI)

= (y,—)
=V

elde edilir. Bu ise H nin normunun Gateaux diferansiyellebilir oldugunu gosterir.
Tanim 2.2.29: X bir Banach uzayi olsun. y € Sy olmak iizere her bir x € Sy i¢in

_lx + eyl = ]l
lim
t—0 t

limiti y den bagimsiz olarak mevcut ise X in normu Fréchet diferensiyellenebilirdir
denir. Eger bu limit her x,y € Sy i¢in x ve y den bagimsiz olarak mevcutsa bu durumda

X in normu diizgiin Fréchet diferensiyellenebilirdir denir (Agarwal et al. 2009).

Teorem 2.2.30: X bir Banach uzayi olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler denktir.

a) X diizgiin Fréchet diferensiyellenebilir norma sahiptir.

b) X* diizgiin konvekstir (Agarwal et al. 2009).

2.3. Metrik Izdiisiim Operatorii

Bu bodliimde, metrik izdiislimiin Hilbert uzayindaki tanimi ve bazi1 06zellikleri

verilecektir.

Tamm 2.3.1: C, H Hilbert uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve x € H olsun. Eger

her z € C i¢in

ly —xll < llz — x|
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sartin1 saglayan bir y € C noktasi varsa y ye x in C {izerine metrik izdiistimii ad1 verilir
ve Pqx ile ifade edilir. s = P.x — x vektoriine ise x in C tizerine izdiisiim vektorii denir.
Eger her x € H i¢in P;x var ve tek ise P.:H — C operatoriine (C ilizerine) metrik

izdiisiim adi verilir (Cegielski 2012).

Metrik izdiisimiin tanimi geregi her x € C i¢in P.x = x dir. Eger x &€ C ve P.x metrik
izdiisimii varsa bu durumda P.x € dC dir. Gergekten P-x € C° ise B(Pcx,&) S C

olacak sekilde € > 0 yaricapli bir agik yuvar mevcuttur. Bu durumda z noktasi

&
Z=x++ (1 —m)(ch—X) € B(PCX,E) cC

seklinde tanimlanirsa ||z — Pcx|| = € olacagindan z € B(P¢x,€) € C ve

Iz — x| = (1 - ”) 1Pex — xIl < [|IPex — x|

|Pcx — x

olur. Dolayisiyla bu esitsizlik metrik izdiisiimiiniin tanim ile gelisir. Yani P.x € aC

dir.

Bir Hilbert uzayinda C nin kapaliligi ve konveksligi her x € H i¢in P;x metrik
izdiistimiiniin varlik ve tekligi i¢in yeterlidir. Bu sebeple metrik izdiisiimiiniin varlik ve

tekligi icin asagidaki teoremi yazabiliriz.

Teorem 2.3.2: C, H Hilbert uzaymnim kapali ve konveks bir alt kiimesi olsun. Bu

durumda her x € H igin Prx metrik izdlisiimii mevcut ve tektir (Cegielski 2012).

Teorem 2.3.3 ( Minimum Vektor Teoremi): X bir i¢ ¢arpim uzayi ve C, X in tam ve

konveks bir alt kiimesi olsun. Bu durumda x € X keyfi bir sabit olmak iizere
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5 = |lx — yoll = inf{|lx — y|l:y € C}

olacak sekilde bir tek y, € C vardir (Bayraktar 1994).

Sonug¢ 2.3.4: X bir i¢ carpim uzay1 ve C, X in tam ve konveks alt kiimesi olsun. Bu

durumda C, normu minimum olan bir vektor igerir (Bayraktar 1994).

Oklid uzaylar i¢in bu teoremin tersi dogrudur ve Motzkin Teoremi olarak adlandirilir.

Asagidaki teorem bir y € C nin x € H noktasinin C konveks kiimesi iizerine metrik

izdligiimii olabilmesi i¢in gerekli olan bir kriter sunmaktadir.

Teorem 2.3.5 (Karakterizasyon Teoremi): C, H Hilbert uzayinin kapali konveks bir

alt kiimesi, x € H ve y € C olsun. Bu durumda her z € C i¢in asagidakiler denktir.

a)y = PCx dir.

b) (x —y,z — y) < 0 dir (Cegielski 2012).

Ispat: (a) > (b) y = Pcx, z € C ve A € (0,1) olmak iizere

Zp=y+AMz-y)

olsun. € nin konveksliginden z; € C oldugu asikardir. (a) sikki ve i¢ g¢arpimin

ozelliklerinden

lx — ylIZ < llx — 1> = llx —y — A(z — »)I?
=|lx—yll* =2 Mx —y,z—y) + 2*|lz — ylI?

olur. 2 > 0 oldugu goz 6niine alinirsa, yukaridaki esitsizlikten
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A
=y z-y)<lz-yl’
elde edilir. Buradan A — 0 i¢in (b) elde edilir.

(b) = (a) I¢ carpimin dzelliklerinden ve (b) sikkindan herhangi z € C i¢in

lz—x|>?=lz—y+y—x|?
=|lz-yll?+lly — x>+ 2(z—y,y — x)

> ly — x|I?
bulunur. Bu son esitsizlik ise metrik izdiistimii tanimindan dolayi (a) sikkin1 verir.

Lemma 2.3.6: H bir Hilbert uzay ve x,y,z € H olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler
denktir.

a)(x —y,z—y) < 0dir.
b) (z—x,y — x) = ||y — x||? dir.
) llz = ylI* < llz = x|I* = |ly — x||* dir.

d) (z — x,z — y) = 0 dir (Cegielski 2012).

Teorem 2.3.7: C, H Hilbert uzaymin kapali konveks bir alt kiimesi, x € H ve y € C

olsun. Bu durumda her z € C i¢in asagidaki ifadeler denktir.

b) (y,z — y) = (x, z — y) dir (Cegielski 2012).

Sonu¢ 2.3.8: C, H Hilbert uzaymin kapali konveks bir alt kiimesi olmak {izere, P

izdiistimii genislemeyen bir donilisiimdiir. Yani her x, x* € H igin
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IPcx — Pex™|| < [lx — x7||

dir (Cegielski 2012).

Ispat: x, x* € H olmak iizere y = Pcx ve y* = Pcx* olsun. Teorem 2.3.7 den y € C ve

her z € C igin

yVz—y)={x,z—y) (2.5)
ve y* € C i¢in

(y,z—y")={(x"z-y") (2.6)

yazilabilir. (2.5) esitsizliginde z = y*, (2.6) esitsizliginde de z =y alinir ve ¢ikan

esitsizlikler taraf tarafa toplanarak Schwarz esitsizliginden

ly —y*II?=( -y y—y)<(x—x%y—y") <lx—x*lly — ¥l

yazilir. Buradan

ly —y*II < [lx — x|

elde edilir. O halde metrik izdiisiim, genislemeyen bir doniigiimdiir.

2.4. Varyasyonel Esitsizlik Problemi

Bu kisimda sabit nokta teorisiyle ilgili bazi 6zel problemleri verecegiz. Oncelikle

konveks minimizasyon problemini sunacagiz.
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A) Konveks Minimizasyon Problemi

Minimizasyon problemi, minimum yapilmasi gereken 6zel bir amag¢ fonksiyonu ile
karakterize edilir. Olas1 amag fonksiyonlari, kar, fiyat, pazar pay1 ve portfolyo riski gibi
kavramlar1 igerir. Genelde bir minimizasyon problemi bir tek amag¢ fonksiyonundan

olusur.

Tammm 2.4.1: C, H Hilbert uzayinin bos olmayan bir alt kiimesi ve f:H — R bir
doniligim olsun. f nin C iizerindeki yerel minimum noktalarinin bulunmasi islemine
minimizasyon problemi ad1 verilir. Sayet her x € C igin f(x*) < f(x) ise x* noktasina

f doniisiimiiniin genel minimum noktas1 veya

min f(x) 2.7)

x€C

probleminin optimal ¢6ziimii denir ve bu noktalarin kiimesi Argmin,c. f(x) ile ifade

edilir. f(x*) degerine ise f nin C iizerindeki minimumu denir.

(2.7) deki C kiimesi genellikle ¢;: H » R, i € I = {1,2, ..., m} olmak {izere

C={x€H: ci(x)<0, i€}

seklinde ifade edilir. Bu durumda (2.7) problemi, asagidaki kisithh (yan sartl)

minimizasyon problemine denktir:

i 2.8
i, S (28)
XEH
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(2.8) problemindeki c¢; fonksiyonlarina problemin kisitlar1 denir. Sayet f ve ¢;, i € 1
fonksiyonlart konveks ise bu durumda (2.8) problemine konveks minimizasyon
problemi, diferensiyellenebilir ise kisith diferensiyellenebilir minimizasyon problemi

ad1 verilir.

Teorem 2.4.2: C, H Hilbert uzaymin bos olmayan konveks bir alt kiimesi ve f: H - R
konveks bir fonksiyon olsun. Sayet x*, f nin C iizerindeki yerel minimum noktasi ise bu
nokta ayni zamanda genel minimum noktasidir. Ayrica f kesin konveks ise bu durumda
minimum nokta tektir. Sayet f siirekli, kuvvetli konveks bir doniisim ve C kapali ise
Argmin,¢. f(x) # 0 dir (Cegielski 2012).

Ispat: x* € C, C iizerinde f nin yerel minimum noktas1 olsun. f(x") < f(x*) olacak
sekilde bir x" € C noktasi oldugunu kabul edelim. A € (0,1) igin x; = (1 — A)x* + Ax’
olsun. C konveks oldugundan x, € C oldugu agiktir. f nin konveksliginden, yeterince

kiiciik A > 0 i¢in

fG&) < fla) s A=Df &) +Af(x") < f(x)

dir. Bu tezat, her x € C i¢in f(x) = f(x*) oldugunu gosterir. Yani x*, f nin genel

minimum noktasidir. Simdi de f nin kesin konveks ve bazi x" # x* degerleri igin

f(x") = f(x*) oldugunu kabul edelim. x = %x* + %x’ icin

FO) <3 fG) + 2 G = F) < ()

celiskisi elde edilir. Simdi € nin kapali ve f nin siirekli ve kuvvetli konveks oldugunu
kabul edelim. Kuvvetli konveks fonksiyon koercive oldugundan Argmin,e. f(x) + @
dir.
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Ornek 2.4.3: 1) H =R ve C = (0,1] olmak iizere f:C — C, f(x) = x* fonksiyonu
verilsin. Bu durumda f fonksiyonu konvekstir. Fakat C kapali olmadigi icin

minyec f(x) = minge(g 13 x3 konveks minimizasyon probleminin ¢6ziimii yoktur.

2) H=R ve C =[-1,3] olmak iizere f:C » R, f(x) = |x| + |x — 2| fonksiyonu
verilsin. Bu durumda f fonksiyonu konveks olup minyec f(x) = minyer—q 3(|x| +
|x — 2|) konveks minimizasyon probleminin ¢6ziim kiimesi ise [0,2] dir.

B) Varyasyonel Esitsizlik Problemi

Tamm 2.4.4: C, R® Oklid uzayinin bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi ve

F:C — R" siirekli bir doniisiim olmak tizere her x € C igin

Fx*(x—x") =0 (2.9)

esitsizligini saglayan x* elemanlarmin bulunmasi problemine, sonlu boyutlu
varyasyonel esitsizlik problemi adi verilir ve VI(C,F) semboliiyle gosterilir.

Varyasyonel esitsizlik probleminin ¢oziim kiimesi ise ( ile ifade edilir.

Geometrik olarak (2.9) varyasyonel esitsizligi, Fx* in x* noktasinda C kiimesine dik

oldugunu ifade eder.

Ornek 2.4.5: C =[0,1] olmak iizere F:C — R fonksiyonunu Fx = 3x seklinde

tanimlayalim. Bu durumda her x € [0,1] i¢in

Fx*(x —x*)=3x"(x—x") =0

varyasyonel esitsizliginin ¢6ziimii x* = 0 noktasidir.
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Teorem 2.4.6 (Kompakthk ve Siireklilik Altinda Varhk): C, R™ nin kompakt
konveks bir alt kiimesi ve F, C tlizerinde siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda

varyasyonel esitsizlik probleminin en az bir ¢dziimii vardir (Nagurney 2002).

Ispat: Brouwer Sabit Nokta Teoremi’nden T: C — C siirekli bir doniisiim olmak iizere
x* = Tx™* olacak sekilde en az bir x* € C vardir. I 6zdes doniisim ve y € R olmak
tizere P, ve (I — yF) siirekli oldugu i¢in P.(I —yF) de siirekli olur. Bu durumda

P-(I — yF) doniisiimiiniin en az bir sabit noktasi mevcuttur.

C kiimesi smirsiz olursa Brouwer Sabit Nokta Teoremi uygulanamaz. Dolayisiyla
varyasyonel esitsizlik probleminin ¢ézlimiiniin varligin1 gosterebilmek i¢in bazi sartlara

ihtiya¢ duyulur.

B(0,7), 0 merkezli r yarigapl kapali yuvar olmak tizere C, = C N B(0,r) olsun. Bu

durumda C, smrlidir. Her y € C, i¢in

Flxp)(y —x:) 20
esitsizligini saglayan x; € C, noktasinin bulunmasi problemini V1, ile gosterelim.

Teorem 2.4.7: VI(C,F) varyasyonel esitsizlik probleminin ¢dziimiiniin olmas1 igin
gerek ve yeter sart ||x;|| < r olacak sekilde bir r > 0 sayisinin ve VI, nin bir x;

¢Oziimiiniin mevcut olmasidir (Nagurney 2002).

Sonug 2.4.8: F doniisiimii koersivlik sartin1 saglasin. Yani her x € C ve uygun x, € C

icin ||x|| = oo iken

(FO) = F(x))-(x = x0)

llx = xoll
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olsun. Bu durumda VI(C, F) nin bir ¢ozimi vardir.

Sonu¢ 2.4.9: x* € C° noktas1 VI(C, F) nin bir ¢oziimii olmas1 durumunda F(x*) =0
dir.

Teorem 2.4.10 (Teklik): F, C iizerinde tanimli kesin monoton bir operatér olsun. Bu

durumda VI(C, F) nin bir ¢oziimii varsa tektir (Nagurney 2002).

Ispat: x; ve x, birbirinden farkli iki ¢6ziim olsun. Bu durumda her x € C igin x; Ve x,

sirastyla

F(x)(x—2x,)=0 (2.10)

ve

F(xy)(x— x,) =0 (2.11)

esitsizliklerini saglar. (2.10) ve (2.11) esitsizliklerinde x yerine sirasiyla x, ve x;

yazilirsa

(F(x1) - F(xz))-(xz - x)=0

elde edilir. Ancak bu esitsizlik kesin monotonluk tanimiyla ¢elisir. Bu durumda x; = x,

dir.

Teorem 2.4.11: F kuvvetli monoton bir operatdr olsun. Bu durumda VI(C, F) nin bir

tek x* ¢ozlimii vardir (Nagurney 2002).

Ispat: Varlik ve teklik, sirasiyla kuvvetli monotonlugun koersivligi ve kesin

monotonlugu gerektirmesinden elde edilir.
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Bu durumda C kiimesinin sonsuz olmasi halinde F operatériiniin kuvvetli monotonlugu,
¢oziimiin varlik ve tekligini garantiler. C nin kompakt olmasi durumunda F nin
stirekliligi ¢oziimiin varhigimmi garanti ederken, F nin kesin monotonlugu da tekligini

garanti eder.

Teorem 24.12: ave L, 0 <y < ﬁz esitsizligini saglayan sabitler olmak iizere F, a-
L
kuvvetli monoton ve L-Lipschitz siirekli bir doniisiim olsun. Bu durumda her x,y € C
icin (1 — ya)? < B < 1 olmak iizere
|Pc(x —yFx) — Pc(y —yFy)ll < Bllx — yll
dir. Yani P.(I — yF), f-daraltan bir dontisiimdiir (Nagurney 2002).
Teorem 2.4.12 ve Banach Sabit Nokta Teoremi’nden asagidaki sonug yazilabilir.

Sonug 2.4.13: P-(I — yF) doniisiimiiniin bir tek sabit noktasi vardir (Nagurney 2002).

Teorem 2.4.14: F, v-ters kuvvetli monoton bir doniisim ve y € (0,2v) olsun. Bu

durumda her x, y € C igin
IPc(x —yFx) = Pc(y —vFY)Il < llx =yl
dir.

Ornek 2.4.15: f:[a,b] » R birinci mertebeden siirekli tiirevlenebilir bir fonksiyon

olsun.

f(xo) = x'eﬂ%] f(x)

esitligini saglayan x, € [a, b] noktalarini aragtiralim. Burada {i¢ durum ele alinr.
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l.a<xy<bisef'(xy,) =0 dir.
2. xo = aise f'(xy) > 0 dir.

3.x9 =bise f'(xy) <0 dir.
Bu ti¢ durum her x € [a, b] i¢in
f'(xe)(x—x0) =0

seklinde bir tek esitsizlikle de verilebilir. Bu esitsizlige R de varyasyonel esitsizlik adi

verilir.

Ornek 2.4.16: f, R™ Oklid uzaymin kapali ve konveks bir C alt kiimesi iizerinde
tanimli reel degerli bir fonksiyon olsun. Ornek 2.4.15 deki gibi, yine

f(x0) = min £ ()

esitligini saglayan x, € C elemanlarini arastiralim. x,, f fonksiyonunu minimum yapan
deger ve x € C olsun. C konveks oldugundan (1 —t)xy + tx = xo + t(x — x),0 <

t <1, C nin bir elemanidir. & fonksiyonunu
D) = fxo+tl(x—xp)),0<t<1

seklinde tanimlayalim. @ fonksiyonu minimum degerini t =0 noktasinda alir.

Dolayistyla her x € C i¢in
®'(0) = Vf(xo)(x —x0) 2 0

olur. Sonug olarak x, noktasi her x € C igin



33

X9 €EC:Vf(xg)(x—x9) =0 (2.12)

seklindeki varyasyonel esitsizligi saglar. Sayet C smirli ise, (2.12) varyasyonel

esitsizligini saglayan en az bir x, noktas1 vardir.

Asagidaki Onermeler minimizasyon problemi ile varyasyonel esitsizlik problemi

arasindaki baglantiyr vermektedir.

Onerme 2.4.17: f, kapali ve konveks bir C kiimesi iizerinde tanmimli ve siirekli
diferensiyellenebilir reel degerli bir fonksiyon olsun. Sayet x*, (2.7) minimizasyon
probleminin bir ¢6ziimii ise ayn1 zamanda her x € C igin (2.12) varyasyonel esitsizlik

probleminin de bir ¢dziimii olur (Nagurney 2002).

Onerme 2.4.18: f konveks fonksiyon ve x*, VI(C,Vf) varyasyonel esitsizlik
probleminin bir ¢ézliimii olmasi1 durumunda x*, (2.7) minimizasyon probleminin de bir

¢Oziimidiir (Nagurney 2002).

Tanim 2.4.19: R} = {(x;, x5, ..., x,): x; >0, i =1,2,...,n} ve F:R™—>R" bir

doniistim olsun. R tizerinde

F(x*)=0 ve F(x")x*=0 (2.13)

seklindeki bir esitsizlik ve denklemden olusan sistemi ¢ozen x* noktalarinin
bulunmasina lineer olmayan tamamlayic1 problem adi verilir. F doniigiimiiniin afin
olmast durumunda (yani M, n X n tipinde bir matris ve b, n X 1 tipinde bir vektor
olmak tizere F(x) = Mx + b seklinde ise) (2.13) problemi, lineer tamamlayici problem

olarak ifade edilir.

Tamamlayic1 problem ile varyasyonel esitsizlik problemi arasindaki iliski asagidaki

gibidir.
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Onerme 2.4.20: Coziim kiimeleri bostan farkli olmak iizere VI(R%,F) ve (2.13)

problemlerinin ¢6ziim kiimeleri birbirine esittir (Nagurney 2002).

Varyasyonel esitsizlik ve sabit nokta problemleri arasindaki baginti izdiisiim

operatorleri kullanilarak asagidaki sekilde ifade edilir.

Teorem 2.4.21: C, kapali ve konveks bir kiime olsun. Bu durumda x* € C nin VI(C, F)
varyasyonel esitsizlik probleminin bir ¢6ziimii olmasi i¢in gerek ve yeter sart herhangi

biry > 0i¢in x* in Po(I — yF): C — C doniisiimiiniin sabit noktasi olmasidir. yani

Pe(x* —yFx™) = x"

olmasidir (Nagurney 2002).

Ispat: x*, varyasyonel esitsizligin bir ¢6ziimii olsun. Bu durumda her x € C igin

F(x*).(x—x*)=0

yazilabilir. Bu esitsizlik dnce —y < 0 ile ¢arpilir ve her iki tarafa x*(x — x*) eklenirse

X*(x—x*) =[x —yFx*](x — x%)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda Teorem 2.3.7 den P.(x* —yFx*) = x* bulunur.

Tersine y > 0 igin P (x* — yFx*) = x* oldugu kabul edilirse her x € C igin

xX*(x—x*) =[x —yFx*](x — x*)

ve buradan her y € C i¢in
F(x*).(y—x*)=0

elde edilir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. iterasyon Yontemleri

Bir doniisiimiin sabit noktas1 veya noktalar1 bulunurken Picard, Kirk, Krasnoselskij,

Mann, Ishikawa, S ve Picard-Mann hybrid iterasyonlar1 gibi bir ¢ok iterasyon kullanilir.

Picard Iterasyonu: (X,d) metrik uzay, C € X kapal alt kime ve T : C - C doniisiim

olsun. x, € C olmak iizere Picard iterasyonu
Xp =Txp_1 =T"xy, n =12, ... (3.2)

seklinde tanimlanir. Picard iterasyonu bazen ardisik yaklasimlar dizisi (sequence of

successive approximations) olarak da adlandirilabilir (Picard 1890).

Tam metrik uzayda tanimli daraltan doniisiimlerin sabit noktalarina yaklasmak i¢in
kullanilan iterasyonlardan biri de Picard iterasyonudur. Daraltan doniisiim yerine farkl
smiftan bir doniisiim alinirsa bu  iterasyon, doniigiimiin sabit noktasina

yakinsayamayabilir.

Ornek 3.1.1: X =[0,1] olmak iizere T:[0,1] »[0,1], Tx=1—x olsun. T
genislemeyen bir donlisim ve F(T) = {5} dir. Herhangi bir x, = a # > noktasi igin
(3.1) Picard iterasyonu

X, =Txg=1—a

x, =Tx; =T?*xyg=a

x3=Tx, =T?x;,=T3xy=1—a

Xy =Txp g1 =T%x,_5 = =T"x,
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seklinde olup (a,1—a,a,1 —a,...) dizisine denk gelir. Bu dizi a qt% icin yakinsak

olmadig1 i¢in Picard iterasyonu doniisiimiin sabit noktasina yakinsamaz. Dolayisiyla

aranan sabit noktay1 bulmak igin diger iterasyon metotlarini kullanmak gerekir.

Krasnoselskij iterasyou: X bir normlu uzay ve T : X — X bir doniisiim olsun. x, € X

ve 1 € [0,1] i¢in Krasnoselskij iterasyonu
Xp41 = (1 —ADxp, + ATx,, n=0,1,2, ... (3.2)

seklinde ifade edilir. Bu iterasyon A = 1 i¢in (3.1) Picard iterasyonuna indirgenebilir

(Krasnoselskij 1955).

Kirk Iterasyonu: X bir normlu uzay ve T : X — X bir déniisiim olsun. Kirk iterasyonu,

Xy € X olmak tizere
Xpi1 = AoXy + a1 Txy + @ T?x, + -+ o TFx, (3.3)
seklinde ifade edilir. Burada i = 0,1,2, ..., k i¢in a; > 0 ve a; = 0 olmak iizere

apta;+a,+-+a,=1

dir.

(3.3) esitligi ile verilen Kirk iterasyonu k =1 igin Krasnoselskij iterasyonuna
indirgenebilir (Kirk 1971).

Mann Iterasyonu: Mann (1953) tarafindan kurulmus ve Banach daralma ilkesini
saglayamayan doniistimlerin sabit noktalarini elde etmek amaciyla kullanilmistir. X
normlu uzay, C € X bostan farkli konveks bir alt kiime, T: C = C doniisiim ve x, € C

keyfi nokta olmak {izere Mann iterasyonu
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Xne1 = (1 —ap)x, + a,Tx,, n=0,1.2,.. (3.4)

seklinde ifade edilir. Burada {a,}, (0,1) araliginda

co
lim a, =0, Zanzoo
n—-oo

n=1
sartlarini saglayan bir dizi seklindedir (Mann 1953).

(3.4) esitligi ile verilen Mann iterasyonunda «, = A (sabit) olarak alinirsa bu iterasyon

Krasnoselskij iterasyonuna indirgenir (Berinde 2006).

Mann’in elde ettigi sonuglar Franks and Marzec (1971) calismasinda, benzer sekilde
Franks ve Marzec’in sonuglari da Rhoades (1974) calismasinda genisletilmistir. Yine
Rhoades (1974) ¢alismasiyla, herhangi kapali ve sinirlt araliktan yine bu araliga tanimli
bir doniisiim (self-map) icin Mann iterasyonunun bu doniisiimiin bir sabit noktasina

yakinsadigini gostermistir.

Ornek 3.1.2: X = E, 2] kiimesi lizerinde T: X = X, Tx = % olarak tanimlanirsa, Mann

iterasyonu bu doniisiimiin sabit noktasi olan x = 1 e yakinsar.

Ishikawa Iterasyonu: Lipschitzian ve pseudocontractive déniisiimler igin Mann
iterasyonunun yetersizligi durumunda yeni bir iterasyon ¢esidi olarak ortaya atilmigtir.
Bu iterasyon ilk olarak Hilbert uzaymnin konveks ve kompakt alt kiimesi iizerinde
tanimli Lipschitzian ve pseudocontractive doniisiimiin sabit noktaya gii¢lii yakinsadigini

gostermek i¢in kullanilmistir.

X normlu uzay, C € X bos kiimeden farkli konveks alt kiime, T: C — C bir doniisiim ve

X € C keyfi bir nokta olmak tizere Ishikawa iterasyonu
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{xn+1 = (1 - an)xn + a, Ty, (3 5)
vp =1 = B)x, + BrTx,, n=0,12,.. '

seklinde ifade edilir. Burada {a,} ve {£,}, (0,1) araliginda

(o]
lima,=0, limpg,=0, Ean=oo
n—->oo n—-oo

n=1

sartlarini saglayan diziler seklindedir (Ishikawa 1974).

(3.5) esitligi ile verilen iterasyonda S, = 0 alinirsa bu iterasyon Mann iterasyonuna
indirgenmis olur. Buna ragmen Mann ve Ishikawa iterasyonlar1 i¢in yakinsama

sonuclar1 arasinda genel bir bag yoktur (Berinde 2006).

Rhoades and Soltuz, 2003-2004 yillarinda doniisiimlerin gesitli siniflart igin Ishikawa
iterasyonunun yakinsakliginin Mann iterasyonunun yakinsakligina denk oldugunu ifade

etmislerdir.

S iterasyonu: X bir lineer uzay, C S X bos kiimeden farkli konveks alt kiime, T: C - C

bir doniisiim ve x; € C keyfi bir nokta olmak iizere S-iterasyonu

{xn+1 = (1 - an)Txn + a,Typ,
Yo =1 —=Bxn + BnTx,, n=12,..

seklinde ifade edilir. Burada {a,}, {8,} € (0,1) dir (Agarwal et al. 2007).

Picard-Mann Hybrid Iterasyonu: Khan ve Sahu tarafindan ayr1 ayri tanimlanmistir

ve Khan tarafindan Picard-Mann hybrid (PMH) iterasyonu olarak ifade edilmistir. Bu
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iterasyon, X bir normlu uzay, C € X bos kiimeden farkli konveks alt kiime, T: C — C

bir doniisiim ve x, € C keyfi bir nokta olmak iizere

Xns1 = TVn
{yn =ax,+ (1 —a)Tx,, n=012,.. (3.6)

seklinde ifade edilmistir.
3.2. Baz1 Onemli Tanim ve Lemmalar
Burada ¢alismamizda kullanacagimiz bazi tanim ve lemmalar verilmistir.

Tamim 3.2.1: C, bir X Banach uzaymin bos olmayan bir alt kiimesi ve T:C — C bir

doniisiim olsun.

a) C deki {x,} dizisi x* a zayif ve {Tx,} dizisi p ye giiclii yakinsadigi zaman Tx* = p

oluyorsa T ye p de demicloseddir denir.

b) Her smirl {x,} dizisinin bir {x,, } alt dizisi mevcut ve {Tx, | dizisi T nin goriinti

kiimesinde yakinsak ise T doniisiimiine tamamen siireklidir denir (Goebel ve Kirk

1990).
Bir dontisiim hem stirekli hem kompakt ise tamamen siireklidir, denir.

Tanimm 3.2.2 (Opial Sarti): Bir X Banach uzayinda x,, = x zayif yakinsamasi her

Yy # x igin

limsup||x,, — x|| <limsup||x,, — yl|

n—-oo n—-oo

olmasin1 gerektiriyorsa, X Opial sartin1 sagliyor denir (Opial 1967).
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Ornek 3.2.3: Her Hilbert uzay1 Opial sartin1 saglar. Bunun igin bir H Hilbert uzaymda

{x,} dizisi x € H noktasina zayif yakinsak ise her y € H ve y # x i¢in

limsup||x,, — x|| <limsup||x,, — yl|

n—-oo n—-oo

olur. Her =zayif yakinsak dizi sirli  oldugundan limsup,_e|lx, — x|| Ve

limsup,,_ ||x, — || sonludur.

lxn = ¥lI% = llxn —x +x = ¥l = llxn — xl1? + llx — yII* + 20xp — x,x = ¥)

oldugundan

limsup,,_e %, — V]2 > limsup,,_, o l|x, — x||?

bulunur.

Lemma 3.2.4: X diizgiin konveks Banach uzayi, C de X in bos olmayan kapali, konveks
bir alt kiimesi olsun. T:C — C genislemeyen bir doniisim ise [ —T sifirda

demiclosedtir (Goebel and Kirk 1990).

Lemma 3.2.5: C, Opial sartin1 saglayan yansimali bir X Banach uzaymin bos olmayan
konveks alt kiimesi ve T: C = X, sabit noktalarin kiimesi bostan farkli ve I — T sifirda
demiclosed olacak sekilde bir doniisiim olmak tizere {x,}, C de lim,_|lx, — Tx,| =
0 ve her p € F(T) igin lim,,_,||x;, — p|| limitinin varlig: sartlarin1 saglayan bir dizi ise

bu dizi T nin bir sabit noktasina zayif yakinsar (Agarwal et al. 2007).

Lemma 3.2.6: C, bir H Hilbert uzaymnin bos olmayan kapali1 ve konveks bir alt kiimesi

ve {x,}, H da bir dizi olmak tizere, her z € C ven = 0,1,2, ... i¢in
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Ixn41 =zl < |l — 2]

esitsizligi saglanmasi durumunda {P.x,}, bir u e C noktasina kuvvetli yakinsar

(Takahashi and Toyoda 2003).

Ispat: z, = P.x,, diyelim. m > n olsun. Bu durumda

2

1
”Zm - anlz = zllxm - Zm”2 + zllxm - Zn”2 —4 me _E(Zm + Zn)

< zllxm - Zm”2 + zllxm - Zn”2 - 4‘”xm - Zmllz
< lexm - Zn”2 - zllxm - Zm”2

< lexn - Zn”2 - zllxm - Zm”2 (37)
elde edilir.
”xm - Zmllz < ”xn - Zn”2

oldugundan lim,,_,||x, — z,||? limiti mevcuttur. (3.7) de n,m — oo igin limit alinirsa
{z,} nin bir Cauchy dizisi oldugu goriilmis olur. Boylece {z,} bir u € C noktasina

kuvvetli yakinsar.

Lemma 3.2.7: C, bir H Hilbert uzayinin bos olmayan kapali, konveks bir alt kiimesi ve
A:C - H a-ters kuvvetli monoton donlisim olmasi halinde VI(C,A) varyasyonel

esitsizlik probleminin en az bir ¢6zlimii vardir (Takahashi and Toyoda 2003).

Ispat: 0 < A < 2a olmak iizere T:C — C doniisiimiinii Tx = P-(x — AAx) seklinde
tanimlayalim. P, genislemeyen oldugu icin T doniistimii de genislemeyendir. Buradan

F(T) bos kiimeden farklidir. Her A > 0 igin

uU€EQ e u=P:(u—A14u)
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oldugundan dolay1 VI(C, A) nin en az bir ¢oziimii vardr.

Lemma 3.2.8: X diizgiin konveks bir reel Banach uzayirve n>1icin 0 <p <t, <

q < 1olsun. {x,} ve {y,}, X de iki dizi olmak {izere uygun r > 0 i¢in

limsupljx,|| < s, limsuplly,ll <s ve lim|lt,x, + (1 =)yl =
n—-oo

n—oo n-—-oo

sartlar1 saglaniyor olsun. Bu durumda lim,,_,..||x, — ¥, || = 0 dir (Schu 1991).

Ispat: s = 0 icin ispat agiktir. s > 0 olsun. Kabul edelim ki {x, — y,} dizisi sifira
yakinsaktir. Bu durumda {x, —y,} dizisinin inf;||x,, — y,|| >0 olacak sekilde

{xni — yni} alt dizisi vardir. limsup,,_.||x,|| < s ve limsup,_.|ly,|| < s oldugundan

|xn, || <7 ||y, || < 7 olacak sekilde {n;} alt dizisi igin r € (s,s + 1) oldugunu kabul
edebiliriz. Her i € N igin 2p(1 — q)8x (5) < 1ve ||y, — y,|| = & > 0 olacak sekilde

r > ¢& > 0 segebiliriz. X diizgiin konveks oldugundan her t € (0,1), r >0, x,y € X,

llx]| < rve|ly|l| <rigin

ltx + (1 —t)yll <r ll — 2min{t, 1 — t}6x (”x ; y”)l (3.8)

elde edilir. (3.8)’den

”tnixni + (1 - tni)yni” =T [1 - Ztni(l - tni)6X (;)]

€
<r [1 —2p(1 — q)8y (;)] <s
olur. Bu durum hipotezle ¢elistigi i¢in ispat tamamlanmis olur.

Lemma 3.2.9: Kabul edelim ki {a,,} ve {8,}
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a) {a,} € [0,1] ve Yo a, = oo veya denk olarak [[;=,(1 —a,) =0
b) limsup,, e fr < 0 veyab’) X, a,fn < o

sartlarini1 saglayan reel diziler ve {x,} de her n > 0 i¢gin
Xn+1 = (1 - an)xn + anﬁn (3-9)

esitsizligini saglayan negatif olmayan bir reel dizi olsun. Bu durumda lim,,_,, x, =0

dir (Xu and Kim 2003).

Ispat: Oncelikle (a) ve (b) sartlarmin saglandigmi varsayalim. Herhangi & > 0 ve
n > N i¢in 5, < € olacak sekilde yeterince biiyiik bir N = 1 tamsayis1 mevcuttur. (3.9)
dann > N igin

X1 < (1 — ap)x, + eay

< (1 - an)(l - an—l)xn—l + 8(1 - (1 - an—l)(l - an))

bulunur. Tiimevarimla n > N i¢in

Xppy < 1_[;\](1 —aj)xy + ¢ Il - H;N(l - “j)l

olur. (a) sartim1 kullanarak son esitsizlikte iist limit alinirsa

limsupx,;1 < ¢

n—-oo

elde edilir. Simdi ise (a) ve (b") sartlarinin saglandigini varsayalim. Yine (3.9) esitsizligi

g0z Online alinirsa her n > m i¢in
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n n
xn+1S1_[_ (1—aj)xm+z' a; Bj
j=m j=m

bulunur. Son esitsizlikte 6nce n — oo sonra m — oo i¢in limit alinirsa

limsupx, <0

n—-oo

elde edilir.

Lemma 3.2.10 H bir Hilbert uzay olmak iizere x € H olsun.

a) HeryeCicin(x —z,y—2) <0 & z=Pcxdir.
b) Hery € Cicin|lx —z||? < |[x — y||? = |ly — z||? © z = P.x dir.

c) Her x,y€H icin (Pcx —P;y,x —y) = ||Pcx — Pgyl||> dir. Dolayisiyla Pg

genislemeyen ve monotondur (Ceng-2011).
Genel olarak, izdiisiim doniisiimii geniglemeyendir.

Lemma 3.2.11. T:C — C genislemeyen bir doniisim ve F(T) # @ olsun. Eger {x,}
dizisi C de x e zayif ve {(I — T)x,} dizisi de y ye kuvvetli yakinsiyorsa (I —T)x =y
dir. Ozel olarak y = 0 ise x € F(T) dir (Ansari-2011).

Lemma 3.212 1€ (0,1) ve u>0 olsun. k,n >0 olmak iizere F:C > H k-
Lipschitzian ve n-kuvvetli monoton operatér olsun. T: C — C doniisiimii ve her x € C

icin T*: C - H doniisimii

T*x = Tx — AuF (Tx)

seklinde tamimlanir. T, yu < 21/x? igin bir daraltan doniisiimdiir. Yani her x,y € C ve

T=1-—41-u@n—ux?) € (0,1] igin
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|T%x = Ty|| < (1 — 2D lx — vl
dir (Ceng-2011).
Lemma 3.2 13. {y,,}, {6,,} birer dizi olmak tizere {s,},
Sp+1 = (1 - Vn)sn + Yngn
sartin1 saglayan negatif olmayan sayilarin bir dizisi olsun. Bu durumda
i. {yn} c[0,1] ve X0 o ¥n = 0 veya buna denk olarak
[ee) n
[[a-m=1m]| [a-ro=0
n=0 k=0
dir.
ii.  limsup,_ e 0, < 0 veya Yo, ¥nOn yakinsaktir. Dolayisiyla, lim,,_,., s, = 0 dir.

Lemma 3.2.14: K, H Hilbert uzaymin bos olmayan kapali ve konveks bir alt kiimesi ve
X € Hvey € K olsun. Her z € K igin (x — y,y — z) = 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart
y = Pgx olmasidir (Marino 2006).

Lemma 3.2.15: A, H Hilbert uzayinda kuvvetli pozitif lineer sinirli bir operatdr olsun.
k> 0ve0<p <|A|ll"?! olmak iizere ||I — pA|| < 1 — pk dir (Marino 2006).
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde, 6nce sabit noktalara ulasmak i¢in genel iteratif semalar ve daha sonra

konveks minimizasyon problemlerini ¢6zmek i¢in genel iteratif semalar verilecektir.

4.1. Sabit Noktalarin Bulunmasi Icin Genel iteratif Semalar

H bir Hilbert uzay1 ve C, H nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olsun.
k,n = 0 olmak iizere F: C = H k-Lipschitzian, n-kuvvetli monoton operator, V:C - H

L-Lipschitzian (L = 0) doniisiim ve F(T) # @ olmak iizere T: C = C genislemeyen bir

déniisiim olsun. 0 <u <2n/k? ve 0<yL<7t igin 7=1—/1—pu(2n— ux?)

oldugunu kabul edelim. Bu durumda

x; = Pe[tyVx, + (I — tuF)Tx;] (4.2)

olmak tizere {x;}¢e(o 1) implicit semasim teskil edelim.

((WF —yM)x,%x—2)<0, Vz€F(T) (4.2)

varyasyonel esitsizlik problemini ¢6zerek, {x;} nin T nin sabit noktasi olan X e kuvvetli

yakinsakliginin ispatin1 verecegiz. {a,} < (0,1) ve x, € C olmak iizere

Xn+1 = Pelan,yVx, + I — a,uF)Tx,], Vvn =0 (4.3)

ile {x,} dizisinin explicit semasin1 gosterecegiz ve bu dizinin (4.2) nin de ¢6ziimi olan

X sabit noktasina kuvvetli yakinsakliginin ispatin1 verecegiz.
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4.1.1. implicit semanin yakinsakhg

C,H bir Hilbert uzayinin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi ve T:C = C
genislemeyen bir doniisiim olsun. T nin sabit noktalarinin F(T) kiimesi, bos olmayan
kapali ve konveks bir kiimedir. Bu nedenle H den F(T) iizerine tanimli metrik
izdiisimi iyi tamimlidir. k,n > 0 olmak {izere F:C — H k-Lipschitzian, n-kuvvetli

monoton operatdr ve t € (0,1) ve V:C — H, L-Lipschitzian doniisim olsun. 0 < u <

2n/k?ve 0 < yL < T olmak iizere 71 = 1 — \/1 — u(2n — ux?) oldugunu kabul edelim.

S¢, C de kendi tizerine

Six = PetyVx + (I — tuF)Tx], Vx € C (4.4)

seklinde tanimli bir donisiim olsun. S; daraltan bir donisiimdiir. Ayrica Lemma

3.2.12’den

ISex = Seyll = IP[eyVx + (I — tuF)Tx] — Pc[tyVy + (I — tuF)Ty]l|
< [eyVx + (I — twuF)Tx] — [tyVy + (I — tuF)Ty]ll
< tyllVx = Vyll + [(I — tuF)Tx — (I — tuF)Ty||
<tyLllx =yl + (1 = to)llx — |l
=1 -t —yL)lx -yl

olur. (4.1)’in sabit noktasini x; ile gosterecek olursak S;, C de tek bir x; sabit noktasina

sahiptir.

Asagidaki 6nerme (4.1) ile tanimli {x;} nin 6zelliklerini 6zetlemeketedir.

Onerme 4.1: k,n > 0 olmak iizere F:C — H k-Lipschitzian, n-kuvvetli monoton

operatér, t € (0,1) ve V:C - H, L-Lipschitzian doniisiim olsun. 0 < u < 2n/k? ve
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0 <yL <7 olmak iizere T=1—./1—u(2n— px?) oldugunu kabul edelim. Bu
durumda (4.1) ile tanimh {x,} i¢in asagidaki 6zellikler saglanir:

a)  {x¢}ee(o,) stmrhdir,

b) lim.ollx; — Tx¢|l =0,

c) x, (0,1) den C ye siirekli bir egri belirtir (Ceng 2011).

Ispat: (a) Keyfi bir p € F(T) alalim.

llxxe — pll = IPc[tyVx, + (I — tuF)Tx,] — Pepll
< |ltyVx; + (I — tuF)Tx; — pll
= ||t = tuF)Tx, — (I = tuF)p + t(yVx, — uF ()|
< @ —-tDllx; —pll + tLllx; — pll + lyVp — uF ()
= (1 -t —yL)Ilxe —pll + tllyVp — uF ()l

olur. Buradan

llxe —pll < llyVp — uF @I/ (x — vL)

dir. Dolayisiyla {x;}¢e(o,1) stirhdir.

(b) {x;} smirh oldugundan {Vx,} ve {FTx;} de simrhdir. Dolayisiyla {x;} nin

tanimindan
lxe — Txell = IPc[tyVx, + (I — tuF)Tx ] — Tx¢l|
< leyVx, + (I — tpuF)Tx, — Txll

= tllyVx, — uFTx || - 0

elde edilir.
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(€) t, ty € (0,1) olmak lizere

||xt - xt0|| = ||PC [tyVx: + (I — tuF)Tx,] — Pc[to)/th0 + (I - tO,uF)TxtO]”
< |[leyVx, + (I — tuF)Tx,] — [to¥Vixe, + (I — touF) Ty, |||
= ||t = to)yVx, + to¥ (Vi — Vixy, ) — (¢ — to)uFTx, + (I — touF)Tx,
— (I = touF)Txy, ||

< IVl + pllFTx D1 = tol + (1 = to(r — L)) ||xe — x¢, |

olur. Buradan

Vel + pll FTx,[1)
to(t —vL)

e = xe, || < |t — tol

oldugu goriiliir. {x;}¢e(o,1) smirh oldugundan x;, (0,1) den C {izerine siirekli bir egri

belirtir.

Asagidaki teorem, {x;}¢e(0,1) iN t = 0 iken (4.2) deki varyasyonel esitsizlik probleminin

sabit noktasina kuvvetli yakinsadigini gostermektedir.

Teorem 4.2. H bir Hilbert uzay1 ve C, H nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. k,n > 0 olmak iizere F:C — H k-Lipschitzian, n-kuvvetli monoton operator,
V:C - H L-Lipschitzian (L = 0) doniisim ve F(T) # @ olmak tizere T:C — C

genislemeyen doniisiim olsun. 0 < u < 2n/k? ve 0 < yL <1 olmak iizere T=1—

V1 —u(n — ux?) oldugunu kabul edelim. Her bir t € (0,1) igin x;, (4.1) deki gibi
tanimlansm. Bu durumda {x,}, t — 0 iken (4.2) deki varyasyonel esitsizlik probleminin
¢6zlimii olan T nin ¥ sabit noktasma kuvvetli yakinsar. Yani Ppiyry(I — uF +yV)X =

X dir (Ceng 2011).

Ispat: Once (4.2)’deki varyasyonel esitsizlik probleminin ¢dziimiiniin tek oldugunu

gosterelim. 0 < yL < 7 ve
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un =t um =1 -1 —un — px?)

& J1—pun—px?) =1 —pun
e 1-2un+ p?k? > 1—2un + u?n?

o k2 >n?

S K21

dir. Buradan her x,y € C igin

((WF —yV)x — (WF —yV)y,x —y) = (un — yL)llx — yII?

oldugu agiktir. 0 <yL <7 <pun oldugundan uF —yV kuvvetli monotondur.
Dolayisiyla (4.2) deki varyasyonel esitsizlik probleminin tek bir ¢oziimii vardir. Bu tek

¢ozim X € F(T) ve t = 0 iken x; — X olsun. Ayrica her t € (0,1) igin

Ve = tyVx, + (I — tuF)Tx;

olsun. x, = P.y; ve herhangi bir z € F(T) igin

Xt —Z=Pcyi— Yty — 2
= Pcye — ¥ +t(yVx, — uFz) + (I — tuF)Tx, — (I — tuF)z (4.5)

olur. P, metrik izdiisiimii H den C ye oldugundan

(Pcyt —yu, Pcye —2) <0

olur. (4.5)’den

lxe — z|1? = (Pcye — Y&, Peye — 2) +{(I — tuF)Tx, — (I — tuF)z, x; — z)
+ t(yVx; — uFz,x; — z)
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<@ -t)|lx, — z||*> + t(yVx, — uFz,x, — z)

elde edilir. Dolayisiyla

1
lx, — z]|? < ;(]/th — uFz,x, — z)

1
< (rLlixe = 2P + (V2 = pFz,x, - 2))

olup, buradan

llx: — zI1* <

—) (yVz — uFz,x; — z) (4.6)

elde edilir. {x;};c(o,1) smirh oldugundan {t,,} dizisi i¢in t, - 0 ve x, — x* oldugunu
kabul ederek (4.6) dan x; — x* elde ederiz. Onerme 4.1 in (b) sikkindan x* € F(T)
dir. Simdi ise x* 1n (4.2) deki varyasyonel esitsizligin ¢oziimii oldugunu gosterelim.

X¢ = Pcye = Pcye — yr + tyVxe + (I — tuF)Tx,

oldugunu gostermistik. Buradan
1 1
(WF —yV)x, = T (Pcye —ye) — T (I = T)x; + u(Fxy — FTx;)

olur. T geniglemeyen oldugu i¢in I — T monotondur. Herhangi bir z € F(T) igin

(Pcyt = yu, Pcye —2) <0

olur.
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((uF — VV)xt,xt> —Z
1
= ?(Pc)’t — Yo, Pcye — 2)

—%((I—T)xt— (I—-T)z,x; — z)

+ u(Fx; — FTxy, x¢ — z)
< WFx; — FTx¢, x¢ — Z) 4.7)

elde edilir. (4.7) deki t leri t, ile degistirelim ve n — oo igin limit alalm. x* € F(T)

i¢in Fx, — FTx, — Fx"— Fx™ = 0 olsun. Buradan
((UF —yV)x*,x*—2) <0

olur. Dolayisiyla x* € F(T), (4.2) deki varyasyonel esitsizligin bir ¢éziimiidiir. Sonug

olarak x* = X dir. Bu nedenle t — 0 iken x; — X dir. (4.2) deki varyasyonel esitsizlik
((I—uF +yV)x—x%,x—2)=0,VvzeF(T)
seklinde yeniden yazilabilir. Lemma 3.2.10 dan
Prixry(I —pF +yV)X =X
sabit nokta esitligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4.1.2. Explicit semanmin yakinsakhgi

Bu alt bashkta (4.3) deki explicit sema tarafindan iretilen bir dizinin (4.2) deki
varyasyonel esitsizligi ¢O0ziimii olan, genislemeyen bir doniisiimiin sabit noktasina

kuvvetli yakinsadigin1 gdsterecegiz.
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Teorem 4.3. H bir Hilbert uzay1 ve C, H nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi
olsun. x,n > 0 olmak iizere F:C — H k-Lipschitzian, n-kuvvetli monoton operator,
V:C - H L-Lipschitzian (L = 0) doniisim ve F(T) # @ olmak tizere T:C — C

genislemeyen doniisiim olsun. 0 < u < 2n/k? ve 0 < yL < T olmak iizere T=1—

\/ 1 — u(2n — ux?) oldugunu kabul edelim. {a,,} dizisi asagidaki sartlar1 saglasin.

(C1) {a,} < (0,1) ve a,, — 0dir.
(C2) Xnoan = codir

(C3) ¥ lttnsq — ] < o0 Veya limy,_e, “a— = 1 dir.

Herhangi bir x, € C i¢in (4.3) deki explicit sema tarafindan iiretilen {x,} dizisi, (4.2)
deki varyasyonel esitsizligin de ¢6ziimii olan ¥ € F(T) ye kuvvetli yakinsar (Ceng
2011).

Ispat: Oncelikle {x,} dizisinin simrl oldugunu gosterecegiz. Bunun icin herhangi bir

p € F(T) alalim.

Ixn+1 — Il = I1PclanyVxn + (I — anpuF)Tx,] — Pepll
< llanyVxy + (I — anuF)Tx, — pll
= ||an(YWxn — uF () + U = aupuF)Txy — (I — anuF)Tp||
< anyLllx, — pll + anllGyV — uF)pll + (1 — a0 |lx, — pli
= (1= ap(r = yL))llxn = pll + anll vV — uF)pll

|V — uF)pl|
T—vyL

< maX{len =l

olur. Genelleyecek olursak her n > 0 igin
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|V — uF)pll
I, — pll < max{llxo —oll, (4.8)
elde edilir. Buradan {x,,} nin sinirli oldugu goriiliir. Ayrica
”xn+1 - xn” -0 (49)

oldugunu iddia ediyoruz. Bunun i¢in (uygun M > 0 sabiti ile)

1€ns1 = xnll = [|PclanyVan + (I = anpuF)Tx,]
— Pelan-1¥Vxn-1 + (I — an 1 puF)Txp ]|l
< lanyVan + (I — anpF)Tx,]
— lan_1¥Vxp_ 1 + (I — an_1pF)Txp 4]l
= llany (Vxn = Vap_1) + v(an — an-1)Vxn1 + (I — anuF)Txy,
— (I = anuF)Txy_y + plan — an_ ) FTxp 4|
= (1 —a,(t - VL))”xn — Xp_all + Mla, — an_4|

elde edilir. Lemma 3.2.13 den yararlanarak ||x,,+1 — X || = 0 bulunur. Simdi

”xn - Txn” -0 (410)
oldugunu gosterelim. Bunun i¢in (4.9) dan
”xn - Txn” < ”xn - xn+1” + ”xn+1 - Txn”
= ”xn - xn+1” + ||PC[Oln)/VXn + (I - anﬂF)Txn] - PCTxn”
< ”xn - xn+1” + ||0(n]/VXn + (I - an.uF)Txn - Txn”

= ”xn - xn+1” + an”]/VXn - ,LLFTXn” -0

olur. Simdi de Teorem 4.2. den uygun bir X i¢in,
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limsup(x,, — %, (yV —uF)x) <0 (4.11)

n—-oo

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in {x,} nin {xnk} alt dizisini ele alalim. Buradan

limsup(x,, — %, (yV — uF)x) = Ili_r)glo(xnk — %, (yV — uF)x) (4.12)

n—-oo

olur. x,, = z oldugunu kabul edelim. Lemma 3.2.11 den z € F(T) igin (4.10) elde
edilir. (4.2) den

limsup (x, — %, (yV — uF)x) =(z— X%, (yV — uF)x) <0

n—-oo

elde edilir. En son olarak da x,, = X oldugunu gosterelim. Aslinda
Yn = AnyYVx, + (I — apuF)Tx,,Vn =0
seklindedir. (4.3) den (x,,+1 = Pcyn Ve 0 < yL < 7 olmak {izere)

IXns1 = X% = (Y — X, X1 — %) + (PcYn — Yo, Pcyp — X)

< (Yn — X, Xpy1 — X)

= an(yVxn, — uF (%) + xp 41 — X)
+ (U — apuF)Tx, — (I — ayuF)TX — xp41 — X)

= any{(Van, — V& xpy1 — X) + an(yVx — pF (%), xp41 — X)
+ (U — anuF)Tx, — (I — aquF)T%, xp41 — X)

< anyLllxn — X141 — Xl + an{(yV — pF)X, xp41 — %) + (1
— an)llxn — X|||[xp41 — Xl

= (1 = an(r = yL)llxp = X[llxn41 = Xl + (V= uF)X, Xp41 — X)
1 =112 =112
< (1-an(r— VL))E(”xn = Z|I* + o1 — XI1%)

+ an((VV - MF))?, Xn41 — f)
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2
" (1—an(r-yL)(x-yL)

olup buradan vy, =a,(t—yL) ve &, ((yV — uF)X, xp41 —

X) olmak tizere

- 1—a,(t—vyL)
"1+ a,(t—yL)
< (1 - an(T - VL))”xn - i”2
2a
+ n
1+ a,(t—yL

= (1 - Vn)”xn - 9?”2 + VnSn

||xn+1 - x”Z

~ a ~ ~
I = FI? + o= s (O = W Ty = B)

) ((YV = uF)X, xn1q — %)

dir. Buradan )7 ¥, = o Ve limsup,_ 6, < 0 oldugu ((C1), (C2) ve (3.12) e gore)

acikeca goriilebilir. Lemma 3.2.13 e gore x,, — X elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
4.2. Konveks Minimizasyon Problemlerini Cézmek icin Genel iteratif Semalar

H bir Hilbert uzayr olmak iizere A, H tizerinde sinirli lineer operator ve T, H lizerinde
genislemeyen dontisiim olsun. F(T), H nin sabit noktalarinin kiimesi olmak tizere F(T)
kapali konveks bir kiime oldugundan, H den F(T) ye metrik izdiisiimii iyi tanimlidir.

Ayrica A kuvvetli pozitif, yani x € H igin
(Ax, x) > k||x]||? (4.13)

olacak sekilde xk > 0 sabiti vardir. H lizerindeki biitiin daraltan dontistimlerin sinifini I1

ile gosterilsin. Yani
I1 = {f: f, H lizerinde daraltan doniisiim}

olsun. 0 < @ <1 daralma katsayis1 ile f € IT verilsin. t € (0,1) olmak iizere t <

lA]l"* ve 0 < y < k/a olsun. S;, H iizerinde
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Six =tyf(x) + (I —tA)Tx (4.14)

seklinde bir doniisiim olarak tanimlanirsa S; nin daraltan oldugu agiktir. Ayrica

ISex = Seyll < eyvllf () = FODIN + 1T = tA)(Tx = Ty)|
S A=tk —ya))llx =yl

elde edilir. Eger x;, S; nin tek sabit nokas1 ise bu nokta

xy = tyf(xy) + (I — tA)Tx, (4.15)

esitliginin tek ¢oziimiidiir. Ayrica x;, f tizerinde iyi tanimlidir.

Bu kisimdan sonra (0, k/a) anlaminda y simgesini kullanacagiz.

Onerme 4.4: (4.15) ile x, yi tanimlayalim. Bu durumda

i. {x:},t € (0,lA|l™Y) igin smirhdur.
“ limt_)()”xt - Txt” = O dlI‘.

iii. x;, (0,]|A]l™Y) den H ye siirekli bir egri belirtir (Marino 2006).

Ispat: t € (0, ||A]|™Y) icin Lemma 3.2.15 ten || — tA|| < 1 — tx oldugunu biliyoruz. (i)
yi gostermek i¢in bir p € F(T) alalim.

llx; — pll = |1 = tA)(Tx, — p) + t(yf(x) — Ap)l|
< (1 = xDllx, —pll + tllyf () — Apll
= 1 —«t)llxe —pll + tlly(f(x) — F®@)) + (vf () — 4p)|
< (@ =xt)llx. —pll + tlyallx, —pll + llyf(p) — Apll]
= (1= t@c —ya))llx: — pll + tllyf () — Apll
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olur. Buradan

llyf (p) — Apl|
— < -
lx, — pll < pa——

dir. Dolayisiyla {x;} simirhdir.

(i) {x;} nin simirliligindan {f (x,)} ve {ATx;} de sinirlidir. Dolayisiyla ||x; — Tx;|| =
tllyf(xe) — ATx.|| — 0 dur.

(iii) t, to € (0, ]|4||™Y) alalim.

”xt - xtoll = ”(t — to)vf(xe) + toV(f(xt) - f(xto)) — (t — t))ATx,
+ (I — toA)(Tx, — Txe, )|

< IF Gl + NATx IDIE = tol + (1 = to (e — ya)) [ — x|

olur. Buradan

y || £ Geey) + AT | .

|
to(k —ya) 0

e = x¢, || <

dir. Bu {x;} nin Lipschitzian ve dolayisiyla siirekli oldugunu gosterir.

Sonu¢: Bazi varyasyonel esitsizliklerinin ¢oziimii olan {x.;}, t = 0 i¢in T nin bir sabit

noktasina giiclii yakinsar.

Teorem 4.5: (4.1) ile tamiml {x,} dizisi i¢in t — 0 iken {x;},

((A—yf)% % —z) <0,z € Fix(T) (4.16)

varyasyonel esitsizliginin X € F(T) tek ¢ozlimiine kuvvetli yakinsar. Yani
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Prixy(I —A+yf)X =%

dir (Marino 2006).

Ispat: ilk once (4.16) varyasyonel esitsizliginin ¢oziimiiniin tekligini gosterelim.

X € F(T) ve X € F(T) nin her ikisi de (4.16) nin ¢6ziimii olsun. Buradan

(A=yf)x,x—2)<0 (4.17)

ve
(A=yf)x,x—%) <0 (4.18)

olur. (4.17) ve (4.18) i toplayarak
(A-y)E-—(A-y2X-%) <0
elde edilir. A — yf nin kuvvetli monotonlugundan ¥ = X bulunur ve bdylece ¢6ziimiin

tekligi saglanmis olur. (4.16) in tek ¢6ziimiinii X € F(T) olarak alalim. z € F(T) olmak

tizere t — 0 iken x; = X oldugunu ispatlayalim.

xy —z=t(yf(x) —Az) + (I — tA)(Tx; — z)

olup buradan

|2, — z||? = t(yf (xe) — Az, x, — z) + (I — tA)(Tx, — z), x; — 2)
< (A —tr)lxe — z||* + t(yf(xy) — Az, x, — z)

olur.
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e — 20l < = (v (xp) — Az, x, — 2)
1
= ()~ fD), %~ 2) + (@)~ Az xe — )

1
< —{rallx — zII* +{yf(2) - Az, x, — 2)}

elde edilir. Dolayistyla

llxe — zII* <

K—ya (vf(z) — Az, x; — z) (4.19)

olur. {t,,}, (0,1) de bir dizi olmak tizere t — 0 iken {x;} siirli oldugundan t,, - 0 ve
x;, = x* dir. (4.19) dan x, — x* oldugu goriiliir. Ayrica Onerme 4.4 (ii) den x* €
F(T) elde edilir. Simdi x* 1n (4.16) varyasyonel esitsizliginin ¢6ziimii oldugunu

gosterelim.
xy = tyf(xy) + (I — tA)Tx; (4.20)

oldugundan

1
A=y = =3 = tA)U =D,

elde edilir. z € F(T) i¢in I — T nin monotonlugundan

1
((A—vxp,x; —z) = —?«I — tA)(I — T)x, x, — z)

= (U~ Dx ~ (U~ Dz %~ 2)

+ (Al — T)xy, xp — 2)
<(A(I —T)x¢, x; — z) (4.21)

olur. (4.21) deki t yerine t,, alirsak, n — oo ve x* € F(T) igin
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(A—=y)x*,x*—2z) <0

elde edilir. Dolayisiyla x* € F(T) (4.16) nin bir ¢6ziimidiir ve x* = X dir. Lemma
3.2.14’den

Ppry(I —A+yf)Xx=%
bulunur. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonug: z; € H, z - (1 —t)Tz + tf(z) daraltan doniisiimiiniin tek sabit noktasi olsun.

z € F(T) olmak tizere {z,} dizisi,
(U=1f)z,z-2)=0
varyasyonel esitsizliginin tek ¢6zliimii olan Z € F(T) ye kuvvetli yakinsar.
Xo, H de baslangi¢ elemani olmak tizere ve x,, dizisi her n > 0 igin
Xn+1 = (I — anA)Txn + anyf(xn) (4.22)

iterasyonu seklinde tanimlansin. {a,}, (0,1) araliginda bir dizi olmak iizere asagidaki

sartlar1 saglasin:

C)a,—0,
(C2) Xno an = o0,
(C3) T2 ol ttpsq — @yl < o0 veya limy,_,e “Z“ = 1 (Marino 2006).

Teorem 4.6: {x,} dizisi (4.22) algoritmasi tarafindan tretilsin ve {a,} dizisi (C1)-(C3)
sartlarin1 saglasin. Bu durumda {x,}, (4.16) varyasyonel esitsizliginin ¥ € F(T) tek

¢ozlimiine kuvvetli yakinsar (Marino 2006).
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Ispat: (C1) sartindan a,, = 0 oldugundan her n € N i¢in a,, < ||A||~* kabul edelebilir.
{x} in sinirl oldugunu biliyoruz. Ayrica herhangi bir p € F(T) alalim. Buradan

lxns1 —pll = I — @A) (Tx, — p) + an(vf () — Ap)|
< 1 = @, AlllITx, — pll + axllyf (xn) — Apl|
< (1= anllxy = pll + anlyllf ) = F@I + llyf (p) — Apll]
< (1 - —ya)a)llx, —pll + anllyf (p) — Apll

llyf (p) — Apll
= (1= (e = y)a)lla = pll + (6 = yQ)an = =
olur. Buradan n = 0 igin
. — pll < max! lxq — o] lyf () — Apl| (4.23)
n Pl = 0 pil, K —ya

elde edilir. Ayrica x,, 41 — Tx, = a,(vf(x,) — ATx,) Ve a, = 0 i¢in

Xpt1—Tx, =0 (4.24)

ve dolayisiyla

Xp+1 — Xp = 0 (4-25)

bulunur. M = sup{max{||ATx,||, ||f (x,)]]}: n = 0} < oo olarak alinirsa,

”xn+1 - xn” = ”(1 - anA)(Txn - Txn—l) - (an - an—l)ATxn—l
+ylan(f(xn) — f(Xn-1)) + (an — an-1)f (xn-1]ll

< (1 - anK)”xn - xn—l” + |an - an—l”lATxn—lll

+ylanallx, = xp-ll + lan — ap_a [llf (xn-1)Il] (4.26)
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< (A =k —ya)a)llx, — xp-all + Mlan, — an—y
olur ve buradan
X, —Tx, =0 (4.27)
sonucuna varilir. Simdi de Teorem 4.5 de elde edilmis olan X i¢in

limsup (Tx,, — X, yf(X) —AX) <0 (4.28)

n—-oo

oldugunu gosterelim. Bunun i¢in {xnk}, {x,} nin alt dizisi olsun. Yani

limsup(x, — X,yf (%) — AX) = lim (xn, — %, yf (%) — AX)

n—-oo

olsun. z € F(T) olmak iizere x,, — z oldugunu kabul edelim. (4.16) varyasyonel

esitsizliginden

limsup(x,, — %, yf(¥) — AX) = (z — X, yf(X) —AX) < 0

n—-oo

elde edilir. Son olarak x,, = ¥ oldugunu gosterelim.

lxps1 = X% = 1 = anA)(Txn — ) + an (vf (x,) — AD)I?
= (I — anA)(Txn — DI + a2 llyf (x,) — AZ|I?
+ 200 ((I — anA)(Txy, — %), vf (x5) — AX)
< (1= ank)?llx, — 212 + an®llyf (xn) — AZII?
+ 2an(Txy — %, 7f (xn) — AX) — 20, (A(Txy, — %), vf (x,) — AX)
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< (1 — ank)?llxn, — Z? + an®llyf (xn) — AZII?
+ 20,7 (Txn — X%, f (%) = f(X)) + 20 (Txn, — %, vf (x) — AX)
= 2a,(A(Txn — X),¥f (xn) — AX)
< [(1 = ank)? + 2anyalllx, — %II°
+ an[2(Tx, — X, vf (%) — AX)
+ an(llyf Gen) — AZI? + 22, | AT, — DI v f (x) — AZID]
< (1-2(k —ya)an)llx, — %I
+ a,{2(Tx, — %, yf(X) — AX)
+ an(lyf () — AZII? + 20, |A(Txn, — DI llyf () — AZ||

+ ani?|lxn, — X1%)}

olur. {x,} simirli oldugundan

L 2 |lyf(xen) — AZII? + 20, lA(Txn = DI Iy f Cen) — AZI + anre?|lxy, — ZII?

olacak sekilde bir bir L > 0 sabiti alabiliriz. B, = 2(Tx, — X,yf(X) — AX) + La,

olmak tzere

lxne1 — ZlI? < (1 = 2(k — ya)an)llxn, — XII? + ayfn (4.29)

bulunur. (4.27) den limsup,,_, B, < 0 elde edilir. Béylece x,, = X olur.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu béliimde, dordiincii boliimdeki teoremlerin bazi sonuglar1 verilecektir.

Ik olarak sabit noktalarin bulunmasi igin genel iteratif semalarla ilgili verilen énemli

teoremlerden elde edilen sonuclar1 verelim.

Arastirma ve bulgular kisminda sunulan Teorem 4.1 ve Teorem 4.2 i¢in elde edilen

sonuclar sunlardir:

Sonu¢ 5.1: Sirasiyla asagidaki yontemleri uygulayarak 4.1 ve 4.2 teoremlerini

genellestirilebilir:

a) 4.1ve 4.2 teoremlerindeki H nin bos olmayan kapali konveks bir alt kiimesi olan C
tizerinde tanimhi V:C — H donistimii, f: H —» H Lipschitzian doniisim alinarak bu
teoremler genellestirilebilir.

b) 4.1 ve 4.2 deki x-Lipschitzian ve n-kuvvetli monoton F:C — H doniisimii, x-
Lipschitzian, n-kuvvetli monoton F:H — H doniisimii seklinde alinarak yine bu
teoremler genellestirilebilir.

c) 4.1 ve 4.2 deki biiziilme katsayisi a € (0,1), L-Lipschitzian sabiti olarak [0, 1)

araligindan secilerek bu teoremler genellestirilebir.

d) 41 ve 42 deki 0<yL<t=1-1—pu@n—pk?) araligt 0<ya<t=

2
7 (n - %) seklinde alinarak teoremler genellestirilebilir. Ayrica her x € [—1,1] igin

1
V1+XS1+§X

esitsizligi de kolayca elde edilir. Buradan
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2
UK
\/1—u(2n—uf<2)£1—u<n—7>

olur. Bu nedenle

2 2
1—\/1—u(2n—uf<2)21—[1—u<n—%)l =u<n—%>
olur.

e) T:C — C genislemeyen doniisiimiin sabit noktasini bulmak igin Teorem 4.1 deki
implicit sema ve Teorem 4.2 deki explicit sema genisletilir. Bu genisletme, izdiisiim
metodundan yararlanarak elde edilir.

f) 4.1 ve 4.2 den yola ¢ikarak ispat icin yeni bir teknik olusturulabilir. Ornegin metrik

izdiistimiin karakteristik dzellikleri, 4.1 ve 4.2 de {x;}¢¢(o,1) in Kuvvetli yakisakhiginda

yeni ispat i¢in anahtar rol oynar (Ceng 2011).

Simdi konveks minimizasyon problemlerini ¢6zmek icin genel iteratif semalarla ilgili

verdigimiz 6nemli teoremlerden elde edilen sonuglari verelim.
Arastirma ve bulgular kisminda verilen Teorem 4.5 i¢in asagidaki sonug elde edilir:

Sonu¢ 5.2: z; €EH, z+— (1 —t)Tz + tf(z) daraltan donisiimiiniin tek sabit noktasi

olsun. z € F(T) olmak tizere {z,} dizisi

(- )2,z-2)=0 (5.1)

varyasyonel esitsizliginin tek ¢oziimii olan Z € F(T) ye kuvvetli yakinsar.

Avyrica x, H de keyfi baslangi¢ noktasi ve her n > 0 igin
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Xn+1 = (I - anA)Txn + anyf(xn)

iterasyonu verilsin. {a,}, (0,1) araliginda bir dizi olmak iizere asagidaki sartlar

saglasin:

Ca, —0,
(C2) Xnzo an = 0,
(C3) 3% ol tps1 — @yl < o0 veya limy,_,e a;“ = 1 (Marino 2006).

Bu durumda Teorem 4.6 dan asagidaki sonug elde edilir:

Sonug 5.3: {x,,} dizisi,

Xnt1 = (1 — ap)Tx, + apf(x,),¥Vn =0

algoritmasi ile tanmimli olsun. Bu durumda {«,} dizisi Sonu¢ 5.2 deki (C1)-(C3)

sartlarin1 saglasin. Bu durumda {x,,} dizisi (5.1) varyasyonel esitsizliginin Z € F(T) tek

¢oziimiine kuvvetli yakinsar.
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