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. _Sayin ProfsDr.Muzaffer KULA yonetiminde yaptigim dokiora galigmalae
rani derlemig bulunuyorum,Hergeyden tnce galigmalarim ySnetmek llitfunda
bulunan ve hig¢ bir yardamini esirgemeyen Sayin Prof.Dr.M:.KULA'ya ve destelk,
tegvik ve yardimlarindan Stiirtl Sayin Prof.Dr,M G,IKEDA'ya minnettarlijam
belirtmek isterim b e

Sundugumuz bu savda asil kisma gegmeden once, n-boyutlu OKIID uza =
yindaki efiriler kuramina ait genel bilgiler,konuyla'ElgiiI_Tﬁrkgedkitap
bulunmayigi dolayisiyla yer yer tanitlamaya da girereky, Ba s lanang 1 g
adiyla verilmigiir.Bu bdllimiin okuyucuyu sik sik bagka kaynaklara bagvurmake
tan kurtaracagini ummaktaysak da, gereksinme duyuldugunda bagvurulmasi gers-
ken kaynaklari paragraf sonlarinda belirttilk,Ornegin, [Kll,e-lo} gosteriid,
¥ Bu konuyla ilgili olarak,adi1 Ka yna k 1 ar boliminde verilen K11 it ye
naginin 8-10 sayfalarina bakilabilir." demektir., OZET' de ise sdzii z-gen
kaynaklar;hemen ciimle sonunda ve soziiniin ediligi sirasinda verilmigiir,

Sgzlerimi bitirirken,galigmami maddi bakimdan destekliyerel gonil
rehatligls i¢in de olmamy saglayan Tilirkiye Bilimsel ve Teknik Aragtirma Ku-

‘ rumina tegekkiirii bir bor¢ bilirim.
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RESUME

M. CESRRD a montré que si la suite des centres de courbure
sué&d@sives & un point d'une courbe plane a une limite, celle-ci est
constante et qu'on peut determiner 1l'elément d'infinitésimale de cette
courbe avec le polygone défini par les centres de courbures succesives

Kl’ 30-31 . En suite M.BIRAN et M.VINCENSINI ont résolu la premiers
partie du probleme dans 1'espace a 3-dimensions, en remplacant les
centres des aph&res osculatrices par les centres de courbure
( X, 239-243 , K, 31-33 ). Pour la deuxiime partie M.De MIsEs,

M. GURSAN et M. BIRAN ont donné de differentes résolutions ( Ku,1338

K5i 27'35 ] KS'BBQ-W )-

Dans ce travail présenté le probleme a été examiné avec ses
deux parties dans 1'espace Euclidien & n-dimensions. Le travail comprend
’ "introduction"suivie de deux chapitres. Dans le CHAPITRE I on a demontré
que si la suite des centres des spheres osculatrices est uniformément
g lﬁhvergent Ba limite est constante. Cette demonstration est faite
analytiquement de la maniere de M.BIRAN. Dans le CHAPITRE II, la
notion de "courbs adjointe", qui a été servie par M.GURSAN est

généralisée, et l'elément d'infinitésimale d'ordre k est determiné

par les polygones appertenant aux courbes adjointes.



CzermT

Dizlemsel Bir eZrinin bir noktasina 1ligkin ardisik egrilik merkezleri
dizisinin bir limiti varsa bu limitin sabit olacafyr ve sdzil gegen eZrinin do -
gal dzelliklerinin efrilik merkezleriyle belirli g¢okgen yardim: ile betimlene-
bilece#i E.CESARO tarafmndan gbsterilmigtir( [ K 30-31] ) . Daha sontalari
L.BIRA® ve P.VINCENSINI, ardisik eZrilik merkezleri yerine ardigik oskiildtdr
kiire merkezleril dizisini alarak problemin birinei kismini 3-boyutlu uzay igin
deigik ydntemlerle ¢dzmiiglerdir ( [1(2 : 239-243} , {K3 y 31-33] ) . ikin-
ci kisim igin de M. de MISES, F.GURSAN ve L.BIRAN tarafindan gesitli ¢daiimler
verilmigtir ( [1«:4 , 1338], [1:5 ; Sr<ds) 5 [¥, » 339-344] )

Sunduumuz bu galigmada ise problem her iki kismiyla n - boyutlu OKLID
uzayinds ele slinmigtir. Caligma Ba s 1l an g1 ¢ bdlimiind izleyen iki bo~
limden ibarettir. B8 1 iUim I , bir egrinin ardisik oskill&46r kilire merkezle-
ri dizisinin limit konumunun sabitliginin tanitlanmasini kapsar. Bu tanitiama
L.BIRAN'an yukarda sbzil edilen [K2] ¢alismasindaki gibi analitik olarak yapil-
migtirs B8 1 #m II de ise F,GURSAN'in [KS] galigmasinda kullandigi "ek
egriler™ kavrami genellegtirilmisg ve egrinin k - inci basamaktan infinitezimal

8gesl ek eZrilere alt gokgenler yardimiyla belirlemmistir.

e



Paglangzi e

n- BOYUTLU OKLID UZAYINDA EGRILER KURAMI

e e B e e s e e . ot o e . o v A e e

En,n-boyutlu bir OKLID uzayi olsun.Bu uzayin 31,32,“. ,'é'n ortonormal
sistem‘.Je bir O baglangig noktasiyla belirli karteziyen koordinat sistemine
gorelendigini varsayalim, W bir gergel parametre olmak lizere bilegenleri u'nun
fonksiyonlari olan 3?-=(xl (u),x2 {10 )50 s ,x“(u))qoktalarl E 'in bir egrisini olug-

turur, T(u) egrisinin ?Cuo) ve ?(ul) noktalari arasindaki yay uzunlugu
u,

,i( dxi )1
B HE ET du
Uep

dir,Yani,invariyant s parametresi herhangi u parcmetresi cinsinden,f(uo),
egrinin baglangig noktasi Slmak lizere
2
/ a )
(B.1) s:f (du
Wo
o a#
dir, Buradan hemen P 1 gikar.
$}=P(u) efrisinin bir N noktasi komsulupundaki sonsuz yakin V+ 1 noktasi-
'm. goz oniine alalim,Bu Y+l nokta genel olarak bir y-diizlem,bagka bir deyigle
:hin Y ~boyutlu bir lineer varyetesini belirler.Bu V -dlizleme eZrinin gbz =
#nline alinan N noktasindaki oskiilator Y -diizlemi denire.Cikmasi muhtemel glig -

lUklerl bnlemek amacaiyla,efrinin gdzonline alinan noktalara igin i‘(u)'nun n-kez

n-i
o P i & o7 a7 ktorlerinin lineer
slirekli tiiretilebildigini ve o "52’53 1e0e W VOXLOILEXLIL
bagimsiz olduygunu varsayacagiz ki kisaca
(B.2) 2(n) sirekli , R'AZ Al.0 A }(n-1)¢0

o5k lcit b
geklinde ifade edecefimiz bu sgart,egrinin gbzoniine alinan noktada,nery ¥=dilz-

leminin tek tiirli olarak belirtilebilecegini garanti cder.{[K;, 1-?])
2.GRAM determinantiy ‘

- > o .

X3 Yy ( 1;3=142,000,m) E, ' in vektorleri olmak lizere
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G(?‘:.’;Z""' ;Em _-_‘“5.{ 3 “ (%,dale@,sai s}
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detearminantaini go~ Sniine alalim.Bu dederminantta

len
i ’i l'Ilz
(B.3) G(S&l,iz,....;m)ﬂ}( 41 -52’ =

§i=§i koymakla elde edi~

)
' 4 Kb,

determinantina GRAM determinantl denir,

*i 'lex d¢in,

: Z

1k k

lineer donliglimii yapilir ve doniigiimin (b, )=B matrisinin determinanty {Bff

ile gosterilirse,

o R ks B B,
Py g i e 4
ve buradan da (B,3) goz oniinde tutularak
(Be4)  o(E hXy0eeerd )= IBIF ol ,2,,000,8))

elde edilirx,

Kslayea goriilecegi gibi (B.3) de herhangibir ii yerine §i+;aj§d

pursa determinantin defferi degigmez.

m=n alinirsa

(.5) 6 R jesnsE I W2 A son o I

L
elde edilir ki burada, X.= . .8, elmak lizere
’ iJZ.:xljj

o e g
nxlfxel'!l'xnn-- x21 xzznlo xzn

Peecspensans

%) Fpgsee *nn

dir, ( [kgi126-027), [Kg,55-58] )
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3s __GRAM-SCHMIDT ortogonallestirme yontemi

Simdi il,ié,nuq,xﬁ gibi m tane lineor bagimsiz vektdr alalim ve
bu vektorler yardimiyla {:E,,%zr QEM} gibi bir ortonormal sistem ¢lugiurmak
igteyelim, GRAM determinanti kav: amy yardimiyla bunu kolayca yapabiliriz,
Butun ¥gin

+
1=GC' 3 G( xlgxzjnougz”)=6"
koyalime G, determinantindalki ;i;j elemanina ait mindri Géij) ile gdste=

relim, Artik gu teorem tanitlanabilir:

Teorem-1 §1’§2’°°°';m gibi m tane lineer bagimsiz vektsr ve

E‘,ta'".,éw‘gibi m tane Ef:l gartlnm saglayan sayl alalim,

iv Z. apviv v &udu 30

-
olacak gekilde bir {{ ,E ,..n,t } or+onormal sistemi bulunabilir ve bu
Moz ¥

gartlara uyan tek sistem

¢ 3 >
F‘ ‘; (gjilJ SIC (xlg‘.)
l-——--——-——q = (l-l‘u‘\ + I;-"'v'cv-l.'.ohrco '
(B.6) J_(xpa-q Gt. EPE#-'— g G}k Xy = 1{ \‘;i“-l vi) (zll-l ;:tl)
s
1 #

fAle belirlidir,

4‘:” gimai de X ,%,,000

). gibi (n-1)-tane lineer bagimsiz vektor

n -1
yardimiyla bir-[E},Ez,u.gn} ortonormal sistemi belirlemege galigalim ve
fazla olarak bu ortonormal vektdrlerin bir pozitif n-kollu olugturmasini
isteyelim, glpgépooongh‘l gibi (n-1)-tane vektdyr verildiginde,

(BoT) MR, 8, coes & _3h=2F (¥ herhangibir vekttr)

bagintisiyla oyle bir ?; vektoril bulunabalir ki bu vektdr diger 2} (1¢n=-a)
lore dik olur,giddeti Ei ler listine kurulan parelel ylziin hacmina ecgit olur
ve 2;, Zé, voesy Eﬁmfzn bir pozitid n-~kollu olugiurur,

Egex 2;,2égcog,2£ & vektSrlerinin ortonormal oldugu varsayilarsa




‘ﬂﬁms
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“ El’ 229 ooe § Enﬂi=G( 219 gzgooo, 2

n-1
den ?‘n tamamlayaica vektoriinin birim vektdr olacagi sonucuna varilir,Ote
yandan (B,7) bagintiei bize

N2 o205 coos B, 08 = Zi 1> 0
vesir,Baylece {21,22,00,,3n_1,2n} sisteminin ortonormal bir sistem oldugu

ve =z (i=1,2,0c04n) . vektdrlerinin bir pozitif n-kollu olugturdugu go-

i
riillir, Buna gore gu teoremi verebilirizg
Teorem-2 ﬁl, §2,°¢°, §n_1 gibi (h;l)—tane lineer bagimsiz vektodr
3 3 P
verilmigken bunlar yardlmlyla‘(iu,ﬁz,-.-,inq}gibi (n-1)- vektorlil bir orto-
normal sistem ve bu (n-i)-vektoriin tamamlayicisinin bulunmasiyla da
P D 3
{E_.t )&2 g vos ;E_,ﬁ”)gm } gibi n-vektorli pozitif bir ortonommal sistem
Tt I b
elde edilir, tt ’Ea yeen Ji-i yektdrleri (B,6) ugarinca yon far-

-+
kiyla belirli ve bu (n-1) tane vektsr belirlendikten sonra &  tek tilrld

belirlidire ( [K8,118-121] o [Kyqe148-149) )
Ogeleri bir wu paremetrisinin tiiretilebilir fonksiyonlari olan
= A(u):(a (u) ) matrisel fonk51yonunu goz ©niine alalim.

(Buel ' (

atrisine A matrisinin tlirevi denmir.Bu tanmimdan (,) tliretme ve (¥ )
transpoze alma iglemlerinin yer de@igtirebilecegi yani (A* )‘u(A’j‘ oldugu
[aCu) B(w)] = A®B+aB® LETBNIZ kuralimin gegerli sldugu goriliir.

Bir A(u) karesel,diizglin (non singliler) matrisel fonksiyonunu gdz-
dniine -alalim,

(Bo9) C(A)= A°A7F
matrisine A ' nin CARTAN matrisi denir,

Simdi A matrisini ortogonal alalim,Bu halde Emk_l- olacagindon A&;I
(burada I birim matristir) ifadesinin tiiretilmesiyle
PR S BT o U e B

buluy
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Buradan (B,9)bagintisi kullanilarak
(8,10) on) +founfs o
elde edilir ki bunu topluca goylc ifade edebiliriz :

Teorem, -3 Ortogonal bir matrisin CARTAN matrisi garpik simetriktir.

w9 3 ;
{91’ 82’““’3:1} bazina gore bilegenleri Xy 4 (§=1,2,00040) ler olan

;*1 (12142 ospyn) vekttrlerini alalim, é"i

matrisi olusturalim ve yazig kolayligi icin

vektorleriyle formal bir siitun

koyalim,Ogeleri gergel sayilar olan matrislerle bu tip matrislerin carpimini
gj elemanlarina gergel sayilar goziiyle bakarak yapacagiz.Staziinii ettigimiz
matrisler bir u paremetresinin fonksiyonu olduklarinda yukarda belirtilen
tliretmeyle i1lgili Hzellikler yine gegerli clur,

> 3 -
.‘;}imd;. E'(u), ﬁz(u),..o’ ‘gn(u) gibi n-tane ortonormal vektdrel

ﬂhllml a)
fonksiyonloﬁak tizere S o
‘ [—E|j‘§z""' ,En]" E (E:L’ 32 povog sn]
e
-t

éweBurada &, matrisi ortogonal olacaktir,Boyleoc

’ i . ¢ et
[E’E?_"" zh e E::_'; :':4[319 zwnuve ]-((s_.) 2> 3,]
ifadesindeki O(Z) matrisinin (=, 'nin CARTAN matrisi) garprk simetrik
olacagyr sonucuna varilir,
Tersine olarak,bir O=( ci;j (u)) ¢arpik simetrik matrisi verilmig

| a (Be12) [ 132 )"“)E..] C[ p&zl"“‘{ J

diferensiyel denklem slstemlnin) {gl ,&a e ,E } herhangibir ortouormal

sistem olmak iizere glu,hg € 412, st )

=y

baglangi¢ gartlarani gergekliyen tek gdziimi {f(u):,g(u),m. : I"(u.)l' gibi

bir ortonormal sistem olurc



e
Varlik tcorenmi gere%ian p(Bs12) .dsteminin bir ¢8ziimii vardir,Sozii edilen
baglangag sartlarani sajzlayan tu :oziim tekdir, §imdi { E‘(u), Ea(u),,.g“,gn(u)}
ozlim sistoninin ortonormal bir cistem oldufunu gosterelim.
» > d

L&, b e B (5035000008, )

clsun,gﬁstcroce&iz = Eﬂ natrisi’ ortogonaldir,
it W
T Pu) =oo -1

matrisel fonksiyonunu gtzdniine alalim,Kolayca gorilecegi gibi

p(uf = pw) 4 P(up)= 0

dlr.
P(u) ,m&n tdbe{;l-ynei\!jfg
A e R el e P - ] g g e—v,v—"
BT g (p—u\') =2 & EE * (ZE =2 ) (u)['P+I)+[C(':¥P+]ﬂ'
(‘(,..)P+PC( V0@ 0=
ve C in garpik simetrik oluguhdan

e 0(=)e + (ST

elde edilir,Otc yandan bu diferansiyel denklemin P(uo) =0 baglangig garti-

ha uyan ¢dziumi tektir ve bu tek gizim

P(u): (2]
2 e g =
dir, Buradan da (3'13) P=EE:'I= o
aranan sonucu elde edilir. ( (K, ,8-10] , [g,122-123] )
f 4
5, smewmr formiiters:
»

Daha baglangigta, §=r(u) efrisinin gozoniine alinan noktalara igin'
(8,2) gertlarinin gergeklendifini varsaymistik.Yani ¥° , 3, o.e ,;(n—1)
lineer bagimsiz idi,0yleyse teorem -2 uyarinca ,bu (n-1)-vektsr yardimiyla
pozitif n-kollu olugturan bir {31, ?2,.a°n 5 ?n} ortonormal sistemi buluna-

bilir, Bu n-kolluya , efrinin gbzoniine alinan noktasandaki n-kollusu denir.zp've

W) viriast Tirbirlovine
a

T
2 Sy o4 3 a a
(3114> [tl ta"’“’tn-l‘ & 21 e 0 ;‘Q LX) g(n-
Gowodooededu Wk t
¢ & a
“n-1,1 e n-1 n-
de 3 . =s(n-1
=& [r", By e 2 )}

3
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. - s TR bl o (n=1)a(n’
bagrihtisiyla baflidirlar.Bu bajinta gozoniinde tutularak ry o w“sﬁ'(n :,‘)r(n’
b igin
5o
By B 0
y Ty sue ol 11 24 22 o
(Bgls) l.rcg.'r‘ ,-;,—,(,,r\ )]'..: « FE RN OE W >
) b R b 5 b t con # }
1-1,1 N-1;29.. N=1,h-3. . n
. By Bo 1 veeeBy ny  Ounl
&

=B_ [ liait, ]

= (n)

N - 2(n : - e
VazTlablilar, @ (1% % cocu e lineer bagimsiz vldugunda

“ Bnnr'l;‘j{ bkk;}éo = br\.n #9

ve lineer bagimii oldugunda
h%l’ﬁ by = © all By _yfl= fll':’j Py 93 by =0

olacaktiz,

P : - ) - e
{fl,tz,..“,fn} ortonormal bir sistem oldufundan No.4 de agiklandipa lzre,

>, -5 >
‘3.16) [%;,tzgu".:gz‘;]: C‘{ti 9 tz ¥ vec 9 -;n]
ifadesindeki C={ °ij 3 matrisi garpak simetriktir,$imdi fazla olarak,
i>isa igin °:L-]= vldugunu gosterecefiz. (B.14) iUn tlretilmesiyle,(B.15) de

il%nl]arak
G 15T YL 1 A RRR S FVNIN ELPRR: L)

A5 (et e, B Yt ) ()

“nen T ney n-1i n

clde edilir ki bu ifadenin (B.16) ile kargilasbtirilmasiyla istenilen 0 4=0
‘e

(141 J) scnucuna vam riz,Yinc bu ifadeden o

. =a
3142

e Dl i ldugu goriliir
54 %y 4y FHHASE GUIGILT,

; N 2 ; ST i -1
fte yandan, (B.141,(8,15) bafintilary diigiiniiiiirse Ar o= Bn . olugundan
it i

/ 21 o4 g "
P o | B e PO .
/ B, =] cnsessnsevcrves ddz,
\o.



Firs B

Byy ga= elde edilecektir ki bu bize i{n-1 igin
e ai+:r.,i+:|.
843
e e e
l,l+1
! .
I4a,i+41

bagintisini verir.(B,6) bagintisindan CH (k€n-1) lar hesaplamr ve yerine

koymak suretiyle

konursag Oy dan™ O
6, 40,
e .
(B.17), o= & gt (4 dna )
Gy

1 digin ise(B.T7) ve (B.14) kullanilarak

t

=t % = ” %19%2’“°°’%n-1 . "n-a

elde edilir, ‘E—

& ~a(n)
_(alm Qo090 anel,n-z ) an-l,n—l ” - "
(B:6) dan hesaplanan deferlerini yerine korsak,

‘fG
-2 G::i ” ;o ] g“w-oo§{n)“

ine tlara
ve yine a ., 'larin

(5017)2 Cn_l = E,éz ano En

elde ederiz.Demek ki Gzetliyecek olursak ,
0 Cg

: qc 2 40 -_)o
(BelB) [tlgtgytjccnu,tn]= _el O °2
£ GEewsesee e Bue S [{ % e % ']
§ oo 0o T e 0l
4 ; o 0

(i=1,240eey0-12) 'ler (B.17) bagantalariyla belislidir.
invariyant paremetresi alinir ve éin 1
gore  tutevier igin

ve buradaki oy

Efer paremetre olarak, s
ds < 3
= ) konursa, e JE; den , §°@

(i=1,2;05- [} nn_

dat, N ey
B E; SO T buradan da, el —9{ koyarak
ds VG; 1
"¢ s ¢
51 &t al - (0] 5 0]
sy 12,5, ST PR T | T T |
B 2 9%—1

Ci "9n-1 0
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PRENET formiillerine varilir,Burada EQ egrinin gozonline alinah noktesindakd

fi-inol egriligidir ve hemen goriilecegi gibi

(B,20) Q= widiin V/_Ei:&__iil_v (i$n-1),
( Gy G
-]
presstelme
- G ;
" T / 82 g 2o, 20|
n-1 Gn-l Gi §4 9g

1le belieliair, ( [Kg,125-326] ,  [K;,,94-99] ,[K;,, 159260 fk, 4133843

6,Egrinin kendel denklemlori :

Bir egrinin §zeérilik1eri,eérinin 8 yay uzunlugunun fonksiyonlari

Frerdy §, =¥ (9) { fe 142,000,055 )

geklinde ifade sdilmigse, bu denklemlere egrinin kendel denklemleri denir,

Simdi bu denklemlerin verilmesiyle efrinin verilmig olcagin: ifade eden gu
teoremi vercoegiz,
Teorem-4 h negatif olmayan bir tam sayi olmak lizere,
o,(s) ( 4=1,2,c4,4n-1 ) bir [s1 y 521 araligainda ch az (n+h=i-1)-kez
l slirekli tlretilebilir olsunlar, i<jn—1'igin ci(s)) 0 olsun,Bu takdirde
L I : o g 5 40 20 ) ‘

’aoe [51,52] j onceden verilmig keyfi bir wvekttr ve t1'¥2’°°’°%n keyfi
ilﬂ§§n-kollu olmak Uzere’ oi(s) niceliklerini egrilikler olarak kabul eden
»

{ yani kendel denklemleri §i=ci(s)9‘ler olan ) ,

3 ) ) :
bas (B.21) ¥(s,) = ¥ " %i(so)= %i { Gal 2 uaenit)
*ﬁanglc gartlarini saglayan bir ve tek bir ?:?(s) egrisi vardir.Bu ?(B)

=% | n ; (o
en az (n+h)-kez siirekli tlretilebilir ve T , P ,on.,?(n 1) vektorleri
lineer bagimsizdar,
Teoremin tanitlanmasi igin Bnoce
- S
4t 3t ' Mo | B et
(3322)1 [t19£29 s0e 3 :En] = “'u_“”_”z E:E '% ,E pnoo,% ]
o[k i n
-0 0" o
n-2 n-i
0 -C
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diferensiyel denklem sisteminin ¢oziimlerini diiglinelim.No. 4 d2 agiklandaga
gibi bu sistemin %i(so)=¥z baglangig¢ sartlarini gergekliyen bir (ve tekbir)

gozlmi vardir ve bu gdzim {%1 e %n} gibi bir ortonormal sistemdir,

2
Bu g¢oziim bulunduktan sonra
*—--...,
,ﬂ(B.EE)Q r=1.(s)

diferensiyel dinkleminin 3(50) = *° baglangi¢ sartini sajlayan = T=p(e

gozlimi bulunur ki bu g¢oeiim de tektir.

Geriye 2(8) ' in en az (n+h)-kez siirekli turetilebilaigini ve
?P(s) ,3“(9),...,3(n'1)(s) vektdrlerinin lineer bagimsizligini géstermek
kaliybr ki bu da tiime varam yontemiyle kolayca yapalabilir,

Su noktayi agiklikla belirtmek yerinde olur: ci(s)b()(i.<n-1)
garti baglayieci bir gart degildir.Goz gniine al .nan [51,52] aralaginda
ci(s) tierden bazilarinin,odrnegin 5 ’°i."°"'cip gibi p tancsinin nega-

1 2
t1if oldugunu varsayalim.Bu takdirde (B.22) denklemleri ve tecoremde szl ge-
‘cen baglangig sartlariyla dyle bir ve tek bir P=?(s) bulunur ki bu egriye
ait (Bel1l7) ile belirli ey nicelikleri,verilen ci(s) lsr olur.
‘ Bunu gdstermek igin (B.22)1 bagantisindan (B.19) FRENET formilleri-

ge:gsgigi vermek yeters EE sayilaraini

*

(B.23)

o R T

o 1y 3 Ye=0,1,000,p § El=£i(+1= - )

61“+1=£i$+3 %

ai ,;-E':L, S5

olarak segelim,Bu takdirde { = J=1 igin

5—1,,+.j t dy+i-z ©

- J#1 igin
elde edilir,Dolayasiyla her ¥ ve Jj dg¢in

(B.24) f-L‘L\,+,j &iv+j—1 civ+j--1 =0y +jw1‘

elde edilir.

Ote vandan, (B.Ez)l bagintilarindan



£1%l .

p i é2620'.»'. t

o 0 I

2 4

VIQJe0et00CGCaddORAa SO ENATDE ON

€

&

t' = b g
1g4j iy +i £i»+d Eig+j~3 Eiv+j-1 ciu+j-1 ti“+j—1 +Eig+j Eiv+3+4.£iv+j+1’
et e s S = 'ci\,+,j i, 4340
Gn-ntﬁlm" f-18n- 2en ? -2t E ;FIE )” .ﬁ
(n%)b - “(Wk Bt U ped
k=! -1 i
- -
ve 'L’ka ekt'k (k {n-a1}; tn"q.l'—fk) t koyarak
o lol
i ef o sl © -
dt d d, o o
4 I SEAE S

bagintieina

temin

*
baglangif gartlarani saélayan{%l,

i mkleminin

*Jeiri tamamen

|

* o )
#i(80}=51¥1 \

~lo, o} 0 (Hf'k’cn—a_
0 ﬁ%@

varilir,Bu ise aranilan egrinin FRENET formillerifdir,Bu sige

i)y Bse (NP O Y

?; 9061 '%:i } ¢oziimi bulunur ve
>/ »
i El 3 E‘.l’fls 31

E(so)=§° baglangi¢ gartini saglayan g¢ozlimiine gegilirse |

belirlenmig olur, ( {Kg,1271)
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Tanim s Bir P=F (8) egrisinin oskiilator ¥ - diizlemi iginde bulu -
nan v; gériye goz Onilne alinan N noktasindaV -lincli basamaktan dogen kiire-
ye egrinin N noktasindaki oskiilator ¥ -kliresi adi verilir. En uzayindaki
bir efrinin bir noktasindaki oskiilator n-kiiresine,kisaca o noktadaki oskii-
latdr kiiresi de denir.

gimdi egrinin,bir N noktasindaki oskiilatorVkiiresini belirlemegc galn. -
galim, N noktasinin yer voktori ?-(so) olsun, V-kiirenin yarigapi R ' merke-
zi P ve herhangi bir noktas: % olduguna gére,denklemi

(%-3)%-18°=0

olur, Kirenin egriye N noktasinda V-lincli basamaktan degmesinden dolayr

£(s) = (R(a)BF - R

olmak lizere

' Y
k f(so) =0 ¢ f (S°)=O 4 Doe f( )(So)= 0
olur,
i3
!' * Ote yandan sozii gegen V-kiire egrinin N noktasina ait oskiilator

| P -dlizlemi iginde bu’lundugundan\,

- 5
p= r(so) +;ak(so) ¥‘k
yazilabilir, Yukardaki gartlar kullanilairsa,buradan

2
(4_+)__R2

~ *
a = 1(p—r)=0

¥ -
a =-1 +?l¥2(p-r) - -1+S—‘1a2=0

¥ -+ +*
a,=(-§, % 48,%,)(F-B)=-9 a_+85a,

?
Sy "%’_zav-z* $-12y
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.Q‘;Jmm_’Bd}fLece oskilatonr- kuranim FAr1copl
(L1)  ( %a? Z :

ve morkezi

a_=0

)

]
0= 51=-1+91a2

r

(I.2) ay=-9 2,40 +8,34

CPOOBOUOsVve bdoasownoOQ

'
a = -g_za“_f 0 +¥,.%)
bagintilarayla belirli olur,

V=n alindifinda egrinin N noktasindaki oski‘lator- kliresi belir-
lenmig olacaktir,

Goriildiigl gibi N noktasy P=r(s) egrisini cizdiginde, N nokta-

sina ait oskillatdr kiire merkezi de bir 5(1)=§(1)(s) ogrisi gizerc:Ayni gekil-

de }(lzs) in oskiilator kiire merkezleri bir r(z) (2)(5) egrisi gizer,voboeo
Ote yandan 5(5) in N noktasana 3(1)(3-) in bir noktasa ( N noktasina ait N,
‘sidilattir kiire merkezi ), bu N, noktasina ?(2)(9) in bir N, noktasi,voboos

karg:.ﬂ}:.k gelir,Boylece, N noktasina ait bir Nl,Na,u.. 'Ni'”‘ ardigik oskiila-

tfr kiire merkezleri dizisi elde edilmis olur,Simdi ;'r'-(i)(s) efgrilerinin N

i
noktalarina ait bazi formiller verelim.

(i) "(1)(5)

Ni noktalarinin yer vektorlerini T egrilerinhin yay uzun-
luklarana 8 s N:L noktalarindaki FRENET vektSrlerini ?:'j(i) C3ady2 vooght)

ile gosterelinm ve

2(3)_a2(i- 1), ; (i-2)p(i-2)

Sksa k+1

Yoyalim,
Bu durumda,

> -
r = a

gn s'e gore tlirev alarak



1

a2(2) 2 =3 da,, 3 Bk 2 7 ?
A4 ¥ =1-'ds k+1 +£§;ak+1('?k k+9k+1 k+2) 'gg—lan T
ya da
( ) da
‘ k41 -t}
28208, +;E:( 75 "Nk ~Seiitken PWiin Hhoa b Hi¥ 727 %
=1

ve (I.2) formilleri geregince, §(1)(s) in ¢izilme yoni uygun segilerek
(1)
t).g
bulunur, Buradan FRENET formilleri kullanllarak,

*(1)

k+; "'1) t

k (knO,l,....n-l)

elde edilir.
Ayni dUginceyle 2(2)(s) in FRENED vektérleri igin

-

_‘(2) u( l) (- ﬂ(_l)n-l t

k+1
elde edilir,Bu ifade n in tek ya da ¢ift olusuna bagli oldugundan bundan
sonraki kisimda her iki hali ayri ayra inceliyecegiz.

a) n tek olsun,Bu durumda

, t(l) ( 1) : 4(2) -z

k+1 k+1
{

# olacaktir.Ayni diglincenin ard arda tekrarlanmasiyla
- -
t(em/

t
k42 deda
{133) (k=0,1;004,n~1)

1(2m+1)=(_1)k P!

k+i n-k

oldugu goriiliir.Bu bagintilar yardimiyle

a(2m) +(2m—1) +§::( 1) (Zm-l) 3

(104) ks
;(2m+1)gg(2m) 1 %if ii?) g
k=1

yazebiliriz,



(I.4) formiiller

= 15 =

inin her iki yanina

(2m-1)
d?(Em) dsZm _d?(zm-l) flSZm-J. +r§__2(-1)k dana-k +?15(2m-1)§
dsam ds d:zm_ ds £ ds k+1
n-3
- k (2m-1) (2m-1) (2m—1) (2m—1)
" g (-2) (ekuan—k-:. g)k n-k+1 )e k+1+gx 2™ in-l En 592 %
(am) (am-i)
ve d 4§2m) 41 ) ds { (2m=1) % Monatak;
Som 2m-1
(2m-1)
dSZm dﬂn {2m-~1)
da. - ds +§;an_1
(2m-1)
(1.5) da, i (2m-2) (2m-
o - )
aE 9lcan—lzc-i-:l. "9k+1"n-k-1 (k‘l'za' soyn=3)
{2m=-1)
da - 9 (2m-1)
ds n-2 3
dsZm-:. ¢ (2m—:|.)
ds * Theats

éi%% eddlir, ikineiden de benzer gekilde,

ds
_.E:L_! __2m
as n" ds

ve dolayisayla,

(I.6)

(2m)
n-1 da
K+
:El * E—_ ds T Y
(2m) _ al2m)
:Zz(g) +1 fx42 )t
(2m)
d82m+1 o 49 (2m)
de T ds n-1 n-i
(2m)
k+1 =9 (Zm) o ,(2m)
s ke1 ka2 %k Pk

-Eai® 4 Gast 1

k+a

s'e gore tiuretelim,Birinciden,

2

+¥ al2m) ¢

neg ®n-x n

(k=213!oou ’ﬂ-a)



=- bl =

(2m)
da (2m)
2 L= 233
ds
o s
de

elde @@ilir,

O0te yandan (I°5)1 ile (1.6)4 ve (1.5)4 ile (I_,G)1 birlegtirilirse

a(l> lerin s'e gore tiirevlerini yine a(i)lqr ve esas egrinin egrilikleri

cinsinden veren,

(2
dsé_ m)‘= . gzagzﬂo

ds

(2m) (2m)

da
3_ = -%8;

+ 6 + %aizm)

ds

PODOBEOBOOEOO N SNELO0LEEDSEODE®EOSD

da(zm)

(.La?) ds

(2m)
k+a 5 (2m) :
—_—r ?kak + 0+ ?k+1ak+2

O RN R I R S S A B R R B A L I B

da(zm) - g ﬂ(zm) + 0 + 9 a

e ne28p.0
ds

(2m)
dah g)

———— n-1

ds

ve

da(2m+:|.)
2 =0 +

ds
da(2m+1)

(2m+a)
e | = SL-zaz
ds

(2m41)
n-2%3

n-374

MEGROEE P PE0RENRErosGeeEsRAEOesSSIERBRLIRORSES

(I.3) dal2m)

——E& = o %-kk

ds

(-a(zm) +

+ O # ? a(2m+1)

(2m)
n=-1n

A

a(2m+1) Lot g a(2m+:|.)

n-k-1"ks2
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dag3?+1)ﬂ . e a(fT+1) - o ? a(2m+1)
ds
(2m4+a)
dan - 91(-a£3:+1) +a§2m+2))
ds

formiM@eri elde edilir,

b) n ¢ift olsun,Bu durumda,

63 TR 5 *(2)2_‘ 3 akerd s 4);4
%k‘l_( 1) tn—k ’ tk+1 tk+1 # tk+1'( 1) tn-k 2 tk+1 1;1(+:.
olur, Ayni diiglincenin ard arda tekrarlanmasiyla
+(4m)
tk+1 - tk+:|.
T(4mer), .k
biga =(o1)
(I.9) *(4m+‘2 ;
k+1 k+a
(4m+3) R

k+1 n-k
oldugu goriiliireBu bagintilar yardimiyla

n-2
p(4m)  _s(4m-2) jz_ 2} a(4m—:.)t

o k+1.
n=1
3 +(4m¥1) a(4m) (4m)}
L = % / 8 ka1 Pkea
=\
; % 1.10)
' +(4m+2) a(4mea) a(4m41) 1
- T = + 3{;( 1) n-k tk+1
k=0
Nn-i
(4m+3)_a(4me2) Z_ (4me2) 2
r =r iz ( Bk4a Yyan )
yazabiliriz,
;(4m)+(4m)
(I,10) formillerinin her iki yanini s'e gore tliretir ve [
m

s af4™2) amia) 2 a24™2) samiz)_ 3, a2 2ami3)_ 3 ko-
n

]
a’ ds4m+:|. 1 B ds4m+2 1 = ds4m+3
yarsak,
(4m—1)
ds
B 4w 3 4m—1 EZ; (4m-21)7 k (4m =
ds tl ¥ * ( 1) ds k+1"'?1a t2 Z( -1)a z

! 9k+1¥k+2)




]

I s o

ds ds 2, {4m) "
4m+1 z Am ; " da &
= % (4m), y (4m)
a aeine * ket ds 1;lc+:|. * 7 3 ( gk%k+§k+1‘k+2) gL-l n * n-i
= k=1 ,
ds > B da(4m+1)
4m42 4m+1 k+x n-k (4m+1) Ef k+a1 (4m+1)
ds ti’ ds ¢ pt ) (-2) ds %F %2+ (-1) Bick o
.-¢ k=0 k=4
9"5 +§,k+:. k+2 )
-, n-) da (4m42) n- ( )
4me3 4m+2 ki1 4m42
ds ¥n ds t Z ds :Eku +zk+1 £s s,lc K" gcn k+2
k=1 k=
{(4m+2) 2
= “n-1%n Y-

ve bunlardan da sirasiyla,

{4m-1)
ds da
4m o) (4m-1)
( a8, | ag * ?1 By
(4m-1)
o L0 glem-a)
ds n-2 3

(4m-1)
gll) < da L& 4ma) o  (4m-1) (k=1,2 04 yn=3)

ds k “n-k+x ker *n-k-1 :

@,

ds
- (4m-1)
\_Am_1=g az’“

ds a~1

ds (4111)

—Amir o (4m)

[ is ne1 “nei da
(4m)
< da - Q 4m)
(I.12) day ’“'“: |

x 91(4-1 f(iren) ek af(4m) (k=243,40.,n-2)

\. 4m _§> (4m)
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{4mea)
d""'4!11-&-2 3 dan % §) 4m+1)
ds ds

(4me1)
da, (4m+1)
ds * %2 %3

£y, 1% 4q(4m41) " o
P < 1 4m4a dme1
ds g{ *n- k+a g(+1 qn-k-1 (k=1,2,00q,0-3)
ds
m+1 (4m+1)
ds 2 9.!1—1 )
dE'.(4111+2)
__42’:2 =9 o (4m42) n
( n-1 Zn-a e
(4ms+2)
B2 T _Q Lms2)
de St
(1.24) ﬁ 4al0m+2) 9
e i o (4me2) (4m+2)
ds - k+1 k+2 = Qk Ek (k=2,3'cv:\ ,n-2)

& d’gm.z - P gl4me2)
ds

{19 edilir, (1.13) ve

Hemen gbriilecegi gbi (I.11) ile/(I.12) ile (I.14) birlegtirile-
bilir.Boyleece n'in tek olmasi halinde elde edilen (I.5),(1l.6) ve dolayisiy-
la (I+7),(1.8) formiillerine varilir,Demekki (I.7) ve(I.8) formiilleri n na-

811 bir dogal sayi olursa olsun dogrudur,

2e A1'6.15:\.lt ogkiilator kiire merkezleri dizisinin limit konumu :

Esas konum,ze ge¢meden dnce diizglin yakinsaklik kavrami ile ilgili
birkag ufak noktayi hatirlatmak yerinde olur.

i"l(s) . ;‘2(8),...,;‘!{(5),... vektorel dizisini goz ©niine alalim,
'8¢€(s ,8, ) nasal segilirse segilsin , >0 Unceden verilen keyfi bir saya

olmak tizere, k >k, igin If-k-ﬂ(&’, yapan bir k ( €) sayrsi bulunabilirse ,



=

oo
gbzbniine alinan {?k(s)} (o, Qizisine (s, , s ) aralifjinda diizgiin yakuin-
saktir. denir.

=
ik(s) F ( xkl'xkz‘“"’xkn) [glqu’““’en] dersek,kolayca goriteced:

5. w & s 5y . e » w
gibi {rk(s)} dizisinin dilzgiin yakinsak olmasi igin biitiin {xkt}k=1

&
( t= lgz,anu yn)

dizilerinin dlizgiin yakinsak olmasa gerektir ve yeter..
Yine kolayca goster:.leblla.r ki, { } dizisi,(so,s,(] araliginda
k—
diizgln yakinsak ise ve {r (s)} belli bir e(s g+54) i¢in yakinsaksa,

{ k(.s)} dizisi (s N } de diizgiin yakinsaktar ve Ztim rk(s)up(s) ise
k=1

lim i‘i-‘l:

k=00 ds ds

dir.Artik asil teoremimize gegebiliriz.

Teorem, -5 ‘(1) 4v(2),°.¢,’(b), .o ardasik oskiilator kiire merkezleri

ar{k)

dizieini kozbnline alalaim, { } dizisi bir (s 98, ) araliginda dilzgin
yakn.nsak ve s g(s 18, ) olmak iizere { (k)(s )} yakinsak ise {:( )(s)}
k=)

dizisi gdzli gegen aralikta sabit p = {.1m r( )(s) noktasina yakinsar,
=p30

2(k)
Tanitlama ig¢in gs dizisinin O 'a yakinsiyacagini gostermek
hetiair. n
2 2 bl 3
¥ ﬂ k
éoyalz.m. Simdibu b(i) leri a(j) ler cinsinden ifade etmeye galigalaim,

a) n tek olsun, (I. 4) formiillerinden
;.(Zm)m ;(Zm—Z) i (2m—2) % '2‘( 1) a(2m-1) %

k+1 n-k +1
k.l

n-
sm4r) »(2m-1) (Zm) (2m=-1)
r =T + Be s 2( g4k &y %
k=1
ve buradan kolay bir hesaplamayla

m- - § m-| A=
;(zm)’ }+2j( l(Cii) tk-l-l) * (i( 1) (2i+1) % +1)
=0

k" =0
m
s(2m+1) Slad)is (2i41) 2
& = ¥ +z( G+ ) +i}i( l) By k+1 k+a )
izo k=1 HE k=0

1kar, Boylece
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my
b(_2m)= S“ 31\21+1)
1 _ n

(=0 m-)

2 Q4 (2d k 2i X
(1.15) b;::): al(c+;.) ¥ {=1) Zag_kﬂ') (k=1,2,,,. ,0=2)

=0 (=0

p(2m) "‘ia(zi)
n n

ve | @ -
’ ko) P
b~\2m+1)” T‘a(d]&l)
1 n
r:-:
(1.16) .b(2m+1) 'ﬁ(a(ﬁ) & (»:..}k (21+1)) (sl 24000 s Bv2)

k41 kx
=0

(2m+1) (
bn = a,
elde edilir.

{3300

Ote yandan {dsk }'g' ve {b(i)}{ (k=1,2,0u:50) dizileri diiz-

glin yakinsakdi,Buna gore, 11m b(i) koyarak, (I.15)ve {I.16) dan

by
}‘* (24+1)

(I 1T k+1 Z(aﬁi) + 1) (21"'1)) (k=1,2,.9040=2)
RE

: (2d)
bn =Z an
=0

;mlabﬁirn

# dbii) dbk
3hm = s

i- 00 ds ds

ol dwguna gdre, (I,17) tliretilir ve (1.7),(108) bagintilars gbzoniinde tu-

tulursa

db (211-1) o0 o0 "

el __n_ (21+1) (21+2) z (24) _(23+a),

ds d ol z( %n Y= 9132"' E’1 (32 i R
i=p i=0
2i+1)

db, sa (21) da -

ST da _ n-i (21) (2i+1) \Zi+l)

ds _Z( Mt Y( Qa H g‘xan & E'e n-2

I':.o

das
B Z (21+1) e z(a(zi) (21+1))

OBeNDONOOLNBODUBNOEOYNIPNCDACRRANOORAOEDNNO0 O



T I

(24i) {2i+2) :
db a da S 2447)
K+ k+3. .k o=k X 21) (21) k o) (2i4a)
ds "/_fds +H-2)" 35 ) ( 9k+1 k+2 9 #(=2)7C X8y e
i=0 ¢=0 3 (9.‘1.-)-1‘
k+1“n_k_
(o5
(21) yk=2, (2142) T (24) k41 (2443)
. ;' § Z (ay +(-2 fndes ) §'k+1 (ak+2 +( 1) Bt
=0
(21) (2i+1) 4 o :
B gex W T X @ B e ) © o (21
:E:(ds "~ de ) =zz:" n-2'n-2 © “n-1"n ~2%3
=0
on
(21} (Ei+“ (* (21)
= 9n-—2 A8, 348, gn 2 8n
=0 ?O
(21) oo
dbn da (22+1) (21) \21+1,
e g (aal? )a- ( )
ds n-x -

1:0 ;

bulunur, Buradan da (1,17) formiillyri kullanilacak,

db]
Foe a4 E’ n
db
2
= lel + §)2h3
COOCPeBICIIBLSBODEON B
i
oS ot N
v (1.18) is by + 9k+1bk+2
dbn “
ds Gl Qn-zbn-a % en-:l‘bn
db
RS - O g? b
ds O-1 nN-l
bagintilara elde edilir.
{ (l)[s)} zigsinin limiti ﬁ(ﬁ) ile gosterilirse
.:-d\ g
A W a2 N
pie! = T kz_abktic
=i

olur ve bunun s’e gdre tiiretilmesivle



-2 -

otd

-5
_ql_g 1 k+1
dg = gb ) +i( +9kb ety k+5’ k+1 * +§n-¢bn 1) n
k=)

elde edilir ki (I.18) den hemen,

(I.19) |

ds
sonucu&ﬂcar.Demekki 'jk sabittir.0te yandan bir s*&(so,sl)igin
1im ?r(i)(é')ai)*idi.byleyse her s€& (s_,s8_ ) igin lim ?(i)(s)uf’)“ olur,
§-a 0D 0" 1 {200

b) n gift olsun, (I.10) formillerinden
n- n-
s(4m)_s(4m-4) k (4m-1) (4m-2) i kea (4m-3)3
: i( 1)e, % 'i 841 £k+1+ (-2) 8ok Vg

k=0 k=| k:O
gl4m=4)
= B4 { +1
N k=1
2(4ms1) -'(4m-3) (4m) 2 (4m-1) (4m-2)
: + alc+1 k+1 }f('l) Elvc+1. Z k+1 %ku
=i k=|
t(_l) (4m-3) £k+1
-(4m42) +(4m-2) < k+1 (4m+1)*" (4m) k (4m~1)
r e +i("1) Bn-k tk+1+i Bksa i( 1) 8k %k+1
k=0 k=t k=0
(4m—2) ?
‘ = ey k+1
nei - b
2(4me3)_ 3(4me1) _ (4m+2) 3 k+1 _(4m4a) (4m)
fﬁ Bk+1 i( -1) Bn-k $k+1 +Z k+1 :E
k=1 k=0 k=i
i 2 k (4m-2)
"'t(' ) Bn-k ¥k+1

k=0
ve buradan kolay bir hesaplamayla

2(4m) ;+Z&a(4i -1)_ (41 3))% +z[( 1)k (4:1-:.) 5 (4i-2)

fk+1
k=i

a(41-3) (4i-4) (4i-2} (4i-4)
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BORININ k-INCI BASAMARTAN INFivITEZIMAL OGESiNIN BELIRLENMESL

Bfy eEriye alt ek efiriler sistomis
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En':do p=r(8) vektorel denklomiyle bir 0 egrisi verilmig olsun,C’nin

criliplorind 8, 8, oo » § ile gosterelimo§indi E 'de konum fark:

jle beldrli plan egriler tanamlayacagiz.
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Bir efrinin k—lncl basamaktan infinitezimal Sgesinin belirlenmesi:
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Tanim, =~ PeP(s) vektorel denklemiyle verilen diizgiin bir C egrisi-

nfg 2 - n d¥(s) . n® &% n* a%5(s)
4‘ = (IIed) r(s+th) = r(s) + 5 ds\“ -—l—-z' ¥ i +-1: " ¥ Bl

aginamindaki ilk (k+1) terime, O'nin ¥(s) noktasi oivarandaki k-inci basa-
maktan infinitezimal Ggesi denir.
FRENET formiillerinden hemen gbriilecegi gibi C'nin k-anci basamak-

tan infinitezimal Sfesinin belirlenmesi problemi,egrinin sozil gegen 2(s)
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niceliklerinin belirlenmesi problemine egdegerdim.Buna dayanarak egrinin
k-inci basamaktan infinitezimal ©gesinin belirlenmesi fistline olan gu teo-

remi tanatlayabiliriz.
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gokgenlerinin verilmesi yeterlidir.( A=0 igin,negatif indisli ifadeler gi-

zonline alinmayacalktin, )
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oldugundan Snermemiz dogrudur,
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Bger K< n-2 ise,(II.6) tiretilip (II.2) ve (Ii.3) gbzdnlinde tu-
tulmakla ,bagintinin (A {+1)igin doZru oldugu hemen gdriliir.
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