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Ö N S Ö Z 

, Sa~~ ProfeDr,Muzaffer KULA yönetiminde yaptığım doktora çalışmala• 
41 

rını derlemiş bulunuyorumoHerşeyden önce çalışmalarımı yönetmek lUtfunda 

bulunan ve hiç bir yardımını esirgemeyen Sayın Prof.l>r .. M.KULA'ya ve destek. 

teşvik ve yardımlarJ.ndan ötürü Sayın Prof.Dr~M.GoİKEDA'ya minnettarlığl.lm. 

belirtmek isterlmo 

Sunduğumuz bu snvda asJ.l kJ.sma geçmeden öncer n-boyutlu ÖKLİD -uza -

yındaki eğriler kuramına ait genel bilgiler,konuylaılgil~TUrkçe kitap 

bu1unma~ışı dolayısıyla yer yer t an•tlamaya da girerek, B a ş 1 a n g ~ ~ 

adıyla verilmiştir4Bu böltirnUn okuyucuyu sık sık başka kaynaklara başvurmak• 

tan kurtaracağını ummaktaysak da, gereksinmo duyulduğunda başvurulması ~ç:a­

ken kaynakları parağraf sonlarında belirttik. örneğin, [ Kıı 18-10 J gös ce. ı1 ~ 

" Bu konuyla ilgili o1arak 1 adı K a y n a k 1 a r bölümünde verilen K ı:;ı.y .. 
ıı 

nağının 8-10 sayfalarına bakılabilir." demektir. ÖZET' de ise sözü {! ·çen 

kaynak1ar,hemen cUmle sonunda ve sözünün edilişi sırasında verilmiş ' ~-ro 

Sözlerimi bitirirken,çalışmamı maddi bakımdan destekliyerele gönül 

rahatlığı için de olmarnı sağlayan Türkiye Bilimsel ve Teknik Araştırma Ku-
t rumuna teşekkUrU bir borç bilirimo 

, 
~~ ,. Cemal KOÇ 
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RESOME 

' M. CESARO a montre que si la suite des centres de courbure 

suc~~eivee a un point d'une courbe plane a une limite, eelle-ci est 

constante et qu 1 on peut determiner l'element d'infinitesimale de cette 

courbe avec le polygone defini par les centres de courbures euccesives 

K1 , 30-31 • En suite M.BİRAN et M.VINCENSINI ont resolu la premiere 

partie du probleme dans l'espace a 3-dimensions, en remplacant les 

centres des apheres osculatrices par les centres de courbure 

( K2 , 239-243 , 
/ 

K
3

, 31-33 ) . Pour la deuxieme partie M.De MISES , 

M. GURSAN et M. BİRAN ont donne de differentes resolutions ( K4 11338 

K5 ~ 27-35 ~ K~,339-344 ). 

Dans ce travail presente le probleme a ete examine avec ses 

de~x parties dans l'espace Euclidien a n-dimensions. Le travail comprend 

"introduction11euivie de deux chapitres. Dans le CHAPITRE I on a dP.montre 

que si la suite des centres des spheres osculatrioee eet uniformiment 
1' 
~ ~vergent sa limite est constante. Cette demonstration est faite 

analytiquement de la maniere de M.BİRAN. Dans le CHAPITRE II, la 

noti on de "courbe adjointe11 , qui a ete servie par M.GURSAN eet 

generaliseev et l 1 element d'infiniteaimale d'ordre k est determine 

par lee polygones appertenant aux oourbes adjointes. 
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b ZET 

Dilzlemsel Ur eğrinin bir noktasJ.na ilişkin ardışık eğrilik merkezleri 

dizisinin bir limi ti varsa. bu lim i tın sabit olacağı ve sözü geçen ağrinin do -

~al özelliklerinin eğrilik merkezl~riyle belirli çokgen yardım~ ile betimlene­

bileceği E.OESARO tarafmndan gösterilmiştir( [K
1 

, 30-31] ) • Daha sonraları 

L.Bİ~ve P.VINCENSINI, ardışık eğrilik merkezleri yerine ardışık oskülatör 

küre merkezleri dizisini alarak problemin birinci kısmını 3-boyutlu uzay için 

değişik yön~emlerle çözmüşlerdir ( [K
2 

, 23Q-243] , {K
3 

, 31-33] ) • İkin­

ci kısım için de M. de MİSEs, F.GÜRSAN ve L.BİRAN tarafından çeşitli çözümler 

verilmiştir ( [K4 r 1338 J , [ K
5 

, 27-35] , fK6 , 339-344] ) • 

Sunduğumuz bu çalışmada ise problem her iki kısmıyla n- boyutlu.ÖKLİD 

uzayında ele alınmıştır. Çalışma B a ş 1 a n g ı ç bölUmUnü izl eyen iki bö­

lümden ibarettir. B ö 1 ü m I , bir eğrinin ardışık oskülatör küre merkez:e­

ri dizisinin limit konumunun sabitliğinin tanıtlanmasını kapsar. Bu tanıtlama 

L.BİRAN':ı.n yukarda sözü edilen [K2J çalışmasındaki gibi analitik olarak yapıl­

mıştır. B ö 1 il m II de ise F. GÜRSAN'ın { K
5

] çalışmasında kulla·ıdığı "ek 

eğriler" kavramı genelleştirilmiş ve eğrinin k - ınoı basamaktan i nfinitezimal 

öğesi ek eğrilere ait çokgenler yardımıyla belirlenmiştir. 
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n- BOYUTLU ÖKLİD UZAYINDA EGRİLER KURAMI 

sistemi~e bir O başlangıç noktasıyla belirli karteziyen koordinat sistemine 

görelendiğini varsayalım.u bir gerçel parametre olmak üzere bileşenleri u•nun 

fonksiyonları olan ~=(xı (u),x2 (u), ••• ,xt\(u)).~oktaları En' in bir eğrisini oluş­

turur. !-(u) eğrisinin 1(u ) ve i!(u ) noktaları arasındaki yay uzunluğu 

.fii.( ::i{.: 
u., 

dir.Yani,invariyant e parametresi herhangi u parometrcsı cınsinden,1\u ), 
o 

eğrinin başlangıç 

(B. 1) 

nöktası olmak üzere 

S= il(~~ t 
U o 

dir.Buradan hemen (~; j .. ı çıkar. 
~=t(u) eğrisinin bir N noktası komşuluğundaki sonsuz yakın ~T ı noktaaı­

t nı göz önüne alalım. Bu ~ +1 nokta genel olarak bir V-dilzlem, başka bir deyişle 
}~in 'll -boyutlu bir lineer varyatesini belirler. Bu 'V -düzleme eğrinin göz -

enUne alınan N noktasındaki oski.llatör )) -düzlemi denir. Çıkması muhtemel güç -

lUkleri önlemek amacıyla,eğrinin gözönüne 

d~ ,j!; d3~ 
sürekli türatilebildiğini ve du ı dJ, du3 

bağımsız olduğunu varsayacağız ki kısaca 

alınan noktaları için 1(u) 'nun ·n-kez 
dn-ı_t 

vektörlerinin lineer , • o o 

(B.2) ~(n) sürekli , r'A ·r·A •. • 1\ 1-(n-ı) #O 
o5Y.vlcıHr 

şeklinde ifade edeceğ:..miz bu şart 1 eğrinin gözönüne alınan noktada ,iwr" '))-düz .. 

! eminin tek türlü olarak belirtilebileceğini garanti ede r. ( (k7 , -:i -1]) 

2.GRAM deterrninantı : 
---------------------

( i 1 j=l,2, ••• ,m) En • in vektörleri olmak üzere 
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detarminantın~ gö~ önilne alal~.Bu dede~inantta 

le n 

(B.3) 

~ 

.; -t .. G{x ,x2,.,.,x )=G{ 
l. m 

determinantına GRAM determinantı denir. 

3t1 'ler için, 

lineer dönUşUmü yap~l~r ve dönUşümün (bik)=B matrisinin determinantı ~BH 

ile gösterilirse, .. .. ~ 

G ( 
x:ı.' x2 , •• ,,xm 

~ı' ~2'''''~m 

ve buradan da (B.J) göz önünde tutularak 

(B.4) 

elde edilir. 

~layea görüleceği gibi (B.J) de herhangibir , 
} ~urea determinant:ı.n değeri değişmez. 

m=n alınırsa 

(B.5) 

"' elde edilir ki burada, x ... Ex-j~j tlmak Uzere 
l. J-l l. 

X 
ı ı x12••• ~n 

ll xl., x2 , • 1 • ' X n n= x21 x22••• x2n ........... 
xnl xn2••• xnn 

dir, (K8 ,ıı6-1171 , (K9,55-58) ) 
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~~--~~!:!:~2~~! __ ~:~~§~~~.~~:1~~:~~-~~!;~~~~ 
şimdi x

1
,12 ,ou o,xrJ gibi m tane lineer bağımsız vektör alalım ve 

bu vektörler yardımıyla { t '~2., ·>tJ gibi bir ortanormal sist!"m e>luşturmak 

i ste~rclim. GRAM cleterminantı kav: <~ım yardJ.ınıyla bunu kolcıyca yapabiliriz, 

Bu.!ıu~ ~çin 

koyalJ.m. Gl'- determinantındaki 

rolim.Artık şu teorem tanıtlanabilir: 

Teor em-1 

G(ij) ilc göste­
tt 

m tane lineer bağımsız vektör ve 

t"ı. =>l t ğl ı ı ~ şar ını sa ayan sayı a a ımc 
l 

tane 
... t~ 

~p= L a~"l,, ' 
'hı {e ) t ' .. " } } or+. anormal sistemi bulunabilir v e bu 

.ı (z "- t~ 
olacak şekilde bir 

şartlara uyan tek si s tem 

(B. 6 ) ı
ı (:ıt İ j 'H 

ı J . ı 

f
.lı, (t····i;····<t.:···~ ) 

. t' -:ı. t ı -ı r 

Jtı •. ,., 11' 

,d.le belirlidi r. 

i ~ "" ~ ~ ~ Şimdi de x ,x2 , ••• x gibi (n-ı) -tanc lineer bağımsız vektör , ı n-ı 

yardımyla bir{~ '! , ... ~ } ertenormal sistemi belirlerneğe çalışalım ve ç, '~ı ':.n 

fazla ola rak bu ortonarmal vektörlerin bir pozitif n-kollu olugturmasını 

isteyelim. i
1
,i2po uo,I

11
_

1 
g~bi (n-ı) -tane vektör verildiğinde , 

(B. 7) 

iıat;:Ln tı s:ı.yla öyle bir t n 

( y h erhangibir vektör) 

vektörü bulunab:ı.lir ki bu vekt ör diğer l . •: i4;n-:ı.) 
ı 

lore dik olur , şiddeti i. l er ü s t üne kı.u•ulan pa:roel el yüzün hacmına cş :i.t olur 
1. 

ve t' • !
2

, <>.>< 1 ! ,~ ~ır pozit if n-lcollu o.luştur..ır,, 
ı4 n-:ı. n 

Eğer t ,~29 ooo 1! vcktö r 1cr inin ortorıornıal olduğu varsayılarsa 
:ı. .a-·ı 
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4 den zn tamamlayıcı vektörünün birim vektör olacağı sonucuna varılır.öto 

yandan (Bn7) bağıatısı bize 

verir.Böylece {i ,~2 ,ooo ,i 9 ~ } sisteminin ortonarmal bir sistem olduğu . ı n~ n 

Ye . r. (i=l 1 21 aeo ,n) , vektörlerinin bir pozitif n-kollu oluşturduğu gö­
ı 

rülür~Buna göre şu tcorcmi verebilirizs 

Teorem-2 ~, ~2 ,oao 1 ~n gibi (n-ı)-tane lineer bağımsız vektör 
ı -ı 

-+ -+ -+ 
verilmişkan bunlar yardımıyla { ~ ,ç2., ·. · ,Çıı~.J gibi (n-ı)- vektör lU bir orto-

normal sistem ve bu (n-ı)-vektörün tamamlayıcısının bulunmasıyla da 
.... t ~ ~ }t } l Sı >~ 2 ) •• • ,Ç,,.., ,çTl gibi n-vektörlü pozitif bir ortono.ı:ımal sistem 

,.. 4 1 
eld.e. e.c:\.i\;r. ~~ ,ç

2 
> ••• >~-.i. Vektörleri (B.G) uuarınoa yön far­

:-+ 
kıyla belirli ve bu (n-1) tane vektör belirlendikten sonı·a .t tek türltl 

~n 

belirlidiro ( [K8 9 118-121] , [ K10r 148-149) ) 

1~--g~g!~-~~!~;~~-ı 

Öğeleri bir u parametrisinin türetilebilir fonksiyonları olan 

A(u)=(aij(u) ) matrisel fonksiyonunu göz önüne alalım. 

A,., dA =( daij 

A 

(B.B) du du 
,~ 
f ııiatrisine 
~ 

A matrisinin tUrevi denir.Bu tanımdan (o) tü~etme ve (*) 

tranepoze alma işlemlerinin yer değiştirebileoeği yani (~ )•o(A•f olduğu 

ve (A(u) B(u)J' c A•B+AB• LEİBNİZ kuralının geçerli olduğu görtilUro 

Bir A(u) karesel,düzgün (non eingüler) matr1eel fonksiyonunu göz-

önüne alalım. 

(Bo 9) 

matrisine A ' nın CARTAN matrisi denir. 

Şimdj. A mat risini ortegona l alahmoBu halde !..,A-ı olacağınd,n tı A~-=I 

, ~~ada I birim matris r.i r) ifadesinin türetilmesiyle 

O = I'" 
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Buradan (B.9)bağıntıı:ıı kullanılnr;ı.'< 

(Bo lO) 

elde edilir ki bunu topluca ş öylü ifade edeblli riz ı 

Ortegonal bir matrisin CARTAN matrisı çarpik simetriktirr 

~ii19 ~2 ,., •• ,ın}bazına göre bileşenlerı xij (j·.:l?2,,J.,. 9 n) ler oJ.an 
~ ~ ~ 
x~ (i=l92,o&p 9n) vektörlerini alalım0 e1 vektbrleriyle f0rmal bir sütun 

matrisi oluşturalım ve yazış kolaylığı için 

o 

e. 
en 

koyalım.Öğeleri gerçel sayılar olan matrislerle bu tip matrislerin çarpımını 

4 ej alemanıarına gerçel sayılar gözüyle bakarak yapacağız . ., Sözıinü ettiğimiz 

matrisler bir u parametresinin fonksiyonu olduklarında yu~rda belirtilen 

türetmeyle ilgili özellikler yine geçerli olur. 
-+ 

Şimdi t_ (u), 
cılcıılı"'. S' =~,A)1 

gibi n-tane ortonarmal vektörel 

J fonksiyon/olMak üzere 

ifadesindeki O(~) matrisinin (~'nin CARTAN mntrisi) çarpek simetrik 

olacağı sonucuna varılıro 

Tersine olarak,bir C=( c .. (u))çarpık simetrik matrisi verilmiş 
lJ 

olauno 

(B.l2) 

diferensiyel {~~o "o "cı denklem sisteminin 
1 

ı; ~ } • 'L.,< , •• • '~n 
herhangibir ortorwrmal 

sistem olmak üzere -;.~ ("'--Ç~o -.. i=l,2,•o•rn) 
ı t 

başlangıç şartıarını gerçekliyen tek çözi.ımü {{Cu) , ~(u), ooo~ ~(u)} gibi 
1 z "' 

bir ortanormal sistem olurc 
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Vnrlıi tcoreı.·.i gerei";inc• 0 (Bo 12 :· .isteminin bir çözümti vardır0 SözU edilen 
~ ~ ..., 

hnşlaııp,ıç şı:ırtlarJnı 8[\/;ltlyaı; bu :oziim tokdir.,Şimdi { Ç
1
(u)c Ç

2
(u)?<> onr Çn(u)} 

,.ti.zti:n s:Lstntıinir odanormal bir ::i3tcm L'lduP,uuu gösterelim. 
-+ 4 .. 

lÇ,,~? , ... çrJ" S ( ~:ı.'~';2~"""P~n 
·: lsun,göstorcco/~.i.z ki ~: r.ın tr:L sj ortor;onıüdir., 

--~lt 
P(u) =;_;;w -I 

matr:.sel fonksiyonunu gözönüne alnlımoKolaycn görüleceği gibi 

P(uf = P(u) ·~ P<.~o)= o 

ve C r n i n çarpJ.L si,ııe trik oluşuhd"'n 

•' .- - i'r p =O(,::.)P+PC(..::.) 

elde ediliro dte; yandan bu difcransiycl denklornin P(u
0

) =0 başlangıç şartı-

na uya n ç,.özUmii tcki; :i r ve b'l tok çözüm 

P(u)= O 

dıroBurndan da 

aranan sonucu elde ediliro (K 8--ıo] 
ıı 9 

1 

~~ 
ot ~( Daha başlangıçt<>, r"'r u) eğrisinin gözönüne ahnan noktaları için, 

(B. 2) şc.r·tıarının gerçeklandiğini va.ı:sayınıştık. Yani 4o ~ .. ~(n-ı) 
r , r t o•• ,r 

lineer bağHısız idi,Öyleyse tco-r-em -2 uyarınca ,bu (n-ı)-vektör yardımıyla 

poz:ı.tif n-kollu olu§turan bir ttı? t
2

, ~o• tn} ortonarmal sistemi buluna-

biliro.3u. ıı-kolluya, oğ.rini;ı gözönüne . ..ılınnn noktasındaki n-kollUsu d enir. \ve. 
f('\1) vektö:'lcri bübi.:clcrinc 

(B,l1 ) o 

) 

.. o _.(n-ı~ 
r ,., •• ,r J 

n-, ~ . 8 
n-ı 

' 
-=A [4• -!o o ... (n-ı) J 

n-ı r , ı: , o • o , r 
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" - b .. -' ..... ı + t ı k -to n .... ,(n-ı)~(n) 
b.~t;ıntıs:tyl..:ı bar;l:ıdır.u:ır,Bu "\L;1.1l•ı gözonunuc .u u arn r·, r ~""">r ) r 

· [ ""o -<.,c ·"<n )J (B~ l5} r ~:t' rcoc. 1 r '"'' 

b 
]. J 

b:ı.t 
ı V a ll :J Ot tı Cl 9 O • 

() 
u b h 

:ı-ı.,ı n·-ı ,2.Jo• ·ıı -ıin-J. 

br,2 , co u bn,n-ı 

1 b · 1 · ... ~ -o ~ "' (n) ı · b ~ l d · d y:tzı.aınror,r ~"'""?r ıııeer ngımsız,, ugunn 

l\ BnJI ~ . fT bkl· / O =' b •ı.,vı .fO 
k= 1, ' ' 

v e l.inecr bağ:unlı o lduğunda 

olnc-.aktı:r. 

için 

{tl., ! 2, ..• , , trJ o~~tonormal :ü:ro sisteır olduğundan No • .1 d. e açıklandığı. üzre, 

(B. 16) [t; tt;,,,. , ;t; 1= C{ tl , '(2 , "->< ~ t n } 
i.fndcsiııdek:i r~( oij j matrisı çarpık sime4;rilctiro Şımdi fazla olarak, 

I J >h:ı :!.çüı cij'" ulduğunv göstereceeizo(ll,,H) ün türctilr.ıesi.yle ~(Bo15i de 

' t~nlnrnk 

~ (t~, t2 • o·' u ,t; .. }A~-ı [ ~: r' • r , ,r(n-ı. )) +!tn -ı [r• • f ., •• ,~ (n)] 

=A. . B [t 'o .• •. t ., + A B Lt 't2 ' .,. ,. pt ı 4,'-ft) n-.. n-ı ı n-ıl n-ı nl ı n 

ı;l,dc odiJ.ir ki bu ifndenin (B.l6) ile karşılaştırılmasıyla istenilen o. ,t•O 
:l.J 

( i+l ( j) qonucnna ve n rız. Yın c. bu ifı::ı.lcden cıi+ı =aıi bi+:ı. i+ı o ldugu görl.ilü:r·. 

1tc ;yandan~(Btl4\,(il,,l5) bc.s.ıııt1.lo:r.L di!şünülün:e 

t2J. l>2? u 

) ( ~) 1 bJ 1 ~)32 ı:ı..,J ;; 
E =ı ,, .. 4 :) • ~ > ı ·~ .... , ~., ., : 

::ı 

\to b !.ı .... , .. b 1 
rn l1~~ .c3 mı. 1 

A -.ı 
n·-:ı. 

di.:-, 

Bn-:ı. oluşuntion 
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ı+ı, +ı 

ı 

a. . 
ı+ı,ı+ı 

--8·-

elde edilecektir ki bu. bize i -< n-ı 

aii 
c .. =---==--­
ı,ı+ı 

li . 
+:ı' ı+l. 

için 

bağıntısını verir. (Bo6) bağıntısJndan akk (k~ n-ı) lar he sap la nır ve ;ye rl ne 

( i o( n-ı 

elde ediliro ~-ı için ise(BG7) ve (B.l4) kullanılarak 

C =C ! f• = }/ t 1 t2 , o . o , t 
n-ı n-ı n- n n-ı ı · n-ı t? ll 

n-ı 

=(a a.22 ooo a 
ıı n-ı,n-ı 

a 
n-ı,n-ı 

ll ;.· ~ -+(n) 
••• , r ll 

ve yine akk 1 ların (B• 6) dan hesaplanan değerleri'ni yerine kor sak, 

c 
n-ı 

c ;. r ra;:;; j/ r~G 
ıo., l..oz ""• (...n-2 G 

n-ı 

elde ederizeDemek ki özetliyecek olursak , 

o 

o c 
n-ı 

-c O 
n-ı 

ve buradaki (i=l,2, ••• ,n-ı) 'leız (B.17) bağıntılarıyla beliatlidir. 

Eğer paremet:·e olarak, s invariyant parernetre si alınır ve C;_"" ı 

~ = ·'Gı den ' s' e oö~ !Ütt?vler ifh'l (1=1 1 2, ••• , n ) konursa, du vu. 5 
n-ı 

dt i 

ds 

t~ 
ı~ = __ ı_ 

{fi 
' 

(B.19) [1' 
ı 

c. 
ve burad~n da ı = ~. koyarak 

"' ,~ "' 
o sı. 
··fı o f2 o 

0 S'n-ı 

-~n-ı O 
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FRENET formUllerin e varılıroBurada ~ eğrinin gözönüne alınan noktasındaki. 

i-inci elrili~idir ve hemen göiU:eceli gibi 

(B 20 ) , ;cr:- a. 
" ~ = ....r.... _2;-ı ı+ı (i+ıı-J.)' 

i Gi Gı 

ile beliııHidir. 

6,Eğrinin kendel denklemleri·: 

Bir eğrinin ~ eğrilikleri,eğrinin s yay uzunluğunun fonksiyonları ~l . 

•larak! (i= 1,2, ••• ,n~ı) 

qeklinde ifade edilmişse, bu denklemlere eğrinin kendel denklemler~· denir. 

Şimdi bu denklemlerin verilmesiyle eğrinin verilmiş olcağ:ı.n:ı. ifade eden ııu 

teoremi vereoeğiz, 

!~~!~T-:1 h negatif olmayan bir tam say-J. olmak üzere, 

oi(s) { i=l 1 2, ••• ,n-ı ) bir [sı, s21 aralığında en az (n+h-i-ı)-kez 

sUrekli tUretilebili~ olsunlar. i< n-ı için c.(s)) O olsun.Bu takdirde 
ı 

1 
a

0 
~ [s11 s2

} ; "İ-0 önced'en verilmiş keyfi bir vektör ve t~, t~ to o ·o; ~~ keyfi 

f. ~ n-kollu o.lmak üzere, ci (s) niceliklerini eğrilikler olarak kabul e~en 
~ 

( yani kendel denklemleri ~i =Ci (s)' ler olan ) , 

~~ (B~21) ~(s0 ) = t0 ~1 (s0 )= t~ ( i=l1 2,, •• ,n) 

~gıç şartlarını sallayan bir ve tek bir r=~(s) eğrisi vardır.Bu ~(s) 
..... ..,ıı .... (n-ı) 

en az (n+h)-kez sürekli •üretilebilir ver ~ r , ••• ,r vektörleri 

lineer bağımsızdır. 

Teoremin tanıtlanınası için önce 

(B,22), [t~,t;, ,,. o ~~1 ·c~·-·~:::;:20 Den_) [t
1

,12,t3,,,.,1nl 

0 -en-ı O 



t 
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difcrensiyel denklem sisteminin çözümlerini düşünclim.No. 4 do açıklandığı 

başl~ngıç şartlarını gerçekliyen bir (ve tekbir) 

çözümü vardır ve b~ çözüm {t1 , t 2 ' ••P tn} gibi bir ortanormal sistemdir. 

Bu çözüm bulunduktan sonra 

diferenaiyel dLnkleminih t(s ) =~o 
o başlangıç şartını sağlayan ~=t(~' 

çözümü bulunur ki bu çözüm de tektir. 

Geriye ~(s) ' in en az (n+h)-k~z sürekli t~retilebiluiğini ve 

~' ~" ~<n-ı) r (s) ,r (s),a .. ,r (s) vektörlerinin lineer bağımsızlığ:ı.nı göstermek 

kalıyor ki bu da tüme varım yöntemiyle kolayca yapılabilir. 

Şu noktayı açıklıkla belirtmek yeri nd e olur: c
1 

(s) ) O (i <.n-ı) 

şartı bağlayıcı bir şart değildir, Göz önüne al .nan [s
1
,s2] aralığında 

ci(s) 'lerden bazılarının,örneğin c. ,c , ••• ,c~ 
ıı ı~ .ı.p 

gibi p tanesinin ne~o-

tif olduğunu varsayalım.Bu takdirde (B.2~) denklemleri ve tcorcmde sözü ge-

·çen başlangıç şartlarıyle öyle bir ve tck bir r=~( s) bulunur ki bu eğı-iye 

ait (B.l7) ile belirli c. nicelikleri,verilon c.(s) l er olur. 
ı ı 

Bunu göstermek için (Bo22) 1 oağıntısından (B.l9) FRENET formülleri­

te~çişi vermek yetere ~ sayılarını 

{~.ı3 ) [ Ci\l+ı=Ci"l)+j j=l,2 1
on ,iV+ı -iv 

f., ... -~~ 
ı, ~ ... ı 

olarak seçelim. Bu -c akdirde 
j=ı için 

{-ı 
E.i"+j f iv +j -ı 

ı jfı için 

elde edilir.Dolayısıyla her~ ve j için 

(B. 24) t ı: iv+j '-iv+j-:ı. 

elde edilir. 

öte yandan~ (B.22)ı bağıntılarından 



-ll-

€.. f = c ~ 2 f.. 2c t 
ı ı ı ı ı 

\l ıl o :ı o <• • • u o o 1 " o • e to • c c. ., ., o ,. • " 

koyarak 

.:ı~ .... ~ ..... * 
[ 

dt dt2 dt ·ı (B 25 ) _ _!p __ 
9

ono __ n =-
• o · ds ds ~ ds 

bağ:ı_rd:uıına. varılı:r·,,Bu ise aranılan eğrinin FRENET formüllcridir,Bu. sis-

t emj.r. 

başlcıngıÇ şartlarını sağlayan { t:, t; to <, ı t~ l çözümü bulu.'lur ve 

1 .ı.sh. . .. ( ) .. o } "kleminın r s
0 

=r başlangıç şartını sağlayan çözümüne geçilirse r 

~ eğri tamamen belirlenmiş olura ( {K8 ,127) ) 



B ö ü m I 

ARDIŞIK OSKÜLA'ı'ÖR KÜ1tl3 ~ZLERİ 

Tanıı:ı Bir i~1 (s) eğrisinin oskülatör ~ - düzlerni içinde bulu -

nan ·v; ~riye göz önüne alınan N noktasında ·v-üncü basamaktan doğan küre-

ye eğrinin N noktasındaki •J skülatör "'-küresi adı veriliro En uzayındaki 

bir eğrinin bir noktasındaki oskülatör n-küresine,kısaca o noktadaki oskU-

latör ~Jresi de denir~ 

şimdi eğrinin, bir N noktasındaki oskülatör\lküresini belirlerneğe çal:ı. -

şalımoN noktasının yer voktörtl ~(s ) o alsuno v-kürenin yarıçapı R merke-

zi 
.. 

herhangi bir noktası ~ 
olduğuna göre,denklemi p ve X 

.. .. ,2_ R2 = o X - p 

olur~Kürenin cğriye N noktas::;..nda 'Y-üncU basamaktan değmesinden dolayı 

4 4 2. 2 
f(s) = (r(s)-p) - R 

olmak üzere 

olur" 

öte yandan sözü geçen v-küre eğrinin N noktasına ait oskülatör 

)> -düzlemi içinde bulunduğundanv 

P= ~<so> +bak<so> rk 

yazıla bilir" Yukardaki şartlar kullanılırsa, buradan 

( -. ... )? R2 p-r = 

a =t (p-t-)=0 
ı ı 



vo morkozi 

[1 -=0 
ı 

ı 

0= a =-1+9 a2 ~ ı ı 

(Io 2) 

. 1.3 -

o••<.ı•o••• •••••,.l"'ooo 

!1 "' .,_, 

bağıntılarıyla belirli olur. 

-P a_,_2+ o +~ av 
~-2 v V-ı 

V=n alındığında eğrinin N noktasındaki oski'latbr kürosi bclir-

lenmiş olacaktır. 

GörUldüğU gibi N noktıısı ~=r(s) eğrisini cizdiğindo s N nokta­

sına ait oskülat~r küre merkezi de bir r(ı)=t(ı)(s) eğrisi çizcr.Ayn~ şekil­

d0 t( 1 ~s) in oskülatör küre merkezleri bir ~( 2 )=t( 2 ){s) eğrisi çizer,v.b ••• 

öte yandan 
.. 
:r.(s) in N noktıısına ~ ( J.) (s) 

1 
in bir noktasJ. ( N noktasına ait N1 

ıskUlatör küre merkezi ), bu N noktasına ~( 2 )(s) in bir 
ı 

k~şılık gelir.Böylece, N noktasına ait bir Nı•N2 ,o •• ,Ni, o•• ardışık osktlla-
'~ 

tir küre merkezleri dizisi elde edilmiş olur.Şimdi t(i)(s) eğrilerinin N
1 

noktalarına ait bazı formUller verelim. 

N1 noktalarının yer vekt~rlerini ;(i),t(i)(s) eğrilerinin yay uzun-

luklurıra s1 7 N1 noktalarındaki FRENET vektörlerini 

ile gösterelim ve 

ko ya lım. 

Bu durumda, 
.. (ı) ... 
r =r 

dun s 1 e göre ttirev alarak 

.. t _(i) (j ı 2 ) 
= , •"" " 'n ;ı 



d~(ı) 

ds 

ya da 

dı(ı) 
-d- = ( 1-,P 02 )t 

~ 4i ı ı 

- 14 -

n-2 
tk+ı +~ak+ı(-~ktk+~k+ıtk+2) -~n-ıantn-ı 

dak+ı do .,. 
+ ~ a - ~ a ) t +o a t + --1! t 

d~ k k k+i k+2 k+ı ·~n-ı n-ı n ds n 

ve (I.2) formillleri gereğince, ı<ı)(s) in çizilme yönU uygun seçilerek 

bulunuroBuradan FRENET formillleri kullanılarak, 

(k=O,l, ••• ,n-ı) 

elde edilir. 

Aynı dUşUnceyie ~( 2) (s) in FRENET vektörleri için 

t(2) =(-ı)k t(ık) 2(-ı)n-ı tk 
k+ı n- +ı 

elde edilir.Bu ifade n in tek ya da ~ift oluşuna bağlı oluuğundan bundan 

sonraki kısımda her iki hali ayrı ayrı inceliyeceğiz. 

a) n tek olsun.Bu durumda 
.ll ( 2) ... , 

;j\ 
t -t 
k+ı - k+ı 

~ olacoktır.Aynı dUşUncenin ard arda tekrarlanmasıyle 

(I.J) 

.4(2m) ~ 
t -t 
k+ı - k+ı 

1(2m+ı)_( )k ""' 
k+ı - -ı tn-k 

(k=O,l, ••• ,n-ı) 

olduğu görülUr.Bu bağıntılar yardımıyla 

~(2m)m~(2m-ı) +~2 (-ı)k a(2m-ı) t 
'-- n-k k+ı k .. o (1.4) 

.. { 2m+ı ) ~ ( 2m) 
r =r + 

n-ı 

2: 
k= ı 

yazabiliriz. 



ve 
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(I.4) formUllerinin her iki yanını s'e göre tUretelim.Birincidcn 1 

ds 
2m-ı 

ds 

n-2 k da(2m-ı) 
+I_ (-ı) n;.. k t +C> 8 (2m-ı)t 

k=o ds k+ı ~ n-ı ı 

n-3 ( +'~ (-ı)k (O 8 2m-ı) -~ 8(2m-ı) )t +t> 8(2m-ı) t -f 8 (2m-ı)t 
~ ~k+ı n-k-ı k n-k+ı .k+ı ~-2 3 n-ı n-ı 2 n ko: ı 

Cr. 5) 

df(2m-ı) 
ds 

2m-ı 

= t (2m-ı) =t 
ı n 

ds2m da(2m-ı) '2 ) 
n Q \ m-ı 

-d s- .. __;:.:..d::-s-- + "ı 8n-ı 

ds 
2rn-ı 9. (2m-ı) 

ds "' h-ı82 

koyarak, 

(k•l,2 ••• ,n-)) 
1 

~e edilir. İkinciden de benzer şekilde, 

ve dolayısıyla, 

(In 6) 

ds 
2m+ı 

ds 8
(2m) 
n-ı 

da(2m) 
k+ı =~ 8(2m)_~ 8

(2m) 
ds k+ı k+2 ·k k 
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ds 

~-~.?_lE_ __ = ~ a (2m) 
:l. 2 

ds . 
elde ~ilir., 

Öte yandan (!.5)
1 

ile (!.6)4 ve (Io5) 4 ile (Io6)
1 

birleştirilirse 

(i) (i' a · lerin s~e göre türevlerini yine a ;ler ve esas eğrinin eğrilikleri 

cinsinden veren, 

(I~ 7) 

ve 

(I.8) 

( 2m) 
d~ --·-= o + 

ds 

d 
(2m) 

a3 

ds 

da(2m) 
k+ı 

ds 

c a(2~) + o + 9 a(2m) 
= -~2 2 3 4 

o •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• 

da(2m) 
n-ı 

ds 

d (2m) 
an -

ds 

_ ~ 8 (2m) + 0 + ~ 8 {2m) 
n-2 n-2 n-ı n 

o ( 2m) ( 2m+ı)) 
~n-1 (-an-ı .,. 82 

d (2m+ı) ~ (Zrıt+:ı.) 8
2 = o + a n-2 3 

ds 

d (2m+ı) 
_:ı =-

ds 

ftC•••••••.-•••••••e••ıı•••• • • ••••••••• •••• 

da(2m+ı) 
_....:;k::...+:-1 = 

ds 
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da(2m+ı) 
-~ = 
ds. 

d (2m+1) 
an 

= 
ds 

for~~eri elde ediliro 

b) n çift olsun.Bu durumda, 

olur~Aynı dUşüncenin ard arda tekrarlanmasıyle 

;(4m) _ t 
k+ı - k+ı 

t(4m+ı2(·.)ı)k .; 
k+ı n-k 

t(4m+22 -t 
k+ı - k+ı 

(I. 9) 

olduğu görülüroBu bağıntılar yardımıyla 

1' 
{ ~1.10) 
t 
~ 

yazabiliriz. 

yar sak~ 

0 ( (2m+ı) (2m+2)) :) -a +a 
:ı n-ı 2 
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ve bunlardan da sırasıyla, 

(I,ll) 

11/!t 

(I. 12) 

ds4m 
ds "' da 

O (4m-ı} + ~ a 
ı n-:ı 

da ( 4m-ı) 
2 o (4m-ı) 
da "' ~n-2 6 .3 

ds 
4m-ı ö (4m-ı) 
ds = sn-ı 8 2 

da(4m) 
2 o (4m) 
ds = :ı2 aJ 

da( 4m) 
k+ı) O (4m) _D 

8
(4m) 

ds = ~k+J. ak+2 ~k k 

(k=l,2 ••• ,n-3) 
9 

(k=2,J, ••• ,n-·2) 



da 

(1.14) 

19 -

da~4m+:ı.) 
ds + §>1 

( 4m+ı) 
a 
n-ı 

- ~-2 ( 4m+ı) 
aJ 

da(4m+ı) 

- ~k a(4m+ı) _ ~ a ( 4m+ı) n-k 
ds n-k+ı k+ı n-k-ı 

ds4m+ı ~ ( 4m+ı) 
ds = a2 n-ı 

ds4m+J 
s>n-ı (4m+2) 

da(4m+2) 
n 

ds a + ds n-ı 

d (4m+2) 
a2 

$>2 
(4m+2) 

de = a3 

da(4m+2) 
2 (4m+2) - 9k (4m+2) k +ı 

ds k+ı ak+2 ak 

de4m.,-2 
9ı (4m+2) = 82 

ds 

;el.Qe.. edilir. 
·-:~, :rf (1. 13) Vf 

(k=2 3 oQD ,n-2) . ' 

~ Hemen görtileceği gbi (I.ll) ile/(I.l2 ) ile (I.l4) birleştirilo-

bilir.Böyleee n 1 in tek olması halinde elde edilen (I.5),(1~6) ve dolayısıy­

la (I. 7), (I. B) formü:.lerine varılır, Demekki (I. 7) ve(I. 8) formülleri n· na-

sıl bir doğal sayı o!ursa olsun doğrudur. 

Esas konumuza geçmeden önce düzgün yakınsaklık kavramı ile ilgili 

birkaç ufak noktayı hatırlatmak yerinde olur. 

vektörel dizisini göz önüne alalım, 

II((S ,s) nasıl seçilirse seçilsin , C.>O önceden verilen keyfi bir sayı o ı 

.;;lmak üzere, k )k
0 

için fi-k-f.j(c yapan bir k
0 

( €) sayısı bulunabilirse P 
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<>o 

gö:ı;önüne alınan { rk( s) 1 k=ı diz . sine (s 
o 

s 
ı 

aralığında düzgün yak .. ~n-

saktır. denir. 

gibi 

dizilerinin düzgün yakınsak olması gerektir ve yeter. 
di- co 

Yine kolayca gösterilebilir ki 9 { dsk} dizisi,(s09 s~) aralığında 
00 k-::ı 

dUzgUn yakınsak 

{ık(s)leo dizisi 
k.oı 

ise Ve { rk( B)l belli b:i..r efE.( SQ vs ,ı) için yakınsakSap 
J~,. 

(s ,s ) de düzgUn yakınsaktır ve lim ~k(s)=p(s) ise 
o ı k,_.eo 

lim drk ~ dir.Artık asıl teoremimize geçebiliriz. 
1(-..oo ds ds 

~<~> ~(2) ~(2) Teorem.-5 r ,r ,••o ,r ••• ardaşık oskülatör küre merkezleri 
... (k) ' 

dizisini gözönüne alalım. {d~ s } dizisi bir ( s
0

, s
1

) aralığında düzgün 

yakınsak ve B<~E.(B ,s ) olmak üzere {r{k)(s~)}<>c yakınsak ise ft(k)(s)}CQ 
o ı . k ... ' \.: k·ı 

dizisi sözü geçe ,.. aralıkta sabit p..r= ~im r(k)(s) noktasına yakınsaro 
~<k) ........ X> 

Tan2tlama için ~~ dizisinin O 1 a yakınsıyacağını göstermek 

~yetişir. 
-i( i) r .. , 

n 
.. ~ b(i) 
r + /_, k 

fo~ım.Şimdibu b~i) lı.=ı ( . ) 
leri a J 

h 
ler cinsinden ifade etmeye çalışalım. 

a) n tek olauno (I.4) formüllerinden 

.. {2m) 
n-ı ıı.::.t 

(2m-ı) •(2m-2) L (2m-2) t ~ k t r .. r + ak+ı k+ı + t__<-ı) 8 n-k k+ı 
k: ı k, o 

n-ı n-2. 
.. ~m+ı) .. (2m-ı) ~ (2m) t ... r (-ı)k (2m-ı) t r ., r + ak+ı k+ı 

8 n-k k+ı 

bı ~::.0 

çıkar. Böy lee e 



(I.- 15) 

ve 41 

(Io 16) 

elde edilir o 

-21-

m-ı 

( ) k L (2i.+ı) -t -ı a n-k 
i tC' 

(-)k (2i+ı)) 
l. an-k 

db(i) 00 

. { k 1 { (i) oe . . öte yandan d ._ ve bk 1 (k=l,2ru•~ ,n) d1zılcrı 
s 1-1 l:j 

yakınsakdıoBuna göre, ~im bk(i)=bk koyarak, (I~ l5)ve (I~l6) dan 
'-+00 

(Iol7) 

, 
ı~labilir, 

~ 

00 

b ""~ a (2i+ı) 
:ı. 1..-t n 

,~o 

.... ~ (2i) 
..ık+ı .. ~ (ak+ı + 

i:O 
co 

b ""V a(2i) 
n G n 

ı~o 

( - )k (2i+ı)) 
ı an-k 

db(i) .. dbk 
, . k 
.ı.ım-- --
i~oo ds ds 

(k=l•2• .,,. ,n-2) 

düz-

ol duğuna göre, {I. 1 7). tü retilir ve (I. 7), (Id B) bağıntıları gözönünde ·cu-

tulursa 

db ~da ( 2i.,.ı) 

dsı =[ds
0 

= 
i: o 

db 0<1 (2i.) da( 2i+ı) oo 
_2 = "\" (da2 _ ___!!::_~ )= "'\'( ~ 

8 
( 21) _ §' a ( 2i+ı) + 

ds ~ds ds · L., 2 J 1. n 
ı-:-0 co U() i -=.0 

_ o v (2i+ı) . o~< (21) (2i+J.) > 
• ~ ~a .,. ~2 /_. a 3 +B 2 ı '=O n T;;(f n-

Cl • • ,. o f tı O O • <'1 • o o o e tt o o 'ı n o f" 0'\ o • • o ,. • • ,. • C' tl • O c O ,, "\ o o o 



~· (2l) d (2i+~) 
db -r-' da a LOc.i 
- k+:ı - \( __ k+J. +(-'}k~ ) ... ( 
ds - L ds - ds 

i-:::.0 ı=O 

ocı 

6J ~( (2i) ( )k+ı ,~, .... ~) ::.. L-' a + -ı a • ·r-. 
k+ı , -{ k+2 n-k-ı 

. ı=.() 

~o • c.ıo,,occ .. , ... ..,,.~"!!u•v"'"'vo .:Jo O ı'u 

db ao da( 2l) da( 2i+ı) 00 · 

_!!.:.} _ '\'(-~ . _2_ ) =) ' t, _ ~· _,/2iJ .._ ~ a (21) _ ~ a (2i+ı)) 
ds -~ds ds ~ n-~ n-2 n~ı n n-2 3 

i:O o ı ::O ClQ 

o [:ı'l (2i/ (2i+:!.)) rı \" (2i) 
c- ;.,- 'a +a -+ ~ • n • n-2 n-2 3 n-ı {-.1 n 

t:O · ::0 

':lO (2i) 00 ~ • 

dbn -[dan -[ı:> ( ... (2i) (2i+ı))=- ~ ~ (a(2i)_a~2i+ı~) 
dA -· ds - 'h-ı 8n..:;ı. +a2 n-;ı. ~ n-ı 2 

i ·-() 
ı:o i::o 

bulunur. Buradan da (I, 17) fornıüllı;r:'. kullanıla~·ııkr 

( I.lB) 

bağıntıları elde edilir~ 
Qo 

db 
n-ı 

d-s-

db 
n 

ds 

0 b -r 0 b .-:ln-2 n-2 ~ n-:ı. n 

~ b 
n-ı n-ı 

r ;:(i'ı(n)Jı. l. ~ u dizisınin limiti p(s) ilc gösturil~rse 
1:1 

~ . -· ~""' ~ 
p 1 s · .:.t+' bt. \. L..t k ~ 

k::i 

olur ve bunun s' e göre türt::tilmesi.yJ.e 



- 2) -

4 db 2:"-2 dbk -+ db .If-E ,( ~ +ı- o b )t + ( --±2:. + o b _o b )t + ( ___!! +10 b ) 
d s ds ~, 2 ı ds "'t k 6k+ı k+?. k+ı ds ~rı-4 n-ı 

k:ı 

t 
n 

o !.do edilir ki (I. 18) den hemen ı 

(I, 19 ) ~_O 
ds -

ı:ı onuctı ç_ıkar. Demokki p sa bi tt ir. öto yaf\dan bir s*t:( s s s )için ., o ı 

l i m t(i)(~=(idi.Öyleyse her s~ (s ,s ) için lim t(i)(s):spH- olur. 
ı ..... ro o ı ı~co 

b) n çift olsun. (I.lO) formUllerinden 

··(4m) •(4m-4) ~( )k (4m-ı) t _ ~ a(4m-2) t + ~(-ı)k+ı a(4m-J)~ 
r ~r + ~ -ı an-k k+ı ~ k+ı k+ı ~ n-k k+ı 

k:O k-::.1 k:O 

-.(4m+ı) -+(4m-)) ~ (4m) ~ k (4m-ı) lı-ı t· 
r =r + ~ak+ı 'k+ı+ (-ı) an-k 

ll-=• k:o 

.. ( 4m+2) •(4m-2) ~( )k+ı 
r = r + ~ -ı 

k~o 

n-2 
~ k (4m-ı) t 
+~(-ı) an-k k+ı 

l::o 

v o buradan kolay bir hesaplamayla 

m ~2 

ıt<4m) =1-+ tf<a~4i-l.)_ a~4i-J)) tı +[[<-ı)k 
1:1 kat 

(4i-ı) (4i-2) 
an-k - 8k+ı 

( )
k (41-)) 

- -ı a + 
n-lı: 

... (4m+ı) ~(ı) +~{<an(4i-ı)_an(4i-))) + n (4i) ( )k (4i-ı) 
r = r /.._, "ı+ LLak+ı + -ı an-k 

i:l lc.•ı 

(41-2) ( )k (41-3) 1 ~t -a - -ı a + 
k+ı n-k k+ı 
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·)(4m+2) __ ~(2) ~ [ ( (4i+ı) (tl-i-ı)) t . . + ~[< )k+ı (4i+ı) (4i) ( )k 
r --· + L_ı , -a +a L-i -ı a k +ak + -:ı... o 

i==>- ,_ n ı k. .. :ı. n- . +:t 

(4i-ı.) (4i-2) J t ( (4i) (4i-2 ) )t 1 
" 8n~k -ak+J 'k+:ı. + 8 n. -an · ı:ı 

ç:ı.kal'oBöylece k=l,2, oo.· ,n-2 olmak üzere 

b (4m) Lm . (4i-:ı. ) (4i-J ), 
u ıa -a ı 

ı 'n n · 
i=ı 

(!.:, 2] 
1 

,, ~~-ı)k8 (4i-:ı.)_8 (4i --2)_(-1 )k8 (4i-3)+8 (4i-4)} 
k+ı f;-:ı ' rı- k k+ ı n-k k+1 

~ . (!l,i-2) ( 4i- 4 ) -
( 41!il ) ~ -a +a . ı 

b' '= ·~ n n 
n :ı.::ı 

b ( 4 :ıı+ı ) = t ( a ( 4i-ı) - a (4i-3)) 
ı t~ n n 

(I,. 22 ) 

.. , ' m (' i' (4' · ') ) b i, ttm+ ı J = a + ) ( a " ' -a J.·-- ) 
n n ~ n · n 

1=1. 

b~4m+2 ) = -a~ı) + ~ ( -a~4i+ı) + 8~4i-ı)) 
ı=1 

(lo 23) ( ) k+ı (ı) ~{ (4i-2) (4i) ( lı: 8(4i-ı) -ı 8 n-k + ~ - ak+1 +a k+1 + -ı) n-k 
ı=1 

(
. .;l+k ( 4i+ı )} 

+ -ı) an-k 

(lo 24) 
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clıteo ~~ 

Göruluyor ki fb·~4ın>ı: , , f b~'fmn>J::ı , ~_<4m+2 >J: , l~J{. 

dizilerinin limitleri aynıdır.Buradan ı . b(i) b 
.ım k "' k 
1-<100 

koyarak 

r 4/ Cr) 

b \.""' ( (4i+ı) (4i+3)) 
ı = ~ -an +an 

i aD on 

(!. 25) b ~f (4i) ( )k+ı (4i+ı) (4i+2) ( )k 
k+ı=~ 8k+ı +-ı 8 n- k -ak+~ +-ı 

o.· o 

yazılabiliro (i) 
.dbk dbk 

t 

J,.im --=-
l-+ o;ı ds ds 

olduğundan (Io7) ve(I.B) f ormülleri kullanılarak 

Ot? 

dbl. o ~[ ( (4i+ı) (4i-t2)) ( ~i+tı) ( 4ı.' +.3)J 
- = .:s. ) . - \ - o +B Hı - a ds ı. ..._. · n-1. 2 2 n-ı 

i=O 

o., t. " 1t ıo o 41 ı.) .. C. O ı.J ...1 (ı cr ot> 1) ., u .ı u o ~o c• ., • o r:ı o e Cl • o o oJ • 1•" 

db _ k_:: ı 
ds 

cıo co 

ı:'l '"'t. (. (4i) 1 'ı k (h+ı) (,ıi+2+' < ,k-1. ( t~i+3)) 9 ..,.-<~> (. (4i) 
- - S' <.ı +\-:ı. a -a · -ı 1 a -+ n - Jr .- -..J k · n-h·:.:. k n-k~ı k.;-ı :.-.~1 k+2 

l."'o :·:ı 

~ ., o (ı 
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- (41+2) ·(41+3) ' 
-an-ı ,+.a<. 1 

bulunUt.JUl'ftdan da (I. 25) formUlle ri kullanılarak yine (I.l6) ve dolay.ı.sn.;V.a 

(1,19) formUllerine varılır. 

BHyleoe teorem bUtUn n do~al sayıları için tanıtlanmış olure 



Bö :ı.. um II 

EGRİNİN k-INCI BASAMAKTAN İNFİ:iİTEZİMAL öGESİNİN BELİRLENMESİ 

E ' do r=t(s) vektörel denklc.ıniyle bir Cl eğrisi verilmiş olsunoC'nin n 

eğri~ler:!Jıi §>1 ~ ~~ •Ho ~ 9n-.ı. ile gösterelimoŞimd.i En'de konuın farkı 

ile bel:i.rJ,.:i ' nlan eğriler tanımlt,yacağ:ı.zo 

!~~:~: ~t·~ ~(s) ~ ~[l.L ~(s) pooc 1 .P1~= ~-2(s) p f-lı•l ~-1(s)l 
kCJı.tdol do.n}t J.emJ.e:ı.•:i.;yıt- veı•ile:ı C [ıl ağrisi.ne 0 C' nin :ı.-iııci ek eğrisi ve 

d~l m~ rtvı ör:ı] rvı o(:ı.J ())J otll 
!)'· ... ~, .. s) 9 ~2 = '5v+:ı. (s) ? ''"o r ~-v= ~n-ı (s) ' ~-'~>+ı"' lı (s) ' o o., , 

d~ ~ ~ 
'f = S'_~J.) (s) kandel denk:'..cınleriyl.e Verilen C eğrisine C9nin ~-Unoü 
n--ı r-::1. 

ek e~ri~i denir0 Hemcn. görüleceği gibi. sözü geçen ek eğrilerden cftl ,,oC:ı~ 

.,c-o ?C ln-l) gibi ilk (n-).)~·tanesi birbirinden :farklıdır ve bundan sonraktler 

• ()ı ( n-:ı. )+11) fı<J 1 . ) { (1) [2) (n..:Q 1 iç ::m? C r ..C , f ~n-ı . nl.maktadıro Buradaki C , C , • "o , C 

eğri siste~ine c~ye ait ek eğriler sistemi denire 

Tanımdan hemen, C(l'J nüıı. ek eğriler sisteminin { l~1 ,c("ll+ı),., •o ,c fn-ıJ, 

f c(:ıJ .. ~"'" .cll>-::ıj J olduğu görllltir ve 

(IIvl) 
oo ao oo~~aoeo~a o o u 
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bağıntıları elde edilir,.öte yaud.ıa (I.. 7) ve (L8) bağını;ıları r vJ '· ~ c 0117 ers-

riei için yazJ.lır ve> ds == dsc~J c lduğunL! dikkat lldilirse ,c('~~l nUh 
ardııp-k 

d (Y](2m) 

~ 
ds 

• ••••o • o ooo•• • o o., o oooouuıJ o o OC\ 

NJ(2m) 
dan-ı ~C~J r-rJ(2m) t:PIJJ ('I>J(2m) 
--=-~ a +'l a ds n-2 n-2 n-ı n 

d [v](2m) 
an CJrvı ( (vJ (2m} t"~>l( 2m+ı ) ) 

ds ~ c-~·-8n-ı + 8 2 

vo 

d 
['I>J ( 2!n+'1.) 

~?_ 
ds 

oooo ı:» ocuooooooc o c.ıo ı o"oo~ o o ı::, 

O O O O O " O U "' " " J O ( O O "" (' (. U O • o) f' •.J ç O 
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[·'\ı] 

elde edilir- ki..J>urada §'k lar ye-r.l"fl-B {.I.L..l.).. . ..de..ld. d~ kollll.r ve (I~2) 

gereğince 

(II. 2) 

ve 

olduğu gözonUnde tutulursa, 

d (l)J(2m) 
["ll]( 2m) 

~2 
a'3 =--ds (l)+l) 
a2 

d (v](2m) ('V]( 2m 'ı [ .>]( 2m) 
a) a . a 2 _4 __ 

C:fS - -'&+ı) + ı' i'+~.) 
a2 a2 

O?O<"O?O eto r- oro ;ıo (' o ooc ot. •• ooot-..,00 

d ('1)7 ( 2m) ().)J(2m) 
a 

(2m) 
ıı.ı ...• , a n- 'll-ı n-V+ı - ----- + 

ds n-2 n-ı 

a2 a2 

da(v1(2m) CvJ( 2m) [V](2m) 

_2!.-V+ı :: a n-v 8n-~+2 ---. + ds n-ı ı 
a2 a 2 

(i>)(2m) l~](2ın) da('J)( 2rn) 
___n::.! 
ds 

ll 
n-ı 

--~J 

a . n 
+ ---· ('i'-!) 

d ['ı)](2m) 

~ 
ds 

ds 

d
. [VJ(2m+ı) 
a'3 

a2 a2 

())J(2m) [VJ(2m+ı) 

-an-ı 11 -~~---
['1>-ı] 

a2 

dS- ""-

o,)UO tı OJ('I OO .:- o ~ o oo,~ J,\.~ı.•l,l '"f"ıt'l(.~O(' 



t 

(II. 3) 

elde edilir. 

30 -

da())J( 2m+ı) 1. i>J( 2m+ı) 
8 V-2 

NJ( 2m+ı) 
av 

~ 
"' - {2.) + 

abJ ds a2 2 

(l>J( 2m+ı) r"J < 2ı:a+-ı > (2m+ı) da..y ;l a 
\>-ı +ı 

ds - ·-- + 
ı n-ı 

2 a~ 
L' 

da(~](2m+ı) l>J( 2m+ı) (VJ(2m+ı) 
"+ı 

a ,, 8 V+2 
ds - \'n-ı] + [n-2] a - a2 2 

ooe oo eo(to••cıo• ' ot.• ~•••o <."<teoo ~•o• 

da ("11( 2m+ı) 
~ 
ds 

daCYJ(2m+ıl 
__ n_ 
ds 

ı-ı>ı( 2m+ı) 

..2L + 

t'I'J ( 2m+ı) rvı ( 2m+2) 
-an-ı + 8 2 

!~~~~~. ~:t(s) vektörel denklemiyle verilen düzgün bir C eğrisi-

ooo cı o 1' 

açınımındaki ilk (k+ı) terime, C'nin ~(s) noktası oivarındaki k-ıncı basa-

maktan infinitezimal öğesi denir. 

FRENET formUllerinden hemen görüleceği gibi C'nin k-ıncı basamak­

tan infinitezimal öğesinin belirlenmesi problemi,eğrinin sözü geçen ~(s) 

noktasına ait, k~ n için {2k-n)(n-ı) 
2 

tane 

s>l. 
d~\ d2~ dk-Js>ı dk-2g, 

ı , '(fS' ' ds2 1 o on 1 dsk-3 ' -ıc::2 ds 

~2 
d~2. d2~ dk-3~::. 

(II., 5)
1 

2 
~ dS ' ds2- ' ... ~ -k-3 

ds 



o d~ n-:ı. 
~n-ı ' ds ·t 

niceliklerinin ve k~ n için 

!' 
k-2 

d g k-2 
, us---

- Jl -

ds
2 r ,. o o 9 

k_(.{-Jj_ tane 
2 

!'! or:•, <ı 

k-n 
ds 

k--2 o 
d ı.~ı 

1 --1{::'"2· 
ds 

niceliklerinin belirlenmesi pro &lornini'J eşdc~ğerdi.tıo Buna dayanarak eğrinin 

k-ıncı basamaktan infinitczimaJ. öğesinin belirlenmesi üstüne olan şu teo-

remi tanıtlayabiliriz. 

To0rem -6 
C:lrm' "i) c ~· / göstw·imi, c'· nin a:::-dışık .~ skülatör küre mer-

[ 'J( ' C'r ) 
kezleri. gcuınetrik yi:ı.rlcrindon· m-incıiınn::. ve N.~ m, dG c '•·,m eğrisin:in 

.,[ll(m) ·t i• ··ı ·· ,- ·, . · · · ·r ;ı t· .ı-·ğ· · · c ~ ~ ;.
1 

noK· a::ıın.'3 n .· ısK>ı. oo;or •'-·••ı..ro r.ıc:::-.rc~.ı.nı : .. c"o o ,.-ı. ıne gorcv, eg·· 

,rı sının bir N nolctasındak.i. lr"" A ( ıı-:ı..)+p. ı' t" ( :ı ... ıl üncii basamaktan j n:f'l­

{n~ziınal öğesinin bel'Lrlcnebilmesi için c>nin :)k eğriler sisteminden, 
fo 

C[ ı} eg~ri sine aı· t J:ii'l Nllj Nr.n Nrınıı Neıwı ıP1Cfl . · .JJX~Nl0!1II N[ıJCi<) 
''ı 2. .:-oo n 2 3 •..• 'n oıoıolf2 3 ••• r+2 

" " 
t21 (21 NC:ıJ • .f2J(ıl ,,t:lJtı ) N(<'Jfl) Nl2ll11Nl C2JP•) Nt2J(;>.) 

~:ı N2 o o o n w2 ı• 3 •" o 11 • o n 2 3 • • • ~+ı 

(')o,.. o t·, co • o o o • o tJ r. o ro,. rJ:;~ a <"n t o e o o o e o cı o o o ı: O tl n • ('ır- O ı;. 

" 
" Nı,.. .. ,j • .IJI#j Nı,t~•J NQt.+<WlNr~..ııcıı .Jıı.+•luı 
"ı 1'12 Oo C n 2 J <C>OO N~ <>••• 

o o c u o e o ~ r.ı o ~ : ..ı '- ı. , - ., ~ ~ J .ı; r- j ,' o r n • ? , o:. ., ı..ı : t' ...... u(: c. ~ c"' 

0 
n-ı ,, 

çokgenlerinin verilmosi. ;p·~erlid.::.r, ı A=O içirı~.ncc:;c:tif indiali ifadeler gö-

zönüne al-ı.nmayaca!dır,) 
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Taııühıma için önce~ lo' ( a ti\( j)) 
i\ln-1)~ k · 

fonkciyununun açık ifadesi 

E-- rı) 

>.!n-l)+ft ( a2 ' 

(1] 
aJ , a<'l (l)fıı 

;a2 v 
[11(iJ tı](,l, • C•J!>.-1) {ıl~·l) fl](~·~l Cı1(1ıl Lı"IW fl/(,\) 

a3 , •• ,., an '" '~ ,a2 ,a3 ~o •n QB"n ,a2 ,a3 ••• , .. 1. 'J o o ~ n 

{2) 

a2 
l2l 

aJ • o o< r:f2l 
n 

.~\1) 
' 2 • 

_cauı) ııwı , • rz.ıo...ıı r.ıo.-ıı mr~·! t2l('>J CtJu.ı l2Jt111 
a 3 r •··" ~an , ._, ,.,,a2 ,a3 ••>< •,an ,a2 ,a3 ••• ')t., 

ac~.+ıJ • 8tr·ıJtl' 8~wı 3r/I.,J(Il, • 8CI"+<M·ıı8{f4+1J<A·Iı r,..oı~;'a' l:f'+ll\1 
r n t 2 ' 3 • o ı o ~ rı ) o o o , 2 p 3 ~o o o 'a:n • 2 • 

olmak Uzoro 

d.l(n-ı )+~_erıı ________ ı. 

ds?.(n-1)+1'1 
Pi\(n-ı ) +p 

-..ı lduğun~ gösterelimuBunun j_ç~r.. (?l~p-) çifti Uzarinde tüme varım yapacağız. 

~tı'l · ·-- ~- p (a(J..l) i\ =0, 11 =<> için, .. 1 • :ı. 
8 

(,ı) O 2 
2 

olduğundan <inermeıniz 'doğru.duru 

Şimdi herhangibir (~;.p.) çifti için bağıntının geçerli olduğunu var-

sayıp (~,r+ı) çifti için geçerli olacağını gösterelimo 

Eğer ~<n-2 isc,(II.6) tUretilip (II.2) ve (II.J ) gözonUnde tu­

tulmakla ,bağıntının (A;~+ı)için doğru olduğu hemen görUlUr. 

Eğer ~ .. n-2 ise,(II.,6) bağıntısı 

O& IC.' ('IO D OO f'tUOOO•OO<tl)('tOO.')reoeo 

şeklini alacaktırQBunun tür9 tilmesiyle 
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'r 

elde ~ilir. 

Demek ki (!In6) bağıntısı bir (A,O) çifti için doğruysa bUtUn 

(;\ 11'-) ( f=O,l .... ,n-2) için ve (1\+ı,O). çi'ftl.eri için doğru olur. (OJO) i-

çin doğruluğu gÖiterildiğ :cne göre,bUtün f (i\,t"-)1 A ~O tamsayı,}l-=o,ı, ••• ,n-2} 

için tanıtlama yapılmış olur. 

öte yandan c[2J eğrisinin 

rarlanır ve c(2J ye ait ek eğriler 

?.[2J eğriliği için aynı dUşUnceler tek­
ı 

sisteminin {c [2] ,cLJJ , ••• ,c(n-:ıJ,ctıJ} 

C/\-11 [>ı-tJ,. • (n-ı](~-1) Ln-ı){?.-1~ 
a2 ~· •• ,aı:ı ,. oc ,ı:r2 , •• n ,a ıı-+3 , 

, 
{~ 
' ~olduğu 

[1) (11 (1]{.)1;-1) Cl)(),-1)) 
a 2 , ••• ,an ; ••• ;a2 , ••• ,a~+2 i 

k-2 (1] 
d §>, 

görUlUr. (I:::. ı) gereğince S'21 = ~?] oluşundan da k-2 ds 
yi be-

dk-3 ~1] 
lirtmeye yarıyan a~~(m) niceliklerinin k-

3 
Vu da ve ardışık ola-

dk-n ~LIJ dk-n ~lrı-ıJ ds 
rak devam edilirse, ~, 1 'i de belirlemeye yeter oldukla-

dsk-n dsk-n 

rı görülU~.:ı.-inci ek eğrinin tanımı dolayısıyla t:ı o(ıJ o o(ıJ 
':ıı"' sı '~~2= ::ız , ••• , 

~ = ~(ıJ 
n-2 n-2 

( f. = S'n-ı ) olduğundan (II. 6) 
l~n-ı\ ı 

fonksiyonunun 

bağlı bulunduğu a~J(~ nicelikleri -ki bunlar teoremde sö~U geçen çokgen­

lerin kenar uzunluklarıdır-verildiğinde (II.5) nicelikleri ve dolayısıyla 

C eğrisinin k-ıncı basamaktan irıfini tezimal öğesi belirlenir. 
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