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Matematik Anabilim Dali
Analiz ve Fonksiyonlar Teorisi Bilim Dal1
Danisman: Yrd. Dog. Dr. Fatma SAGSOZ
Bu tezde, cift sabit noktaya sahip bazi analatik fonksiyon siniflari incelenmistir. Ayrica,

bu ¢ift sabit noktaya sahip analatik fonksiyonlarin siiflarinin geometrik 6zellikleri,

katsayi esitsizlikleri ve distorsiyon sinirlar ile ilgili teoremler ve sonuglar verilmistir.
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SIMGELER DiZIiNi
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U, 0 merkezli r yarigaph agik birim disk

D(xg; 1) xo merkezli ve r yarigapli a¢ik yuvar

S U da normallestirilmis univalent fonksiyon sinifi

A, U birim diskinde normalize edilmis f(z) = z + Y .1 axz®
bicimindeki fonksiyonlarin sinifi

A Kapali birim diskin dis1

arg f(z) f(z) fonksiyonunun arglimani

< Subordinasyon

f<g f fonksiyonu g gonksiyonuna subordinedir

f(z,t) Subordinasyon(veya Loewer) zinciri

S* Starlike fonksiyon sinifi

S*(a) a mertebeden starlike fonksiyon sinifi

K Konveks fonksiyon sinifi

K(a) a mertebeden konveks fonksiyon sinifi

M Meromorf fonksiyon sinifi
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1. GIRIS

Geometrik fonksiyonlar teorisi, 19. yiizyillda ifade edilmeye baslanmis ve yapilan
calismalar 1s1831inda kompleks analizin dikkat ¢eken bir dali olmustur. Bu teori analiz ile
geometri arasinda saglam bir iligki kurarak giiniimiizlin arastirma konularinda 6énemli

bir yer teskil etmistir.

Geometrik fonksiyonlar teorisi, ilk olarak G. Bernard Riemann’m 1851 yilinda
kompleks diizlemin basit baglantili bir D € C (D # C) alt bolgesini, bir D bolgesi
tizerine resmeden bir f analatik fonksiyonun varligini gosteren ve literatiirde “Riemann
doniisiim teoremi” olarak bilinen teoremiyle ortaya ¢ikmistir. Fakat bu teorem bir takim
aragtirmacilaringalismalart i¢in elverisli olmayist ya da Oneminin kavranamamasi
nedeniyle teoride pek fazla g¢alisma alani bulamamistir. Ancak bu alan darhig,
Koebe’nin 1907 yilinda bu teoremi analatik ve iinivalent (yalinkat) fonksiyonlar i¢in
vermesi, 1914 yilinda Gronwall’in alan teoremini ispatt ve 1916 yilinda Bieberbach’in
ortaya koydugu normalize edilmis fonksiyonlar i¢in katsayr tahmini ve bu tahminin
sonuglart ile genislemis oldu. Bununla birlikte geometrik fonksiyonlar teorisine
uygulama alanini ve bu teorinin 6nemli bir dali olan {inivalent (yalinkat) fonksiyonlar
teorisininde baslangici olma 6zelligini tasir. Bu yillarda yalinkat fonksiyonlarin temeli
lizerine olusturulan problemler o dénemin gbézde konular1 olmustur. Univalent

fonksiyonlar lizerindeki ¢aligmalar,

U={zeC: |z| <1}

Birim diskinde analatik, tnivalent ve f(0)=0 , f'(0) =1 sartlarim1 saglayan

fonksiyonlarin olusturdugu bir S sinifi iizerinde yogunlagmaistir.

1907 yilinda Koebe , S sinifina ait fonksiyonlar altinda U birim diskinin goriintisiinii
incelemis ve U birim diskinin fe S altindaki goriintiisiiniin siirt olan df(U) nun

orijine olan uzakliginin % den kiigiik olmayacagini ispatlamistir.



1920 li yillarindan sonra Bieberbach tarafindan sonra ileri siiriilen z € U olmak iizere
fe Sfonksiyonu f(z) = z + 2;2,a,z" Dbigiminde bir Taylor acgilimma sahipse
n = 2,3,...i¢in |a,| < n dir. Tahmininin ispat1 birgok matematik¢inin arastirmalarina

temel teskil etmistir.

Alan teoreminin bir sonucu olarak |a,| < 2esitsizliginin dogrulugu ilk defa 1916
yilinda Bieberbach tarafindan gosterilmistir. Daha sonra Loewner 1923 yilinda kendi
buldugu ve parametrik metod olarak isimlendirdigi bir metotla |a;| < 3 esitsizligini,
1955 yilinda Garabedian ve Schiffer, Grunsky esitsizliklerini kullanarak |a,| < 4
esitsizligini, 1968-1969 yillarinda Pederson-Ozaw |aq| < 6ve 1972 yilinda da
Pederson ve Schiffer |ag| <5 esitsizliklerini ispatlamiglardir. Birgok matematik¢i
Bieberbach tahmininin genel ifadesini ispatlamaya c¢alismiglar ve nihayet 1985 yilinda
Fransiz matematik¢i Louis De-Branges, Loewner teorisini kullanarak tiim
n = 2,3,.. i¢in |a,| < n esitsizliginin dogrulugunu gostermis ve bu problem i¢in son
noktay1r koymustur. Problemin ¢6ziilmiis olmasi, bu alanda ¢alisilacak konu kalmadigi
anlamima gelmemis aksine teoriyi daha da zenginlestirmistir. Hatta matematikgileri
uzun yillarca ugrastiran teorinin ispatlanmis olmasi yeni problemlerin ortaya ¢ikmasina

zemin teskil etmistir. Bu problemleri kisaca soyle ifade edebiliriz;

S smift igin, altsiniflarin en o6nemlilerinden ikisi yildizil (starlike) ve konveks
fonksiyonlardan olusan alt siniflardir. Bu alt siniflarin ¢cogu analitik ve geometrik olarak
karakterize edilebilir. Yildizil ve konveks fonksiyonlar arasindaki ilging bagmti ilk kez

Alexander tarafindan verilmistir.

Katsay1 tahminleri, growth ve distortion teoremleri, yarigap problemleri, komsuluklar,
kismi toplamlar, integral ve diferensiyel operatdrler ve ayrica son zamanlarin popiiler
konularindan olan subordinasyon ve siiperordinasyon Onemli gerek sart

problemlerinden bazilaridir.

Geometrik fonksiyonlar teorisi i¢inde ele alinan 6nemli problemlerden biriside verilen

bir analatik fonksiyonun iinivalent olup olmadiginin arastirilmasidir. Dogal olarak



burada akla gelen ilk soru “Bir fonksiyonun S sinifina ait olmasi icin yeter sart ya da
sartlar elde edilebilir mi?” sorusudur. Bu soruya gilinlimiize kadar bir¢ok arastirmaci
degisik yontemler kullanarak cevap aramaya c¢alismistir. Kullanilan yontemlerin en
onemlilerinden birisi Loewner zincirler metodu ya da farkli bir ifade ile subordinasyon
zincirler metodudur. Bu metot, {inivalent fonksiyonlar teorisinin ¢ok giiglii
tekniklerinden birisi olmustur. Bu, teori elementer yontemlerle ¢oziilemeyen

problemleri ¢ozme imkani1 sunmaktadir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde ele alinan ve bizimde ¢alismamizin temelini
olusturan problemlerden bir digeri de ¢ift sabit noktaya sahip analitik olan univalent ve

multivalent fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerinin incelenmesidir.

¢@: B — B analitik bir doniisiim olsun. Eger

e |b| <1 ig¢in ¢@(b) =b,
e |b| =1 i¢in lim,_;-@(rb)=>b

ise b ye ¢ doniisiimiiniin bir sabit noktasidir denir (Cowen 2010).

Ornegin, ¢(z) = z/(2 — z%)birim diski birim diske resmeden bir déniisiim olup 0, 1 ve

—1 bu doniisiimiin sabit noktalaridir.

f(zy) =2zo>0 ve a,=>0 olmak iizere f(z)=a;z—YN_,a,z" bigimindeki

univalent polinomlar siifi 1963 yilinda Pilat tarafindan galisilmistir.

f(2z), |z| <1 diskinde univalentvea, >0 olmak iizere f = (z) =z—YN_,a,z"

bi¢cimindeki polinomlar sinifi ise 1974 yilinda Schild tarafindan incelenmistir.

1976 yilinda Silverman,



a, =0, f(zy) =20(—1<2zy<1; 2z5#0)

veya

a, =0, f'(zg)=1 (-1<zy,<1)

olmak tizere f(z) = a;z — Yg=p @, 2" seklindeki fonksiyonlar smifi ile ilgili bazi ilging

sonugclar elde etmistir.

Silverman tarafindan ¢alisilan bu smif 1993 yilinda Uralegaddi ve Somanatha

tarafindan genellestirilmistir.

1996 yilinda Kulkarni ve Naiktarafindan iki sabit noktaya sahip negatif katsayili

univalent fonksiyonlarin yeni bir sinifi tanitilarak bu sinifa ait 6zellikler incelenmistir.

Sunulan bu tez dort ana baslik altinda ifade edilmistir;

Tezin giris kisminda “Sabit Noktali Bazi Analitik Fonksiyonlar” ile ilgili gegmisten son

zamana kadar yapilmis olan ¢alismalardan bahsedilmistir.

Ikinci boliim olan kuramsal temeller kisminda, tez ile alakali temel tanim ve teoremlere

yer verilmistir.

Ugiincii boliim olan materyal ve yontem kisminda, baz1 alt siniflar tanimlanmustir.

Dordiincii boliim olan Arastirma Bulgulari ve Sonu¢ kisminda ise iiglincii boliimde

tanimlanan fonksiyon siniflarina ait bazi temel teorem ve ispatlarina yer verilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Genel Kavramlar

Yapilan bu c¢alismada bazi temel tanim ve teoremlere ihtiya¢c duyulmustur. Bu bashk
altinda 6zellikle aragtirmamizda ihtiya¢ duydugumuz temel tanim ve teoremler ifade

edilmeye ¢aligilmistir.

Tanim 2.1.1 (¢- komsulugu ): z, € C noktas1 verilsin.

U(zg,e) ={z€C:|z—2zy| < €}

kiimesine z, merkezli € yarigaph agik disk veya z, noktasinin ¢ komsulugu denir.

U_(ZO,E) ={zeC|z—2z < ¢}

kiimesine z, merkezli € yari ¢apli kapali disk,

oU(zy,e) ={z€C: |z—2zy| =€}

kiimesine z, merkezli € yarigapl ¢gember ve

U(zg,e)={zeC: 0<|z—2z)| <e}= U(zy,€) — {20}

kiimesine de z, noktasinin delinmis komsulugu denir.

Tamm 2.1.2 (ic Nokta ): Sc C herhangi bir kiime olsun. z, € S noktas1 icin
B(zy,€) € S olacak sekilde bir € > 0 sayis1 varsa z, noktasina S kiimesinin bir i¢

noktasi denir.



Tamm 2.1.3 (AcikKiime): Bir S < C kiimesi verilsin. Eger S kiimesinin her noktas: S

nin bir i¢ noktasi ise S kiimesine agik kiime denir.

Tamm 2.1.4 (Kapah Kiime): S c C olsun. S kiimesinin tiimleyeni agik kiime ise , S

kiimesine kapali kiime denir.

Tamim 2.1.5 (Baglantih Kiime): S,5,,S,  C olsun. Eger Sc S; US,,SNS; # 0,
SNS,#Pve SNS; NS, # 0 olacak bicimde S; ve S, gibi bos olmayan
iki ayrik veacik kiime bulunamaz ise S € C kiimesine baglantilidir denir.

Aksi halde baglantisizdir denir.

Tanimm 2.1.6 (Basit Baglantih Kiime): S c C olsun. Egerbir S kiimesi igindeki
herhangi iki noktay: birlestiren biitiin yollar yine kiime i¢inde kaliyorsa, bu S

kiimesine basit baglantili kiime denir.

Tanim 2.1.7 (Bolge): Kompleks diizlemde agik ve baglantili kiimelere bolge denir.

Tamm 2.1.8 (Siireklilik): S € C, f:S — C bir fonksiyon ve z, € S olsun. Ve > 0 ve
|z —zo| <& sartim1 saglayan Vz €S igin |f(z) — f(zy)| < & olacak bigimde
6(zg,€) > 0 sayist mevcut ise f ye z, noktasinda siireklidir denir. Eger f fonksiyonu S

kiimesinin her bir noktasinda siirekli ise f ye S kiimesinde siirekli fonksiyon denir.

Tamim 2.1.9 (Egri):[a, b] € R olmak izere siirekli bir

y:la,b] = C

fonksiyonuna C diizleminde egri (¢evre, yol) denir. y(a) ve y(b) noktalarinada

sirastyla egrinin baglangic ve bitim noktalar1 denir.



Tamim 2.1.10 (Kapah Egri): y: [a, b] — C bir egri olsun. y(a) = y(b) ise y ya kapali

egri denir.

Tamim 2.1.11 (Basit Kapah Egri): y:[a,b] = C ye bir egri ve t;,t, € [a,b] olsun.
t; = t, i¢iny(t;) = y(t,) oluyorsa y ya basit egri ya da Jordan egrisi denir. Eger y ,
basit bir egri ve y(a) = y(b) ise y ya basit kapali egri denir. Bir y egrisi verildiginde
y' tlirevi var ve siirekli ise y ya diferansiyellenebilir egri denir. Diferansiyellenebilir bir

y egrisii¢in y'(t) # 0 ise y ya diizgiin egri ad1 verilir.

Tammm 2.1.12 (Dizi): N =1{1,2,3,..} kimesinden herhangi bir X kiimesine

tanimlanmis bir f fonksiyonuna X kiimesinde bir dizi denir.

Tamim 2.1.13 (Yakinsakhk): (z,,) bir kompleks dizi ve z, € Colsun. Her § > 0 i¢in
n >n, oldugunda |z —z,| < § olacak sekilde bir n, dogal sayis1 varsa bu dizi z,
kompleks sayisina yakinsiyor denir. (z,) dizisinin z, noktasina yakinsamast z, = z,

ile gosterilir.

Tamim 2.1.14 (Seri): (a,) bir kompleks dizi olmak iizere

[ee]
a1+a2+ a3+...+an+...=2an
n=1

toplamina kompleks say1 serisi (veya kompleks seri) denir. a, ,a, , ... sayilarina serinin

terimleri ad1 verilir.

Tanmm 2.1.15 (Yakmnsak Seri): Y., z,, bir kompleks seri ve (S,) bu serinin kismi
toplamlar dizisi olsun. Eger (S,,) dizisi bir s sayisina yakinsiyor ise Y4 Z, Serisi de s

sayisina yakinsiyor denir ve



[00]

n=1

olarak yazilir. Bu s sayisina serinin toplami adi verilir. Bir sayiya yakinsayan seriye
yakinsak seri, aksi halde iraksak seri denir. Bir serinin yakinsaklik veya iraksakligina o

serinin karekteri adi1 verilir.

Bu agiklamalardan sonra,

n 0]
s = lim s, = lim ZZk =zzk
n—-oo n—-oo

seklinde yazilir.
2.2. Analitik ve Univalent Fonksiyonlar

Bu kisimda analitik ve iinivalent fonksiyon kavramlari tanitilarak bu fonksiyonlar

yardimiyla bazi tanim ve teoremlere yer verilecektir.

Tamim 2.2.1 (Fonksiyon): S, kompleks sayilar kiimesinin bir alt kiimesi olmak iizere S
nin her bir elemanina bir kompleks say1 karsilik getiren kurala kompleks degiskenli ve

kompleks degerli fonksiyon denir.

Tamim 2.2.2 (Diferansiyellenebilme): A c C bir boélge olmak tizere f: A — C ye

bir fonksiyon ve z, € A olsun. Eger
im L&) — f(Z0)
m--—-————-

z>z0  Z— Z

limiti  varsa f(z) fonksiyonu z, €A noktasinda diferansiyellenebilirdir
(tiirevlenebilirdir) denir. Bu limit degeri f'(z,) ile gosterilir ve z = z, noktasinda

f(z) fonksiyonunun tiirevi olarak adlandirilir.



Tamm 2.2.3 (Analitiklik): f(z) fonksiyonu, z, noktasinda ve bu noktanin uygun bir
komsulugundaki her noktada diferansiyellenebilirse f(z) fonksiyonuna z, noktasinda
analatiktir (veya holomorftur) denir. Tim kompleks diizlemde analitik olan

fonksiyonlara tam fonksiyon denir.

U birim diskinde analitik olan fonksiyonlarin sinifim H = H (U) bi¢iminde gosterelim.

n € Ny ve a,a,, iy, ... € Cigin,
Hlan]={f €eH:f(z2) =a+ a,z" + ap,z""1 + -}
olsun.

Tamm 2.2.4: f fonksiyonu f(0) = f'(0) — 1 = 0 sartlarin1 sagliyorsa f fonksiyonuna

normalize edilmis fonksiyon denir.

U birim diskinde analitik normalize edilmis

f(z)=z+ Z axz"

k=n+1

bi¢imindeki fonksiyonlarin sinifi A, ile gosterilir. Bu sinif A; = A olmak lizere,
An={f €EH:f(2) = 2+ aps1 2™ + apy2"2 + -}

seklinde tanimlanir.

oo

f(2)=z- Z agz®(a, = 0,n € N)

k=n+1
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seklindeki negatif katsayili f € A, fonksiyonlarinin smifi ise 7, ile gosterilir.7; = T
dir.

Teorem 2.2.5 (Cauchy Tiirev Formiilii): y, pozitif yonli basit kapali bir egri, f(z) bu
y egrisinin i¢inde ve {lizerinde analitik bir fonksiyon ve z,, y nin i¢inde bir nokta olsun.

Bu durumdan = 0,1,2, ... i¢in

2mi

! j f(2) iz

™ _nl
[ (zo) = (Z — zg)"*1
14

olur.

Cauchy Tiirev formiiliinden c¢ikarilabilecek en Onemli sonug¢ sudur: f bir bolgede
analitik bir fonksiyon ise bu bolgede her mertebeden tiirevi vardir ve bu tiirevler de o
bolgede analitiktir. Bu durumda f fonksiyonu analitik oldugu noktanin uygun bir

komsulugunda

(o]

w [P
F@) =) anz =z ay =— 2

n=0

seklinde bir Taylor agilimina sahiptir. Ancak reel degiskenli bir fonksiyonun bir
noktada birinci mertebeden tiirevi varsa bu noktada her mertebeden tiirevi vardir

diyemeyiz. Ornegin,

1
fa) =0 ={* G x#0
0 , x=0

reel degiskenli fonksiyonunun x = 0 noktasinda

o sini) _ 1
f'(0) = }Cl_r}éT = }Cl_rgx sm(;) =0
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seklinde birinci mertebeden tiirevi oldugu halde, ayn1 fonksiyonun x = 0 noktasinda

) ~ (xsin i )
f (0) = }CILY(I)T = }Clir(l) sm(;)

olacagindan ikinci mertebeden tiirevi yoktur.

Tanmm 2.2.6 (Ayrik Tekil Nokta): f fonksiyonu z, noktasinin bir U(z,, €) — {2}
delinmis komsulugunda analitik fakat z, noktasinda analitik degilse z, noktasina f

fonksiyonunun bir ayrik tekil noktasidir denir.

Teorem 2.2.7 (Laurent Teoremi): f fonksiyonu A(Ry,R;) = {z: R; < |z — z5| < R,}
halka bolgesinde analitik ise bu bolgede

[o9] (o)

f(z):Zan(z—zo)”+z(Z_b#

n=0 n=1

olur. Buna f fonksiyonunun z, noktasi civarindaki A halka bolgesindeki Laurent serisi

denir.

Tamm 2.2.8 (Kutup Noktasi): z,, f fonksiyonunun ayrik singiiler noktas: olsun. Bu
noktanin uygun bir delinmis komsulugundaki Laurent serisini gbz Oniine alalim.
Laurent acilimindaki b, katsayilarindan sadece sonlu tanesi sifirdan farkli ise z,

noktasina f fonksiyonunun kutup noktasi denir.

Tanmmm 2.2.9 (Meromorf Fonksiyon): f fonksiyonu kompleks diizlemin bir B
bolgesinde kutup noktalar1 hari¢ analitik ise f fonksiyonuna B de meromorf fonksiyon

denir.
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Teorem 2.2.10 (Maksimum Modiil Teoremi): f(z) , B bolgesinde analitik ancak
sabit olmayan bir fonksiyon olsun. Bu durumda |f(z)| , B bolgesinde maksimum deger

alamaz.

Sonu¢ 2.2.11: B , smurl bir bolge ve sabit olmayan f(z) fonksiyonu da bu bdlgenin
smirinda siirekli, iginde ise analatik olsun. Bu durumda |f(z)| maksimum degerini B

bolgesinin sinirinda alir.

Teorem 2.2.12 (Minimum Modiil Teoremi): f(z) , B bolgesinde sabit olmayan bir
fonksiyon ve her z € B igin f(z) # 0 olsun. Bu durumda |f(z)| , B bdolgesinde

minimum deger alamaz.

Sonug 2.2.13: B simirh bir bolge, f(z) sabit olmayan bir fonksiyon ve her z € B igin
f(2) # 0 olsun. Ayrica f(z) fonksiyonununB  bélgesinin iginde analatik, sinirinda
stirekli oldugunu kabul edelim. Bu durumda |f(z)| minimum degerini B bdélgesinin

siirinda alir.

Lemma 2.2.14 (Schwarz Lemmasi): f fonksiyonu U = { z: |z| < 1} birim diskinde
analatik ve z € U i¢in |f(z)| < 1 ve f(0) = 0 olsun. Bu durumda z € U noktalari i¢in
If (2)| < |z| ve |f'(0)] <1 dir. Esitlik sadece 8 € R olmak iizere f(z) =e®z

fonksiyonu ile saglanir.

Tammm 2.2.15 (Univalent Fonksiyon): f fonksiyonu herhangi bir D € C bblgesinde
analitik olsun. Vz;,z, € D i¢in z; # z, iken f(z;) # f(z,) oluyorsa, yani f fonksiyonu
bu bolgede ayn1 degeri iki kez almiyorsa f fonksiyonuna D bolgesinde iinivalent (veya
yalinkat) fonksiyon denir (Duren 1983).

U birim diskinde univalent olan normalize edilmis

fl2) = z+§:anzn
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bi¢imindeki fonksiyonlarin sinifi S ile gosterilir ve bu sinif

S = {f EA:f(z) =z+ z a,z™, f (z)fonksiyonu U birim diskinde univalent

n=2

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.2.16 (Riemann Doniisiim Teoremi): D & C basit baglantili bir bolge ve

Zy € D olsun. Bu durumda

i.  f(zp) =0vVef'(zy) >0,
ii.  f bire-birdir,
iii. f(D)={z|z] <1}

sartlarint saglayan yalniz bir tane f: D — C analitik fonksiyonu vardir (Conway 1973).

Tanmmm 2.2.17 (Pozitif Reel Kistmh Fonksiyon): U birim diskinde g(0) =1 ve
Reg(z) > 0 olmak tizere U’da analitik olan g(z) =1+ Y-, pnz" bicimindeki
fonksiyonlara pozitif reel kisimli fonksiyonlar denir ve bu fonksiyonlarin sinift P ile

gosterilir (Goodman 1983a).

Tammm 2.2.18 (Schwarz Fonksiyonu): ¢, U birim diskinde analitik bir fonksiyon
olsun. ¢ fonksiyonu z € Uicin [p(z)| <1 ve ¢(0) =0 sartlarin1 saglarsa ¢’ye
Schwarz fonksiyonu denir ve Schwarz fonksiyonlarinin sinifi Q) ile gosterilir (Graham

and Kohr 2003).

Baska bir deyisle, U birim diskinde analitik olan ve Schwarz lemmasindaki hipotezleri

saglayan fonksiyonlara Schwarz fonksiyonu denir (Graham and Kohr 2003).

P smifi ile Schwarz fonksiyonlar1 arasinda asagidaki gibi bir iligki vardir:
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1
9 EP o g(2) = 1f—‘”§,<p(z> eq.

(
@(z
olmasidir (Miller and Mocanu 2000).

2.3. Analitik Fonksiyonlarin Temel Alt Simiflar

Tamm 2.3.1 (Starlike Bolge): D kompleks diizlemde bir bolge ve wy € D olsun.
Baslangi¢ noktast w, olan her 151n ile D bolgesinin arakesiti bir dogru parcasi veya bir

1510 ise D bolgesine w, noktasina gore starlike bolge denir (Goodman 1983a).

Baska bir deyisle, 0 <t <1 olmak tlizere Vw € D igin (1 —t)wy+tw €D ise D

bolgesine w, noktasina gore starlike denir.

Tamim 2.3.2 (Starlike Fonksiyon): f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. U’yu
w, gore starlike olan bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna w, noktasina gore starlike

fonksiyon denir. wy = 0 ise f fonksiyonuna starlike fonksiyon denir (Goodman 1983a).
Normalize edilmis starlike fonksiyonlarin sinifi $* ile gosterelir ve bu sinif,
zf ’(Z)) }
S*={f€A:Re\———|>0
4 (7
seklinde tanimlanir. Ornegin, z € U olmak iizere

I _ z
(Z) - (1 _ Z)Z

seklinde tanimlanan Koebe fonksiyonu starlike fonksiyondur. Koebe fonksiyonu U

birim diskini, —oo dan —i e kadar negatif reel ekseni ¢ikartilmig kompleks diizlem

tizerine konform olarak doniistiiriir.
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Sekil 2.1. Koebe fonksiyonu

Teorem 2.3.3: f € A fonksiyonunun U’da starlike olabilmesi igin gerek ve yeter sart

her z € U igin,

LD g

olmasidir.

Tanmm 2.3.4 (Konveks Bolge): Vw,;,w, € D c C i¢in w; ve w,’yi birlestiren dogru
pargast D bolgesinde kaliyorsa, yani 0 < t < 1 olmak tizere tw; + (1 — t)w, € D ise

D bolgesine konveks denir (Goodman 1983a).

Tamim 2.3.5 (Konveks Fonksiyon): f fonksiyonu U birim diskinde analitik olsun. U’yu
konveks bir bolgeye resmeden f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir (Goodman
1983a).

Not: Herhangi bir konveks bolge her bir noktasina gore starlike oldugunda konveks

fonksiyonlarm sinifi starlike fonksiyonlar siifinin alt sinifidir.

Teorem 2.3.6: f € A fonksiyonunun U’da konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart

her z € U igin,
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7 II(Z)
Re{1+ f’(z)}>0

olmasidir (Goodman 1983a).

Normalize edilmis konveks fonksiyonlarin sinifi K ile gosterilir ve bu sinif,

- Zf”(Z)
%:{fEﬂRe<1+m>>O}

seklinde tanimlanir.

Teorem 2.3.7 (Alexander Teoremi): f € A fonksiyonu verilsin. f € K olmasi igin
gerek ve yeter sart zf'(z) € §* olmasidir (Duren 1983).

Theorem 2.3.8 (Distortion Theoremi): f € S olsun. Buna gore, |z| =7 (0 <r < 1)

i¢in

<If(D)] € ——

r
(1+1r)? (1-nr)?

1+r

1—r < [f <
m_|f(2)|_m,

1-7 _ f'(2)
r(1+r) "~ |f(2)

1+r
<
“r(1-r)

dir. Esitlik yalnizca Koebe fonksiyonlari i¢in gegerlidir (Hayman 1994).
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1 50*(0!, Zo), 51*(61, Zo), Ko(a, Zo) ve Kl(a, Zo) Siniflan1

Bu bolimde ozelliklerini inceleyecegimiz sabit noktali bazi fonksiyon siniflarini

tanitacagiz.

a, =0 , f(zy) =z (-1<zy<1; zy#0) (3.2)
veya

a, =0, f'(z)) =1 (-1<zy<1) (3.2)
olmak tizere

f(2) = a1z — Xy, anz" (3.3)

seklindeki fonksiyonlar sinifini ele alalim.

Tamm 3.1.1: f € A fonksiyonu verilsin. 0 < a < 1 olmak tizere her z € U igin,

zf'(z)
Re{ @ } >a

ise f fonksiyonuna U’da a. mertebeden starlike fonksiyon denir. (Miller and Mocanu
2000).

a. mertebeden starlike fonksiyonlarin smifi 0< a < 1 olmak iizere $*(a) ile gosterilir

ve bu sinif,
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§*(a) = {f € A : Re (i{é?) > a}

seklinde tanimlanir.

Tamm 3.1.2:f € A fonksiyonu verilsin. 0 < a < 1 olmak iizere her z € U igin,

Zf”(Z)
Re{1+ 0 }> a

ise f fonksiyonuna U’da a. mertebeden konveks fonksiyon denir (Miller and Mocanu
2000).

a. mertebeden konveks fonksiyonlarin sinifi 0 < a < 1 olmak tlizere K («) ile gosterilir

ve bu simif,

_ 2f"(2)
K(a) ={fec/l.Re<1+ 16 >>a}

seklinde tanimlanir.

[0,1) araliginda herhangi bir a degeri ve z, sabit noktasi verilsin. Buna gore, (3.1)
sartin1 saglayan a. mertebeden starlike fonksiyonlarin alt siifi Sy*(a,z,) ve (3.2)
sartin1 saglayan a. mertebeden starlike fonksiyonlarin alt smifi ise S;"(a,z,) ile

gosterilsin.

Ayrica, (3.1) ve (3.2) sartin1 saglayan a. mertebeden konveks fonksiyonlarin alt

smuflar, sirastyla, Ky (a, zg) ve Ki(a,zy) ile gosterilsin.
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3.2. p(u,8,A, B, zy) Simfi

Bu boliimde
A=wf(z0)/z0 +uf'(z) =1 (-1<2;<1,0<u<1) (3.4)

olmak iizere (3.3) bi¢iminde tanimlanan fonksiyonlarin Uralegaddi ve Somanatha

tarafindan calisilan daha genel bir sinifin1 tanitacagiz.

Tamim 3.2.1 (Kesirsel Integral): f(z), z— & > 0 iken log(z — &) reel olacak sekilde
(z — &)%1 in kathiliklarinin kaldirildig1 ve orijini igeren z-diizlemindeki basit baglantili

bir bolgede analitik bir fonksiyon olmak {izere f’nin §. mertebeden kesirsel integrali

£

1 z
-6 —
D = r(a)of CEE

d& (5 > 0)

bi¢iminde tanimlanir (Owa 1978).

Tammm 3.2.2 (Kesirsel Tiirev): f(z), (z—&)%tin kathhiklarmin kaldirldig
z —diizlemindeki basit baglantili bir bolgede analitik bir fonksiyon olmak {izere f’nin

0. mertebeden kesirsel tiirevi

1 d [ _f©
(-9dz) z=97

D2f(2) =5 dE(0<5<1)

bigiminde tanimlanir (Owa 1978).

Tamm 3.2.3: (3.3) bigiminde tanimlanan ve (3.4) sartin1 saglayan bir f fonksiyonu

verilsin.w € Qve —1 < B < A < 1 olmak lizere
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1+ Aw(2)
Y14+ Bw(2)

r2-6)z"'D%f(z) =a
ise f fonksiyonu p(y, 8, A, B, z,) smifina aittir denir.

3.3. W(p,k; p,p; A, B;6), TWZ(p, k;p,p; A, B;5) Smiflan

Bu boliimde ozelliklerini ifade etmeye c¢alisacagimiz sabit noktali ve ¢ok degerli

meromorf fonksiyonlarin sinifindan bahsedecegiz.

Dr)={zeC:0<|z| <71}
olmak iizere D = D(1)de analitik olan fonksiyonlarin sinifin1 M ile gosterelim.
p, k birer tamsay1 ve p < k olmak tizere,
f(z) = a,zP + ¥y a, z" (z€D; ap, >0) (3.5)
seklindeki f € M fonksiyonlarinin smifint M (p, k) ile gosterelim.

Burada dikkat edilirse, p < 0 i¢inlU, = D, U {0} olmak tiizere U := U;de meromorf

olan fonksiyonlar sinifi; p = 0 i¢inde U da analatik olan fonksiyonlar sinifi elde edilir.

Tanmim 3.3.1:p > 0,a € (0,p),r € (0,1) olsun. Bu takdirde

Re {]{(—%)} >a (z€ D)\ £71{OD) (3.6)

esitsizligi saglaniyorsa f € M (p, k) fonksiyonuna D(r) de «a mertebeli starlike

fonksiyon denir.
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Tanimm 3.3.2:p > 0,a € (0,p),r € (0,1) olsun. f € M (p, k) fonksiyonu

Re {1 ;I;())} >a (zeD)\ f1{0})

esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna D(r) de a mertebeli konveks fonksiyon denir.

D deki a mertebeli konveks f € M (p,p + 1) fonksiyonlarinin smifin1 S5 (a) ile,
D de a mertebeli starlike f € M (p,p + 1) fonksiyonlarmin simfin1 da S;(a) ile

gosterelim.

Tanimm 3.3.3 (Subordinasyon): f,g € H (U) fonksiyonlar1 verilsin. U birim diskinde
f(2) = g(w(2)) olacak sekilde bir w € Q fonksiyonu varsa f fonksiyonu U’da g
fonksiyonuna subordinedir denir ve f < g ile gosterilir. g fonksiyonunun univalent

olmas1 durumunda,

f<ge f(0)=g(0)vefU)cg)

olmasidir (Miller and Mocanu 2000).

Sekil 3.1. Subordinasyon
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Tamim 3.3.4 (Hadamard Carpim): f, g € M olmak tizere

f(z) = Z a,z" ve g(z) = Z b,z"(z € D)
n=1 =

n=1
fonksiyonlar1 verilsin. f ve g fonksiyonlarinin Hadamard ¢arpimu f * g ile gosterilir ve

bu ¢arpim,

(0]

(f « @ = ) apbyz"

n=1

seklinde tanimlanir (Dziok 2013).
Multivalent f € M (p, k) fonksiyonu klasik olarak
2P f(2) 1;20= 0 ve z7Pf(2) l,=o= 1 3.7)
seklinde normalize edilir.p, U birim diskinde bir sabit nokta olmak iizere
2V Pf(2) ;== 0ve z27Pf(2) I,=p=1 (p = |ple™) (3.8)

seklinde tanimlanan Montel’in normalizasyon sartlar1 uygulanirsa ilging sonuglar elde
edilebilir.

p = 0 i¢in (3.8) normalizasyonunun (3.7) normalizasyonuna doniisecegi goriiliir.

(3.8) deki Montel normalizasyonuna gore normalize edilmis

f € M (p, k) fonksiyonlarmin sinifin1 M, (p, k) ile gosterelim. Bu siif iki sabit noktali

fonksiyon sinifi olarak adlandirilir.
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Ayrica, n € R olmak iizere
f(2) = a,z? - Z la,|e"™+PI1zn (7 € D)
n=k

seklindeki f € M (p, k) fonksiyonlarmin sinifin1 77 (p, k) ile gosterelim.

Ozel olarak, negatif katsayil1 fonksiyonlarin 7°°(p, k)smifim elde ederiz. Ayrica,

7.0 =m0

neRr
seklinde tanimlayalim.

T(p,k) ve T"(p, k) smiflar1 katsayilar1 degisken argiimanli fonksiyonlarin siniflari

olarak adlandirilir.7°(1,2) simifi Silverman tarafindan tanitilmistir (Silverman 1981).
f €T (p k), p > 0igin (3.6) sartinin asagidaki esitsizlige denk oldugu goriiliir:

zf'(2)
f(2)

- p‘ <p—a (zeD@)\ f1{oD).

A,B,S reel parametreler, § >0, 0<B <1, 0<A<B ve ¢,p € M(p, k) olsun.
W =W(p,k;p,p; A, B;5) sembolii ile

(pxf)(z2)+0z€D (3.9

ve
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(p+f)(2) (p+f)(2) 1+Az
_ —1] < |
(9+)(2) 0 | 1+Bz (3.10)

olacak sekilde f € M (p, k) fonksiyonlarinin siifini gosterelim.

Eger 0< B < 1 ise bu takdirde

1+Az
1+Bz

h(z) =

ZED (3.11)

fonksiyonu U da tinivalenttir ve h fonksiyonu,

1—AB R_B—A
"~ 1—RB2

olmak tizere U yu {w € C: |w — a| < R} diskine donustiiriir.

Dolayistyla, subordinasyon tanimindan dolayi sart (3.10)

B—A
1-B2

(P*f)(z) s (@xf)(z) 1| _1-4B
()2 (*f)(2) 1-B2

z€D (3.12)
esitsizligine denktir.

Eger B = 1 ise (3.11) de tanimlanan h fonksiyonu D diskini {W € C:Re[w] > %}

yari diizlemine doniistiiriir. Buna gore (3.10) sart

@DN@D _ (| _ p (@D@D _ ) _1-4

esitsizligine denktir.
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Simdi, W(p,k; ¢p,p; A, B;6) smifi ile iliskili katsayilar1 degisken argiimanli

fonksiyonlarin sinifin1 tanimlayalim.

W, =W,(0,k; d,9;A,B;8) = A,(p, k) N W(p, k; ,9; A, B; 5),
TWn =TW"(p, k; b, 0; A, B;6) = T"(p, k) N W(p, k; p, p; A, B; 5),
;rw;7 = TW;’(p, k; ¢, 9;A,B;6) == M,(p,k) nTW"(p, k; $, ¢; A, B; 5),

TW, =TW,(p,k; ¢, ; A, B; 8) =T (p, k) N W,(p, k; §, 9; A, B; 6),
seklinde gosterelim.

W, k; ¢, p; A, B; §) smifi gesitli yeni ve ayrica iyi bilinen analatik ve meromorfik

fonksiyonlarin siniflarini birlestirir.

Yapilan bu g¢aligmada ¢, ¢ fonksiyonlarmm 0 < a, < B,(n € N, == {k,k+1,...})

olmak tzere
¢(z) = zP +Zanzn, ¢ (2) =Zp+ZﬁnZ” (z€eD)
n=k n=k

seklinde oldugunu kabul edelim. Ayrica,
d, =0 +1)A+B)B,—(B+1)+A+1Da, (mEN,)

seklinde ifade edilsin.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1.8y"(a,zp), S1" (@, 2y), Ko(a, zy) ve Kq(a,zy) Smflarina Ait Ozellikler

Teorem 4.1.1: f(z2) = a1z — Y-, a,2" (a, = 0)fonksiyonunun «a. mertebeden

starlike olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Yn=2(n—ad)a, <a,(1-a) (4.1)

olmasidir (Silverman 1976).

Ispat:
Z(n —a)a, <a (1—a)
n=2

oldugunu kabul edelim.

zf'(2)

) nin aldig1 degerlerin w = 1 merkezli 1 — @ yarigaph daire icerisinde kaldigini

gostermek yeterlidir. Buna gore,

Yn=2(n — Dapz"

[oe]
A1Z — Yoy A Z™

_ Zis(n—Day

- [ee]
a1 — lin=20n

'@ _ 1‘
%

esitsizligi elde edilir. Eger (4.1) sarti saglanirsa bu son ifade 1—a ile iistten

siirlandirilmis olur. Tersine,

2 (4.2)

f(2) a12—2;?=2 anz™
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zf'(2)
f(2)

secelim. (4.2) de paydayi ortadan kaldirtiktan sonra reel degerler tizerinden z —» 1 e

oldugunu varsayalim. z degerlerini, reel olacak sekilde reel eksen iizerinde

yaklastirilirsa (4.1) esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 4.1.2: f(z) =a;z— Y, -,a,z2" (a, = 0) fonksiyonunun «. mertebeden
konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Yo,n(n—a)a, < a;(1—a) olmasidir

(Silverman 1976).

Ispat: Bilindigi gibi f(z) nin a. mertebeden konveks olmasi icin gerek ve yeter sart

zf'(z) nin a. mertebeden starlike olmasidir.

(o]
zf'(z) = a1z — Z na,z"

=2
oldugundan teoremde a,yerine na,yazilirsa Sonug 4.1.2 elde edilir.
a; # 0 olacak sekilde segilen a, degerleri igin bazi ilging alt siniflar elde edilir.

Teorem 4.1.3: Her n i¢in a, =0 olsun. Buna gore, f(z) = a,z— Yypanz"

fonksiyonunun S,"(a, z,) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

[ee]

Zan Erll:jg—zo”"l <1

n=2

olmasidir (Silverman 1976).

Ispat: f(z0)/zo=1=a; — Y% ,a,z," ! oldugundan Teorem 4.1.1 deki ifadede

a, =1+ Y% ,a,z," ! (4.3)
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esitligi yerine yazilirsa istenen sonug bulunur.

Teorem 4.1.3 teki sartlar altinda f(z) nin tinivalent olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Z a,(n—zy,""H <1

n=2

olmasidir. Dolayisiyla, tiim bu fonksiyonlarin iinivalent olmasi icin gerek ve yeter sart

bu fonksiyonlarin starlike olmasidir.
Sonuc 4.1.4: Eger f(z) = a,z — Y-, a,z™ fonksiyonu S,*(a, z,) smifina ait ise

l-a)z—1A—-a)z"
(n—a)—(1—a)z," 1)

f(2) =
esitliginden

o 1-a
") - (- a)zehY)

(n=23,..),

olur (Silverman 1976).

Sonu¢ 4.1.5: Her n igin a, =0 olsun. Buna gore f(z) = a,z — Ypepayz™ Nin

Ky (a, zy) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

;an [(1 f(an)__izn—l] =1

olmasidir (Silverman 1976).

Simdi S, " (a, zo) Ve Ky(a, z) siniflar arasindaki iliskileri inceleyelim.
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Teorem 4.1.6: Eger f(z) € Ky(a, zp)ise f(2) € Sy"(2/(3 — ), zy)dir (Silverman
1976).

Ispat: Eger f(2) € Ky(a, z,)ise

e B

dir.Teorem 4.1.3 g6zoniinde bulundurularak,

2, e

olacak sekilde en genis  degerini bulmaya calisalim. Her n i¢in

(n=p) _n(n-a)
-/ a-o

olacak sekilde f nin alacagi degerlerin araligini bulmak yeterli olur. Bulunan ¢6ziim

B <2/(3—a)dmr.

2Q-a)z-(1-a)z?
f&) = 22 —a)— (1 —a)z,

extremal fonksiyonu i¢in bu sonug kesindir.

Burada a negatif olsa dahi Teorem 4.1.6 daki sonu¢ dogrudur. Dolayistyla, herhangi bir
reel «a <1 icin f(z) € Ky(a,z,) ise f(z) fonksiyonu ayni zamanda starlike ve

tinivalenttir. Normalize edilmis tinivalent konveks fonksiyonlarin K(a) sinifina ait bir
fonksiyonun a < 0 igin starlike olmasi gerekmez, yalnizcaa > —iz icin {linivalent (ve

close-to-convex) olmasi gerekir.
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z=re 0<0, <0, <2migin

92 92
zf" 1 -1
fRe{l-I——}d@Z f——d@Z—ﬂ (a =2—=)
£ 2 2
91 91

oldugundan Kaplan (1953) tarafindan verilen kriterden bu son ifadeye ulasilir.

Teorem 4.1.7:f(z) € Sy"(a, z) ise f(z) fonksiyonu

n—q 1Y/0-1
lz| <r =r(a) = igf [m] n=23..)
diskinde konvekstir (Silverman 1976).
Ekstremal fonksiyon
fi(z) = oWz A -z (n=23..)

n—a)—(1-a)z,"?

bigimindeki olmak iizere bu sonug kesindir.

Ispat: |z| < r(a) icin |zf"(2)/f'(2)| < loldugunugdstermek yeterlidir.

zf"(z)
f'(2)

Lrzan(n — Daglz|"™!

T oay — Y nay|z|tt

elde edilir. Buna gore,
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Z nn—Da,lz|"1 <1+ Z a,zy" 1 — Z na,|z|™t
veya
¥ a,(n?z| -z ) <1 (4.4)

ise |zf"(2)/f'(2)| < 1 dir.

Teorem 4.1.3 e gore

o

(n—a) -
n=2
dir. Dolayisiyla,
n2|z|vt — Zon—l < (- _ Zon_l n=23..) (4.5)

- (-a)

olmasi durumunda (4.4) esitsizligi dogru olacaktir.|z| igin (4.5) ¢oziiliirse

|z| <

(n = a))lﬁ n=23,..)

n?(l—a

elde edilir ve sonuca ulasilir.

Teorem 4.1.6 ve 4.1.7 de ki sonuglarz, sabit noktasindan bagimsizdir. (3.2) sarti

saglanmak tizere f(z) fonksiyonu (3.3) deki gibi isea,

a, =1+ Y% na,zy" ! (4.6)
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seklinde ifade edilebilir.

Teorem 4.1.1 ve Sonug 4.1.2 deki ifadelerde (4.6) yerine yazilirsa sirasiyla asagidakiler

elde edilir.

Teorem 4.1.8: Her n i¢in a, =0 olsun. f(z) = ayz— Y-, a,z™ fonksiyonunun

S, (a, z,) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

S 000 e <1

olmasidir (Silverman 1973).

Sonu¢ 4.1.9: Her n i¢in a, =0 olsun. f(z) = ayz— Yp-,a,z™ fonksiyonunun

K, (e, zy) smifina ait olmas1 igin gerek ve yeter sart
nn—a) n— 1]
_ <1
Z [ (1-—a) 0 |=
olmasidir.
4.2. p(u, 8, A, B, zy) Smfina Ait Ozellikler

4.2.1. p(u, 6, A, B, z) sinifina ait katsay esitsizlikleri

Teorem 4.2.1.1: (3.3) bigiminde tanimlanan f fonksiyonunun p(u, 8, 4, B, z,) sinifina

ait olmasi igin gerek ve yeter sart

T'(n+ 12 -9)
I'n+1-9)

¢(6, n) =
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olmak lizere

(1-B)

S (s 96 m — [ - +mdlzh 7 fan <1 @)

olmasidir (Kulkarni et al. 1996).
ispat: f fonksiyonunun p(u, 6, 4, B, z,) sinifina ait oldugunu kabul edelim. Bu durumda

'(n+ DI -96)
In+1-9)

$(6,n) =

ve

F2) =T@- 82D, f(2) = ay = ) 9(8,m)ayz""

n=2
olmak tzere
1+Aw(2)
F(z) = a4 1+va:;) (-1<B<A<L,weqN) (4.8)
elde edilir.
(4.8) esitligi
F(z)—a1 _
|BF(Z)—a1A =lw(@)| <1 (4.9)

ifadesine denktir. Herhangi bir z kompleks sayisi i¢in |Re(z)| < |z| oldugundan, (4.9)

dan

Re{¥r_2 9(8,m)a,z""/[(A — B)a, + X5, Bo(6,n)a,z" [} < 1 (4.10)
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elde edilir. F(z) reel olacak sekilde z nin alacagi degerler reel eksen lizerinden secelim.

(4.10) da payday1 yok edersek reel eksen boyunca z — 1 iken
Yn=2(1—B)p(8,n)a, < ay(A— B) (4.11)

olur. Son olarak (4.11) de

ar =1+ ) [(1= @) + nilanze"™
n=2

ifadesi yerine yazilirsa (4.7) elde edilir. Tersine, (4.7) esitsizliginin gegerli oldugunu

kabul edelim. Hipotezde

|F(z) — a;| — |BF (2) — a,A|

> o6 ma,zm
n=2

o)

< 2(1 — B)p(8,m)ay, — a;(A—B) < 0

n=2

—(A=B)a; + Z Bo(8,n)a,z"?!
n=2

esitsizligini goz Oniine alalim. Buradan, maksimum modiil teoreminden, her z € U igin

F —
(z) —aq <1
BF(z) —a A
dir. Burada,
F(z) —a _
BFz) —ad W®

olarak alinirsa f(z) nin p(y, 8, A, B, z) smifina ait oldugunu goriiliir.
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Sonu¢ 4.2.1.2: f € p(u, 6,4, B, z,). Bu durumda,

f(2) = (1-B)p(s,n)z— (A—B)z"

esitligi i¢in

a, <{[(1-B)/(A-B)lp@,n) — [(1 —u) + nulz" '} (n=2)

dir (Kulkarni et al. 1996).

4.2.2. p(u, 6, A, B, z) siifina ait distorsiyon teoremi

Teorem 4.2.2.1: f € p(u, 8,4, B, zy) olsun. Bu takdirde z € U igin

A—B)(2-6
U-B)C=9) ;)

F@lz (12 -~ 555

ve

-B)(2-6
4-BE-D) ;)

F@I < as (I + 5 s

olur. Ayrica, z € U igin

0.°F(2)| 2 7555 (1210 = G2 121°)

ve

D.°f @) < 55 (12170 + G2 12177°)

olur (Kulkarni et al. 1996).

{1 =B)p(6,n) = [(1 —p) +nul(A - B)zy" '}

(4.12)

(4.13)
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Ispat: (4.11) esitsizligine gore ve nm =2 icin ¢(6,n) azalmayan bir fonksiyon

oldugundan

2(1-B)
(2-6)

Yn=201 < Xpzp 9(8,n)(1 = B)a, < a,(A—B) (4.14)

esitsizligi elde edilir. (4.14) esitsizligi

i“ _u(A-B)2-9)
"= 2(1-B)

n=2

esitsizligine denktir. Sonug olarak,

o)

A-B)(2-6
F@= alel = 1 Y. an > a (1o - S5 2 1)

n=2

ve

[0e]

@I alel +127 ) an = a (I21+

n=2

(A—B)(2-9)
2(1- B) |Z|2>

dir. Ayrica, (4.14) de ikinci esitsizlik kullanilirsa (4.12) ye denk olan

r@ =822, f @] 2 arlzl = ) 98, maylal”
n=2

> aylz] - |2 <Z 0@, n)an)
n=2

> a,(lz| = [(A - B)/(1 - B)]|z|*)
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esitsizligi elde edilir. Son olarak

r@ =D, r@)| < arlzl+ ) 0@ maglz”
n=2

< aylz] + |2 <2 0 G, n)an>
n=2

< a,(Izl + [(A - B)/(1 = B)]Iz|*)
olur. Buda (4.13) ii verir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.2.2.2: f € p(u, 8,4, B, z,,) olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu merkezi orijin,

Yyarigapi

r=a,(1+[(A—B)(2—-6)/2(1—B)])

olan, D,°f(z) de merkezi orijin, yarigap

a,

R=rz=%

{1+[(A-B)/Q1-B)]}

olan diskin i¢inde kalir (Kulkarni et al. 1996).
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43.W(p, k; d,9,A,B;8), TW,(p, k; ¢, ¢; A, B; §) Smiflarina Ait Ozellikler

4.3.1. W(p,k;q),(p,A,B;8),TWZ(p,k;¢,(p;A,B;6) simiflarma  ait  Kkatsayl

esitsizlikleri

[lk olarak bir foksiyonun W smifina dahil olabilmesi icin yeterli sarttan s6z edecegiz.

Teorem4.3.1.1: 0 < B < 1ve—1< A < B olsun. Eger f € M, (p, k) ve

Z;.lo=k dnlanl = (B - A)ap (415)

ise bu takdirde f € W dir (Dziok 2013).

Ispat: 0< B < 1ise,

@)@ |(@*NH) 1‘ _1-4B
(o *f)(2) (o f)(2) 1-— B2

<(6+1) (¢ + ) (2) 1‘_I_B(B—A)

(02 1-B?

1(210=k(ﬁn - an)lanllzln_p B(B - A)
Ap- Lp=k An anllz|"P 1 -B?

<(6+1)

esitsizligini elde ederiz.

Boylece (4.15) den (3.12)’yi elde ederiz ve sonug olarak f € W dir. Simdi B = 1

olsun. Hesaplamalar sonucunda
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(¢ * ) (2)

(¢ *(2) 1‘_Re{(¢*f)(z) B
(o * f)(2)

lo-ne R ORI

1\

Ln=k(Bn — an)lan||z|" P

<@+1) =
Ap— Ypek An lanllz[*7P

olur.

Dolayisiyla, (4.15) den (3.13)’ i elde ederiz. Bu nedenle f €W olup ispat

tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.1.2: f € T"(p, k)olsun. Bu durumdaf € TW"(p, k) olmasi igin gerek ve
yeter sart (4.15) sartinin saglanmasidir (Dziok 2013).

Ispat:f € 77(p, k) olsun. Teorem 4.3.1.1’e gore yalmzca f fonksiyonunun (4.15)
katsay1 esitsizligini sagladigin1 gostermek yeterlidir. (3.12) ve (3.13) sartlarinda

z = re'l yazilirsa,

Yne2(Bn —ay)lay|r™P B—-A

6+1
( ) Ap— Yipey Ap | Ay [T™P 1+B

esitsizligini elde ederiz. (3.9) dan yukardaki esitsizligin sol tarafindaki ifadenin
paydasinin r € (0,1) i¢in sifir olmayacagi agiktir. Dahasir = 0 i¢in pozitiftir ve bu

nedenler € (0,1)iginde pozitiftir. Bu yiizden r — 1~ iken

Z dpla,|r™"P < (B —A)a,
n=2

elde ederiz ki bu ifade (4.15) yi verir.
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Teorem 4.3.1.2 ye bagvurarak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.3.1.3:f € T"(p, k) olsun. Bu durumdaf € TW;’ olmas1 i¢in gerek ve yeter

sart f nin (3.8) sartin1 ve
Ln=r(dn — (B =A)lpl"P)lay] <B - A (4.16)
esitsizligini saglamasidir (Dziok 2013).
Ispat: (3.8) normalizasyonuyla verilmis f € T (p, k) fonksiyonu igin
ap =1+ Xnilanllpl™™? (4.17)
esitligini elde ederiz. Bu taktirde (4.15) ve (4.16) sartlar1 denktir.
Teorem 4.3.1.3 den asagidaki lemma elde edilir.

Lemma 4.3.1.4:

dny = (B = A" <0

olacak sekilde bir n, € Nj, tam sayist olsun. Bu durumdaher pozitif a reel sayilari

1¢in,
fno 2)=010+ ap”o‘p)zp — get®@—m0)nzno
fonksiyonu T Wg siifina aittir. Ayrica,

dn— (B =A)|p["P >0
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olacak sekilde sec¢ilen hern € Ny, ve her pozitif a reel sayisi igin,

_ B—A+((B=A)lpI™? —dy)a
d, — (B —A)lpl"r

olmak lizere

fn2) =1 +ap™™P + bz"P)zP — aet®—no)n zno _ poi(d—m)n ,n

fonksiyonlart T Wg smifina aittir (Dziok 2013).

Lemma 4.3.1.4 ve Teorem 4.3.1.3 den asagidaki iki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.1.5:
d,— (B—=A)p|"P >0 n € Ny
olsun. Eger ,
dn— (B =Alpl"?>0
ise bu taktirde T W;’ simifinin n. katsayisi asagidaki esitsizligi saglar,

B-A

] < G =G aiprr (4.18)
(4.18) tahminini géz oniinde bulundurursak,
—(B-A)ellp-m)nzn
fn,n (Z) _ dpzP—(B—-A)e'P~M)1z (Z c D) (419)

dn—(B-A)lp|"~P
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formunda yazilan f, ,, fonksiyonu ekstremal fonksiyondur (Dziok 2013).

Sonuc 4.3.1.6: Eger

dn— (B —-A)lpI"? =0
ise bu taktirde T Wg smifinin n. katsayist sinirsizdir. Dahasi,
dp— (B = A)lp[™™" <0
olacak sekilde n, € N, varsa T Wg siifinin tiim katsayilart sinirsizdir (Dziok 2013).

Teorem 4.3.1.3 ve Sonug 4.3.1.5 de p =0 yazilirsa asagida verilen sonuglari elde

ederiz.

Sonu¢ 4.3.1.7: f € T7(p, k) olsun. f € TW,' olmasi i¢in gerek ve yeter sart

Z d.la,] <B—-A
n=k

olmasidir (Dziok 2013).

Sonug 4.3.1.8: f € TW, ise bu taktirde

n € N
dir.

fan(2) = 2P — %ei(p‘”)"z" (z € D; n €Ny) (4.20)



43

formundaki tiim fonksiyonlar ekstremum fonksiyondur (Dziok 2013).

. . n . . . i i H
432. W(p,k;p,9,A,B;0d), TWp(p, k;p,p; A, B;5) smflarima ait distorsiyon

teoremleri

Teorem 4.3.1.2 den asagidaki lemmalar elde edilir.

Lemma4.3.2.1: f € TW, olsun. {d,,} dizisi

0<dy—(B—=Alpl*? <dy—(B—ADlp"P (n €N (4.21)

esitsizligini saglarsa

°°| < B—A

a =

Z " T d— (B—A)plkP
n=k

olur. Ayrica,

di—(B—A)|p|*~P < dn—(B=A4)|p|"7P
k - n

0< (n € Np) (4.22)

ise bu durumda

o)

z nla.] < k(B—A)
" T d = (B—A)|plkP

n=k

dir (Dziok 2013).

Lemma 4.3.2.1 in ikinci kismui,

N, =

f(2) = ayz?P + Z a,z" € T (p, k): Z nla,| < a}
n=k n=k
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bi¢iminde tanimlanan o-komsuluk kavramina gore yeniden formiiliize edilebilir. Bu

durumda asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 4.3.2.2: {d,,} dizisi (4.22) esitsizligini saglarsa

_ kB-4)
7T 4 — B -Apl?

olmak iizere TW,! € N, olur (Dziok 2013).
Teorem 4.3.2.3:f € TW, ve |z| = r < 1 olsun.{d,} dizisi (4.21) esitsizligini saglarsa

rP (r <p),
() = f(x) ={ dpr? + (B — A)r*
dy — (B — A)|plk-P

(r > p),

olmak tzere

drP +(B-A)rk

() <If (@) < A B-AplkP (4.23)
esitsizligi elde edilir. Bunun yani sira (4.22) esitsizligi gegerli ise
-1 _ k(B—A) k-p < B pdgrP+(B-A)rk-1
L o A A A e vy (4.24)
olur.

fin ekstremal fonksiyonlar1 (4.19) bigiminde ve fy(z) = z olmak {izere sonug kesindir

(Dziok 2013).
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Ispat: (3.5) deki gibi tanimlanan f fonksiyonu f]"ﬂ?;7 simifina ait olsun. Lemma 4.3.2.1

den
If (2)| = |a,zP + z az"| <rP (ap + z Ianlr"‘p>
n=k n=k
<P (1 + ) lanllpl? + Zlanw-p)
n=k n=k
<rpb (1 + (Ip|*7P + rk-p) Zlanl)
n=k
dir? + (B — A)rk
~di — (B—=A)p|kP
ve
If (Dl = 1P (a, — Tp-ila,lr™P) = rP(1 + o (Ip|" P — r"P)|a,l) (4.25)
olur.

r<pise |[f(z2)|=7rP olur. r > p ise {(|p|™P —r™P)} dizisi negatif ve azalandir.
Dolayistyla (4.25) den iddia (4.23) ve

) R dir? + (B — A)r*
If(2)] = rp<1 — (P —|pl* ">;an> Z 4 — (B Apl?

esitsizligi elde edilir. (4.17) esitligi ile birlikte Lemma 4.3.2.1 den yararlanilarak
Teorem 4.3.2.3 deki iddia (4.24) elde edilir.

Teorem 4.3.2.3 de p = 0 olarak alinirsa asagidaki sonuca ulasilir.
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Sonu¢ 4.3.2.4: f € 7"1272;7 ve |z| =r < 1olsun. Egerd, < d,(n € N,) ise

rP — rk<|f@| <rP + rk
dir. Ustelik ndy, < kd,,(n € N,) ise bu durumda
k(B—A k(B—A
prP=1 — kB~ 4) )rk‘l <|f'@|<prP 1+ kB~ 4) )r"‘l
dk dk

olur.

fxn ekstremal fonksiyonlari (4.20) bigiminde olmak iizere sonug kesindir (Dziok 2013).
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5. TARTISMA ve SONUC

Teorem 5.1.1: f(2) =a1z— Y5, a,z" (a, = 0)fonksiyonunun «a. mertebeden

starlike olmasi igin gerek ve yeter sart
Ymeos(n—a)a, <a;(1—a)
olmasidir (Silverman 1976).

Sonu¢ 5.1.2: f(z) =a;z—Ymra,2" (a, = 0) fonksiyonunun «a. mertebeden
konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart Y._,n(n—a)a, < a;(1—a) olmasidir

(Silverman 1976).

Teorem 5.1.3: Her n i¢in a, =0 olsun. Buna gore, f(z) = ayz— Ypep anz"

fonksiyonunun S,"(a, z,) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

[ee]

Zan Erll:jg—zo”"l <1

n=2

olmasidir (Silverman 1976).

Sonuc 5.1.4: Eger f(z) = a,z — Y-, a,z™ fonksiyonu S,*(a, z,) smifina ait ise

l-a)z—(0A—-a)z"
(n—a)— (1 —a)zy" 1)

f(2) = (
esitliginden

(1-a)

= 0 — A=)

(n=23,..),

olur (Silverman 1976).
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Sonu¢ 5.1.5: Her n igin a, =0 olsun. Buna gore f(2) = a;z — Ypepayz™ Nin

Ky (a, zy) sinifina ait olmasi igin gerek ve yeter sart

e B

olmasidir (Silverman 1976).

Teorem 5.1.6: Eger f(2) € Ky(a,zp)ise f(z) € Sy"(2/(3 — a),zy)dir (Silverman
1976).

Teorem 5.1.7:f(z) € Sy"(a, z,) ise f(z) fonksiyonu

_ n—a 1/(n-1)
|Z| <r= T((X) = lgf[m]

diskinde konvekstir (Silverman 1976).

Teorem 5.1.8: Her n i¢in a, =0 olsun. f(z) = a,z — Ym—, a,z™ fonksiyonunun

S,"(a, zy) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter gart

o)

(n—a) _
Zan m—nzon 1 S].
n=2

olmasidir (Silverman 1973).

Sonu¢ 5.1.9: Her n igin a, =0 olsun. f(z) = a;z — Y-, a,z™ fonksiyonunun

K (a, zy) sinifina ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart
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R EELI

olmasidir.

Teorem 5.2.1.1: (3.3) bigiminde tanimlanan f fonksiyonunun p(u, 8,4, B, z,) smifina

ait olmasi i¢in gerek ve yeter sart

F'(n+ 12 -296)
'n+1-9)

¢(6,n) =
olmak tizere
S {Gm e (6 m) — [(1—w +mlzh e, < 1
olmasidir (Kulkarni et al. 1996).

Sonu¢ 5.2.1.2: f € p(u, 8,4, B, z5). Bu durumda,

(1-B)p(6,n)z—(A—B)z"
{1-B)p6,n) — [(1 —w) + nu](A - B)z,"" '}

f(2) =

esitligi icin

a, <{[(1-B)/(A=-B)le@,n) — [(1—u) +nulz," '} (n=2)

dir (Kulkarni et al. 1996).

Teorem 5.2.2.1: f € p(u, 8,4, B, zy) olsun. Bu takdirde z € U i¢in
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~B)(2-6
(A—-B)(2 )|Z|2>

F@ 2 (12 - 555

ve

A-B)(2-6
(4 —B)( )|Z|2>

F@) < a Izl + 555

olur. Ayrica, z € U igin

D.2f (@) = 55 (12170 = S22 1217°)

ve

0.°F@)] < s (1210 + (o 121777

olur (Kulkarni et al. 1996).

Sonu¢ 5.2.2.2: f € p(u, 8,4, B, z,) olsun. Bu durumda f(z) fonksiyonu merkezi orijin,

yarigapt

r=a,(1+[(A-B)(2-8)/2(1-B))
olan, D,°f(z) de merkezi orijin, yarigap

R=fa g +A-B/0-B)

olan diskin i¢inde kalir (Kulkarni et al. 1996).
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Teorem5.3.1.1: 0 < B < 1ve—1 < A < B olsun. Eger f € M, (p, k) ve
Y=k dnlay| < (B — A)ap
ise bu takdirde f € W dir (Dziok 2013).

Teorem 5.3.1.2: f € T"(p, k)olsun. Bu durumdaf € TW"(p, k) olmasi i¢in gerek ve
yeter sart (4.15) sartinin saglanmasidir (Dziok 2013).

Teorem 5.3.1.3:f € T"(p, k) olsun. Bu durumdaf € TVI?;,7 olmasi i¢in gerek ve yeter

sart f nin (3.8) sartin1 ve
Yn=k(dn — (B =A)lpl"P)lay <B-A
esitsizligini saglamasidir (Dziok 2013).

Lemma5.3.1.4:

dny — (B = A)|p|"™* <0
olacak sekilde bir n, € Nj tam sayist olsun. Bu durumdaher pozitif a reel sayilari
1¢in,
fu,(2) = (1 + ap™P)zP — ael®=10)n 4o
fonksiyonu T Wg siifina aittir. Ayrica,

dn — (B =A)|p["P >0

olacak sekilde secilen hern € N, ve her pozitif a reel sayisi igin,
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_ B—A+((B=A)lpI™? —dy)a
d, — (B —A)lpl"*

olmak {izere
fu(2) = (1 + ap™P + bz™P)zP — el zM0 — pelP-1)1 0
fonksiyonlart T Wg smifina aittir (Dziok 2013).
Sonug¢ 5.3.1.5:
d,—(B—=A)|p|"*”=0 n € N,

olsun. Eger ,

dn — (B = A)p[""P >0

ise bu taktirde T Wg siifinin n. katsayis1 asagidaki esitsizligi saglar,

B—-A
< - - -
lan| < dn—(B-A)|p|"=P

(4.18) tahminini g6z 6niinde bulundurursak,

dpzP—(B—A)et®P-mnzn
dn—(B—-A)|p|"~P

fn,n(z) = (z€D)

formunda yazilan f, , fonksiyonu ekstremal fonksiyondur (Dziok 2013).

Sonu¢ 5.3.1.6: Eger

dn— (B = A)p["P =0
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ise bu taktirde T Wg smifinin n. katsayisi sinirsizdir. Dahasi,
dn— (B —A)lpl™™" <0
olacak sekilde n, € N, varsa T Wg smifinin tiim katsayilart sinirsizdir (Dziok 2013).

Sonu¢ 5.3.1.7: f € T7(p, k) olsun. f € TW,' olmasi igin gerek ve yeter sart

z dplayl <B—A
n=k

olmasidir (Dziok 2013).

Sonug 5.3.1.8: f € TW,! ise bu taktirde

ne Nk
dir.

fan(2) = 2P — iiei(p‘”)”z” (z € D; n € Ny)
formundaki tiim fonksiyonlar ekstremum fonksiyondur (Dziok 2013).
Lemma5.3.2.1: f € TW, olsun. {d,,} dizisi

0<dy—(B-ADlpl*? <d, - (B-Alp|"™P (n€Ny)

esitsizligini saglarsa
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- o< B—A
a =
Z " T d— (B—A)lplkP
n=k

olur. Ayrica,

—(B— k-p —(B— n-p
dg—(B :)Ipl < dn—(B :)Ipl (n € Ny)

0<

ise bu durumda

[0e]

k(B—A)
D manl < g — g

n=k

dir (Dziok 2013).
Sonug 5.3.2.2: {d,,} dizisi (4.22) esitsizligini saglarsa

. k(B-4A)
7T 4 — B -Apl?

olmak {izere TVV;7 € N, olur (Dziok 2013).

Teorem 5.3.2.3:f € TW, ve |z| = r < 1 olsun.{d,,} dizisi (4.21) esitsizligini saglarsa

rP (r<p),
¢(r) = f(x) ={ dpr? + (B — A)r*
di — (B — A)|p|*-?

(r > p),

olmak tlizere

dprP+(B-A)rk
dg—(B—A)|p|k-P

¢(r) <If (2] <
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esitsizligi elde edilir. Bunun yani sira (4.22) esitsizligi gegerli ise

pdprP+(B-A)rk-1
dx—(B-A)|p|k-P

k(B-A)

dg—(B—A)|plk—P r P < |f(2)| <

-1

olur.

fin ekstremal fonksiyonlar1 (4.19) bigiminde ve f(z) = z olmak {izere sonug kesindir

(Dziok 2013).

Sonu¢ 5.3.2.4: f € TW, ve |z| =r < L olsun. Eger dj < d,(n € Ny) ise

B—-A B—-A
rk<|f(@| <rP +
k k

k

rP — T

dir. Ustelik nd, < kd,(n € Ny) ise bu durumda

k(B — A)

k(B —A)rk_1
dy

L <|f' ()| < prPt +
dy

p'rp_l —_

olur.

fxn ekstremal fonksiyonlari (4.20) bigiminde olmak iizere sonug kesindir (Dziok 2013).
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