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OZET

BULANIK MATRISLER VE BULANIK MARKOV ZINCIRLERI

Berna UZUN

Yuksek Lisans Tezi, Ekonometri Anabilim Dah
Damsman: Yrd. Dog. Dr. Ersin KIRAL
Ocak 2015, 63 sayfa

Belirsiz bir ortamda saglhkl:i kararlar vermede klasik mantik kurallar yetersiz
kalmistir. Bulanik mantik boyle bir durumla karsilasildiginda daha saglikl kararlar
verilmesini saglayan bir sistemdir. Bu galismada bulanik kime mantigina dayanan
bulanik matrisler ve bulanik Markov zincirleri incelenmis olup, sonlu ve sonsuz ufka
sahip belirsizsizligin oldugu sureclerde etkili karar vermede kullanilan yontemler
aragtirtlmistir. Bunun yaninda bulanik matrislerin ve bulanik Markov matrislerinin
cebirsel Ozellikleri arastirilmistir. Ayrica bazi 6zel kosullar altinda bu matrislerin

yakinsama durumlar: incelenmis ve bu matrisler birbirleriyle karsilastirilmastir.

Anahtar Kelimeler: Bulaniklik, bulanik matrisler, Markov zincirleri, bulanik Markov

zincirleri, yakinsama.



ABSTRACT

FUZZY MATRIX AND FUZZY MARKOV CHAINS

Berna UZUN

Master Thesis, Department of Econometrics
Supervisor: Assistant Prof. Dr. Ersin KIRAL
January 2015, 63 pages

The rules of classical logic is insufficient in making healty decisionsin an
unclear environment. Fuzzy logic is a system that provides making more healty
decisions when facing such a situation. In this work, fuzzy matrices based on fuzzy set
logic and fuzzy Markov chains was examined and methods used in making
effective decision which in processes that there is an uncertainty with finite and infinite
horizon investigated. Furthermore, algebraical properties of fuzzy matrices and fuzzy
Markov matrices have been investigated. Also, convergence of these matrices has been

studied under some certain circumstances and compared with each other.

Keywords: Fuzzy, fuzzy matrix, Markov chains, fuzzy Markov chains, convergence.
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BOLUM I

GIRIS

Belirsiz bir ortamda en dogru kararin verilmesi oldukca zor bir istir. insanlarin
icinde bulunduklar1 belirsiz durumlarin ifade edilmesinde ve bdyle durumlarda beliren
problemlere uygun c¢ozumler gelistirilmesinde matematik ve olasilik teorileri yeterli
olmamistir. Matematikte bu boslugun giderilmesi igin yillardan beri belirsizlik analizi
ve modellemesi ile ilgili arastirmalar yapilmis ve bu konu zamanla arastirmacilarin
oldukea ilgisini ¢eken bir konu haline gelmistir. Bulanik Mantik uygulamalarinin yan
sira, Bulanik Mantik temellerine dayanan Bulanik Markov Analizi de gunumdizde,
uzman Kkisilerin belirsizlik altinda strateji belirlemelerinde yararlandiklart 6nemli bir
yontem haline gelmistir.

“Bulanik Mantik’” kavrami ilk kez Azeri Prof. Dr. Litfi Askerzade’ nin 1965’ te
yayinladigr ““‘Bulamik Kimeler’” (Fuzzy Sets) adli makalesinde kullanilmistir. Bu
makalede Zadeh, bulanik mantigin temel ozelliklerini agiklamis, bulanikhik veya
belirsizlik durumlarinin matematiksel olarak belirlenebilmesi igin bulanik kumeler
teorisini tammlamis ve insanlarin duislnce sistemindeki farkliliklari, hedeflerindeki
belirsizlikleri bulaniklik kavrami ile agiklamastir.

Gunimuzde; matematik, ekonomi, fizik, istatistik, tip, sosyal bilimler ve
muhendislik gibi bircok alanda ortaya ¢ikan problemlerin ¢oziimiinde, matrislerden
yararlanilir. Fakat bazi belirsizlik durumlarinda, problemlerin ¢6zumdii igin gereken
veriler genellikle belirsiz veya bulanik oldugundan, bu tir problemlerin
coziimlenmesinde klasik matrislerden yararlanilmasi uygun degildir. Bu nedenle,
bulanik iligkilerin matematiksel olarak ifade edilebilmesi icin bulanik kiime teorisine
dayanan bulamk matrislerden yararlanihr. Ozetle: bulamk matrisler cesitli bulanik
sistemlerin modellenmesi ve ¢dziimlenmesi amaciyla olusturulurlar ve son zamanlarda
bulanik matrislerin bilimsel ve teknolojik gelismelerdeki rolt oldukga 6nemlidir.

Thomson 1977’ de *‘Convergence of powers of a fuzzy matrix’” adh
makalesinde ilk kez bulanik matrislerin tanimini yaparak karesel bulanik matrislerin
kuvvetleri hakkinda da bazi incelemelerde bulunmus ve bu matrislerin yakinsak oldugu
durumlar hakkinda bazi sonuglara varmistir. Kim (1978) karesel bulanik matrislerin
determinantini tanimlamis ve devam eden yillarda da bu konu uzerinde detayh

degerlendirmelerde bulunmus olup (1988) idempotent bulanik matrisler Gizerine dnemli



sonuglar sunmustur. Ovehinnikov (1981) ise bulanik iliskilerin bulanik kiime teorisine
dayanan bulanik matrislerle temsil edilmeleri 6nerisinde bulunmustur. Bu konuda
yayinlanan bu ilk makalelerin 1s1ginda Hashimoto (1983), Kolodziejezyk (1988),
Kandel (1996) gibi bircok bilim adam: da bulanik matrislerin kuvvetleri dizisi ve
yakinsamalart Uzerine 6nemli calismalar yapmislardir. Bunlarla birlikte Hasimoto
(1985), bulanik matrislerin gegcisliligi konusu Gzerinde de 6nemli degerlendirmelerde
bulunmustur.

Markov Analizi terimi ise dinamik bir sistemin herhangi bir andaki davranisinin
incelenmesi ile, bu sistemin gelecege yonelik davraniglarinin tahmin edilmesinde
kullanilan olasiligin 6zel bir teknigidir. Bu yontem, ilk kez kapali bir kap icerisinde gaz
molekdllerinin davraniglarinin gercege en yakin sekilde tahmin edilmesi amaciyla
kullanilmis olup 20. ylzyihin baslarinda s6zu edilen teknigi ilk kez kullanan Rus
matematikci Andrei Andrievich Markov’ un (1856-1922) anisina adlandirilmistur.

Klasik Markov zincirlerinin bulanik olasiliklara dayanan bir algisi olarak
belirlenen Bulanik Markov Zincirleri ilk kez Kruse, Buck-Emden ve Cordes’in 1987’ de
yayinladiklari makalede tanitilmistir. Bu calisma paralelinde Yoshida 1994 te
yayinladigi makalesinde genel sonlu durum uzay: ve gecis olasiliklart degerleri ile
birlikte bulanik Markov siireci olusturmustur. Zadeh ise 1998 de yayinladig:
makalesinde bulanik  Markov  zincirlerinin  bulanik  Markov algoritmalariyla
uygulanabilecegini gostermistir. Tim bu c¢alismalar, dinamik sistemlerde belirsizlik

altinda optimal kararin verilmesinde dnemli gelismelere ve uygulamalara 1sik tutmustur.

1.1. Arastirmanin Konusu

Bu tez calismasinin icerigi genel olarak: bulanik mantik kavrami, bulanik
kimeler ve bulanik matrisler, bulanik matrislerin yakinsamalar: i¢in gereken kosullar ve
bazi 6zel bulanmk matrisler icin yakinsama durumlar: ile birlikte klasik Markov
matrisleri, bulanik olasiliklara dayanan bulanik Markov matrisleri ve yakinsama

kosullar1 konularindan olugsmaktadr.

1.2. Arastirmanin Amaci

Bu calismada, belirsiz ortamlarda dinamik sistemler icin belirlenmis olan

bulanik matrislerin ve bulanik Markov matrislerinin cebirsel 6zelliklerinden



yararlanilarak yakinsama kosullarinin incelenmesi ve bu matrislerin cebirsel agidan
karsilastirilmalar amaglanmustir.
Ele alinan 6rnekler klasik Markov zincirleri ve bulanik Markov zincirlerine gore

degerlendirilecektir.

1.3. Arastirmanin Onemi

Bulanik mantik; belirsizlik altinda strateji gelistirme ve uygun kararlarin
alinmasinda yararlanilan 6nemli bir yontem olup bireylerin disiince sistemindeki
farkliliklar, hedeflerindeki belirsizlikler bulaniklik kavrami ile acgiklanir. Bulanik
mantiga dayanan dislnce sisteminde, “dogru” veya “yanlis” gibi kesin yargilardan
olusan iki degerli klasik (Aristo) mantik sisteminin aksine, kesin degerler yerini
yaklagik degere birakir. Ornegin; klasik kiimelerdeki uzun-kisa, soguk-sicak, hizli-yavas
gibi ikili ifadeler, bulanik bir kiimede 6nlerine “*biraz, az, orta, biraz fazla, cok fazla’’
gibi sifatlar alarak dereceli bir bicimde ifade edilirler. Bu durum, bulanik mantik
cercevesinde ifade edilen yargilarin, klasik kiimelere gore daha esnek bir bicimde ifade
edildiginin ve belirsizliklere 6nemli Olcude agiklik getirdiginin gostergesidir. Bu
kavram ilk yillarda bilim cevrelerince yadirganmis, fakat 1970 lerde, Ozellikle Japon
bilim adamlarinin  bulanik mantik kuramini bazi muhendislik uygulamalarinda
kullanmaya baslamalari ve 6nemli basarilar elde etmeleriyle birlikte kurama olan ilgi
dunya capinda artmastir.

Markov ~ Analizi, belirsiz ortamlarda dinamik sistemlerin  gelecekte
bulunabilecegi durumlarin tahmininde kullanilan gucli bir tahmin etme teknigi olup, bu
teknik; fizik, biyoloji, ekonomi ve daha bir¢ok alanda uygulama alani bulmustur.

Bulanik kiumelere dayanan sistemlerin modellenmesi ve belirsiz iligkilerin
belirlenmesinde ise bulanik matrisler kullaniimaktadir. Bu gibi sistemlerin gelecek
adimlarda bulunabilecegi durumlar genellikle bulanik matrislerin kuvvetlerinin hangi
formda olduguna baglidir. Bu nedenle karesel bulanik matrislerin ve karesel bulanik
Markov matrislerinin hangi kosullar altinda yakinsadiginin belirlenmesi oldukga ilging
bir konudur.

Bulanik mantiga dayanan, Bulanik Markov Modeli ise dinamik sistemlerde,
belirsizlik altinda optimal kararin belirlenmesinde kullanilan 6nemli ve c¢ok yeni bir

modeldir. Bu sebeple arastirmacilarin oldukga ilgisini cekmektedir.



1.4. Arastirmanin Kapsam

Bu tez calismas: altt bolimden olusmaktadir. Giris boéliminde: calismanin
konusu, amaci, 6nemi ve kapsami aciklanmistir. Ikinci bolimde: bulamk mantik
tammlanmis ve bulamik mantik temellerine dayanan bulanik kimelere ve bulanik
kimelerin cebirsel dzelliklerine yer verilmistir.

Calismanin  Gglinct bélimande: bulanik  matrisler tanimlanmis, bulanik
matrislerin cebirsel 6zellikleri ve bulanik matrislerin bazi kosullar altinda yakinsama
durumlart incelenmistir. DOrdiunctu  bolumde: Markov 0zelligi, Markov sireci
kavramlari, klasik Markov matrisleri ve bu matrislerin denge durumlar: incelenmistir.
Besinci bolimde: bulanik Markov matrisleri tanimlanmis, bulanik Markov matrislerinin
cebirsel ozellikleri ve yakinsama durumlar: incelenmis. Calismanin son bolimi olan
altinci bolimde ise klasik Markov matrisleri ve bulanik Markov matrisleri ile ilgili

karsilastirma yapilmig ve bazi degerlendirmelerde bulunulmustur.



BOLUM 11

BULANIK KUME

Bu bolimde: bulanik mantik kavram ile birlikte bulanik mantigin avantajlari,
dezavantajlart ve uygulama alanlari incelenmistir. Ayrica, bulanik mantik temellerine
dayanan bulanik kiimelere ve bulanik kiimelerin cebirsel 6zelliklerine yer verilmis olup,
bulanik mantik uygulama strecinin en dnemli kismini olusturan Gyelik fonksiyonlar: da

aciklanmstir ve bu fonksiyonlarin sahip olmalar: gereken 6zelliklerden séz edilmistir.

2.1. Bulanik Mantik ve Bulanik Kiime Kavrami

Gergek hayatta, evren surekli degisim halindedir. Bu bakimdan ¢ogu zaman
cevremizde gorilen olaylar hakkinda kesin yargilarda bulunmak ve bazi durumlar
arasinda kesin ayrimlar yapmak her zaman mimkiin degildir. Ornegin; hava sicakliklar:
dustinildiglinde, sicak hava ile soguk hava arasinda kesin ayrimi olusturan herhangi bir
sicaklik degerinden bahsetmek mimkin degildir. Bu iki durum arasinda dereceli olarak
bir gecis vardir, aym sekilde dogada daha bircok olayda durumlar arasinda bdyle bir
gecis sureci yasanir. Klasik kiime mantig: ile durumlar veya nesneler arasinda boyle bir
gecisi matematiksel olarak ifade etmek mimkun degildir. Bulanik mantigin temellerinin
atilmasiyla birlikte bu eksiklik giderilmistir.

Bulanik mantigin dayandigi temeller ve bulanik kiime kavrami, giris bélimunde
de belirtildigi gibi Zadeh tarafindan matematiksel modelleme yaklasimi bigiminde
gelistirilmistir. Buna gore bulanik kiime, klasik kiime elemanlarinin derecelendirilmesi
ile elde edilen klasik kiime kavraminin genellestirilmis bir halidir. Bu sebeple bulanik
kiimelerde herhangi bir nesnenin, herhangi bir kiimenin eleman: olup olmadig: dereceli
olarak ifade edilir. Bu durum, bulanik kiimelerden yararlanilarak klasik kiimelere gore
daha esnek ve etkin yargilara ulasilmasini saglamaktadir. Bununla birlikte, bulanik
kimeler dilden kaynaklanan farkliliklarin veya belirsizliklerin matematiksel olarak
ifade edilmesini de saglamistir. Bu sebeplerden dolayi, belirsiz ortamlarda karar
vericilerin, olaylara bulanik mantik gergevesinden bakmalari klasik mantiga gore daha
saglikli kararlar vermelerini saglar.

Bulanik mantigin ve bulanik kiimelerin baslangicta sadece bir fikir olarak ortaya
atilmasi, matematiksel olarak dayandirildigi temellerin heniiz agiklanmamis olmasi,

bulanikligin olumsuz bir anlama sahip olmasi ve yuzyillardir uygulanan klasik mantigin



disina ¢ikilmasinin yadirganmasi sebepleriyle bulanik mantik, batida bilim gevrelerince
kabul gormemistir. Bu sebeple bulanik mantik uygulamalar1 batida olduk¢a yavas
gelistirilmistir. Buna karsin, Zadeh ve arastirma grubu bulanik mantigi gelistirmeye
devam etmislerdir. Japonya’ da ise bulanik mantik tamamen kabul gérmus olup
matematikcilerin kabul edip etmemelerinden bagimsiz olarak (riinlere kolaylikla
uygulanmis ve bulanik mantiktan yararlanilarak olusturulan Grtnlerde 6nemli
gelismeler elde edildigi gortlmastur. Japonlarin, 80° lerin baslarinda bulanik mantigin
uygulamalarina bagli olarak bircok triinde elde ettikleri basarilar; 80 lerin sonlarina
dogru Amerika’ nin bulanik mantigi tekrar gozden gegirmesine sebep olmustur. O
zamandan beri doguda elde edilen bulanik mantik alanindaki gelismeleri yakalamak igin
Amerika’ da arastirmacilar tarafindan yogun ¢alismalar yapilmaktadir.

Bulanik Mantik kullanilarak elde edilen ilk basarili uygulamalar:

Mamdani ve Assilian 1975’ te bir buhar makinesinin kontrolunu bulanik sistem
modeli ile sagladilar.

“Eger tlrbin hiz1 cok hizli artiyorsa ve basing da ¢ok dustikse, buhar vanasini
biraz a¢” seklindeki mantiksal kurallar ¢ercevesinde bir sistem olusturmuslardr.
1980’ de bir ticari faaliyet olarak ilk kez Danimarka’ da bulunan bir ¢cimento
fabrikasinin igletilmesi ve kontrol edilmesinde kullaniimastir.

1980’ lerin baslarinda Japonya, Singapur ve Kore gibi bazi uzak dogu
ulkelerinde beyaz esya Uretiminde, metro ve sirket isletimi gibi alanlarda bulanik
mantik uygulamalarindan yaygin olarak yararlaniimstir.

Hitachi firmasinin 1987° de yapmis oldugu Sendai Metrosu’ nun yapiminda,
bulanik mantik sisteminden yararlanilmis ve bu sistemle elde edilmis trenin
istenen konumda durmasi (¢ kat daha iyi olup kullanilan enerji ise %10 daha
azdur.

Yamaichi Securities’ in olusturdugu bulanik mantiga dayanan uzman sistem,
1988’ in Ekim ayinda kara Pazar olarak bilinen Tokyo Borsasi’ nda yasanan

Krizi 18 guin 6nceden dngdrmastdir.

Bu sekildeki bulanik mantiga dayanilarak gelistirilen ilk basarili uygulamalar
bulanik mantiga olan ilgiyi dinya c¢apinda arttirmistir ve bu alanda uluslararas: bir

calisma ortaminin yaratilmasi amaciyla 1989 da SGS, Thomson, Omron, Hitachi,



NCR, IBM, Toshiba ve Matsuhita gibi dinyanin 6nde gelen firmalarinin da
onculugunde toplam 51 dev firmanin destekleriyle LIFE (Laboratory for Interchange
Fuzzy Engineering) laboratuvarlar: kurulmustur.

Bulanik kiimeler matematiksel olarak ifade edilirse: X # {}, evrensel bir kiime
ve A: X — [0,1] kapali arahginda sonsuz sayida degerler alabilen bir fonksiyona, X
uzerinde bir bulanik kiime denir. Bir baska ifadeyle, bir kimenin her elemani; o kiimeye
olan Uyelik (aitlik) derecesini gosteren [0, 1] kapal: araligindaki degerlerle birlikte ifade
edilirse, bu kiimeye bulanik kiime denir. Bulanik bir kiimede her bir nesnenin, bir tyelik
derecesi vardir.

Herhangi bir bulanik kiimede, Uyelik dereceleri birbirine esit nesneler de

bulunabilir. Uyelik dereceleri, tiyelik fonksiyonundan yararlanilarak elde edilirler.

Tablo 1.
Klasik Mant:k ve Bulanik Mant:k Arasindaki Temel Farkl:l:klar

Klasik Mantik Bulamk Mantik

A veya A Degil A ve A Degil

Kesin Kismi

Hepsi veya Hicbiri Belirli Derecelerde
Oveyal 0 ve 1 Arasinda Sureklilik
ikili Birimler Bulanik Birimler

Kaynak: Cobanoglu, 2000, s. 3

Tablo 1’ de de goruldigl Uzere, klasik mantikta bir eleman bir kiimenin
elemanidir ya da degildir; yani klasik kiimeler ikili degerlerle ve kesin yargilarla ifade
edilirler. Fakat bulanik mantik ile olusurulan kimelerde, bir eleman bulank bir
kiimenin eleman: olabilir, kismen eleman: olabilir ya da hi¢ eleman1 olmayabilir. Buna
paralel olarak bulanik bir kiime ifade edilirken [0, 1] kapal araligindaki, strekli bulanik

sayilardan yararlanilir.



Sekil 1. Klasik kiime Sekil 2. Bulanik kiime
Kaynak: Vesa, 2004

Sekil 1 ve Sekil 2° de goruldigi Uzere, klasik kiimeler kesin sinirlarla cevrili
olup, bulanik kimelerde ise bu sinirlar belirgin degildir. Bu durum iki kiime arasindaki

en 6nemli farklardan biridir.

2.2. Bulamik Mantigin Uygulama Alanlan

Son yillarda arastirmacilarin oldukga ilgisini ¢ceken bulanik mantik: dogrusal ve
dogrusal olmayan kontrol mekanizmalari, finansal sistemler, isletme arastirmalari, veri
analizleri gibi bircok alanda uygulama alanit bulmustur. Yapilan calismalar bulanik
mantigin: muhendislik, fizik, biyoloji, toplum bilimi, psikoloji, yoneylem arastirmasi,
karar vermede, borsa analizlerinde ve ekonomi basta olmak tizere her alanda dinamik
sistemlerin modellenmesinde kullanilabilecegini gostermektedir. Tablo 2’ de ise bulanik

mantigin bazi uygulama alanlar: gosterilmektedir.



Tablo 2.

Bulan:k Mantig:n Uygulama Alanlar:

Uygulama Alam

Aciklama

Klimalar
Camasir Makineleri
Elektrikli Stplrge

Su Isiticist

SLR fotograf makineleri
ABS fren sistemi
Televizyon

Sendai metro sistemi

Cimento Sanayi
Otomobil aktarma organ:
Video kayit cihazi

AsansOr denetimi

Ortam sartlarina gore en iyi calisma durumunu belirler, odadaki Kisi
yogunlugu arttiginda sogumayi arttirir.

Camagirin Kirliligine, kumas cinsine, agirligina gére uygun yikama programi
secer.

Stpuralen yerin kirliligine ve durumuna gére motor gliclini en uygun
sekilde ayarlar.

Kullanilan suyun miktar ve sicakligina gore 1sitnma derecesini ayarlar.
Ekrandaki nesne sayisi arttiginda en iyi odak ve aydinlatmayi belirler.
Tekerleklerin kilitlenmeden fren yapmasini saglar.

Ekraninin parlakligini, rengini ve kontrastini ayarlar.

Gugten tasarruf saglar, mzlanma ve yavaslamay: ayarlayarak rahat bir
yolculuk saglar.

Degirmende 151 derecesini ve oksijen oranini ayarlar.

Arabada bulunan yik miktar1 ve kullamima gdre en iyi disli sistemini seger.
Cekim sirasinda, elle tutulmadan dolay: olusabilecek sarsintiy: ortadan
kaldrir.

Yolcu trafigine gore bekleme zamanim ayarlar.

Kaynak: Goksu, 2008, s. 7

2.3. Bulamik Mantigin Avantajlari ve Dezavantajlari

Bulantk mantigin  en  6nemli avantajlarindan  biri, klasik mantikla
cozimlenemeyen ve belirsizlik iceren sistemlerin modellenmesinde kullaniimasidir.
Ayni zamanda bulanik mantikla birlikte sézel yargilarin matematiksel olarak ifade
edilmesi saglanmistir. Bulanik mantik, eksik bilgiler iceren veya supheli kaynaklardan
elde edilen verilerden bile yararlanilarak modelleme yapilabilen bir mantik surecidir.
Uygulamas: igin ¢ok karmasik modellere gerek olmayip; bu durumun tam aksine
karmasik durumlarin basit modellerle ifade edilebilmesine olanak saglar. Bu sebeple
maliyetinin de ucuz olmasi ve uygulayiciya zaman kazandirmasi bulanik mantigin en
temel avantajlarindandir. Bunlara ek olarak bulanik mantik uzman Kisilerin bilgi ve
deneyimlerinden yararlaniimasina da olanak saglar. Bulanik mantik, sistemlerin esnek
bir sekilde modellenmesini saglar ve bu modeller; zamanla degisen ortam sartlarina
gore kolayca guncellenebilir.

Bulanik mantik uygulamalarinin  en belirgin  dezavantaji ise, uyelik
fonksiyonlarinin uzman Kkisilerin gozlemlerinden ve deneyimlerinden yararlanilarak

herhangi bir kurala dayanmadan, benzetme ¢alismalariyla, keyfi bir sekilde belirlenmesi
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olup bu durumun kolayca hata yapilmasina sebebiyet verebilmesidir (Goksu, 2008, s.
8).

2.4. Uyelik Fonksiyonlar

Tamm 2.4.1.

Bulanik bir kimede, her elemanin (yelik derecesinin elde edilmesinde
yararlanilan fonksiyona uyelik fonksiyonu denir. Klasik kiimeler icin tyelik dereceleri O
veya 1 olup; bulanik kiimeler icin [0, 1] kapah arahginda degerlerden olusur. Herhangi
bir bulanik kiime ifade edilirken sonsuz sayida farkli tyelik fonksiyonu kullanilabilir.
Uyelik fonksiyonu, u(x) sembolii ile gosterilir. Bu fonksiyon her kiime icin farklilik
gosterir. Bulanik bir kiime elemanlar1 ayn1 anda farkli siniflara dereceli olarak ait

olabilirler.

Ornek 2.4.1.
Geng insanlarin olusturdugu klasik bir kiime:
A = {x:x yast 25 ten klcUk olan insanlar} seklinde gosterilsin.

pa(x); A kiimesinin tyelik fonksiyonu olmak Uzere,

(1, x<25ise
“A(x)‘{o, aksi halde ()

olarak tanimlanir. (1)’ de verilen u4(x) fonksiyonunun grafigi Sekil 3’ te gosterilmistir.

(Genglik Derecesi)

H(x)

1 o
0.8 :
0.6
0.4
0.2

0 10 20 30 40 S0 60 70 x° (vas)

Sekil 3. Klasik kiimelerde U.F. grafigine bir 6rnek
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Sekil 3’ te, insanlarin 0-25 yas araliginda geng; 25 yasindan sonra ise geng
olmadiklart agiktir. Bu durumda, klasik kiime mantig: ile 26 yasindaki bir Kisinin geng
sinifina ait tyelik derecesi 0 olup bu kisi artik geng degildir.

Bulanik kiimelerde ise 26 yasindaki bir Kisi icin de belirli bir Gyelik derecesi
atanir ve bu kisi belirli bir tyelik derecesiyle gen¢ kabul edilir. A geng insanlarin

olusturdugu bulanik bir kiime olarak tanimlanir ise, tyelik fonksiyonu:

1, x <25
45-x
pa(x)= 5 25<x <45 (2)
0, x =45

seklinde tamimlanir. (2)’ de verilen p,(x) fonksiyonunun grafigi ise Sekil 4’ te

gOsterilmistir.

(Genclik Derecesi)
u(x)
1
0.8
0.6
0.4
0.2 :
0 10 20 30 40 50 60 70 R (Yas)

Sekil 4. Bulamk kiimelerde iki parametreli U.F. grafigine bir 6rnek

Buna gore insanlarin 0-25 yas araliginda geng; 25-45 yas araliginda belirli
derecelerde gen¢ —kismen geng- ve 45 yasindan sonra ise gen¢ olmadiklar: agiktir. Bu
durumda bulanik kiime mantig: ile 26 yasinda olan bir Kisi:

1(26) = [(45 — 26)/20] = 0,95

uyelik derecesi ile 6nemli 6lgtide geng sinifina dahildir.
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Uyelik fonksiyonunun tutarli bir sekilde belirlenmesi ile birlikte bulanik bir
sistemdeki belirsizlikler ortadan kalkar. Bu sebeple, bulanik bir durumda Kkarar

asamasinda en 6nemli adim, tyelik fonksiyonunun olusturulmas: islemidir.

Tamm 2.4.2.

Bulanik bir kiimede, Uyelik dereceleri 1 olan eleman, kiimeye tam olarak aittir
ve bu elemanlarin olusturdugu altkiimeye bulanik kimenin cekirdegi (core) denir (Sen,
2003).

CoreA = {x: us(x) =1}

Tamm 2.4.3.
Bulanik bir kiimede, uyelik dereceleri (0, 1) acik araliginda olan elemanlar igin
kismi aitlikten soz edilir ve bu elemanlarin olusturdugu alt kiimeye, bulanik kiimenin

destek kiimesi (support) denir (Paksoy, Pehlivan ve Ozceylan, 2013, s. 27).

SupA = {x: 0 < pu,(x) <1}

Tamm 2.4.4.
Bulanik kimelerde dyelik fonksiyonunun 0.5 e esit oldugu noktaya uyelik

fonksiyonunun gecis noktas: (crossover) denir.

CrossoverA = {x: uy(x) = 0.5}

Tanmm 2.4.5.

Uyelik derecesinin en yiiksek degerine ise bulamk kiimede yikseklik denir
(Ross, 1995).

Uyelik derecesi sifira esit olan herhangi bir elemanin, bulanik kiimeyle herhangi
bir iliskisi yoktur. Bulanik kiimeler temel olarak Gyelik fonksiyonlarina dayanmaktadir
ve bu fonksiyonlar olusturduklar: grafik sekillerine gore asagida belirtildigi gibi birkac
farkli bigimde tanimlanmaktadirlar:

Iki parametreli artan tyelik fonksiyonu
Iki parametreli azalan tiyelik fonksiyonu

Uc parametreli artan Gyelik fonksiyonu
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Ucgensel (Triangular) tiyelik fonksiyonu
Yamuk (Trapezoidal) tyelik fonksiyonu
Can sekilli tyelik fonksiyonu

(Goksu, 2008, s. 11).

Gorildugu uzere, cok cesitli tyelik fonksiyonlart mevcuttur, fakat genelde en
cok kullanilan dyelik fonksiyonlari: tGggensel dyelik fonksiyonlari ve yamuk uyelik

fonksiyonlar: oldugundan dolay: burada yalnizca bu iki fonksiyon tanimlanmaistir.

2.4.1. Ucgensel Uyelik Fonksiyonlar

Tamm 2.4.1.1.
Herhangi bir A bulanik kiimesi, (aq,a,,as) gibi t¢ belirleyici degerden olusur

ve bu degerler igin asagida belirlenen (¢ kosul saglanir ise:

a, Ve a, arasinda artan bir fonksiyon
a, Ve a arasinda azalan bir fonksiyon ve

a1£aZSa3

A, Ucgensel bulanik sayilardan olusur. w4 (x) tyelik fonksiyonu ise en genel haliyle:

r 0O, x<a
x—a1
, a <x<a,
a, —aq
Ha(x) =4 % x, a, <x<aj
as —da;
0, x> a;
\

seklinde tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan bir p,(x) tyelik fonksiyonunun grafigi ise
bir tGggen olusturur ve u,(x) fonksiyonuna, ticgensel tyelik fonksiyonu denir (Gani ve
Assarudeen, 2012).

Ornek 2.4.1.1.
A = (—3,—1,4) ucgensel bulanik sayilarinin verildigi A bulanik kimesinin

ua(x) Uyelik fonksiyonu (3)’ te verilmistir:
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_‘|_0, X< -3

|

:x_+3 _3EXE-1 .
n=1

.:.ﬁ -1£x£4

T5°

%0, X >4,

Ua(x)’ in grafigi ise Sekil 5’ te gosterilmistir:

#{m(l}

L

‘ =3 = T X

Sekil 5. Uggensel U.F. grafigine bir 6rnek

2.4.2 Yamuk Uyelik Fonksiyonlar

Tamm 2.4.2.1.
Herhangi bir A bulanik kimesi, (a,, a,, as,a,) gibi dort farkli belirleyici

degerden olusur ve bu degerler icin asagida belirlenen dort kosul saglanir ise:

a,Ve a, arasinda artan bir fonksiyon
a, Ve a; arasinda sabit bir fonksiyon
a, Ve a5 arasinda azalan bir fonksiyon ve

a0, < a3 < Ay

A, yamuksal bulanik sayilardan olusur. u4(x) Uyelik fonksiyonu ise en genel haliyle:
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0, x<a

xX—a
—L a, <x<a,

a-a;, '
.uA(x) = ’ a41x (4)
S az < X < ay
as—as

kO, X>a,

olarak tanimlanir. Bu sekilde tanimlanan bir p,(x) tUyelik fonksiyonunun grafigi ise bir
yamuk belirtir ve p,(x) fonksiyonuna, yamuk tyelik fonksiyonu denir.
Sekil 6 da bir yamuk uyelik fonksiyonu olan u,(x) fonksiyonu grafigine bir 6rnek

verilmistir.

fa(x)

/ ..

aj ax a; as X

Sekil 6. Yamuk U.F. grafigine bir rnek

Sekil 6° da goruldigl tzere yamuk bulanik sayilarinin olusturdugu bulanik

kimelerde, en az iki elemanin lyelik dereceleri 1 olmalidir (Lootsma, 1997).

2.4.3. Uyelik Fonksiyonlarimin Ozellikleri

Bulanik bir kiimeyi belirten Gyelik fonksiyonlarinin; normallik, digbukeylik,

monotonluk ve simetri 6zelliklerine sahip olmalar1 gerekmektedir.

2.4.3.1. Normallik

Tamm 2.4.3.1.1.
A bulanik bir kiime olmak Uzere, 3 bir x; € A igin puy(x;) = 1 esitliginin

saglanmasi durumuna normallik 6zelligi denir.
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Tamm 2.4.3.1.2.

Normallik 0Ozelliginin saglanmadigi durumlarda bulanik kiime, normalalt:
(subnormal) bulanik kiime olarak tanimlanir (Baykal ve Beyan, 2004).

Bos olmayan herhangi bir bulanik kiime normalalt: ise, kiimenin her eleman1 en
yuksek tyelik derecesine bolunerek kiime normal hale getirilebilir (Pedrycz ve Gomide,
1998).

Ha(x) 4(x)
ik 'y
1

T

Sekil 7. Normal U.F. grafigi Sekil 8. Normalalt: U.F. grafigi

L
X

H"‘

Sekil 77 de normal U.F. ve Sekil 8’ de normalalt: U.F. grafigine 6rnekler verilmistir.

2.4.3.2. Digsbuikeylik

Tamm 2.4.3.2.1.
Herhangi bir A bulanik kiimesinde, u4(x); [0,1] kapal arahginda asagidaki
Ozelliklerden birini saglar ise;

stirekli artan fonksiyon
surekli azalan fonksiyon
us(c) = Llolan ilk c noktasina kadar surekli artan; bu noktadan sonraki

her durum igin strekli olarak azalan bir fonksiyon

A bulanik kiimesi disbikeydir (konvekstir) denir. Bu kosulun saglanmadig: durumlarda
uyelik fonksiyonundan bahsedilemez (Sen, 2003).

Baska bir ifadeyle, A; R de tanimli bulanik bir altkime olmak lzere; x;, x, € A
ve her ¢ € [0,1] icin,
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paCxy+ (1 =c)x) = min (g (x1), s (x2)) ()

kosulu saglanir ise A bulanik kiimesi disblkeydir denir. (5)* te verilen islemler bulanik

mantik islemlerinden yararlanilarak yapilir. A kiimesinin timleyeni ise icbiikey olur.

() Ma(x)

1 &

1 1

-
|

X

L
L5

Sekil 9. Konveks U.F. grafigi Sekil 10. Konveks olmayan U.F. grafigi

Sekil 9’ da konveks U.F. ve Sekil 10’ da konveks olmayan U.F. grafiklerine

ornekler verilmistir.

2.4.3.3. Monotonluk

Tanm 2.4.3.3.1.

Herhangi bir nesnenin bulanik bir kimeye olan yakinhg: arttikca wyelik
fonksiyonu bire yaklasir ve bu yakinlik azaldikca tyelik fonksiyonu birden uzaklasir ise
uyelik fonksiyonu monotondur denir. Monotonluk 6zelligi gostermeyen herhangi bir

bulanik kiimeden bahsedilemez.

2.4.3.4. Simetri

Tamm 2.4.3.4.1.

Bir bulanik kiimenin saginda ve solunda bulunan herhangi iki nesnenin kiimeye
olan uzaklig: birbirine esit iken, tyelik dereceleri de birbirine esit ise, lyelik fonksiyonu
simetriktir denir.

Uyelik fonksiyonlarinin simetrik olma 6zelligi gerekli bir kosuldur, buna ragmen
yapilan bazi uygulamalarda bu kosulun g6z ardi edilmis oldugu gozlenmistir (Bezdek
ve Pall, 1992).
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p(x) p1(x)
A
1 1
"X X
Sekil 11. Simetrik U.F. grafigi Sekil 12. Simetrik olmayan U.F. grafigi

Sekil 11’ de konveks U.F. ve Sekil 12’ de konveks olmayan U.F. grafigine drnekler

verilmistir.

2.5. Bulanik Kiimelerin Gosterimi

Tanmm 2.5.1.

X # {} evrensel kumesi uzerinde, herhangi bir A bulanik kiimesi tanimlanmis
olsun. Bu durumda her A bulanik kimesi; elemanlarinin ve tyelik derecelerinin birlikte
gosterildigi ikililer biciminde ifade edilirler.

her x € X ic¢in X evrensel kiimesi sonlu ise:

A=Tpex ™ (kesikli bigim) (6)
sonlu degil ise:
A= [ e (stirekli bigim) @)

seklinde gosterilir veya A bulanik kiimesi genel olarak:

A={(x,pa(x), x € X} (8)

seklinde gosterilir.
Burada X, I, [ ve + ifadeleri sembolik ifadelerdir. X, bulanik tekliklerin kesikli

evrenlerde; [ ise bulanik tekliklerin stirekli evrenlerde bir araya getirildigini ifade eder.
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‘I’ ayiraci, bulanik teklikleri birbirinden ayirmak i¢in kullanilmistir. “+” ise bulanik

tekliklerin bir araya geldigini gostermektedir (Sen, 2001).

Ornek 2.5.1.

0 0,3 0.5 0.7 0.9
0 1 2 3 4

Yukarida kesikli bicimde verilen A bulanik kiimesi ic¢in kesin sayr uzay kimesi;
X ={0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} olup, X Uzerinde cizilen Uyelik fonksiyonu grafigi ise
Sekil 13 teki gosterilmistir.

u(x)

0.9 [ ]
0.8
0.7 ®
0.6

0.4
0.3
0.2
0.1

.

Sekil 13. Kesikli zamanl bulanik kiime U.F. grafigine bir 6rnek

ﬂ 1 2 3 4 5 6 7 X (Kesin say1uzay)

Ornek 2.5.2.

Sirekli bicimde tanimlanmis olan 3’ e yakin sayilar kiimesini goésteren A bulanik

kiimesinin Gyelik fonksiyonu; u,(x) = olsun. Burada A, sirekli zamanlh

1
1+6(x—3)2

bulanik bir kiime olup u,(x)’ in grafigi ise Sekil 14’ te gosterilmektedir.
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(x), Uyelik dereceleri

12

1

/a\
[\
. [\

. [\

Sekil 14. Strekli zamanl bulanik kiime U.F. grafigine bir 6rnek

2.6. Bulanmik Kiimelerde Cebirsel islemler

Klasik kimeler icin tanimli olan; birlesim, kesisim, timleyen ve kartezyen

carpim gibi cebirsel islemler bulanik kiimeler i¢in de asagidaki sekilde tanimlanir.

2.6.1. Bos Kiime

Tamm 2.6.1.1.

Bulanik bir X kimesinde, her a € X igin

px(a) =0
ise, X’ e bos kiime denir.

2.6.2. Esitlik
Evrensel bir X kiimesinde, A ve B iki bulanik alt kime olmak Gzere; her x € X
icin,
pa(x) = pp(x) ise A=B
olur.

2.6.3. Kapsama

Evrensel bir X kiimesinde, A ve B iki bulanik alt kiime olmak Uzere; her x € X
icin

pa(x) < ug(x)
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ise, B kimesi; A kimesini kapsar ve aym zamanda A kimesi; B kimesinin

altkimesidir.

p(x)
1.ii.

Sekil 15. Kapsama grafigi

Sekil 15, bulanik kiimelerde kapsama grafigine bir érnektir.

2.6.4. Timleyen

X evrensel bir kiime ve 4, bu kiimenin bulanik bir altkiimesi olmak Uzere, A
kiimesinin timleyeni; A’, A veya A° sembolleri ile gosterilir.Burada her x € X icin, A’

kdmesinin elemanlar;

par(x) = 1= py(x)

fonksiyonu ile belirlenir. Bununla birlikte, herhangi bulanik bir A kiimesi icin klasik

kiimelerden farkl: olarak bazi durumlarda,

ANnA #0

oldugu goruldr.
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UF

1 ta(x)

pa(x)

Sekil 16. Timleyen grafigi

Sekil 16, bulanik kiimelerde timleyen grafigine bir 6rnektir.

2.6.5. Birlesim

Evrensel bir X kiimesinde, A ve B iki bulanik alt kiimeyi gostermek (zere, A ve

B kumelerinin birlesimi, u,,5(x) semboli ile gosterilir. her x € X igin;

Haup(x) = maks {us(x), up(x)}

olarak tanimlanir. Tamim geregi, A herhangi bir bulanik kime ve B = @ iken,

Haup(x) = pua(x)

olur. uy(x) = ug(x) ise,

taus(x) = ua(x) = pp(x)

Ve ty(x) < pup(x) ise,

Haup(x) = pp(x)

olur.
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JUF
1 Haup (%)
ta(x) Up (x )
/ o ““ \
N % \ » X

Sekil 17. Birlesim grafigi

Sekil 17, bulanik kiimelerin birlesimi grafigine bir 6rnektir. Ayrica bulanik kiimelerde U

islemi birlesmeli olup; A, B ve C bulanik kiimeleri i¢in

Au(BUC)=(AUB)uUC

olur.

2.6.6. Kesisim

Evrensel bir X kiimesinde, A ve B iki bulanik alt kiimeyi gostermek (zere her

XEX i¢in, uynp(x) kesisim kiimesi;

tang(x) = min {u, (x), up(x)}

olarak tanimlanir. Tanim geregi, A herhangi bir bulanik kiime ve B = @ iken,

Hang(x) = pp(x) =@

olur. py(x) = ug(x) ise,

tang(x) = pa(x) = pp(x)

Ve ty(x) < up(x) ise,

Hanp(x) = pa(x)
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olur. A ve B bulanik kiimeleri ayrik iki kiime ise, A n B = @ dir.

UF

A

ua(x ug (x)

tang(x)

v
x

Sekil 18. Kesisim grafigi

Sekil 18, bulanik kimelerin kesisimi grafigine bir 6rnektir. Bulanik kiimelerde n

islemi de birlesmeli olup, A, B ve C bulanik kiimeleri igin

An(BNnC)=AnB)NnC

olur.

2.6.7. Merkez

Evrensel bir X kiimesinde, A bulanik bir alt kiime olmak uzere, A kiimesinin
elemanlarinin ortalama degeri, A kiimesinin merkezini gosterir.

A kumesi sonsuz bir kiime ise, Uyelik fonksiyonunun maksimum degerini
goOsteren elemanlar arasindan en biyik / en kiguk islemi yapilarak, A kiimesinin

merkez noktas: bulunur.

2.6.8. a-kesimi (a-seviyesi)

Evrensel bir X kiimesinde, 4 bulanik bir alt kiime olmak Uzere, a-kesim kiimesi,

Ay ={xlus(x) = avex e X} a € [0,1]

fonksiyonu ile belirlenir. Burada, A, kiimesi; A bulanik kiimesinin destek kiimesidir. A

kiimesi ise A bulanik kiimesinin ¢ekirdegidir.
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2.6.9. Kartezyen Carpim

X ve Y evrensel kiimeleri tzerinde, sirasiyla A # @ ve B # @ olan, iki bulanik
kiime tanimli olsun. Bu durumda A kiimesi ile B kiimesi arasindaki bulanik iliskiler;

AxB kartezyen carpimu ile:
AxB = R c XXY

seklinde gosterilir; Uyelik fonksiyonu ile ise;

Hr(X,¥) = taxp(x, y) = min(ua(x), up())
olarak belirlenir.
Ornek 2.6.9.1.
A ={(2;0.3),(3;0.7),(4;0.6)} ve B = {(1;0.7),(2;0.8),(3;0.6)} olarak verilen A ve
B bulanik kiimeleri icin,

AxB ={(2,1),(2,2),(2,3),(31),(3,2),(33),(41),(4,2),(43)} ve

min{0.3; 0.7}, min{0.3; 0.8}, min{0.3; 0.6},
Uaxp(x,v) =< min{0.7; 0.7}, min{0.7; 0.8}, min{0.7; 0.6},
min{0.6; 0.7}, min{0.6; 0.8}, min{0.6; 0.6}.

olur ve dolayisiyla,

taes(x,y) = {0.3,0.3,0.3,0.7,0.7,0.6,0.6,0.6,0.6}

olarak bulunur.
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BOLUM III

BULANIK MATRISLER

Bu bolimde, ¢alismanin giris kisminda bahsedilen makaleler 1s1ginda bulanik
matrislerden bahsedilecek ve bulanik matrislerle yapilan cebirsel islemler ve bu
islemlerin cebirsel 6zellikleri incelenecek olup bulanik matrislerde yakinsama kavrami

ve bulanik matrislerin yakinsama kosullarindan s6z edilecektir.

3.1. Bulanik Matris Kavram

Tamm 3.1.1.
[0,1] kapali araligindaki degerlerden olusan ve matris islemleri, bulanik

mantiksal islemler uygulanarak elde edilen matrislere, bulanik matris denir.

Tamm 3.1.2.
X =[ X1, Xz, ..., Xn ] bir satir vektoriini géstermek tzere, her 1 <i < n igin

x; €[0,1] ise, X’ e 1xn boyutlu bulanik satir matrisi (vektord) denir.

Tanm 3.1.3.

]
X=]. ‘ bir suitun vektdrinl gostermekte iken her 1 <i<niginx; €[0,1] ise, X’ e

Xn

nx1 boyutlu bulanik sutun matrisi (vektoru) denir.

Tamm 3.1.4.
X110 Xin

X=1: matrisinde, her 1 <i<mve 1 <j<nigin, x;; € [01]ise, X" e
Xm1 " Xmn

mxn boyutlu dikdortgensel bulanik matris denir.

Tamm 3.1.5.
X117 Xin

X=]1: matrisinde, her 1 <i<nvel<j<nigin x;; €[01] ise, X" e
Xn1 " Xan

nxn boyutlu karesel bulanik matris denir.
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“Bulanik matrislerde girdiler bulanik mantik islemleri ile belirlenir. Bulanik
matris islemlerinde: iki bulanik matris klasik matrislerde islem uygulanacak gibi normal
sekilde yazilir. Fakat bulanik matrislerle yapilan islemler, klasik matris islemlerinden
farkl olarak, kullanilan modele veya probleme gore maks ve min mantiksal islemleri
ile belirlenir” ( Thomason, 1977).

Bulanik matrislere uygulanan maks veya min mantiksal islemleri sonucu elde
edilen matrislerin her eleman1 [0,1] kapal arahginda yer alacagindan dolayi, bu
mantiksal islemler sonucunda elde edilen matrisler de birer bulanik matris ozelligi

gosterirler.

3.2. Bulanik Matrislerde Cebirsel islemler

Bu bolumde bulanik matrislerin toplami, ¢arpimi ve timleyeni tanimlanacaktir.

3.2.1. Bulamk Matrislerin Toplam

Iki bulanik matisin toplam: da bulanik bir matris olmalidir. Bu toplamin klasik
matris toplami ile elde edilmesi mimkun olmayacagindan dolay: bulanik matrislerde
toplama islemi yerine maksimizasyon veya minimizasyon mantiksal islemlerinden

yararlanilir (Kandasamy, Smarandache ve Illanthenral, 2007, s. 10).

3.2.1.1. Bulanik Matrislerde Maksimizasyon Islemi

Tamm 3.2.1.1.1.

A= [aij]nxmveB = [b"f]nxm herl < i <nvel <j < migin aj€ [0,1] ve bj €
[0,1] seklinde ifade edilen ayn1 boyutlardaki A ve B bulanik matrisleri igin,

Maks(A,B) = [maks{aij’ bij}]

nxm

seklinde tanimlanr.

a

Az[c

b _Je f S
d] veB = [g h] bulanik matrisleri igin;

maks{a,e} maks{b, f}

Maks(A,B) = [maks{c, g} maks{d, h}

olur.
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aiq Ain b11 bln
A= P lveB=|: ' : ] bulanik matrisleri icin;
Am1 Amn bml bmn
maks{a,1,b11} -+ maks{ain, bin}
Maks(A,B) = : :
maks{anq, b1} - maks{amn, bmn}

olarak belirlenir. Maksimizasyon tanimina bagli olarak, A ve B ayni boyutlarda

herhangi iki bulanik matris olmak (izere,

Maks(A,B) = Maks(B,A)
ve

Maks(A,A) = A
olur. Buna ek olarak, 0: sifir matrisini gostermek Gizere,

Maks(A,0) = Maks(0,A) = A

olur.

3.2.1.2. Bulanik Matrislerde Minimizasyon Islemi

Tanim 3.2.1.2.1.

A=a;]  veB=[b;] wher1 <i<mnvel<j<micn, aj€ [01]ve

nxm nx

bij € [0,1] seklinde ifade edilen ayn: boyutlardaki A ve B bulanik matrisleri igin,

Min(A, B)=[min{a;; b;;}]

nxm

seklinde tanimlanar.

a b

A:[c d

] veB = [e f] bulanik matrisleri icin,
g h

min{a,e} min{b, f}

Min(A,B) = [min{c,g} min{d, h}

olur.



a1 A1n byy - bip
A= P lve B=| : : ] bulanik matrisleri igin,
Am1 Amn bml bmn
min{a;q,by1} -+ min{ag,, bin}
Min(A,B) = : : ]
min{amll bml} min{amnl bmn}

olur. Minimizasyon tanimina bagh olarak, A ve B ayni boyutlarda olan herhangi iki

bulanik matris olmak Uzere;

Min(A, B) = Min(B, A)

ve

Min(4,A) = A

olur ve 0: sifir matrisini gostermek Uzere;

Min(4,0) = Min(0,4) =0

olur. A ve B iki toplanabilen (esit boyutlarda) bulanik matrisler iken,

maks[A, B] = min[A, B]

oldugundan dolay,

A+ B = Maks{A.B}

ile tanimlanir.

3.2.2. Bulanmik Matrislerin Carpim

29

A ve B iki bulanik matris olsun. A matrisinin sttun sayisi, B matrisinin satir

sayisina esit olmas:t kosulu altinda, bu iki bulanik matise uygulanan klasik matris

carpma islemi sonucunda bulanik bir matris elde edilemez. Bu sebeple bulanik

matrislerde carpma islemi icin de maks ve min mantiksal islemlerinden yararlanilarak,

carpma islemi yeniden tanimlanmistir. Carpilabilen (matrislerin boyutlarinin carpima
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uygun olmasi durumu) bulanik matrislerde maks(min) veya min(maks) mantiksal

islemleri uygulanarak carpma islemi yapilir (Kandasamy vd., 2007, s. 10).

Tanmm 3.2.2.1.
A ve B iki bulanik matrisi i¢in A matrisinin sutun sayisi, B matrisinin satir

sayisina esit olsun. A ile B’nin ¢arpimi olan C matrisi ,
C=AB = [maks{min{A, B}}] veya [min{max{A, B}}]

seklinde tanimlanur.

Bu iki mantiksal islem uygulanarak yapilan ¢arpma isleminde, birbirinden farkl:
sonuclar elde edilir. Bulanik marislerde carpma veya toplama islemi sirasinda hangi
mantiksal islemin uygulanacag: probleme ve ortamin kosullarina gore degisir. Buna,

problemi ¢cozimleyecek olan uzman kisi karar verir.

3.2.2.1. Bulanik Matrislerde Maks(Min) Islemi

Tanim 3.2.2.1.1.

A matrisinin satir sayisi, B matrisinin siitun sayisina esit olmak tzere, A =[a;]

ve B:[bjk]mxt herl <i<n,1<j<m,1<k<c<t,aj€e[01] ve bxe
[0,1] seklindeki iki bulanik matrisin maks(min) carpimini gosteren nxt boyutlu C

matrisi; C = (c;;) ve ¢;; = maks(min(ay, by;)) ; k = 1,2,...mile tammlanur.

b e . _ _
A= [Ccl d] Ve B = [g {l] bulanik matrislerinin maks(min) carpimi C ise;

. Imax{min{a, e}, min{b, g}} max{min{a, £}, min{b, h}}
~ [max{min{c, e}, min{d, g}} max{min{c, £}, min{d, h}}

olarak tanimlanur.

byy - by
i~ i |carpilabilen bulanik
bni - bk

ajp - Qipn

Genel olarak, A = ve B =

Am1 " Qmn

matrislerinin maks(min) carpimi C ise;
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maks{min{a,;, by1}, ..., min{ay,, bpid} -+ maks{min{ayy, by}, ... min{ay,, bu}}
C = : :
maks{min{any, by1}, ., Min{amn, b3} -+ maks{min{anmy, byi}, ..., Min{ayn, bui}}

seklinde belirlenir.

A ve B carpilabilen herhangi iki bulanik matris olmak (izere;
Maks(min(A,B)) # Maks(min(B,A))
olur ve dolayisiyla,
AB + BA

dir. Clnk B matrisinin sttun sayisi, A matrisinin satir sayisina esit olamayabilir. Bu

durumda, maks(min(B, A)) islemi yapilamaz.

3.2.2.2. Bulanik Matrislerde Min(Maks) Islemi

Tanim 3.2.2.2.1.

A=lay]

[0,1] ve bje [0,1] seklindeki carpilabilen iki bulanik matrisin min(maks) ¢arpimini

ve B=[by] herl<i<n 1<j<m,1<k<t,ae
gOsteren nxt boyutlu C matrisi;

¢ = [min{maks{a;;, b }}]
seklinde tanimlanr.

a

Az[c

Z] veB = [; {l] bulanik matrilerinin min(maks) ¢arpim C ise,

_ Imin{maks{a, e}, maks{b, g}} min{maks{a, f}, maks{b, h}}
~ | min{maks{c, e}, maks{d, g}} min{maks{c, f}, maks{d, h}}

olur.



biy -+ big
i i |carpilabilen bulanik
bpi bk

matrislerinin min(maks) ¢arpimini gosteren C bulanik matrisi ise,

air ot Qun

Genel olarak 4 = ve B =

Am1 " Amn

l min{maks{a,,b11}, ... maks{an, bps}} -+ min{maks{a;;, byx}, ..., maks{ai,, bui}} ]
C= : - :

min{maks{amy, b11}, ..., Maks{@pn, bps}} - min{maks{a,,y, bix}, ..., Maks{amn, bnic}}

olur.

A ve B iki bulanik matris iken; maks(min) islemi ile ayni sebepten dolays;

Min(maks(A,B)) #= Min(maks(B,A))

dir. Bununla birlikte,
Maks{min{a,;, b }} # Min{maks{a;;, bj. }}
olup;
Maks(min(A,B)) # Min(maks(A,B))
olur ve genellikle,
Maks{min{a;;, b;x }} = Min{maks{a;;, b;. }}
oldugundan dolayz;
Maks(min(A,B)) = Min(maks(A,B))

olur.

Bu calismanin devam eden boélimlerinde bulanik matrislerin ¢arpima icin
AB = Maks(min(A, B))

olarak tanimlanmastir.

32
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3.2.3. Bulamk Matris Tumleyeni

Tamm 3.2.3.1.

A= [aif]nxm herl <i<n1l<j<mvea;€ [01] seklinde verilen bir

bulanik matrisin timleyeni A semboli ile gosterilir. 4 = [a;;] olmak tzere;

aij = 1—aij

olarak tanimlanur.

Ornek 3.2.3.1.
_[a b PSP,
A= [C d]’ bulanik matrisi igin;
- _[l—a 1-b
4= [1 —c 1- d]
olur.
a1 o Qi
A= ’ : seklinde gosterilen bir bulanik matrisin tiimleyeni ise;
Am1 " Amnlye;,
l1-ay;; - l-ag,
A= : . :
1- Am1 - 1- Amnd m
seklindedir.

3.3. Bulanik Matrislerin Cebirsel Ozellikleri

Bu boélimde bulanik matrislerin maks , min, maks(min) ve min(maks)

islemleri altinda gbzlemlenen cebirsel dzelliklerinden s6z edilecektir.

3.3.1. Maks isleminin Cebirsel Ozellikleri

A= (a;;), B=(b;) ve C =(c;;) matrisleri toplanabilen bulanik matrisler
olmak Uzere, bulanik matrislerde toplama (maks) isleminin cebirsel ozellikleri asagida
gosterilmektedir:

Kapalilik ozelligi:
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D=A+Bve D=/(d;)ise (d;;) = maks{a;; ,b;; } ile tammlamr. Burada D
matrisi de bulanik bir matris olur ve bulanik matrislerin maks toplamina gore
kapalilik 6zelligi vardir.

Birlesme ozelligi:

maks{maks{a;;, b;;}, c;j} = maks{a;;, maks{b;;, c;;}}olup, (A+B) +C =
A + (B + C) esitligi saglanir ve bulanik matrislerin matrislerin maks toplamina
gore birlesme 6zelligi vardir.

Degisme ozelligi:

maks{a;j, b;;} = maks {b;;, a;;} olup, (A + B) = (B + A) esitligi saglanir ve
bulanik matrislerin maks toplamina gore degisme 6zelligi vardir.

Birim eleman:

E = (e;;) olmak UGzere, her A bulamk matrisi igin maks{a;; e;;} =
maks{e;j, a;j} = A kosulunu saglayan, btiin terimleri sifirdan olusan E = [O]
bulanik matrisi vardir. Buna gore bulanik matrislerde maks toplamina gore

birim matris, E = [0] matrisidir.

3.3.2. Maks(Min) isleminin Cebirsel Ozellikleri

A= (a;), B=(b;) ve C=(c;;) bulank matrisler ve » = maks(min) islemini
gostermek lzere, maks(min) isleminin cebirsel 6zellikleri asagida gosterilmektedir.
Kapalilik 6zelligi:
D =A=B olarak belirlenen D = (d;;) matrisi de bulamk bir matris olup,
bulanik matrislerde maks(min) ¢arpimina gore kapalilik 6zelligi vardir.
Degisme 6zelligi:
A «B # B * A olup bulanik matrislerde maks(min) carpimina gore degisme

Ozelligi yoktur.

Ornek 3.3.3.1.
_[02 0.6 _[03 05 e
A= [0.4 09l,., ve B = [0.7 08l,., bulanik matrisleri igin,
_[06 06 _[04 05
A*B_[O.7 08),., VeB*A_[OA 0.8l,,, olup, AxB # B A dir. Bu da

gosterir ki bulanik matrislerde maks(min) carpimina gore degisme 6zelligi yoktur.

Birlesme ozelligi:
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A x (B * C) = (A = B) * C olup bulanik matrislerde maks(min) carpimina gore
birlesme 0zelligi vardir.

Birim eleman:

E = (e;;) olmak Uzere, her Abulanik matrisi icin A« E = E * A= A kosulunu
saglayan, kdsegen elemanlar: 1 ve diger tim elemanlari 0’ dan olusan E = I
bulanik matrisi vardir. Buna gore bulanik matrislerde maks(min) carpimina

gore birim elemani, klasik matrislerdeki gibi | matrisidir.

3.4. Karesel Bulamk Matrislerin Kuvvetleri ve Yakinsakhgin Tanim

Dinamik sistemlerin, belirsiz ortamlarda gelecekteki durumlari, bulanik
matrislerin kuvvetlerinin hangi formda olduguna baghdir. Buna paralel olarak bulanik
matrislerin kuvvetleri ve yakinsama durumlari, arastirmacilarin oldukea ilgisini ¢eken
bir konudur.

Bu kisimda, Thomason (1977), Zhou & De-Fu (1997) ve Buckley’in (2000)
calismalarindan yararlanilarak bulanik matrisler ve yakinsamalar: ile ilgili gelistirilen
bazi tanimlamalar yapilmis ve bazi 6nermelerden bahsedilmistir. Bunlara bagli olarak
max(min) carpimi altinda karesel bulanik matrislerin kuvvetlerinin yakinsamasi igin

baz1 yeterlilik kosullar1 incelenmistir.

Tanmm 3.4.1.
F ; n” n boyutlu herhangi bir sonlu bulanik matris olsun. Bu durumda F

matrisinin kuvvetleri;

F° =1, birim kdsegen matris,

FK=F'*F  k=1,2..

seklinde tanimlanar.

Tamm 3.4.2.
{F“}, (n=123,...) dizisi, F bulanik matrisinin kuvvetlerinden olusan bir diziyi
gostermek Uzere;

F"=F°, (her n3c igin)
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olacak sekilde sonlu ve pozitif bir ¢ noktas: var ise F matrisi F° matrisine yakinsar ve

F matrisi yakinsaktir denir.

Tamm 3.4.3.

F, karesel bulanik matrisinin kuvvetleri, sonlu ve pozitif bir ¢ noktasi igin;

Fe=S,, F™=S,, .., Fl=s Fl'=g, ...

olacak sekilde {Sl, ST SL} dizisi olusturur ise, F sonlu bir periyotta salinimhidir denir.

Tanm 3.4.4.

Ave B, nxm boyutlu bulanik matrisler iken, her 1£i£n ve 1£ JEm icin a; £,

ise, bu durum A £ B ile tanimlanur.

Tamm 3.4.5.

A nxn boyutlu bulanik matrisi igin;
A<A*< A3 ..
ise A’ya monoton artan bulanik matris denir.

Burada n kiiclik ise A’nin monoton artan olup olmadigina A < A% kosulunu

saglayip saglamadigina bakilarak karar verilebilir.

Tanmm 3.4.6.

A karesel bulanik matrisi icin;
A= A= A% ..

ise, A’ ya monoton azalan bulanik matris denir.
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Onerme 3.4.1.
A = (a;;) ve B = (b;;), nxm boyutlu iki bulanik matris ve * ise max(min) carpimini
gostersin. Bu durumda € = (¢;;), m~ p boyutlu herhangi bir bulamk matris iken,

A < B isg;
AxC<Bx*C
olur (Thomason, 1977).

ispat

Her 1£i£n , 1£j£Em icin A<B, yani (a;) < (b;) olsun. Bu durumda
min(a, cx;) < min(by, cx;) oldugunu gosterelim.

Eger cpj < ay ise cx; < ag < by olup min(ay, cxj) = cx; < Min(by, cxj) = cx;
saglamr. Diger taraftan a; < ¢y ise min(aik, ckj) = a;; olur.

Boylelikle,

(i)  min(by, cx;) = by ise ay < by olup kosul saglanir.

(i) min(by, k) = cxj ise ay < ci; olup kosul saglanir.

O halde, a;c, £b,c, bulanik carpim bagintisi  saglamr.  Sonu¢ olarak,
¥ max(min(ag, cx;)) < X max(min(by, cx;)) olup ¥ aycr; < X bycy, elde edilir.
Dolayisiyla AC £ BC olur.

Bulanik matrislerin cebirsel yapisi, yakinsama veya periyodik olmasina karar
verilmesinde Onemli rol oynar. Bunlardan en belirgin olant kdsegen elemanlarinin

bulundugu satir veya situndaki terimlerden blylk olmasidir. Asagida bu durumu

aciklayan baskinlik ilkesi tanimlanmastir.

Tamm 3.4.7.
Bir A bulanik matrisinde, her 1 < i,j < n icin a;; € A icin, a;; < a;; veya a;; < ajj

ise, A icin baskinlik ilkesi saglanir denilmektedir.
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Teorem 3.4.1.
A, nxn boyutlu bulanik matrisi baskinlik ilkesini saglar ise; A monoton artan bir

matris olup ayn: zamanda yakinsaktir (Zhou ve De-Fu, 1997).

ispat
A matrisi baskinlik ilkesini saglasin. Bu durumda a;; < a;; < ay, a;; < a;; <
ajj veya a;; < a; < a;; durumlanindan biri gegerli olup, U¢ durumda da heri,j

kombinasyonu icin, max{a;; a a;;, a;; A a;} = a;; olur.

alzj - makS(aik Aak]') = max{aii Aai]', ai]' Aa]']' - Qij, (1 <k< Tl)
olur. Bu sebeple A monoton artandir.
Tamm 3.4.8.
A,nxn boyutlu bir bulanik matris olsun. 1 < k < n olmak Uzere, her 1 <t <
n igin;
a;e = max{ay} veyaay, = max{ay}

kosulu saglanir ise, A maksimum ilkesini saglamaktadir denir.

Teorem 3.4.2. (Maksimum ilkesi Teoremi)

Maksimum ilkesini saglayan her A bulanik bir matrisi igin:

1. A2<A3<--<Avli<...

2. A matrisinin kuvvetlerinde kdsegen elemanlar: sabit kalir:
a;=a;=a;=--=aj (herl<i<nigin)

3. Bir noktadan sonra A"~ = A" olup A matrisi yakinsaktir.

4. Fakat, A < A? kosulu her zaman saglanmayabilir (Zhou ve De-Fu, 1997).



39

Ornek 3.4.1.
03 1 O
A=|10 03 O bulanik matrisi maksimum ilkesini saglamakta olup,
0 0 0333
03 03 O
A*=]10 03 O = A3 bulunur. Bu durumda 4% < A3vel <i < 3igin
0 0 033

a; = a’ = a3, olur. Aym zamanda A matrisi yakinsaktir. Fakat A > A% oldugu gorlir

Sonug 3.4.2.a.
Maksimum ilkesi yakinsaklik igin yeterlidir, fakat gerekli bir kosul degildir.

Ornek 3.4.2.
Maksimum ilkesini saglamayan, fakat yakinsak olan bir 6érnekle bu durum
ispatlanir.
0O 0 O
P =105 0 0] bulanik matrisinde p,, =0 <p,; =05 vep,, =0<p;3, =06
04 06 O
0 0O
olup P maksimum ilkesini saglamaz fakat, P> =0 0O 0| matrisine yakinsar. Bu
0 0O

durum maksimum ilkesinin yakinsaklik icin gerekli bir kosul olmadigini gosterir.

3.4.1. Karesel Bulamk Matrislerin Yakinsakhg icin Bazi Yeterlilik Kosullar
Onerme 3.4.1.1.
F , nxn boyutlu bulanik bir matris olsun. F ’nin kuvvetleri, sonlu bir ¢ sayisi

icin F° idempotent matrisine yakinsar ya da sonlu bir periyotta salinimlidir
(Thomason, 1977).

Ispat
Eger F ; bir ¢ sayis1 icin F° kuvvetine yakinsamaz ise, F bulanik matrisinin

kuvvetleri F’ de olmayan degerleri alamayacagindan, F, n sonlu bir periyotta

salimmhdir. Eger F , bir ¢ sayis1 icin, F® ye yakinsar ise bulamk matrislerde

carpmanin birlesme 6zelliginden dolays,
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FC=F° *F=(F°*F)*F=F° *(F*F)=F° *F?=.=
Fo *(F' *F)=F° *F°

olur. Bu da F bulamk matrisinin kuvvetlerinin, sonlu bir ¢ sayis1 icin F© idempotent

matrisine yakinsadigini gosterir.

Onerme 3.4.1.2.
F, nxn boyutlu monoton artan bir bulanik matris ise; F yakinsaktir (Zhou ve
De-Fu, 1997).

Ispat.

F monoton artan bulanik matris olsun. Bu durumda,
F<F*<F3<..
kosulu saglanir. F” nin kuvvetleri sonlu bir ¢ noktasindan sonra belirli olacagindan,
F<SF?<F}<--<F'<F*l=..

olup F sonlu bir ¢ noktasinda F¢ ye yakisar. Dolayisiyla F yakinsaktir.
Monoton artan bulanik matrislerle ayn: sebepten dolayr monoton azalan bulanik

matrisler de yakinsaktir.

Sonug 3.4.2.b.
P, nxn boyutlu bulanik bir matris, I ise nxn boyutlu birim matris olmak Uzere

P > I kosulu saglanir ise P yakinsaktir.

Ispat
P =1 olsun. Bu durumda, her 1<i<nicinp; =1=p;; veyap; =12

pji olup P bulamk matrisi maksimum ilkesini saglar. Buna bagh olarak P yakinsaktir.
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3.4.2. Baz1 Ozel Bulanik Matrisler ve Yakinsama Durumlar

Bu kisimda, secilen bazi ¢zel bulanik matrisler tanimlanacak ve bazilarinin

yakinsama durumlari incelenecektir.

3.4.2.1. Kdsegen Bulamk Matrisler

Tamm 3.4.2.1.1.
P = [p;;] matrisi, nxn boyutlu bulanik bir matris olsun. i # j icin p;; =0 ve i,j =

1,2,..,n ise P’ ye bulanik kdsegen matris denir.

P11 0

pP= ( - ); 1 <i<nigin a; € [0,1] seklindeki P matrisi, kdsegen bulanik
0 ' Dnn

bir matrisi gosterir.

Onerme 3.4.2.1.1.

Her P, nxn boyutlu kdsegen bulanik matris kendisine yakinsar.

pun 0 pun 0 pu - 0
p2=(: - oo i = o i | =P olup,
0 ' DPnn 0 ' DPnn 0 " Pnn

P=pPZ=p3=...

olur. Dolayisiyla, P matrisi kendisine yakinsar.

3.4.2.2. Ust Uggensel Bulanik Matrisler

Tamm 3.4.2.2.1.

P =(p;j) nxn boyutlu bulanik bir matris olsun. Her i > j icinp;; =0ise P

matrisi, Ust Gggensel bulanik matristir denir.
P11 = DPin
P | iken P matrisi nxn boyutlu, Ust Ucgensel bulanik bir matrisi
0 ' Dnn

gosterir.

P =
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Onerme 3.4.2.2.1.

_ [411
pP= [ 0 azz] bulanik matrisi i¢in 1 < i,j < 2 olmak Uzere,

a) Egerl <k <2 ve maks{a;;} = ay ise P> = P dir.

b) Eger maks{a;;} = a,, ise P? = P2 diir.

Ispat

P [all alz] [a11 alZ] — [all makS(min{all, alz}, min{a12, a22})

az; az; 0 as,

olur. Bu durumda,

a)

ai1 = gy = Ay ise maks(min{ay,, ai2}, min{ay,, az,}) = ay,,

a11 = Ay = agp ise maks(min{aqq, aio}, min{aqz, az,}) = ag,,

Ay = A3 = aq1 i€ maks(min{a,q, a;,}, min{a,,, a5,}) = a5,

Ay = A1 = A4, IS8 maks(min{a,,, a;,}, min{a,,,a,,} = a;, olur ve bu durumda

maks{aij} = ayy ise P2 = P kosulu saglanir.

b)
A1, = Aqq = Ayy iSe maks(min{a,q, a5}, min{a,,, a,,}) = a,;; ve

p3 = p2p — [all all] [an a12] [a11 aiq

olur. Bu durumda P3 = P? kosulu
asy Az azz] 3

saglanir.

A1, = Ayy = aqq iSe maks(min{a,,, a5}, min{a,,, a,,}) = a,, olur ve,

p3 = p2p — [all azz] [an a12] [a11 az;

olur. Bu durumda da P3 = pP?
asy Az azz]

kosulu saglanir. Béylelikle maks{a;;} = ay, icin P2 = P3 kosulu saglanr.

3.4.2.3. Alt Uggensel Bulanik Matrisler

Tamm 3.4.2.3.1.

P = (p;;) nxn boyutlu bulanik bir matris olsun. Her i > j iginp;; = Oise P’

ye, alt ticgensel bulanik matristir denir.
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pin = O

P=1: - : ] iken P matrisi nxn boyutlu, alt Ucgensel bulanik bir matrisi
Pn1 ° Qnn

gosterir.

P = [Z (C)] P matrisi, 2x2 boyutlu bir alt Giggensel bulanik bir matrisi gosterir.

3.4.2.4. Bulanmk Matrislerin Transpozu

Tamm 3.4.2.4.1.
P, mxn boyutlu herhangi bir bulanik matris olsun. Bu durumda P matrisinin
(i, ). bileseninin (j, i). bileseni ile yer degistirmesi ile elde edilen nxm boyutlu matrise,

P’ nin transpoze matrisi denir. Bu matris PT ile gosterilir.

aip -t Qi
p=]: :|; seklindeki mxn boyutlu bulanik P matrisin transpozu P,
Am1 " Amn
agp aml]
PT: . :
Ain " Amn

olarak belirlenir.

Onerme 3.4.2.2.1.
P, nxn boyutlu bulanik bir matris olsun. P, maksimum ilkesini saglayan ve buna
bagh olarak yakinsak bir matris ise, PT matrisi de maksimum ilkesini saglar ve

yakinsakitir.

Ispat

Maksimum ilkesi geregi, her 1 <i <nigin p; = p;; veyap; = p;; dir.

P’ de Dii > bij ise PT’de Dii > bji olur.

P’ de p;; = pj; ise PT matrisinde p;; = p;; olur.

Her iki durumda da PT, maksimum ilkesini saglar ve bu sebeple yakinsaktir.
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BOLUM IV

MARKOV OZELLIGi VE MARKOV SURECLERI

Bu bdlumde, oncelikle Markov 6zelligi temelini olusturan bazi kavramlar ve
Markov ozelliginden bahsedilmistir. Buna bagli olarak Markov matrisleri, Markov
zincirlerindeki durumlarin siniflandirilmasi, Markov matrislerinin denge durumlar: ve

ergodik 6zelligi hakkinda inceleme yapilmistir.

4.1.Markov Ozelligi igin Gerekli Baz1 Temel Kavramlar

Bu kisimda, Markov 6zelliginin temelini olusturan 6rnek uzay, stokastik sirec,
durum uzayr ve gecis kavramlart kisaca ifade edilmistir. Bu kavramlarin Gzerine

tanimlanan Markov 6zelligi ve Markov sureci ise detayli olarak incelenmistir.

4.1.1. Ornek Uzay

Tanim 4.1.1.1.

Herhangi bir deneyin mimkun olabilecek tim sonuglarini gosteren kiimeye
ornek uzay denir. Bu kiime Q semboli ile gosterilir. Q 6rnek uzayinin elemanlar: ise w
semboll ile gosterilir. Q sonlu sayida, sayilabilir sonsuzlukta veya sonsuz sayida
elemana sahip olabilir. Sonlu veya sayilabilir sonsuzluktaki érnek uzay kesikli, sonsuz
sayidaki 6rnek uzay ise streklidir denir (Isaacson ve Madsen, 1976, s. 2).

4.1.2. Stokastik Sureg

Tanim 4.1.2.1.

T, herhangi bir zamani gétermek uzere, elemanlar: rastlantisal degiskenler iceren
ve {X(t):teT} = {X,: teT} seklinde ifade edilen kiimeye stokastik siire¢ denir. Bu
strecte yararlanilan zamanin kesikli veya surekli olmasina bagli olarak stokastik streg:
kesikli parametreli slre¢ veya sirekli parametreli siire¢ olarak ikiye ayrilir (Narayan,
1972,s.9).
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4.1.3. Durum Uzayr Kavram

Tamm 4.1.3.1.
Herhangi bir olayin sonucunda, rastlantisal degiskenlerin alabilecegi tim
degerleri gosteren kiimeye durum uzayi denir. Daha acik bir ifadeyle, durum uzays; bir

sistemin mumkun olabilecek tim durumlarini iceren kiimeye denir.

4.1.4. Gecis Kavrami

Tanm 4.1.4.1.
Dinamik (hareketli) bir ortamda zaman icerisinde, durumlar arasinda meydana

gelen hareketler gecis olarak adlandirilir.

4.1.5. Markov Sureci ve Markov Ozelligi

Tamm 4.1.5.1.

“Kesikli zamanli, kesikli parametreli stokastik siireclere Markov Sureci denir”
(Can, 2006, s. 15). Bu surecte, sistemin gelecekte bulunabilecegi durum tahmini
yapilirken, sistemin ge¢miste bulundugu durumlar dikkate alinmaz, sistemin yalnizca

ilgilenilen anda bulundugu duruma bakilarak tahmin yapilir.

Tanim 4.1.5.2.

Markov siirecinde, sistemin belirli bir zamanda bulundugu durumun ve durumlar
arast gecis olasiliklarinin bilinmesi, sistemin gelecekte hangi durumda olacaginin
tahmini igin yeterlidir. Bu 6zellik Markov Ozelligi olarak adlandirilr.

Markov Ozelligi suireci matematiksel olarak ifade edilecek olunursa; baslangicta
k durumunda bulunan bir sistemin bir adim sonra 1 durumunda; n adim sonra ise i
durumunda; n + 1 adim sonra ise j durumunda olma olasilig: bir kosullu olasilik olarak

asagidaki gibi belirlenir:

P{X(n+1)=j\ X(0) =k, X(1)=1,..,.X(n) =i} (1)
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Tamm 4.1.5.3.
X(ty), sistemin n anindaki durumunun bilindigi varsayimiyla; sistemin bir adim
sonraki  durumunu  gosteren  X(t,+1); X(to) X(t1),....X(t,—1) durumlarindan

bagimsizdir ve bu durum

P{X(n+1)=j\XO)=k,Xx(1)=1,..X(n)=i}
=P{X(n+1)=j \X(n) =i} =p;j i,j=1,..,N,n=012,.. 2

seklinde ifade edilir (Hoel, Port ve Stone, 1972, s. 1). (2)’ de gorilen gegcis,
sistemint,,_; anindan, t,, anna gecisini gosteriyor olup bu gecise tek adiml gecis

denir.

Tamm 4.1.5.4.
Sistemin t,, anindan, t,,, anina gecisine ise k adimli gecis denir ve sistemin t,,

aninda i,, durumunda oldugu biliniyor ise, bu durumda k adiml1 gecis olasilig:

PX(n+k)) = {X(n+k)=iny \ X(n) = in}

seklinde gosterilir (Rizgar, 2003, s. 165).

4.2. Markov Matrisi (Gecis Matrisi)

Tanim 4.2.1.

Elemanlar: [0,1] kapali araliligindaki degerlerden olusan ve satir elemanlar
toplam: bire esit olan matrislere Markov Matrisi, (stokastik matris) denir (Howard,
1971, s.5). Bu matrislerden, durumlar arasi gecis olasiliklarinin modellenmesi amaciyla

yararlanilir.

Tanmm 4.2.2.
Markov oOzelligini saglayan ve durumlar arasi gecislerin zamanla degismedigi

stokastik stregler Markov Zinciri olarak adlandirilirlar (Or, 1986, s. 2.3).

Tanim 4.2.3.

N durumlu bir Markov matrisi;
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P11
P= {pu} [ ]1 pij6 [011] ve Z?Izlpij:l
Pn1

seklinde tammlanir ve burada p;; sistemin i durumundan j durumuna tek adiml gegis

olasiligin1 gostermektedir. Bu sebeple P matrisi gibi, durumlar arasi gegis olasiliklarin

gosteren Markov matrislerine ayn1 zamanda olasilik gecis matrisi de denir.

4.2.1. Baslangig¢ Durum Olasihk Vektoru

Tamm 4.2.1.1.
Bir sistemin baslangigta bulundugu durumlarin olasiliklarint gosteren vektore

baslangi¢ durum olasilik vektori denir ve bu vektor;

A0 =[a®a?, ... o]

seklinde bir satir matrisi formunda gésterilir (Can, 2006, s. 39). Burada A ayn

zamanda bir olasilik matrisi oldugundan dolayi, her 0 < i < N igin a§°)e[o,1] ve

{V1a(0)_1

olur. Bu nedenle baslangi¢ durum olasilik matrisi de bir Markov matrisi olma 6zelligi

gosterir.

4.2.2. Chapman Kolmogorov Denklemleri

Tanmm 4.2.2.1.
Baslangi¢ durum olasilik vektori A©) = {a]@} ve olasilik gecis matrisi P olan

bir sistemin bir adim sonra k durumundan j durumuna gegcis olasilig:
1 0 0 0 0
o = aPpy; +apy; + 0Py . = > aPpy

seklinde belirlenir. ki adim sonra k durumundan j durumuna gegis olasihig::
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2 1
( = ag )'PU + ag )'Pz] + ag )P31 = z a§ )pij = Z (Z ;(()Pm)??ij

i=1 i=1 \k=1

0 0) (2

= Z (Z a;(< )pkl) pij — Z a;(< ) <Z pkipij) = Z a;(< )P;(q)
k=1 \i=1 k=1 i=1 k=1

3 2 0 2
(0) (2) 0)..(3)
Z (Z ) Zak

seklinde elde edilir. Tumevarim ilkesine gdre, bir sistemin k durumundan j durumuna n

adim sonra gecis olasilig ise;

(n) _ (0) (n-1) (OBN)]
a; _Zak (Zpki pij) Zak Py

k=1 i=1 k=1

).

olarak belirlenir. Burada, p(” sistemin n adimda, k durumundan j durumuna gecis

olasiligin1 gostermektedir.

Daha acik bir ifadeyle; P™); P olasilik gegis matrisinin n -adimli gegcis
olasiliklar1 matrisini gésteriyor olsun. Bu durumda, a(® baslangi¢ durumu ve P olasilik
gecis matrisi bilinen bir sistemin n adim sonra hangi durumda olacag:: a(® ile P(™
matrisinin ¢arpimi ile elde edilir.

P olasilik gecis matrisinin n-adiml: gecis olasiliklarin: gésteren P matrisi:
P =Pt P ve 0<m <niken P = p-m) pm)

denklemleri ile elde edilir. Bu denklemlere Chapman- Kolmogorov denklemleri denir
(Taha, 1992, s. 704).
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4.3. Markov Zincirlerindeki Durumlarin Simflandirilmasi

Tanm 4.3.1.
Herhangi bir i durumu ile baslayan ve j durumunda son bulan gecise yol denir

ve her bir gecis, belirli bir olasilik degeri ile birlikte gosterilir.

Ornek 4.3.1.

Durumlar arasi gecis olasiliklart matrisi ve sema ile gosterimi:

€020 080 0 0 0y
035 065 0 0 0 ﬂ
P=60 0 010 090 O
0 0 045 045 0103
B0 0 0 060 0.40f
0.63
0.80 @
p
(W== ) J&)ﬁ
020 — e

Sekil 19. P gecis matrisinin sema ile gosterimi

4.3.1. Erisilebilir Durum

Tanm 4.3.1.1.
Eger i durumundan j durumuna giden herhangi bir yol var ise j vye, i

durumundan erisilebilir bir durum denir.

4.3.2. Haberlesir Durumlar

Tanim 4.3.2.1.
Eger herhangi iki durum arasinda birbirine gegis mevcut ise, bu iki duruma

haberlesir durumlar denir.
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Tamm 4.3.2.2.

Bir Markov zincirinde, S durumlar kiimesi olmak (zere, S’ de bulunan her bir
duruma sadece S’ deki baska bir durumdan erisilebilir ise S, kapali kiimedir denir. Sekil
19’ da gorudigi gibi, P markov zincirinde {S;,S,} ve {S5,S,,Ss} klmeleri kapal
kimelerdir. Bu iki kiomedeki durumlara baska bir kimede bulunan durumlardan

erisilemez.

4.3.3. Emici Durum

Tamm 4.3.3.1.
Herhangi bir i durumu icin, p;; = 1 ise bu duruma emici (yutucu) durum denir.

Emici duruma gegis yapilinca, artik sistemin baska bir duruma gegisi imkansiz olur.

4.3.4. Gegici Durum

Tamm 4.3.4.1.
Herhangi bir i durumundan j durumuna gecis yapilinca, sonraki gecislerde, i

durumuna geri donilmesi imkansiz ise, i durumuna gegici durum denir.

4.4.5. Devirli Durum

Tamm 4.4.5.1.
Gegici olmayan durumlara devirli durum denir. Zamanla, tekrar tekrar

g6zlemlenebilme ihtimalleri bulunan durumlardir.

4.3.6. Periyodik Durum

Tamm 4.3.6.1.

k > 1 iken, baslangicta i durumunda bulunan bir markov zincirinde,
i durumuna; her zaman k adim sonra veya k nin bir kat1 kadar adim sonra tekrar geri
dondltyor ise bu durumda, i durumuna; k periyotlu periyodik durum denir. Sistem
hangi durumda olursa olsun, periyodik ise; k adim sonra baslangi¢ noktasina geri

dondlecektir. Periyodik olmayan durumlara ise aperiyodik durum denir.
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Ornek 4.3.6.1.
é0 0 1i

Q:gl 0 OH matrisi, periyodik bir Markov zinciri olup, sistem U¢ adimda bir
g0 1 op

baslangi¢ noktasina donmek zorundadir. Bu zincir, Sekil 20’ de sema ile gosterilmistir.

51 \. 1

S3
Sekil 20. Periyodik Markov zinciri 6rnegi k = 3

4.3.7. Ergodik Zincir

Tanmm 4.3.7.1.
Bir markov zincirinde tim durumlar; devirli, aperiyodik ve haberlesir

durumlardan olusmakta ise bu zincire ergodik zincir denir.

¢2/5 3/5 0 00

2/5 3/5 0 P_gllz 12 0 0}
P1=[1/7 0 6/7] 60 0 2/3 1/30
0 5/9 4/9 0 0 3/4 14

Ergodik Ergodik degil
P, ergodik degildir ¢lnkd Stnif 1 = {S;,S,} ve Stuf 2 = {S3,5,} olacak sekilde iki

kapali kiimeden olusmaktadir.
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4.4. Denge Olasihiklarn

Uzun donemde, Markov zincirlerinde satirlar arasindaki fark azalir ve bir
noktadan sonra bu fark dnemsenmeyecek diizeye iner. Buna bagh olarak, Markov

zincirleri de belirli bir noktadan sonra denge noktasina ulasir.

4.4.1. Kararh Durum Olasihklarr Teoremi

P matrisi; S durumlu ergodik bir Markov zincirini gostermek Ulzere; P nin oyle

bir n. kuvveti vardir ki:

ép, P, L pgu
e u
Iim Pn :epl p2 I— psg
n® ¥ ?M M 1 L:l
e u
6P, P, L psq

olur. Dolayisiyla;
limySe Pij (n) =T
olur. Burada P™ matrisinin satirlar: birbirine esittir ve P, n. kuvvetinde denge noktasina
ulasir. Bu sebeple denge noktasina ulasan bir Markov zincirinde, sistemin herhangi bir i
durumundan j durumuna gegis olasiligs; i. durumdan bagimsiz olup m; ye esittir.
Bir Markov Zincirinde kararl -denge- durum olasiliklar1 dagilimz;
m= [y, ]
vektoru ile gosterilir. Bu durumda,

Pjj(n+1) = Pj(n) = m

dir ve

k

Qo]

P (n+)=aP(n) Py
1

=
11
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olur. Dolayisiyla, m = mP  olarak yazilabilir. Markov zincirinde her bir satir

elemanlarinin toplami 1 oldugundan;

m +m,t . g =1 olur.

Bu esitliklerden yararlanilarak herhangi bir Markov zinciri i¢in denge durumu

olasilik dagilim1 belirlenir.
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BOLUM V

BULANIK MARKOV MATRISLERI

Belirsizlik durumlarinda, gecis matrisi  girdilerinin  bulamk sayilarla
modellenmesi fikri, bulanik Markov kavraminin ortaya ¢ikmasina yol agmistir. Klasik
Markov zincirlerine bazi bulanik mantiksal islemler uygulanarak bulanik Markov
zincirleri elde edilir.

Bu boéliimde, bulanik olasiliklara dayanan bulanik Markov matrisi tanimlanmas,
bulanik Markov matrislerinin cebirsel 6zellikleri, ergodik olma durumu ve yakinsama

durumlarindan s6z edilmistir.

5.1. Bulanik Markov Matrisi Kavrami

Markov gecis matrisinde tim girdilerin -gegis olasiliklarinin- kesin olarak
bilinmesi gereklidir. Bu girdiler genellikle uzmanlar tarafindan tahmin edilir veya
belirlenirler. Bazi belirsizlik durumlarinda girdilerin bazilar1 belirsiz olabilmektedir. Bu
durumda bu belirsizlikler bulanik sayilardan yararlanilarak modellenebilirler. Bir gecis
matrisinde belirsiz girdilerin olmasi durumunda, belirli olan girdilerin (0,1) acik
araliginda olmalar: halinde bu olasiliklar bulanik sayilar olarak kabul edilirler. Fakat
girdilerin O” a veya 1’e esit olduklari yerlerde belirsizligin olmadigi kabul edilir
(Buckley ve Eslami, 2002).

I1l. bolimde de gosterildigi gibi bulanik iliskileri gosteren herhangi bir P

matrisi, SxS kartezyen carpimi lzerinde bulanik bir kiime olarak tanimlanir. Burada,
i,eS ve 0<p;; <1 ve P(i,j) = p;; olup P matrisi; {pij}?j=1 seklinde gosterilir

(Avrachenkov ve Sanchez, 2000).
Bulanik Markov zincirleri kavrami ise bulanik iliskilere ve bu iligkilerin
bilesimine dayanmir (Sanchez, 1976). Bulanik Markov zincirleri en genel haliyle

asagidaki gibi tanimlanir.

Tanm 5.1.1.
Herhangi bir t aninda, (t = 0,1, ...,) bir sistemin durumu: x® € F(S) bulanik

kiimesi ile tamimlaniyor olsun. Bu durumda, herhangi bir t aninda (¢ = 0,1, ..., ) bulanik
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Markov zincirlerinin gecis kurali, P bulanik iliskisi yardimiyla (1) denklemi ile

belirlenir:
x].(t“) = maxies {min{xi(t). pij}} JES. (D)

Burada, sistemin baslangicta bulundugu durum x(® ile gésterilmektedir (Avrachenkov
ve Sanchez, 2000).

Olasilik gecis matrisi {pij}?jzl olarak gosterilen bir klasik Markov zincirinde,

durumlar arasinda gecis yapilirken ise (2) denkleminden yararlanilir.

=3 xPpy jeEs o)
(1) ve (2) denklemleri arasinda kuvvetli bir benzerlik olup, aralarindaki fark
uygulanacak olan islemler ve terimlerin tasidiklari anlamlardir (olasiliklar ve Gyelik
dereceleri olmak (izere) (Avrachenkov ve Sanchez, 2000).

Gorildugu tzere, (2) denkleminde cebirsel toplamin max islemi ile, cebirsel
carpimin ise min islemi ile yerdegistirmesiyle (1) denklemi elde edilir. Bu durum
bulanik Markov zincirleri ile klasik Markov zincirleri arasinda énemli bir benzerligin
oldugunu gosterir.

Tanim geregi, bulamk Markov matrislerinin, bulanik matrislerin 6zel bir
altklimesi oldugu da gorulur. Bulanik matrislerde oldugu gibi bulanik Markov matrisleri
icin de max — min cebirine dayanan islemler uygulanir. Bu sebeple, bulanik
matrislerin tasidigi -konvekslik, normallik gibi- tim cebirsel 6zellikler bulanik Markov

matrisleri icin de gecerlidir.

5.2. Bulanik Markov Matrislerinde Sonlu Yakinsakhk Durumu

Bulanik Markov matrislerinin kuvvetleri:

. -1
P = maxyes {mm{pik,p,ﬁﬁ- )}} Py =pij, DY =68
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olarak belirlenir. Burada, §;; bir Kronecker deltadir. Bununla birlikte A ve B bulanik
matrislerinin ¢arpimi A * B genelde max(min) islemi ile belirlenir (Avrachenkov ve
Sanchez, 2000).

Herhangi bir t = 0,1, 2 aminda, x® bulanik durumu:
x,(f) = maxes {min{xl(o), 'pfk}}, kes

denklemi ile belirlenir veya matris formunda;

x® = 40 4 pt
olarak belirlenir.

Teorem 5.2.1.
Herhangi nxn boyutlu P bulanik gecis matrisinin kuvvetleri de sonlu bir ¢
noktast icin P(©) idempotent matrisine yakinsar ya da sonlu bir periyotta salimmlidir.

Ispat1 bulanik matrisler igin gosterildigi gibidir.

Tanmm 5.2.2.

Bir bulanik Markov zinciri t adim sonra P* matrisine yakinsar ise, bulanik

Markov zinciri periyodik degildir yani aperiyodiktir denir. P":=P" seklinde elde

edilen matris ise P bulanik gecis matrisinin limitini gosterir.

Tanmm 5.2.3.

Bir bulanik Markov zinciri, aperiyodik ve denge durumundaki gecis matrisi, esit
satirlardan olusur ise bu zincire kuvvetli Ergodik bulanik zincir denir (Vajargah ve
Gharehdaghi, 2012).

Tamm 5.2.4.
Bir bulanik Markov zinciri, aperiyodik olup, denge durumundaki gecis matrisi,

farkl: satirlardan olusuyor ise bu zincire zayif Ergodik bulanik zincir denir.
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Ornek 5.2.1.
: . T . . 60.6 0.4u
Bir klasik Markov zincirinin olasilik gegis matrisi olan P = éO s 0 8u' olarak
ev !

verilsin. Burada P klasik Markov zincirinin denge matrisi -limit matrisi- olan P~*,

p,+p,=1ve[p, p,JP=[p, p,] denklemlerinin birlikte coziilmeleri ile;

o = jimpt = /3 2/30
wv  £1/3 2/3Y

olarak bulunur. Burada P* matrisi, [L/3 2/3] seklinde esit satirlara sahiptir ve

goruldugu Gzere, sistem iki durumludur. Uzun zaman sonra sistemin durum 1’ de olma
olasiligr 1/3’ e esittir ve durum 2’ de olma olasiligi ise 2/3’ e esittir. P* matrisinin esit
satirlara sahip olmasi ise, sistem denge durumuna geldikten sonra sistem hangi durumda
olursa olsun, bulundugu durumundan bagimsiz bir sekilde hareket eder. Soyle ki, P
matrisi denge durumuna ulastiktan sonra sistemin artik hangi durumda olursa olsun, bir
adim sonra durum 1’ e gegme olasiligi 1/3 ve durum 2’ ye ge¢cme olasiligi ise 2/3 olur.

Burada P matrisi, klasik Markov matrisi olarak degerlendirildiginde birbiriyle
haberlesir ve devirli durumlardan olusmakla birlikte aperiyodik oldugundan P aymi
zamanda ergodik Ozellige sahiptir.

P gecis matrisi -girdileri [0,1] kapal arahginda oldugu icin- bulanik Markov
matrisi olarak da degerlendirilebilir. Bu durumda P bulanik gegis matrisinin kuvvetleri,

klasik Markov matrisinden farkli olarak maks(min) mantiksal islemi ile,

_6max{0.6L.0.6,0.4L.0.2} max{0.6L0.4,04L0.8} ¢0.6 0.40 _
- Emax{0.2L.0.6,0.8L0.2} max{0.2L.0.4,08L0.8} §0.2 0.8

P?=p*

olarak belirlenir. Dolayisiyla,

. §0.6 0.4)
P =limP'=P =4 ?
¥ 0.2 0.8}
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Burada P bulanik gecis matrisi ayn1 zamanda kendi limit matrisidir. Bununla birlikte
aperiyodik olmasi fakat satirlarinin birbirine esit olmamas: sebebiyle zayif bulanik
Ergodik zincire bir 6rnektir.

Ornek 5.2.2.

€0.2 0.7 0.2(
Q= 20.4 0.5 0.73 bulanik Markov gecis matrisi icin,
g0.6 0.1 0.7§

0.6 0.6 0.7(
Q* = !gQQ“ = 20.6 0.6 0.73 olup Q’ nun dérdlnci kuvvetine yakinsadigi goruldr,
g0.6 0.6 0.7

Q bulanik Markov gecis matrisinin aperiyodik olmasi ve Q matrisinin esit satirlardan

olusmasi sebebiyle Q ayni zamanda gui¢li Ergodik bulanik bir matristir.
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BOLUM VI

SONUCLAR

Olasilik teorisine dayanan klasik Markov zincirleri ile genel sonlu durumlu
bulanik Markov zincirleri arasinda blylk 6lgiide benzerlikler var olup bununla birlikte,
onemli farkliliklar da mevcuttur.

Klasik Markov matrisleri ve bulanik Markov matrisleri arasinda farkliliklarin
olusmasinin temel sebebi bu matrislere uygulanan islemler ve olasiliklar yerine
kullanilacak olan bulaniklik dereceleridir. Soyle ki; klasik Markov matrisleriyle islem
yapilirken genel matris islemleri uygulanir fakat, bulanik matrisler igin maks — min
bulanik mantiksal islemlerine basvurulur.

Herhangi bir Markov matrisinin girdileri [0,1] kapali arahiginda degerler
aldigindan dolay: bu matrisler, bulanik bir matris olarak da degerlendirilebilirler. Fakat,
herhangi bir bulanik matris, Markov matrisi olarak degerlendirilemez. Bunun sebebi
bulanik bir matrisin satir elemanlarinin toplaminin 1’ e esit olmasi kosulunun her zaman
saglanmamasidir.

Klasik bir Markov gecis matrisi dolayli da olsa birbiriyle haberlesir durumlardan
olusuyor ise, bu matrisin kuvvetleri dizisi belirsiz bir adim sonra esit satirlardan olusan
bir matrise yakinsar —aperiyodiktir-. Bulanik bir gecis matrisi haberlesir durumlardan
olussa dahi kuvvetleri dizisi her zaman yakinsak degildir. Sonlu yakinsaktir: yakinsak
veya periyodik (Avrachenkov ve Sanchez, 2000). Bu sebeple Klasik Markov zincirleri
ve bulanik Markov zincirleri arasinda ergodik 6zellik farklilik gosterir.

Klasik bir Markov gecis matrisi, denge durumuna ulastiktan sonraki adimlarinda
gecis olasiliklari degismez ayni durum bulanik Markov matrisleri icin de gecerlidir.
Fakat klasik Markov matrislerinde sistem denge durumuna ulastiktan sonraki adimlarda
artik baslangic durumundan bagimsiz olarak hareket ederken; Bulanik Markov
matrisleri i¢in bu durum farklilik gosterir. Bulanik Markov matrislerinde, gii¢li ergodik
bulanik Markov matrisleri haricinde, sistem denge durumununa ulastiktan sonraki
adimlarda baslangi¢ durumuna bagl olarak hareket etmeye devam eder. Bu durumun
temel sebebi: haberlesir durumlu klasik Markov matrislerinin ergodiklik 6zelligine
sahip olmasidir, fakat haberlesir durumlu bir bulanik Markov matrisinin her zaman
ergodiklik 6zelligine sahip olmamasidir. Bu durum, bulanik Markov zincirleri ve klasik

Markov zincirleri arasindaki en énemli farklardan biridir.
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