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ONSOZ

Bu tez calismasida kapakla siiriilen bazi 6zel tipteki kaviteler igerisindeki Stokes
akig yapilar incelendi. Problemin ¢oziimiinde analitik ¢oziim yontemleri kullanildi.
Literatiirde var olan ¢6ziim yontemlerin farkli geometriye sahip kavite akislarina

uyarlanmasi gosterildi.

Tezin hazirlanmasinda bilgisayar teknolojisinden siklikla yararlanildi. Teorik olarak
elde edilen ¢oziimler, FORTRAN programi kullanilarak datalara doniistiiriildii. Bu
datalar ORIGIN-PRO grafik cizim programina aktarilarak gorsellestirildi. Tezin
yaziminda ise LATEX yazilim programi kullanildi.

Bu tez calismasi Aksaray Universitesi Bilimsel Arastirma Projeleri Koordinatorliigii

tarafindan, 2014-012 numarali proje olarak desteklenmistir.
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OZET

KAPAKLA SURULEN DIKDORTGENSEL VE YARIM HALKA TiPi
KAVITELERDE STOKES AKIS

Bu tez calismasinda endiistrinin bir ¢ok alaninda yararlanilan bazi kavite akis
problemleri ele alindi. Dikdortgensel ve yarim halka seklinde geometriye sahip ve
tek yada cift kapakla siiriilen kavitelerdeki iki boyutlu Stokes akis diisiiniildii.

Tez dort boliimden olugsmakta olup birinci boliimde temel kavramlar, denklemler ve
tanimlar verildi.

Ikinci boliimde, bir yada iki duvarinin hareketli ve karsihikli yan duvarlarin birer
serbest yiizey oldugu dikdortgensel kavite icerisinde akis yapilari incelendi. Kavite
goriiniim orani ve kapaklarin hizlarinin akis yapilari iizerindeki etkileri aragstirildi.

Uciincii boliimde ise es merkezli iki daire arasinda kalan yarim halka seklindeki
kavitelerdeki akis yapilar1 ve catallanmalart incelendi. Yine goriiniim ve kapaklarin
hiz oranlarinin akis lizerine etkisi gosterildi.

Dordiincii boliimde ise, yine es merkezli iki daire arasinda kalan bolgeden alinan
cesitli kesitler icerisindeki stokes akis yapisi incelendi. Kavite acisinin eddy olusum
mekanizmasina etkisi gosterildi.

Anahtar Kelimeler: Catallanma, Girdap, Kavite, Stokes Akis.



ABSTRACT

STOKES FLOW IN LID-DRIVEN RECTANGULAR AND ANNULAR
CAVITIES

In this study, some of cavity flow problems which are used in many areas of the
industry are discussed. Two-dimensional Stokes flow in single or double lid driven
rectangular and semicircular shaped cavity are considered.

The thesis consists of four sections. In the first section, general concepts, equations
and definitions which will be used in thesis, are introduced.

In the second section, flow structures are analyzed in a rectangular cavity formed by a
pair free surface and one or two moving lids.

In the third section, flow structure and their bifurcations are analyzed in annular cavity
between two concentric circle. Effects of aspects and speed ratios of moving lids on
the flow structures are shown.

In the fourth section, Stokes flow structures in various sections from the region
between two concentric circles are investigated. Effects of cavity angle on the
mechanism of eddy genesis are obtained.

Keywords: Bifurcation, Eddy, Cavity, Stokes Flow



1. BOLUM

TEMEL KAVRAMLAR

Dogada ve endiistrinin bir ¢ok tiretim alaninda akigkanlar ile karsilagilir. Bunlardan
bazilar1 tabaka (coating) akislari, seramik imalati, polimer isletimi, 1s1 ve kiitle
transferi, akcigerlerdeki havanin dolagimi, miirekkep piiskiirtmeli yazicilar, bazi
aerodinamik uygulamalar, damarlardaki kan akisi, kurutma sistemleri ve baz1 jeofizik
uygulamalar olarak verilebilir [1-5]. Kavite yani akis olaymin gerceklestigi sinirl
bolgedeki akis yapilari, kavitenin geometrisine baglh olarak sade yada oldukca
karmagik hal alabilmektedir. Kavite geometrisin karmagik olmasi durumunda
akis probleminin ¢oziimii icin niimerik yontemlere ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu tez
caligsmasinda lizerinde duracagimiz analitik ¢Oziim ve sonuclari, kendi ilgi alanina ek
olarak kompleks akis davranisi sergileyen geometrilerin ¢éziimleri i¢in kullanilacak

niimerik algoritmalarin dogrulugunu test etmeye yardimci olan ideal bir ara¢ olacaktir.

Kapak ile siiriilen kavite akiglari, dinamik akigkanlar alanindaki hesaplamalarda en
cok calisilan problemlerdendir. Basit geometrisi olmasina ragmen, kapak ile siiriilen
kavite akisi Reynolds sayisina baglh olarak, kavitelerin kdse bolgelerinde akiskanin
donerek yeni ¢oklu zit halkalar1 ortaya ¢ikartmasiyla oldukga cesitli akis yapilari
gosterir. Bu akis yapilarinin durumu akisin kullanilacagi teknolojik 6nem arz eden
caligmalar icin belirleyici rol oynayacaktir. Ornegin 1s1 dagiliminin ele alacagi bir
akis probleminde kavite icerisindeki akisin miimkiin oldugunca az girdaph (eddy)
olmasi daha istenen bir durumdur. Bunun i¢in kavite ve sinir kosullarinin ne sekilde

secilmesi gerektigine karar vermek bu ¢alismanin amaclarindan biridir.

Diizgiin dort duvar tarafindan siirlandirilan dikdortgensel veya i¢ ice girmis iki

daire arasinda kalan sektorel kavitelerle simirlandirilan akiskanin, karsilikli iki



duvar veya tek duvarin hareketi ile olusturdugu akislar en ¢ok karsilagilan kavite
akig problemleridir. Diizgiin geometrileri olan bu akis problemleri analitik olarak
coziilecegi gibi niimerik yontemlerle de coziilebilmektedir. Ayni zamanda bu
cesit akig problemleri niimerik methodlarin (spektral ve ¢oklu grid methodu, sonlu
elemanlar, sonlu farklar,. . . v.s.) test edilmesi i¢in "benchmark" problemi olarak ifade

edilir ve sayisal hesaplamalar yapan bir¢ok arastirmacinin ilgi alanina girer.

Farkli geometrik yapiya sahip kaviteler géz Oniine alinarak kavite geometrisinin akis
yapisina olan etkisi i¢in bir ¢ok ¢alisma yapilmistir. Bu alanda yapilmis en onemli
calismalardan bazilar soyledir: Kare, yamuk ve tiggen seklindeki kavitelerdeki kararl
viskoz akig problemini inceleyerek kavite geometrisinin akig yapilart tizerindeki
etkileri McQuain vd.,[6] tarafindan gosterildi. Kavitenin geometrisinin dikdortgenden
farkli olmasi durumunda (iicgen ya da yamuk gibi), farkli ve ilging akis yapilariyla
kargilagtilar. Yapilan arastirmalarda kavitelerin keskin ve belli bir ac1 genislikteki
koselerinde bir eddy (girdap) serisinin varhig1 goriildi. Moffat 2o agisiyla kesisen
diizgiin ve hareketsiz iki duvar arasindaki iki boyutlu akig problemini inceleyerek
kritik bir kose agis1 (146°) elde etti [7]. Bu acgidan daha biiylik bir aciyla kesisen
duvarlarin olusturdugu kose bolgesinde bir eddy’nin olugsmayacagini ortaya koydu.
Liu ve Joseph kenarlarindan bir 1s1 kaynagiyla 1sitilan daire dilimi seklindeki bir
kavitede Stokes akis problemini (1s1 akis1) ¢ozmek i¢in degiskenlere ayirma yontemine
benzer bir yontem gelistirdiler [8]. Ozalp vd., [9] uistii acik dildortgensel, iicgensel ve
yarim dairesel kavitelerdeki akis problemini deneysel olarak incelediler ve kavitenin
goriiniim oranlarinin, akis yapilarina etkilerini arastirdilar. L seklindeki kavitelerdeki
akis yapilar ve eddy olusum mekanizmalar: hem dinamik sistemler hem de niimerik

yontemler kullanilarak Deliceoglu ve Aydin tarafindan elde edildi [10,11].

1.1. Stokes Akis
Kavitelerdeki Stokes akis problemi i¢in yonetici denklem biharmonik denklem olup,
Vi =0

seklindedir. Burada ¢ bilinmeyen, akis fonksiyonu olarak adlandirilir. Bu denklem

akis bolgesinin geometrik yapisina gore kartezyen, silindirik,. .. v.b. koordinatlarda



ifade edilebilir. Dikdortgensel kavitelerde Stokes akis problemi igin biharmonik
denklem kartezyen koordinatlarda alinirken, kutupsal koordinatlarla ifade edilebilen
kavitelerde biharmonik denklemin kutupsal formda alinmasi daha uygundur. Stokes
akis problemi iizerine yaklagik 160 yildir ¢caligmalar yapilmasina ragmen analitik
cOziimil sadece diizgiin geometriler i¢in elde edilebildi. Bunun en énemli nedeni ise
kavite sinir kosullarinin matematiksel ifadesinde karsilasilan problemlerdir. Stokes,
akigkan icerisindeki bir kiireden gecen akisi diisiindii ve basing ile hiz alanlarina karar
verdi [12]. Daha sonra Stokes akig problemi bircok arastirmaci tarafindan gesitli
problemlerle ele alindi. Oberbeck Stokes akis problemini bir elipsoid i¢in ele ald1 [13].
Jeffrey ise donen iki silindir arasinda kalan iki boyutlu sonlu bir bélge i¢in biharmonik

denklemi c¢ozerek ilk "akis ¢izgisi" resmini elde eden arastirmaci oldu [14].

Smith, yar1 sonsuz seritsel bir bolgede biharmonik denklemi ¢ozmek igin bir
algoritma gelistirdi ve biortagonallik sartlar1 adi altinda bazi sartlar ortaya koydu
[15]. Bu sartlar analitik ¢6ziimiin bolgenin sinirlar iizerindeki datalara yeterince
yakinsamasimi garanti etmeyi amagladi. Smith’in bu ¢dziimii daha sonra kenarlari
1sitilmig dikdortgensel bir kavite icerisindeki Stokes akisi analiz etmek i¢in Joseph
& Sturges tarafindan kullanildi ve Smith’in sinir datalar1 tizerindeki biorthogonality
sartlarinin pratik uygulamalar i¢in oldukga sinirli oldugu goriildii [16]. Bunun iizerine
Joseph & Sturges, Smith’in tiirettigi analitik seri ¢cOziimiinii biraz daha gelistirerek
daha genis bir alanda kullanilabilir hale getirdiler [17]. Bu gelismis yontem bu
giine kadar sayis1z calismada kullanilmasina ragmen, Stokes akis problemini ¢6zmek
icin gelistirilen bu method tam anlamiyla sinirsiz bir uygulanabilirlige sahip degildi.
Ciinkii ¢oziim algoritmasinda biortogonallik 6zelliginin nasil elde edilecegine dair
genel bir ifade yoktu. Khuri yapti1 calismada Joseph & Sturges tarafindan gelistirilen
analitik ¢6ziim methodunu biitiin uygulamalarda kullanilabilecek hale getirdi [18].
Bu calismayla biortogonallik sartlar1 6zel bir Stokes akis problemi igin sinirl
olmaktan ¢ikti. Khuri gelistirdigi bu biortogonallik sartlarini ilk olarak sektorel kavite
icerisindeki Stokes akis probleminin analitik ¢6ztimiinii buldu. Daha sonralar1 kiiresel,
dikdortgensel ve kama seklindeki (wedge-shaped) geometriler icerisindeki Stokes akis
icin biortogonallik sartlarini elde etti [19-21]. Bu ¢6ziim yontemi kullanilarak sektorel

bir kavite icerisindeki Stokes akis yapilari, catallanmalar (bifurcations) kavitenin



farkli goriinim ve kapak hizi oranlarina bagli olarak detayl olarak ortaya kondu

[22-23].

Bu calismalar gosterdi ki kavite geometrisinin degigmesi ile Stokes akis probleminin
coziimiinde de bir takim farklhiliklar goriilii. ~ Geometrinin degismesi en ¢ok
biortogonallik sartinin elde edilmesi kisminda farkli ve karmagik durumlar ortaya
cikardi. Bu zor ve karmasik problem Khuri tarafindan yapilan ¢alismalarla daha kolay

hale getirildi [18].

Yiiksekligi 2H ve genisligi 2L olan dikdortgensel kaviteler icerisindeki Stokes akis
probleminin ilk niimerik ¢6ziimii Burggraf tarafindan yapildi [24]. Bu problemde
gortiniim oram1 A = H/L olarak alindi. Burggraf sonlu farklar methodunu
uygulayarak karesel bir kavite icerisindeki Stokes akis problemini ¢ozdii. Pan &
Acrivos A € [0.25,0.5] goriiniim oranina sahip kaviteler icerisindeki kapakla siiriilen
akis problemi icin sonlu farklar methodunu kullanarak detayl1 bir niimerik ¢oziim elde
etti [25]. Caligsmalari sonunda goriildii ki A < 1 icin kavitenin icerisinde tek bir eddy
(girdap) olusurken goriiniim orani olan A nin degeri biiyiidiigiinde kavite icerisindeki
eddy sayisi artti. Ayni zamanda onlarin ¢alismalarinda A nin biitiin degerleri igin
hareketsiz duvarlarin olusturdugu koselerde kiiciik kose eddy lerinin varlig1 gozlendi

ki bu kose eddy lerinin varlig1 zaten Moffat tarafindan bildirilmigti [7].

Harper ve Wake sonsuz geniglikte ve tek kapakla siiriilen dikdortgensel kavitelerdeki
akig yapilarin bir 6z fonksiyon ¢oziimiiyle elde etti ve hareketli kapaktan uzaklastikca

daha cansiz eddy lerden olusan eddy serisinin meydana geldigini gosterdi [26].

Yukarida bazilar verilen caligmalar daha cok niimerik ve analitik ¢oziimler iizerine
olup bu ¢oziimlerin grafikleri cizilerek akis yapilari gorsellestirilmistir.  Buna
ragmen akis bolgesinin ¢cok ince olmasi ya da akis ¢izgilerinin ¢ok cansiz olmasi
(fonksiyon degerinin sifira ¢ok yakin olmasi) durumunda akis yapilarini gérmek
miimkiin olamamaktadir. Bu durumda bazi teorik metodlar gelistirimis olup bunlardan
en Onemlilerinden biri Brgns ve Hartnack tarafindan gelistrilen normal form ve
dinamik sistemler yardimiyla akis yapilarinin belirlenmesi yontemidir [27]. Bu

yontem kullanilarak dikdortgensel kavilerdeki miimkiin olan biitiin akis yapilar1 ortaya



konmustur [28-36].

1.2. Sifirdan Farkh Reynolds Sayili Akis (Navier-Stokes Akis, Re # 0)

Navier-Stokes denklem sistemi (N-S), ismini Cladue-Louis Navier ve George Gabriel
Stokes’tan almig olan, akiskanlarin hareketini tanimlamaya yarayan denklemlerden
olusmaktadir. Akiskanin siirekli oldugu yani akiskanin tamaminin aym ozellikte

oldugu ve i¢inde farkli bi¢cimlerin bulunmadig1 kabul edilir.

Navier-Stokes denklemleri akigkan icerisindeki birim kiitleye etki eden momentum
degisimlerinin, siirtinme kayiplarina sebep olan viskoz kuvvetlerin ve basing
degisimlerinin toplamina esit oldugunun dogrulugunu ortaya koymaktadir. Bu viskoz
kuvvetler (siirtinmeye benzer) molekiiller arasi etkilesimlerden meydana gelmekte
ve akigkanin akmaya ne kadar direngli oldugunu gostermektedir. Sonug olarak,
Navier-Stokes denklemlerinin, verilen akigkanin herhangi bir bolgesindeki kuvvetler

dengesinin dinamik ifadesi oldugu sdylenebilir.

Bu denklemler, hava akimlar1 ve okyanus akintilarinin, galaksideki yildiz
hareketlerinin, elektrik iiretiminin, hava durumu tahminlerinin ve kavitelerdeki akisin

modellenmesinde ve hesaplanmasinda sikc¢a kullanilirlar.

Iki boyutlu N-S denklemleri ve siireklilik denkleminin genel sekli asagidaki gibidir:

du du u _ _10P Pu | 9u
a—l_u%—i—v@_y - p62+v(8m2+8y2
v v v _ _ 18P v | 8% 1.1
ot +u8r+vé9y - p Oy +U<8x2 +8y2> ( )

ou v __
8J;+0y =0

Burada u ve v sirastyla x ve y yonlerindeki hiz bilesenleri, p yogunluk, P basing ve v

kinematik viskositedir.

1.3. Akiskanlar Mekaniginde Kullanilan Klasik Parametreler

Sonsuz sayida boyutsuz parametre olusturulabilir. Akigkanlar mekaniginde siklikla

kullanilan boyutsuz parametreler asagida verildi.



Reynolds Sayisi: 1880’li yillarda Ingiliz miihendis Osborne Reynolds bir boru
icerisinde laminer akistan tiirbiilansh akisa gecis problemi tizerinde ¢aligti. Buldugu
parametrenin akisin belirlenebilmesinde onemli bir kriter oldugunun farkina vardi.
Daha sonraki deneylerde goriildii ki Reynolds sayis1 diger akis durumlari i¢in anahtar
bir parametredir. Reynolds sayis1 asagidaki gibidir:

R pVL VL  eylemsizlik kuvvetleri
e=— = — =

= — - - (1.2)
7 v viskozite kuvvetleri

Burada p yogunluk, v kinematik viskozite, V' akis hiz1 (velocity), L uzunluk (akisin
gerceklestigi borunun ¢api gibi) ve p mutlak viskozitedir. Re sayisinin kii¢iik olmast
durumunda akisa ait akis ¢izgileri daha az kirilgan bir yapiya sahip olurken bu 6zel
saymin biiyiikk olmasi durumundaysa akigskanin kirilganligi artar. Dolayisiyla Re
sayisinin kiiciik oldugu akis yapilart daha diizgiin olurken biiyiik oldugu akis yapilari
daha karmasik bir yapiya sahip olur. Re sayisinin ¢ok biiyiik degerlerinde belli bir

akis yapisi gozlenemeyecek durumda olup bir kaos durumuyla karsilagilir.

Froude Sayisi: Ingiliz deniz subay1 William Froude oglu Edmund Froude ile birlikte
bu sayiy1 kesfettiler.

Froude sayis1 atalet kuvvetlerinin yercekimi kuvvetine oranidir. Fr > 1 oldugunda
kritikiistii akis mevcutken Fr < 1 oldugunda ise kritikalt1 akis s6z konusudur.
Akigkanlarda serbest yiizey etkileri i¢cin ¢ok Onemli bir sayidir. Bu sayimnin
karesinin alinmas1 durumundaysa eylemsizlik kuvvetlerinin yercekimi kuvvetlerine
orani bulunur.

Euler Sayisi: Bu say1
P

:m

seklinde tanmimlanmistir. ~ Burada p, yerel basingla serbest basing arasindaki

Eu (1.4)

farktir. Bu orana ismi akigkanlar mekaniginde analitik calismalar1 baglatan Isvegli

matematikc¢inin ismi kendisinden sonra verilmistir.

Weber Sayisi: Weber sayist eylemsizlik kuvvetlerinin yiizey gerilim kuvvetlerine

oranidir.
B pV2L

g

We (1.5)



seklindedir.

Cauchy Sayisi: Elastik tesirin etkisini ihtiva eder. Eylemsizlik kuvvetlerinin elastik

kuvvetlere oranidir. Bu oran su sekildedir.

2
Cau = Pz (1.6)

Prandtl Sayisi: Sicaklik etkisini gosterir.
Pr = % (1.7)

Mach Saywisi:  1870’li yillarda fizik bilimiyle ugrasan Avusturya’li Ernst
Mach tarafindan tamtildi. Akiskanlarin sikistirilabilirlik 6zelligigni temsil eder.
Sikistirllamaz akigkanlar i¢in C' = co ve M = 0 olur. C yerel ses hizin1 ve V' akis
hizin1 simgeler.

V
M = ol (1.8)

Bu boyutsuz sayilar sistemlerin benzerligi igin kullamlirlar. Ornegin yercekimi
kuvvetinin 6nemli oldugu durumlarda Froude sayis1 benzerligi, siirtiinme
kuvvetlerinin 6nemli oldugu benzerlik uygulamalarinda Reynolds sayisi benzerligi,
basin¢ kuvvetlerinin énemli oldugu ortamlarda ise Euler sayisi benzerligi 6nem

kazanir.

1.4. Lokal Akis Analizi

Kapali bir bolgedeki viskoz akiglarin (Re = 0) akis fonksiyonunu elde etmek
icin biharmonik denklemin analitik ¢oziimiinii elde etmek gerekir. Bu analitik
¢cOziim bolgenin sinirlar tizerindeki sartlar1 tam olarak sagladig: takdirde gecerli bir
¢cOziimdiir. Tabi bu her zaman miimkiin olmayabilir. Béyle durumlarda ise bolgenin
icerisindeki Ozel bir noktada ya da lokal bir bolgede ¢6ziim yapilmasit daha uygun
olacaktir. Ciinkii kdse eddy’lerinin oldugu bolgelerde cogunlukla akis ¢igilerinin akis
fonksiyonu degerleri oldukca kiigiiktiir ve bu bolgelerde ayrintilt bir calisma yapmak
zor olabilir. Sadece bu bolgeye ait bir ¢oziim gelistirilerek bolge daha net olarak

taranir.



Durgun (kritik) noktalar civarindaki akis hakkinda daha net bilgi edinmek amaciyla
Jeffrey & Shewood sonsuz bir seri olarak ifade edilen akis fonksiyonu icin lokal
bir analiz uyguladi [37]. Bu durgun noktalar ya bir center (merkez) noktasi ya da
bir saddle (diigiim, eyer) noktasidir. Onlar ayn1 zamanda bir ya da daha fazla akis
cizgisinin sert bir duvar iizerindeki birlesim noktasi olarak bilinen ayirma noktalari
civarindaki akis cizgileri lizerinde caligtilar. Diizgiin sabit bir duvar iizerindeki iki

saddle noktas1 arasindaki baglant1 Bakker tarafindan analiz edildi [38].

Durgun nokta civarinda hiz vektorlerinin genisletilmesine dayanan ve dinamik
sistemler yardimiyla, bu noktanin topolojik yapisina karar verilen, ayrica bu
durgun nokta civarindaki akis yapilarin1 ve muhtemel catallanmalar1 (bifurcations)

belirlemeye yarayan yontem Brons ve Hartnack tarafindan gelistirildi [27].

1.5. Tezin Ana Hatlar

Kavite akis problemleri lizerine yapilan ¢alismalarin bir ¢cogu dikdortgensel kaviteler
tizerine yapilmistir. Kavite geometrisinin daha karmagsik olmasi nedeniyle halkasal
yada daha kompleks yapiya sahip kavitelerdeki akis problemleri iizerinde daha az
sayida calismalarin oldugu gozlendi. Bu ¢alismada dikdortgensel kavitelerdeki akis
problemleri ile giris yaparak benzer ¢oziim yonteminin yarim halka tipindeki kaviteler
tizerine uyarlanigint gostererek, bu tiir bir akis probleminde hangi akis yapilariyla

karsilagilacag: ortaya konmustur.

Tezin ilk boliimiinde temel tanim ve denklemlere yer verildi. Akis problemlerinde

karsilagilan bazi fiziksel parametreler tamitildi.

2. bolimde karsilikli iki duvarimin hareketli, diger sinirlarinin serbest yiizey (free
surface) yani hava siv1 arakesiti olan dikdortgensel kavitedeki Stokes akis probleminin
analitik ¢oziimii ele alindi. Bu ¢6ziim kullanilarak kavitenin goriinim orani olan A

parametresine bagh akis yapilar1 gosterildi.

Tezin 3. boliimiinde tek kapakla siiriilen yarim halka seklindeki kavite icerisindeki
Stokes akis problemi analitik olarak coziilerek, (S, A) parametrelerine bagh akis

yapilar incelendi. Biharmonik denklemde bilinmeyen degisken olarak alinan akig



fonksiyonu kompleks 6z fonksiyonlar ve kompleks 6z degerlerinin bir sonsuz serisi
olarak diisiiniildii. Kavite goriiniim parametresi olan A parametresinin degismesiyle

kavite icerisindeki eddy sayisinin degistigi gosterildi.

4. boliimde ise karsilikli hareket eden 2 kapak ve 2 sabit duvarla siiriilen yarim
hakla tipindeki kavitelerdeki Stokes akis problemi Joseph & Sturges tarafindan elde
edilen ve Khuri tarafindan gelistirilen biorthogonal seri ¢oziim yontemi kullanilarak
seri ¢oziimii elde edildi. Kavitenin goriiniim orani olan A ve kapaklarin hizlar1 orani
olan S parametrelerine gore olusan akis yapilari, durgun nokta catallanmalar1 ve eddy

olusum mekanizmasi elde edildi.



2. BOLUM

CIFT KAPAKLA SURULEN DIKDORTGENSEL KAVITEDE STOKES AKIS

2.1. Giris

Bu boliimde hareketli iki kapak ve iki serbest yiizey ile sinirlandirilmig dikdortgensel

kavitedeki Stokes akis problemi ele alinacaktir (bkz Sekil 2.1).

Joseph ve Sturges sikistirllamaz (yogunlugu sabit) akiskanla doldurulmus, tek kapakla
stiriilen dikdortgensel kavite icerisindeki Stokes akis problemi tizerinde calistilar [12].
Joseph ve Sturges tarafindan gelistirilen analitik ¢6ziim methodu, akis fonksiyonunun

Papkovic-Faddle 6z fonksiyonlarinin bir serisi olarak ifade edilmesine dayanir.

Dikdortgensel kavitelerin 6zel durumlar igin ilk niimerik ¢oziimler sonlu farklar
methodu kullanilarak elde edildi [15,16]. Daha sonra arastirmacilar analitik ¢oziimle
niimerik ¢oziimleri mukayese ettiler ve cofu zaman bu coziimlerin sonuglarimin

birbirine olduk¢a yakin oldugu gézlendi.

Joseph ve Sturges ’in gelistirdigi biorthogonal seri ¢6ziim methodunu kullanarak,
dikdortgensel bir kavite igin, kavitenin goriiniim orani olan A nin degistirilmesiyle
olusan ¢esitli akis yapilari, Giircan tarafindan detayl bir sekilde ortaya konuldu [29].
Giircan, kavitenin goriinim orani olan A parametresini azar azar bilyiiltmek kaydi
ile eddy (girdap) olusum mekanizmasini ¢atallanma (bifurcation) diyagramlar ile

gosterdi.

Bu boliimde ele alinan yan duvarlari serbest yiizey olan dikdortgensel kavitedeki akis

yapilar1 ve catallanmalar i¢in detayli bir arastirma Gaskell vd. tarafindan yapildi [39].

2.2. Biharmonik Denklem



(-1.A) y=0, 0yl 9y =S (1,A)

hareketli st kapak
=3yl dX'=0|= 0w (x,y)=0 i y=0"yl ox’=0
hareketli eﬁ kapak
(-‘I ,-A) - (1 :-A)

w=0, 0wl oy =1

Sekil 2.1. Cift kapakla siiriilen dikdortgensel kavite ve sinir kosullari

Yogunlugu p ve viskozitesi 1 olan sikistirtlamaz akigkan i¢in kararli bir Newtonian
akis1 yoneten denklem, ilk bolimde de verilen Navier-Stokes denklemi olup, bu

denklem,

pqNq = —VP + nViq¢ 2.1)
= = \/_/ =

L basinc terimi . L
atalet terimsi viskoz terimi

ve streklilik denklemi

0=Vg (2.2)

seklindedir. Burada ¢ ve P sirasiyla akigkan i¢in hiz ve basing degiskenleridir. Viskoz
(yapiskanlik) ve basing terimlerine gore atalet terimlerinin 6nemsenemeyecek kadar

kii¢iik oldugu kabul edilerek (2.1) denklemi Stokes denklemine indirgenir,

0=-VP+nVig (2.3)

(2.3) denklemine curl operasyonu ile basin¢ gradient terimi VP elimine edildi.
Boylece,

0=V AV (2.4)

elde edilir. ¥ akis fonksiyonu (stream function) oldugundan, x yoniindeki hiz bilegeni
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ve y yoniindeki hiz bileseni
ov
= —— 2.5b
v I (2.5b)

seklinde yazilabilir. Boylece (2.4) denklemi W icin asagidaki biharmonic denkleme

indirgenir.

Vi (z,y) =0 (2.6)

2.3. Smir Kosullar:

Karsilikli hareket eden iki kapak ve karsilikli iki serbest yilizeyden olusan
dikdortgensel bolge igerisindeki Stokes akis, yukarida ifade edildigi gibi biharmonik

denklem tarafindan yonetilir. Kartezyen formdaki biharmonik denklem,

o4 o4 o4
9 il
oxt * 0x20y? * oy*

Wm@@:( )m@w:o .7

seklindedir. No-slip sartlar1 geregince sinir kosullart olusturulur. No-slip sartlarina
gore herhangi iki nokta arasindan gecen akis miktarindaki farka o noktalardaki akis

fonksiyonunun degeri denir. Buna gore biitiin kenarlarda akis fonksiyonu sifirdir.

U(x,A)=0 (2.82)
U(z,—A) =0 (2.8b)
Benzer sekilde bir yiizeyin hiz1 ne ise o yiizeye temas eden akigskanin hizi da odur.

Buna gore tist kapagin hizin1 S, alt kapagin hizin1 1 olarak secerek bu sartlar,

Go(r,A)=5 , Gl(x,-4)=1 (2.9)

12



seklinde ifade edilebilir.

Sadece serbest yiizey (free surface) problemlerinde ortaya ¢ikan ve serbest yiizeyin

geriliminin sifir oldugunu ifade eden sinir kosulu

0

seklinde ifade edilir.

2.4. Dikdortgensel Kavite icin Biortogonal Seri Coziimii

(2.7) denklemini saglayan akis fonksiyonunun degiskenlere ayrilmig seklini

V(r,y) = A(z)B(y) (2.11)

olarak goziiniine alalim. (2.11) ifadesini (2.7) denkleminde yerine yazip gerekli

diizenlemeler yapilarak A(z) ve B(y) fonksiyonlari,

A(r) = cos\x (2.12)

B(y) = y(Ae™ + Be ™) + Ce™ 4 De™ (2.13)

seklinde elde edildi. Ust iiste ekleme (super position) Ozelligi geregince akis

fonksiyonu i¢in aranan ¢oziimiin

U(,y) =Y {y(Ane™? + Bue ™) + Coe™ + Dye W cos Az (2.14)

n=1

seklinde olacagi aciktir. Bu durumda problem A, B,,, C,,, D,, katsayilariyla birlikte
A, 0z degerlerinin bulunmasina indirgendi. Bunlari bulabilmek i¢in (2.14) denklemine

sinir kosullarini uygulayacagiz.

(2.10) da verilen sart1 uyguladigimizda \,, 6z degerlerimiz

13



1
A = (n— 5)7‘(‘, (n=1,2,3,...)

elde edilir. (2.8a) sinir kosulunu (2.14) denklemine uyguladigimizda

D, = —A[A,e** + B,] — Cpe*4

elde edilip,

C,=FE,— AA,

seklinde secerek (2.14) denklemini daha basite indirmenmis hali olan

U(z,y) =0 {(y — A)(Ane™V + Be V) + E, et (1 — e2(=9)) L cos A,z

seklinde yazabiliriz.

(2.8b) sinir kosulunu (2.18) denklemine uyguladigimizda

—A(A e A 4 B
sinh 2\,, A

E, =

olmak tizere

U(z,y) = Eioﬂ {(y _ A)(A,Le)‘"y + B"e—/\ny) + *A(ir;:h’;;:ran)ekny (1 _ ezm(A—y))} COS A&

elde edildi.

(2.9) da verilen hiz kosullarini (2.19) denkleminde uyguladigimizda

A, (eAnA 24N, 6—)\TLA> +B, (e—)\nA 24N, eAnA> — 285 (_ )L

sinh 2\, A sinh 2\, A An
ve
CdmA _2A0n AnA AA 20 M A) 2 1\ntl
A (6 sinh 2An A € + By | e sroac ) = (=1)
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(2.15)

(2.16)

2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20a)

(2.20b)



elde edilir.

(2.20a) ve (2.20b) denklemlerinden A,, ve B,, ¢coziildiiginde

ntl [ AnA 240 —AnA “AnA 240, L AnA
(=1)™* [(e ~ Smn2n A€ ) S — (e T Smh2n A€ ﬂ
2.21)

A, =
sinh® 2X, 4 — 4)\% A?)

An (
sinh 2\, A

R B G )
(2.22)

Ao (sinh? 2\, A — 4} A?)

sinh 2\, A

B, =

olarak bulunur. Boylece (2.19) denklemine indirgenen akis fonksiyonu icerisinde
yer alan bilinmeyen katsayilar elde edildi. Bu katsayilar ve \,, 6zdegerleri yerlerine
yazilarak akis fonksiyonunun seri ¢6ziimii elde edilir. Bundan sonraki mesele ise seri
coziimdeki indis tist stnirinin belirlenmesidir. Sinir kosullarinin saglanmasi ve daha
fazla terimin eklenmesinin sonuca etki etmemesi goz Oniine alinarak, seri toplaminin

ilk 40 teriminin alinmasinin yeterince yakinsama sagladig1 goriildii.

2.5. Sonuclar

Seri ¢oziimii elde edilen akis fonksiyonunun boélgenin her bir noktasindaki degeri

hesaplanarak akis yapilar elde edildi.

2.5.1. Simetrik akis S = —1

Ik olarak A = 0.2 i¢in akis yapisi ¢izdirildi (bkz. Sekil 2.2a). Kavitenin merkezinde
(simetrik akis oldugu icin) bir eyer (saddle) noktasi ve bu noktada birbirine baglanmis
iki alt eddy goriildii. Her bir alt eddy ise birer merkez (center) kritik noktaya
sahitir. Dolayisiyla kavite icerisinde toplamda 3 durgun noktaya sahip bir akis
yapisi goriiliir. Kavitenin goriiniim orani olan A parametresi yavasca artirildiginda alt
eddy lerdeki center noktalarin giderek saddle noktasina ayni hizla yaklastig1 goriildii.
Kritik goriiniim oram1 olan A = 0.3923 ’e ulasildiginda bu iki center noktanin,
ortalarinda bulunan saddle noktasiyla birlesmesi ve ayn1 anda bu saddle noktasinin bir

Pitchfork catallanmasi (yani durgun noktanin yapisinin eyerden merkeze ya da tersine
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doniismesi) ile center noktasina doniistiigli goriildii. Boylece kavite icerisindeki kritik
(durgun) nokta sayist 3’ten 1’e diismiis oldu (bkz. Sekil 2.2b, burada A = 0.5). A
parametresinin bir miktar daha da biiyiitiilmesiyle kavite merkezindeki center kritik
noktanin degismedigi, akis yapisinin her iki eksene gore simetrisinin bozulmadigi
goriildii (bkz. Sekil 2.2c-e). Goriiniim oraniin biiyiitiilmesine devam edildiginde
ikinci bir kritik A degeri ile karsilagildi. A = 1.3523 kritik degerinde mevcut center
noktanin ikinci bir Pitchfork catallanmasiyla saddle yapiya doniistiigii goriildii (bkz.
Sekil 2.2f, burada A = 1.4). Yine bu saddle noktaya bagh iki alt eddy gozlendi.
Ancak bu alt eddy’lerin ilk bastakinden farkli olarak diisey eksene paralel oldugu
gozlendi. Bu agamadan sonra Sekil 2.2g-m’den de goziildiigii gibi, A parametresinin
artirlmasiyla yeni bir bifurcation gerceklesmeyece8i ve kavite igerisinde ikinci
Pitchfork catallanmasindan sonraki akis topolojisinin bozulmadan kalacag: goriildii.
Sadece saddle noktasina bagl iki alt eddy lere ait center durgun noktalar1 giderek

saddle noktasindan uzaklastilar.

A parametresinin ¢ok daha artirllmasinin yeni bir yapi olusturmayacagi ve miimkiin
olan akis yapilar1 (A > 0.2 i¢in) gosterildi. Ayrica elde edilen ¢atallanma diyagramlar1
Sekil 2.3’de verildi. Burada 6nemli sorunlardan birisi de A’nin 0.2’den daha kii¢iik
degerlerinde nasil akis yapilarinin gozlenecegidir. Elde ettigimiz ¢oziimden elbette
ilgili akig figiirleri cizdirilebilir ancak Sekil 2.2a’dan da goriildiigii gibi daha ince
yapilt (yani A’nin kiigiik degerlerinde) kavitelerdeki akis yapilarina goz ile karar
vermek imkansiz hale gelecektir. Bu ve buna benzer problemlere ¢6ziim iiretebilmek
icin, dinamik sistemler ve normal form teorisi kullanilarak gelistirilen, durgun
nokta civarindaki akis yapilarim belirlemeye yarayan kullanigh bir yontem Brons
ve Hartnack tarafindan gelistirilmis olup ele aldigimiz problemde, A parametresinin
0.20’den daha kiiciik degerleri icin karsilagilacak muhtemel akis yapilar1 hakkinda
baz1 ¢alismalar yapilmstir [27, 33, 39].

2.5.2. Simetrik olmayan akis S = —0.38

Simetrik olmayan durumlarda da S = —1 deki benzer akis yapilarmma ve
catallanmalara ulagildi. Ornek olarak S = —0.38 icin yani iist kapagin hizini

—0.38 alt kapagin hizini ise 1 olarak aldik. Simetrik duruma gore, akis yapilar1 ve
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(a) (b) (©) (d) (e)
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135 O
135 0,6
0,90 0'00
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o:oo 06
-1,35
045 12
. -1’8 O
1.30 24 2,70 ——
10 05 00 0§ - 40 05 00 05 10 -10 05 00 05 10 -10 05 00 05 10 -1 0 1
() (€9) (h) ® Q)
10
8
6
4
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2
34 0
-2
, 0,0 4
: -6
0 3,4
£ _8
3 68 -10
“ 10 1 -1.0 1 '1 0 1
(k) ® (m)
Sekil 2.2. S = —1 i¢in goriiniim oran1 olan A degerinin artisiyla eddy olusumu.

AA=02b)A=05c)A=1,dA=12e)A=1310A=14,
DA=18NA=241)A=277)A=30,k)A=4.01)A=68,
m) A = 10.0 7



-1,00 ‘A oomr—s—r-rtr-—-—"—-"p—"-—"T"-—-"-—"y—""-—"7—""
0,20 0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,50 0,55
A
(a)
————— saddle
124 —center
-12 . . . . . . . . . . . !
0 2 4 6 8 10 12
A
(b)

Sekil 2.3. S = —1 i¢in bifurcations diyagramlari
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-1.90
-10 05 00 05 10

(a) (b) () (d)

20

1.94
15

10

05

0.0

05

-1.0

-15

-1.94 -2.0
-10 05 00 05 10 -1.0 -05 00 05 10

(e) ® (€9) ()

Sekil 2.4. S = —0.38 i¢in goriiniim oran1 olan A degerinin artisiyla eddy olusumu.
A)A=02,b)A=044,c)A=1,d)A=19,e) A=1.94,) A=20,
g0 A=3.0h)A=50

catallanmalarinda iki onemli fark goriildii:

1) Akis yapist her iki eksene gore degil sadece y eksenine gore simetriktir. ii) Simetrik
akis durumunda Pitchfork catallanmalar1 goriiliirken, simetrik olmayan bu durumda

saddle-node (cusp) catallanmalar1 da gozlendi.
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4_- ————— saddle

—— center

Sekil 2.5. S = —0.38 i¢in bifurcations diyagrama.

S = —0.38 i¢in farkli goriiniim oranlarindaki akig yapilar1 Sekil 2.4’de gosterildi.
Baslangic olarak A = 0.2 alindi. Bu durumda simetrik akistan farkli olarak, kavitenin
her iki eksene gore merkezinde olmayan, sadece yatay eksene gore merkezde olan
(0,0.042) noktasinda bir saddle noktasi ve bu yine noktada birbirine baglanmig
iki alt eddy goriildii (bkz. Sekil 2.4a). A parametresinin yavagca artirilmasiyla,
simetrik durumdaki separatrix adi verilen yapidaki alt eddy lere ait center yapidaki
durgun noktalarin saddle noktasina yaklastigi ve A = 0.398 kritik goriiniim oraninda
3 durgun noktanin birleserek bir Pitchfork catallanmasiyla tek bir center noktaya
doniistiikleri goriildii (bkz. Sekil 2.4b, burada A = 0.44). Goriiniim oraninin daha
da biiyiiltiilmesiyle kavite icerisinde ve merkezi y = 0 ekseninin altinda olan tek
bir eddy oldugu goriildii (bkz. Sekil 2.4c-e). A = 1.971 kritik goriinim oranina
ulasildiginda ise bir cusp bifurcation olayinin gerceklesmesiyle iki (biri saddle digeri
center) yeni durgun nokta olustugu goriildii (bkz. Sekil 2.4f, burada A = 2). Yeni
olusan akis yapisina dikkat edilirse ortada bir saddle nokta ve bu noktada birbirine
baglanmis birer center noktaya sahip iki al alt eddy goriiliir. Simetrik akig durumundan
farkli olarak {istteki center noktanin alttakine gore saddle noktaya daha yakin oldugu
goriilmektedir. A parametresinin daha da artirilmasi durumunda akis yapisinda
herhangi bir bifurcation goriillmemekte olup sadece center noktalar giderek saddle

durgun noktadan uzaklagmaktadirlar (bkz. Sekil 2.4h).
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3. BOLUM

KAPAKLA SURULEN YARIM HALKA SEKLINDEKI KAVITEDE STOKES
AKIS

3.1. Giris

Bu boliimde diiz kenarlarindan biri yada ikisi hareketli, karsilikli egrisel kenarlarin
hareketsiz duvar olarak alindig1 Sekil 3.1°de gosterilen sikistirilamaz akigkanla dolu
bir sektorel kavitenin sektor agisinin « = 7 alinmasiyla elde edilen yarim halka
(annular) seklindeki kavitedeki Stokes akis problemini ele aldik (bkz Sekil 3.2).
Bu tiirden problemler, cesitli niimerik ¢6ziim metodlar ile ¢oziilebilmekte olup, biz
problemin yar1 analitik ¢6zliimii lizerinde durduk. Yari analitik denmesinin nedeni,
¢cOziimiin alt ve {iist indislerinin sonsuz oldugu seriler seklinde elde edilmesindendir.
Problemin ¢oziimii i¢cin Papkovich—Faddle 6z fonksiyon genisleme metodu kullanildi.
Bu ¢6ziim metodu, 6z degerlerin ve 6z fonksiyonlarin belirlenmesi, biorthogonallik

sartlar1 ve 0z fonksiyonlarin genislemesiyle elde edilen katsayilarin elde edilmesine

dayanur.

Sert duvarladan olugsmus, yar1 sonsuz bir bolge icin biorthogonal seri ¢oziimii teknigi
ilk olarak R.C.T. Smith [26] tarafindan elde edildi. Smith’in ¢6ziim metodunu
kullanarak, Bearvers ve Fosdick [40] farkli hizlarda donen silindirler arasindaki
serbest ylizey (free surface) problemini ¢ozdiiler. Buna benzer bir problem olarak
yartya kadar akigkanla doldurulmug donen iki silindir arasinda kalan serbest yiizey
problemi (half filled annulus) detayli olarak Gaskell vd. tarafindan caligild1 [41].
Onlar silindirlerin ¢aplarindan kaynaklanan degisik goriiniim oranlar1 ve silindirlerin
farkli hizlar icin ayrintili bir kontrol uzay diyagrami olusturdu. Bu tez calismasinda
Gaskell vd. tarafindan ¢alisilan akis bolgesine geometrik olarak benzeyen fakat sinir

kosullar1 olarak tamamen farkli bir model ele alinda.



Khuri [18] sikistirtlamaz (yogunlugu sabit) akiskanla dolu, tek kapakla siiriilen
sektorel bir kavite icerisindeki Stokes akis problemini ¢6zmek icin bir 6z fonksiyon
genisleme metodu insaa etti. Aslinda bu metot daha ¢ok, ¢oziim algoritmasinda
kullanilacak olan biortogonallik sartlarinin belirlenmesine dayanir. Bu metodun
algoritmasi, Joseph & Sturges [17] tarafindan elde edilen ve benzer bir problem olan
dikdortgensel kavite i¢in olanla yakin iligkilidir. Ancak, Joseph ve Sturges’in ¢oziim
icin kullanilmak iizere elde ettikleri biorthogonallik sart1 dikdortgensel kaviteler i¢in
kullanilabilirligi ile sinirliydi. Dolayisiyla daha farkli geometrik sekillerdeki kaviteler
icin uygulanamamaktaydi. Khuri [18] yaptig1 ¢alisma ile biorthogonallik sartlarinin

degisik sekillerdeki kaviteler icin de elde edilmesine olanak sagladi.

Joseph ve Sturges [17] ve Khuri [18]'nin gelistirdigi biorthogonal seri ¢oziim
metodunu kullanarak, sektorel bir kavite ic¢in, kavitenin goriinim orani olan A ve
kapaklarin hizlar1 oran1 olan .S”in degistirilmesi ile olusan cesitli akis yapilari, detayl
bir sekilde ortaya konuldu [22,23]. A ve S parametrelerinin degistirilmesiyle sektorel
kavitede eddy (girdap) olusum mekanizmasini ¢atallanma (bifurcation) diyagramlari

ile gosterildi [22].

Bu boliimde kapak ile siiriilen yarim halka tipindeki kavitelerdeki akis yapilariin,

kavitenin goriiniim oranina gore nasil degistigi ve boyle bir kavitede eddy olusum

mekanizmasinin nasil oldugu incelendi.

3.2. Biharmonik Denklem

Sabit yogunlugu p ve viskozitesi 1 olan iki boyutlu, sikistirilamaz, kararli bir
Newtonian akis Navier-Stokes ve siireklilik denklemleri tarafindan yonetilir. Bu

denklemlerin boyutsuz hali sirasiyla,
Reu-Vu=—-Vp+Viu, 0=V u , 3.1)

seklindedir. Burada Re = pusA/n Reynolds sayisi olup atalet terimlerinin viskoz
terimlere oranini ifade eder ancak Stokes akis durumunda (yani ataletin ihmal edildigi
durumda) sifir olarak alinir. Kalan terimlere curl operatorii uygulanirsa basing terimi

de elimine edilir ve bdylece siireklilik denklemiyle birlikte, akis fonksiyonu olan
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Sekil 3.2. Yarim halka tipindeki kavite

Y(r, 6) cinsinden biharmonik denklem elde edilir:

V4 (r,0) = 0. (3.2)
1 akis fonksiyonu (streamfunction) oldugundan, hiz bilegenleri,
1
0 X (3.3)

e 0 T o
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seklinde yazilabilir. Burada wy ve w, swrasiyla acisal ve radyal hiz bilesenleridir.
Cemberlerin yaricaplarinin orani ve hareketli kapaklarin hizlari orani kullanacagimiz

iki kontrol parametresi olup bunlar sirayla,

A=22  g= (3.4)

1 Uz
seklindedir. Burada u; iist kapagin hiz1, u, boyutsuz hiz sabitidir (alt kapagin hareketli
olmasi durumunda alt kapak hizin1 gosterir). S parametresi bu kisimda oldugu gibi
kavitenin tek kapagin hareketli olmasi durumunda sadece hareketli kapagin hizina
yani u, degerine esittir. Ileriki kistmlarda goriilecegi iizere, iki kapagin hareketli

olmasi durumunda ise kapaklarin hizlar1 oranin1 gosterir.

3.3. Smur Kosullar:

Hareketli diiz bir kapak ve sabit 3 duvar tarafindan sinirlandirilmis, yani tek kapakla
stirilen bir halkasal kavite icerisindeki Stokes akis, yukarida ifade edilen biharmonik

denklem tarafindan yonetilir. Kutupsal formdaki biharmonik denklem,

”? 190 1 0?

2
Vir0) = (ot ) ) =0 (35)

seklindedir.

Akis fonksiyonunun iki ayr1 noktada aldigi degerlerin farki, bu noktalar arasindaki net
akis1 gosterir. Buna gore, eger iki nokta arasinda net bir akis yok ise akis fonksiyonu
bu noktalarda aym degere sahip olacaktir. Sonug olarak, kapali bir akis bolgesinin
sinirlan iizerinde akig fonksiyonu sabit degerdedir ve genellikle sifir olarak alinir.

Boylece sektorel kavitenin sinirlart boyunca akis fonksiyonunun degeri sifirdir. Yani,
Y (r1,0) =1 (r2,60) =0 (3.6)

Y (r,£a) =0 (3.7)

olur. Akigkanlar mekaniginde no-slip hipotezi bir sert yiizeydeki akigkanin hizinin,

sert yiizeyin hizina esit oldugunu ifade eder. Buna gore (3.3) den,
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0 0
a_:/j(rhg) = a—f(%ﬁ) =0 (3.8)
10 B 10y _
oo (rna)=uw - ;%(T’ —a) = u G2

olarak sinir kosullart belirlendi. Burada dikkat edilirse diizgiin kapaklarin hareket
hizlar1 u; ve wuy olarak alindi. Bu boliimiin ilerleyen kisimlarinda u; = 1, us = 0
olarak yani sadece a = 7 deki kapagin hareketli (tek kapakla siiriilen) oldugu
diisiiniilerek hesaplama yapilacaktir. Kapak hizlar istenildigi gibi degistirilerek yine

benzer hesaplamalar kolaylikla yapilabilir.

3.4. Serilerle Coziim Metodu

Serilerle ¢oziim metodu ilk olarak 1952 yilina Smith [26] tarafindan yar1 sonsuz bir
bolge igin elde edildi. Daha sonra bu ¢6ziim metodu Joseph & Sturges [27] tarafindan
kapakla siiriilen dikdortgensel bir kavite i¢in uygulandi. Tek kapakla siiriilen sektorel
bir kavite i¢in benzer bir ¢alisma Khuri [29] tarafindan yapildi. Bu boliimde, yukarida
Ozetlenen calismalardan esinlenerek hem tek kapakla hem de iki kapakla siiriilen
yarim halka tipindeki kavite icin biortagonal seri ¢6ziimiinii verecek ve ele alinan akis

bolgesi icerisindeki goriilebilecek akis yapilarinin cesitliligini ortaya koyacagiz.

3.4.1. Biortagonal Seri Coziimii

(3.5) biharmonik denkleminin ayrilabilen ¢oziimii elde edilecektir. Coziim olarak

diisiiniilen akis fonksiyonunun degiskenlerine ayrilmig seklini

¥ (r,0) = R(r)Q(0) (3.10)

olarak aldik. (3.10) ifadesini (3.5) denkleminde yerine yazip gerekli hesaplamalari

yaparak aranan fonksiyonlarin,

R(r) = ar® + br = 4 er* ™ + dr*™ (3.11)
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Q(0) = Esin(\0) + F cos(A\0)

(3.12)

seklinde oldugu elde edildi (Bkz. Ekl1). (3.11) ve (3.12) fonksiyonlarini ve {ist iiste

ekleme (super position) 6zelligini kullanarak (3.10) den akis fonksiyonu icin aranan

¢Oziim,

oo

Y (r,0) =Y [E,sin(A0) + F, cos(A,0)] o1 (r)

—0o0

(3.13)

seklinde elde edilir. Boylelikle problem a,, b,, ¢,, d,, E, ve F, katsayilar1 ile

A 0z degerlerinin bulunmasmna indirgendi. Burada ¢\ (r) Papkovich-Faddle 6z

fonksiyonunun,

Y‘) (1) = anr™ + byr ™" + 2 4 dr? T

seklinde olacagi aciktir. vy < r < 7y i¢in (3.6) ve (3.8) sinir kosullarindan,

. . agb(") a¢(n)
() = 61" (r2) = =51 (r1) = == (r2) = 0

olacagi goriildii. (3.14) ve (3.15) den,

0 = apry™ + bur ™ + o2 4 dr
0 = Mt = by (2= A)enrt M A+ (24 Ny )dpri T
0 = apry™ +bury ™ + cora ™ + drEt

0 = Ay = Xabpry M (2= Ay N+ (24 An)dry T

(3.14)

(3.15)

(3.16)

denklem sistemi olusturuldu. Bu denklem sistemi coziilerek a,, b,, c,, ve d,

katsayilart bulundu (bkz. Ek2). Yine bu denklem sisteminden yararlanarak )\, 6z

degerleri i¢in,
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sin(A,) = +68\, (3.17)

0z deger fonksiyonu elde edildi. Burada,

M= (i log N, L B L _(2_n, (3.18)

T2 2 10g :—? ™ T2

seklindedir. Xn 0z degerlerinin reel ve sanal kisimlar1 birer degisken olarak diisiiniildii.
(3.17) denkleminden Xn 0z degerlerini bulmak amaciyla iki degiskenli fonksiyonlar

icin Newton iterasyon metodu uygulandi.

Genel olarak,

asin(e) =€ (3.19)

seklindeki bir fonksiyona Newton iterasyon metodu uygulayabilmek i¢in, baglangi¢

kosulu olarak,

En ~ (4n + 1)% +i[—Ina+In(4n + 1)7] , a>0 (3.20)

alinir (bkz. Henry & Fettis [87]). A, 6z degerleri kompleks degerli olup kompleks

diizleme simetrik olarak yerlesirler. n > 0 icin \,, 0z degerlerini sectik. Ayrica,

Apn=X (n=1,2,3,..)

seklinde olup iist ¢cizgi kompleks eslenigi ifade eder. Bu 6z degerlere karsilik,

S =" () (n=1,2,3,..)

ve aranan katsayilarin,



seklinde olacag: aciktir. Ozel olarak 1 < r < 4 i¢in (3.17) den elde edilen baz1 \,, 6z
degerleri tablo halinde verildi (bkz Tablo 3.1).

Bundan sonraki hedefimiz (3.13) deki E,, ve F;, katsayilarinm1 bulmaktir. (3.7) ve (3.9)

sinir kosullarini (3.13) denklemine uygulayarak,

S = i[EnAn cos(Ana) — F A sin(An)] §”;(r) (3.21a)

0 = _f:[En sin(Anat) + F, cos(A,)]o\™ (r) (3.21b)

- i[En)\n cos(ra) + Fu, sinra) ) (3.21¢)
i~ r

0= _f:[Fn cos(An) — E, sin(A,a)]¢\™ (r) (3.21d)

denklem sistemi elde edilir. ~ Khuri’nin biortagonallik sarti uygulanarak 6z

fonksiyonlar icin,

o () = ya(r), (3.22)

05" (1) = ry,(r) = S (r), (3.23)
T
fhy, =14+ 2)\2.

esitlikleri elde edilir [29]. Burada bilinen bir 6z fonksiyon olan ¢\ (r), diger 6z

fonksiyon ¢(2") (r) ’yi elde etmekte kullanild1. (3.22) ve (3.23) denklemlerinden,

35 (r) = (=M~ Danr* 1 Ay = Dby 2014 3(= N+ D) eurt N 43N+ ) dr it (3.24)
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olarak bulundu. Yukaridaki denklem sistemine donersek, bu denklem sisteminde,

T2

[ o wnee | | a 325)

1

olan biortagonallik operatoriinii uygulayabilmek icin bazi diizenlemeler yapildi.

Burada,

1
52 0
B(r) = \ 1
2r3 22

seklindedir (bkz. Khuri [29]).

(3.21a) ve (3.21b) denklemleri birlestirilerek,

)
(r) 5 sin( A, « cos( A, ’
)( > > [Ensin(Ana) + F, cos(\,a)] ( ¢(n)(7,) ) +

= r) =

0o (n

S E, sin(Aa) + F, cos(A,a)] Z%ﬂ
2
]

2 \IE, cos(M\,a) — F, sin( A« ( i, n > = ( >
Z g elBn cos(hne) Ol i) - o) -1

elde edildi. Benzer sekilde (3.21c) ve (3.21d) denklemleri birlestirilirse,

0

| 0\ &g )
;;O[—En sin(\, @) + F, cos(\,)] zémgr% — go:c [ E,sin(A,a) + F, cos(A\,a)] ( ¢(n) (r) ) -

3 0
; ZXa[En cos(Aar) + Fysin(Aaa)] ( 26 O) — o) ) _ < 8 >

elde edilir. Ardindan (3.26) ve (3.27) denklemlerine (3.25)’da verilen biortagonallik

operatorii uygulanarak,
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o0 T2

sin (A, cos(An & (r), ™ (7)) B(r o (r) r
S B sin (o) + Fycos(h )],,./ 0470), o ()] B0) ¢<2n>(r)}d
- 3 sin (A, cos(A,a i () (r), ™ (1) B(r 0 r
> Busin )+ Fucostua)] [ 160710 67 0180) | ) [
. T, (3.28)
2 cos (M) — F, sin( A\« () (r), ™ () B(r 0 r
#3 h Bncos ) = Fysin(hye) / 00 BO) | o oy |
[y o 0
- / 670 1B | O |
veE
i;o [-E,sin (A\a) + F, cos()\na)]n/[qbém)(r),¢§m)(r)]B(7') Zi:;g:; } dr
- 3 — L, sin (Ao cos(Ap f () (), ™ r 0 r
D - Eusin )+ Fucos(hual] (166700, 0070080) | ) ]
o, (3.29)
+§:1A [E, cos (Ant) + F, sin(A,0)] / (5™ (r), $™ ()] B(r) ) dr
< w, S\ LEm n n n J 2 » P1 T¢/1/(n)( )_¢én)(r)
= [ wne0) | |ar
elde edildi.

i = [0d om0 | 0
Vi = [0 0150 | o | @ (3.30)
W =[50 NB0) ||  o | 0

olmak iizere, (3.28) ve (3.29) denklemleri diizenlenerek, F;, ve E, katsayilari iki

bilinmeyen olmak iizere asagidaki iki bilinmeyenli iki denklem elde edildi:
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Im = (pﬂ;n Sin()‘ma)) Em + (p:n COS()‘mO‘)) Fm
+ Z (1)\nWmn cos(A\a) — Vi sin(An&)> E,

— \fn (3.31)
S (%AnWmn sin(An@) + Vin cos(/\noz)) F,,

0 = (—pi sin(A\ne)) By + (ph, cos(Apa)) Fr

o0

S (e )

+ Z %)\nWmn Sln(/\na) — an COS(}\na)) Fn

(3.31) ve (3.32) denklemleri n = +1,+£2, ... icin F,, ve F;, katsayilarina gore sonlu
bir set olusturdular. Bu katsayilar (3.31) ve (3.32) denklemlerinin ilk N terimi
alinarak bulunur. Boylece n = 1,2,..., N i¢in (3.31) ve (3.32) denklemleri FE,
ve F), katsayilarinin reel ve sanal kisimlarina gore 4N bilinmeyenli 4N denklem
olusturdular. Sonuc¢ olarak kavitenin icerisindeki her noktada akis fonksiyonunun
degeri, (3.13) serisinin ilk NV teriminin toplanmastyla elde edildi. Belirli bir /V sayisina
karar vererek elde edilen ¢oziimii kisitladigimiz i¢in bu ¢oziime yar1 analitik ¢oziim
denmektedir. Serinin terim sayis1 olan /N’e karar vermek onemli bir ayrintidir. N
sayis1 serinin yeterince yakinsamasina olanak saglayacak kadar biiyiik olmalidir. Akis
fonksiyonu ile ilgili olarak sadece kavitenin sinirlar tizerindeki degerleri 6nceden
bilinmektedir. Bu ise yakinsamanin bu sinir sartlar1 iizerinde test edilecegi anlamina
gelir. Ozel olarak r;, = 1,7, = 5, N = 15 i¢in E,, ve F, katsayilarmin bir kismi tablo
3.2 de verildi. NN sayisinin bazi degerleri i¢in akis fonksiyonunun sinirlar tizerinde

aldig1 bazi1 degerler ise Tablo 3.3’de gosterildi.

Tablo 3.1: Tek kapakla siiriilen bir sektorel kavitede r; = 1 ve ro = 4 icin ilk 20 \,, 6z degerleri.

n A n An

1 | 1.86054+2.99451i | 11 | 3.75801+48.66728i
2 | 2.46101+7.708251 | 12 | 3.82201+53.203498i
3 | 2.78163+12.30346i | 13 | 3.88080+57.739178i
4 | 3.00270+16.86922i | 14 | 3.93515+62.27442i
5 | 3.17170+21.422651 | 15 | 3.98570+66.80932i
6 | 3.30856+25.96964i | 16 | 4.03295+71.34393i
7 | 3.42358+30.51282i | 17 | 4.07728+75.87830i
8 | 3.52277+35.05353i | 18 | 4.11906+80.41247i
9 | 3.60998+39.59256i | 19 | 4.15854+84.94646i
10 | 3.68778+44.13037i | 20 | 4.19598+89.48031i
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3.4.2. Serilerin Kisaltilmasi (Sinir Degerlerine Yakinsaklik)

Joseph ve Sturges [27] goriiniim oram1t A = 5 olan dikdortgensel kaviteler iizerinde
yaptiklari ¢calismada, elde ettikleri biorthogonal seri (BS) ¢oziimiiniin niimerik olarak
sinir kogullarina olan yakinsakligini inceledi. Goriildii ki BS ¢oziimiinin N =
20 terimi alinarak, hareketli kapak iizerinde akis fonksiyonunun ve onun normal
tiirevinin yakinsakliklar1 sirasiyla dort ve bir ondaliga kadar yakinsadi. Buna ragmen,
hareketsiz alt duvarda yakinsaklik sirasiyla 16 ve 9 ondaliga kadar ulasti. Shankar
[36] ayn1 katsayilar1 bulmak igin sonlu kareler metodu ile bir analitik seri geniglemesi
diisiindii. Elde ettigi ¢coziimlerin, 6zellikle hareketli kapagin koselere yakin kisimlari
tizerindeki yakinsaklik durumunu inceledi. Ko&se noktalarimi goz ardi ederek, geri
kalan noktalarda akis fonksiyonu ve onun tiirevleri i¢in dogru sonuca sirasiyla 4 ve 2

ondalik kadar yakinsama elde etti.

Tablo 3.2: Tek kapakla siiriilen bir sektorel kavitede ; = 1, ve ro = 3 i¢in baz1 E,, ve F}, katsayilari.

n E, F,

-10 0 0
-9 0 0
-8 0 0
-7 0 0
-6 0 0
-5 0 0
-4 0 0
-3 0 0
-2 0 0
-1 | 0.000525+0.0000034i | 0.0000024-0.0005266i

1 0.000525-0.0000034i | 0.0000024+0.0005266i
2 0 0
3 0 0
4 0 0
5 0 0
6 0 0
7 0 0
8 0 0
9 0 0
10 0 0

Daha sonralari Gaskell ve arkadaslart [19] iki farkli katsayi belirleme teknigini

de kullandi. Gosterdiler ki, hareketli iist kapak lizerindeki sinir kosuluna gore,

32



N = 20 i¢in Shankar’in metodu tam degerden ortalama olarak %6 sapma saglarken,
N = 200 i¢in aym1 metodun ayni sinir kosuluna gére sapma degeri yaklagik %1’e
digti. N = 20 ve N = 200 icin ¢y = 0 oldugu smir kosullarinda Joseph ve
Sturges 'in metodunun Shankar’in metodundan daha 1y1 yakinsadigini fakat hareketli
kapak tizerinde daha kotii bir yakinsamaya sahip oldugunu gordii. Serilerin sir
sartlar1 tizerindeki yakinsamalarindaki bu farkliliklara ragmen, akis foksiyonunun ig¢
noktalardaki degerlerinin birbirlerine oldukca yakin olduklarim1 gordiiler. Boylece
her iki katsay1 belirleme tekniginin de birbirlerinden ayirt edilemeyecegi sonucuna

ulagtilar.

Dikdortgensel kaviteler iizerinde yapilan bu ¢alismalara paralel olarak, Khuri [29]
tek kapakla siiriilen sektorel kaviteler icin N = 15 alinarak yeteri kadar yakinsaklik
saglanacagini savundu. Bu ¢aligmamizda Khuri [29] tarafindan elde edilen katsayilara
ulagildi. Boylece akis fonksiyonunun her noktadaki degeri elde edildi ve fablo 3.3
N degerlerine gore akis fonksiyonu ve onun tiirevlerinin (yani hiz

de gosterildi.

bilesenlerinin) sinir sartlar tizerindeki yakinsaklik durumu incelendi (bkz. tablo 3.4).

Tablo 3.3: Akiskanla doldurulmus sektorel bolge v = {r,0 : 1 <r <4, — 7 <60 < T}icin
N = 30 olmak iizere, akis fonksiyonun ve tiirevlerinin sinirlardaki degerleri.

r [0 (r5:30) [ (r,—%5:30) [ -255 (r,5:30) [ 235 (r,—%:30)

1.0 | -9.6458E-17 | -3.2719E-020 1.7708E-15 0
1.2 | 7.1537E-04 -7.8157E-13 0.8817E+01 -0.1332E-10
1.4 | -1.1147E-03 3.0229E-12 0.1071E+01 0.3918E-10
1.6 | -1.4256E-03 3.7842E-12 0.1122E+01 0.3750E-09
1.8 | 9.9134E-04 -3.8356E-12 0.9247E+00 -0.3135E-09
2.0 | -1.8560E-03 4.8247E-12 0.1163E+01 0.5496E-09
2.2 | -1.4157E-03 2.3535E-12 0.1123E+01 0.3588E-09
2.4 | -1.9610E-03 3.1865E-12 0.1139E+01 0.3818E-09
2.6 | -1.5174E-03 8.4531E-12 0.1047E+01 0.2580E-09
2.8 | 2.2270E-03 -3.4649E-12 0.9173E+00 -0.3142E-10
3.0 | -1.7164E-04 -2.5217E-12 0.1036E+01 -0.4235E-09
3.2 | 1.6848E-03 2.0594E-11 0.9621E+00 0.5959E-09
3.4 | -2.1931E-03 4.9270E-12 0.1170E+01 0.7111E-09
3.6 | 2.1211E-03 -1.3457E-11 0.9658E+00 -0.1104E-08
3.8 | -4.6814E-05 2.9814E-11 0.1195E+01 -0.1758E-09
4.0 | -39111E-16 2.0768E-19 0.6123E-15 0
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Tablo3.4: a=7,r =1, ro =4ve N =15, 30, 60, 90 i¢in akig fonksiyonu ve 7 yoniindeki hiz

bileseninin hata analizi.

r |25 (15:15) | -5 (r—5:15)
1.0 0 0

1.6 0.9127 -0.1003-07

2.2 1.0922 0.8708E-08

2.8 1.0043 0.5807E-08

34 0.9439 -0.1674E-7

4.0 0 0

r |25 (1 5:80) [ -5 (r.—5:30)
1.0 0 0

1.6 1.1227 0.3750E-09

2.2 1.1236 0.3588E-09

2.8 0.9173 -0.3142E-10

34 1.1707 0.7111E-09

4.0 0 0

r |35 (.5:60) | 5% (r,—5:60)
1.0 0 0

1.6 1.0484 -0.2170E-10
2.2 1.0698 -0.9644E-11

2.8 1.0628 -0.2684E-10
34 0.8381 0.3904E-10

4.0 0 0

r |- (n5:90) | 5% (r,—5:90)
1.0 0 0

1.6 1.0015 0.3599E-11

2.2 1.0003 -0.4064E-12
2.8 0.9996 -0.1018E-10
34 0.9928 -0.4382E-11

4.0 0 0

3.5. Sonug ve Goriisler

Kavitenin ac¢1 parametresi olan « sabit bir degerde tutularak, goriiniim orani olan
A parametresinin degistirilmesiyle akis yapilarindaki catallanmalar, yeni eddy’lerin
dogmast ve gelismesi gibi durumlar incelendi. « parametresinin degerler araligi
0 < a < = olup bu parametrenin alabilecegi degerler sinirlidir. Buna ragmen A
parametresi ise A > 1 olup sinirsiz degerler alabilecek bir parametredir. Bu nedenle
« parametresini o = 7 sabit deZerine atayarak A parametresinin farkli de8erleri i¢in

akis yapilart incelendi.
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) (e) ()

Sekil 3.3. S = 0 icin goriiniim orani olan A’nin azaltilmasiyla eddy olusumu.
a) A=18.0,b) A =1549,¢c) A =13.20,d) A = 12.50,e) A = 11.10, f)
A =320

Bu boliimde tek ya da cift kapakla siiriilen yarim halka tipindeki kavite icerisindeki
2-D Stokes akis probleminin Joseph & Sturges [27] ve Khuri [29] tarafindan gelistirilen
¢Oziim yontemi kullanilarak, akis fonksiyonuna gore yar1 analitik ¢6ziimii elde edildi.
Kavitenin ag¢1 parametresi olan «’nin sabit tutularak, A parametresinin degisimiyle

olusan akis yapilar1 incelendi.

Ik olarak S = 0, daha sonra S = —1 ve S = 1 icin hesaplamalar yapilarak akis

yapilar1 ve catallanmalar gosterildi.
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3.5.1. S = 0 Icin Akis Yapilar

Tek kapakla siiriilen kavite i¢in akis yapilari, eddy olusum mekanizmasi ve miimkiin
olan catallanmalar ele alindi. S hiz parametresi iist kapagin hizinin alt kapak hizina
orant olarak tamimlanmigtt. S = 0 durumu iist kapak hizinin 0 olmasi anlamina
gelir. Ancak kavite geometrisine bagli olarak, hem eddy olusum mekanizmasinda
bir degisiklik olmamas1 hemde literatiire uygunluk acisindan bu ¢alismada alt kapagi
hareketsiz olarak aldik. Ilk olarak A = 18 i¢in akis yapisim elde ettik (bkz Sekil
3.3a). Bu durumda sekilden goriildiigii gibi kavite icerisinde bir ana eddy ve hareketsiz
duvarlarin birlestigi koselerde ise birer kdse eddy’ler goriildi. A parametresinin
daha da biiyiik degerlerinde de ayn1 yap1 elde edilecek olup sadece kdse eddy’lerinin
daha kiiciik oldugu gozlendi. Goriildiigii gibi ilk durumda iki kése eddy bulunup
bunlarin bir ucu diizgiin hareketsiz alt kapak iizerinde diger ucu ise egri hareketsiz
yan duvarlar {izerinde olan birer ayirma cizgisiyle ana eddy’den ayrildig1 goriildii. Bu
ayirma ¢izgilerinin hareketsiz duvarlarla birlestikleri saddle yapidaki noktalar, ayirma
noktalart adin1 alir. A parametresinin kiigiiltiilmesiyle kose eddy’lerinin birbirlerine
yaklastigi ve kritik A = 15.49 da alt diizgiin kenar tizerindeki saddle noktada
birlestikleri goriildii (bkz Sekil 3.3b). A’nin kritik 15.49 degerinden ¢ok az daha
kiigtiltiilmesinden itibaren diiz ve hareketsiz duvar iizerindeki birlesme noktasinin
kavitenin icerisine kaydig1 ve ilk bastaki ana eddy’den bagka alt tarafta yeni ve bir
saddle noktasinda birbirine baglanmis iki alt eddy’den olusan separatrix adi verilen
bir yapinin olustugu goriildii (bkz Sekil 3.3c-d). Bu durumda da yine koselerde gozle
goriilmesi zor olan kdse eddy’lerinin var oldugunu belirtmeliyiz. Goriiniim oraninin
daha da kiiciiltiilmesiyle az 6nce olusmus olan separatrix yapidaki iistteki alt eddy’e
ait center noktanin saddle noktaya yaklastigi ve A = 12.05 kritik degerinde bu iki
durgun noktanin birleserek bir cusp bifurcation gerceklestirdigi yani birlesen saddle
ve center noktalarin aniden kayboldugu gozlendi (bkz Sekil 3.3e). Bu durumda kavite
icerisinde iki ana eddy olusmus oldu. Ek olarak daha 6nce de belirtmis oldugumuz ve
her zaman var oldugunu bildi§imiz kose eddy’ler yavas yavas kendini gostermeye
baslamaktadir (iistteki kose eddy alttakine gore daha kiiciik oldugundan daha geg
gozle goriintir hale gelmektedir). A’nin daha da kiiciiltiilmesiyle bundan farkli bir

mekanizma gerceklesmeyip yine kdse eddy’lerinin gelisip birlesmesiyle iiciincii ana
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eddy olusacak ve bu mekanizma siiriip gidecektir. Farkli bir durum gozlenmedigi i¢in
A = 3.2 degerinden daha kii¢iik durumlari bu kisimda vermeye gerek duyulmadi (bkz
Sekil 3.3f).

Aym (a, A) parametrelerine sahip kavitelerin ebatlar1 degigse bile, bu kaviteler
icerisindeki akis yapilarmin degismedigi goriildii. Ornegin o = 5 iginry = 3 ve
ro = 9.6 icin goriiniim oran1 A = 3.2 olup Sekil 3.3f deki aym yap1 ile karsilagildi
(bkz Sekil 3.4). Yani r; ve r3’nin ne olduguna bakilmaksizin, bunlarin oranlarinin
ayni oldugu kavitelerdeki akis yapilar1 degismemekte oldugu acik olarak goriildii. Bu
durum literatiirde bulunan ve daha ¢ok dikdortgensel olan kaviteler iizerine yapilan

caligmalarda da belirtildi [Giircan].

Sekil 3.4. S = 0 i¢in r; = 3 ve o = 9.6 durumunda akis yapisi.

3.5.2. S = —1 I¢in Akis Yapilar

Kavitenin her iki kapaginin da esit fakat ters yonde hareket etmesi durumu
incelendi.A¢ikca goriildii ki kavite icerisindeki akis yapilar1 # = 0 eksenine gore
simetriktir. A goriiniim oraninin ¢ok biiyiik degerleri icin kavite igerisinde bir center
durgun noktasina sahip tek bir ana eddy oldugu elde edildi (bkz Sekil 3.5a, burada
A = 180). A’nin daha biiyiik degerlerinde de ayni yapi elde edildi. A’ nin kiigiiltiiltip
A = 161.4 kritik degerine gelindiginde bir Pitchfork catallanmasi ile mevcut center
noktanin bir saddle (eyer) noktasina doniistiigii ve bu noktanin biri iistiinde digeri

altinda olmak iizere yeni iki center noktanin olustugu (separatrix yapi) gozlendi.
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Bu olay hem kritik nokta sayisini1 belirledigimiz yarilama yontemi ile hem de akis
yapisinin resmi ¢izdirilerek elde edildi. Elde edilen yapinin gozle daha net goriilmesi
icin sekil 3.5b’den goriildiigii gibi A = 130 alinarak ¢izdirildi. Gortiniim oraninin
daha da kiigiiltiilmesiyle, ayn1 topolojik akis yapisinin uzun siire korundugu, sadece
separatrix yapidaki center noktalarin, saddle noktadan uzaklastig1 goriildii (bkz Sekil

3.5¢-).

A’nin kiigiiltiilerek A = 4.14 kritik degerine ulastiginda, mevcut separatrix yapiya ek
olarak, egri ve hareketsiz yan duvarlardan karsilikli birer kenar eddy’lerinin dogdugu
gozlendi (bkz Sekil 3.5g, burada A = 4). Her bir kenar eddy, bulundugu duvara iki
ayirma noktasiyla birlesmis oldugu agikca goriiliir ki bu yapiya heteroclinic baglanti
adi verilir. Daha kiiciik goriiniim oranlarinda bu kenar eddy’ler birbirlerine yaklastilar
ve A = 3.56 oldugunda ortalarindaki saddle noktada birlestiler (bkz Sekil 3.5h-i).
Bu durumda ortadaki saddle noktasinda birlesmis iki heteroclinic baglant1 ve duvarlar
tizerinde toplamda dort ayirma noktasi goriildii. Goriiniim parametresinin biraz daha
kiiciiltiillmesiyle heteroclinic baglantilar birbirlerinden ayrilir ve bu ayrilan iki ayirma
cizgisi arasinda bir separatrix yapi olusur. Bu yapida daha dnce de karsilastigimiz gibi
bir saddle noktasi ile bu noktada birbirine baglanmis iki alt eddy bulunur. Goriiniim
oraninin daha da kiiciiltiilmesiyle alt eddy’lere ait center noktalar aralarindaki saddle
noktaya yaklagirlar. Daha kiiciik yaricapli kenar tarafindaki (sol taraf) center nokta,
saddle noktasina (diigiim noktasi) daha yakin oldugundan bu ikisi birleserek bir cusp
olusturular. Bu bir cusp catallanmasi olup iki kritik nokta bire diiser ve A’nin ¢ok
az azaltilmasiyla beraber ayni anda yok olurlar. Bdylece kavite icerisindeki ana
eddy sayis1 1’den 3’e cikti (bkz Sekil 3.5j). A’nin daha da kiigiiltiilmesi halinde
ortadaki son olusan eddy sanki ilk baslangictaki ana eddy gibi diisiiniiliirse, yine ayni
mekanizma (kenar eddy’lerin dogmasi, birlesmesi, cusp) isleyecek ve eddy sayisi
3’den 5’e cikacaktir. Bu durum 5’ten 7’ye, 7’den 9’a,..., seklinde devam edecek
olup farkli bir ¢atallanma ya da eddy olusumu gozlenmeyecegi i¢in A’nin daha kiigiik

degerleri icin akig yapilarini ¢izdirmeye gerek duyulmadi (bkz Sekil 3.5k-m).

3.5.3. S = 1 Icin Akis Yapilan

Her iki kapagin da ayni1 yonde esit hizlarla hareket etmesi halindeki akis yapilari elde
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edildi. Bu durumda goriildii ki kavite icerisinde daima c¢ift sayida eddy bulunmakta
ve bunlar § = 0 dogrusuna (z eksenine) gore simetriktir. ¢ = 0 da bir ayirma
cizgisi bulunmakta ve bu cizgi kaviteyi iki esit kisma ayirdigr goriildii. Bu ayirma
cizgisi lizerinde akis fonksiyonu olan v’mn degeri sifirdir.Ilk olarak A = 5 igin akis
yapis1 gosterildi (bkz Sekil 3.6a). Agikca goriilmektedir ki & = 0 iizerinde bir ayirma
cizgisi ve bu ¢izginin altinda ve iiztiinde birer ana eddy bulunur. Goriiniim oraninin
daha biiyiik degerlerinde de bu yap1 ayni olacaktir. Dolayisyla kavite icerisindeki
eddy sayist en az iki olup sekilde goriildiigii gibi konumlanmiglardir. A parametresi
azar azar kiiciiltiildiigiinde bir siire akis yapisinda bir degisiklik goriilmedi (bkz Sekil
3.6b, burada A = 3.5). Oyle ki kritik goriiniim oran1 olan A = 3.076 degerinde
ulagildiginda hareketsiz yan kenarlardan karsilikli kenar eddy lerin dogdugu gozlendi
(bkz Sekil 3.6c, burada A = 3.1). Bu kenar eddy ler iki tane gibi goriinse de
aslinda her bir egri kenar icin biri # = 0 ekseninin altinda digeri iistiinde olmak
tizere ikiser yani toplamda birbirinden bagimsiz dort kenar eddy oldugu goriildii (bkz
Sekil 3.6d). A’nin daha da kiiciiltiilmesiyle karsilikli kenar eddy ler birbirlerine
yaklagtilar ve A = 2.831 kritik goriiniim oranina ulasildiginda birlestiler. A biraz daha
kiiclildigiinde ise birisi # = 0 ’in altinda digeri iistiinde olmak {iizere iki separatrix
yap1 olustu (bkz Sekil 3.6e). Bundan sonraki siire¢ separatrix yapinin bir catallanma
gecirerek tek bir eddy e doniigmesi olup yukaridaki kisimlardaki ile ayn1 mekanizmada
gerceklesti. A’nin kiiciiltiilmesiyle separatrix yapidaki center noktalart ortalarindaki
saddle noktaya yaklagtilar ve sol taraftaki center nokta saddle noktaya daha yakin
oldugu icin bu ikisi birleserek bir cusp olusturdular ve ayn1 anda kayboldular. Boylece
kavite igerisindeki tam eddy sayisinin iki den dorde ¢ikmis oldugu goriildii (bkz Sekil
3.6f). Goriiniim parametresi olan A’nin daha da kii¢iiltiilmesiyle yine ayn1t mekanizma
ile tam eddy sayis1 dortten altiya ¢ikacaktir. Bu mekanizmanin ilk asamasi olan side
eddy’lerin goriilmesi A = 1.7507 i¢in goriildi (bkz Sekil 3.6g, burada A = 1.74).

Sonraki asamalar ayn1 oldugu i¢in verilmeye gerek duyulmadi.
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(a) (b) (©) (@
(e) ® ®

Sekil 3.6. .S = 1 i¢in goriiniim oran1 olan A’nin azaltilmasiyla eddy olusumu.
a)A=5DbA=350c)A=31,d A=285,e) A=281)A=24,9)
A=1.74
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4. BOLUM

KAVITE ACISININ AKIS YAPILARI UZERINE ETKIiSI

4.1. Giris

Bu boliimde es merkezli iki daire arasinda kalan halkasal bolgeden alinan farkli
sektor agilarma sahip, sektorel geometrideki kavitelerde Stokes akig yapilar ele alindi
(bkz Sekil 4.1). Onceki béliimde kavite acis1 olan a’nin sabit tutularak, goriiniim
orani olan A ile hiz orani olan S parametrelerinin degisiminin akis yapilari iizereine
etkileri incelendi. Bu boliimde ise S = —1 ve 0 igin A parametresinin herhangi bir
degerde sabit tutularak, o’nin degismesiyle eddy olusum ve catallanma mekanizmalari
gosterildi.  Yonetici denklem, sinir kosullar1 ve ¢6ziim metodu Onceki boliimde
verildigi i¢cin burada bahsetmeyecegiz. Sadece elde edilen ¢oziim algoritmasinda

o’min farkli degerleri i¢in hesaplamalar yapilarak akis cizgilerine ulasildi.

4.2. Tek kapakla siiriilen kavite: S =0, A =3

Kavitenin sadece diizgiin iist kapaginin hareketli olmasi diistiniildii. Kavite acisinin
degistirilmesiyle olusacak akis yapilar1 ve akis catallanmalari elde edildi. Ilk olarak
« = 15 alind1 ve akis yapis1 Sekil 4.2°de gosterildi. Agikca goriiliir ki kavite igcerisinde
merkezi (r,6) ~ (2.125, 5.66) da olan bir ana eddy ve hareketsiz duvarlarin kesistigi

alt koselerde birer kose eddy’ler yer almaktadir.

« agisinin yavagca artirilmasiyla ayni topolojik akis yapisinin korundugu, sadece kose
eddy lerinin geliserek birbirlerine yaklastiklar goriildii (bkz Sekil 4.3a-d). o = 47.3
kritik degerine ulasildiginda kose eddy’lerin, alt duvar iizerinde birlestikleri ve kavite
acisinin biraz daha biiyiitiildiigiinde ise birlesim noktasinin (saddle) kavitenin i¢

kismina kaydigi goriildii (bkz Sekil 4.3e). Bu durumda kavite icerisinde bir ana



O

Sekil 4.1. Sektor acist « olan kavite.

eddy’nin yanisira bir de alt kisimlarda olusan separatrix yap1 olugsmus oldu.

« acis1 daha da genigletildiginde separatrix yapiya ait iki alt eddy merkezleri,
saddle noktasina yaklasarak o = 50.9 kritik acisina gelindiginde daha yakin olan
soldaki center noktasi saddle noktayla birlesip bir cusp olusturdular. o’nin bu kritik
degerden biraz daha biiyiiltiildiiglinde ise ayn1 anda kaybolarak yani bir saddle-node
catallanmasi gergeklestirerek kavite icerisinde yeni bir ana eddy olusturdular (bkz
Sekil 4.3f, burada a = 52). Bundan sonraki siire¢ kavite acisinin genisletilmesiyle
ayni mekanizma igleyip li¢iincii, dordiincii ve besinci ana eddy ler olustu (bkz Sekil
4.3f-p). Goriiniim parametresi A = 3 i¢in en fazla 5 ana eddy olugsmakta oldugu
gozlendi. A’nin farkli degerlerinde toplam eddy sayisinin daha fazla olacagi agiktir
(A ne kadar kiiciik secilirse &« — 180 i¢in daha fazla eddy olusacaktir). Ancak A’nin
hangi deger alirsa alsin daha bagka bir ¢atallanma ya da akis yapis1 gozlenmeyecek

olup sadece catallanma sayisi, dolayisiyla eddy sayis1 farklilik gosterecektir.
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Sekil 4.2. S = 0, A = 3, a = 15 i¢in kavite geometrisi ve akig yapisi.

4.3. Cift kapakla siiriilen kavite: S = —1, A = 2

Karsilikli kapaklarin her ikisininde ayni hizda fakat ters yonde hareketli olmasi
durumu, S = —1, incelendi. Kavite igerisindeki akis yapilarinin § = 0 eksenine
gore simetrik oldugu goriildii. Baglangi¢ olarak # = 5 i¢in akis yapisi cizdirildi.
Sekil 4.4a’da goriildiigii gibi bir center durgun noktasina sahip tek bir eddy kaviteyi
kaplamaktadir.  Kavite acisinin daha da biiyiitiilmesiyle bir siire aynmi yapinin
korundugu goriildii (bkz Sekil 4.4b, burada # = 15). §’nin daha da biiyiitiilmesiyle ana
eddy nin gelistigi ve § = 17.44 kritik degerine ulasildiginda bir Pitchfork catallanmasi
gerceklestigi goriildii (bkz Sekil 4.4¢, burada § = 22). Boylece kavite igerisindeki
center nokta saddle noktaya dondii ve iki yeni center nokta olustu. Son durumda
ozetle kavite icerisinde bir separatrix olustu. ¢’nin biiyiiltiilmesiyle separatrix yapida

bulunan center noktalarin birbirlerinden uzaklastiklar1 gézlendi (bkz Sekil 4.4d-e).

Kavite agisinin daha da genisletilmesiyle hareketsiz yan duvarlardan birer kenar

eddy dogdugu goriildii (bkz Sekil 4.4f). Her bir kenar eddy, bulundugu duvara iki
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Sekil 4.3. (Devami sonraki sayfada)
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Sekil 4.3. (devami) S = 0 i¢in sektor agisinin artrilmasiyla eddy olusumu.
a)f =25,b)0 =35,c)0 =43,d)0 = 46,e) 0 = 48, 1) § = 52, g) 6 = 65,
h)§ = 87,1)0 =90,j) 6 = 110, k) 0 = 120,1) § = 127, m) § = 130, n)
6 = 155,0) 60 =170, p) § — 180
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Sekil 4.4. (Devami sonraki sayfada)
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(p) () ()

Sekil 4.4. (devam1) S = —1 i¢in sektor agisinin artrilmasiyla eddy olusumu.
a)f =5,b)f =15,c)0 =22,d)0 =30,e)0 = 45,1) 6 = 52, g) § = 54,
h) 6 = 60, 1) § = 80,j) 8 = 100, k) & = 105,1) # = 106.76, m) = 107, n)
0 =120,0)0 = 130,p) € = 158,1) = 170, s) 8 — 180
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ayirma noktastyla heteroclinic baglanti kurarlar. Daha biiyiik kavite acilarinda bu
kenar eddy’ler birbirlerine yaklastilar ve § = 53.1 oldugunda ortalarindaki saddle
noktada birlegtiler (bkz Sekil 4.4g, burada § = 54). Bu durumda ortadaki saddle
noktasinda birlesmis iki heteroclinic baglanti ve duvarlar iizerinde toplamda dort
ayirma noktas1 goriildii. Kavite acisinin biraz daha biiyiiltiilmesiyle heteroclinic
baglantilar birbirlerinden ayrilir ve bu ayrilan iki ayirma ¢izgisi arasinda bir separatrix
yapt olusur. Bu yapida daha once de karsilastifimiz gibi bir saddle noktas: ile
bu noktada birbirine baglanmis iki alt eddy bulunur. Kavite agisinin daha da
biiyiitiilmesiyle alt eddy’lere ait center noktalar aralarindaki saddle noktara yaklagirlar.
Daha kiigiik yarigapli kenar tarafindaki (sol taraf) center nokta, saddle noktasina
(diigiim noktas1) daha yakin oldugundan bu ikisi birleserek bir cusp olusturular. Bu bir
cusp catallanmasi olup iki kritik nokta bire diiger ve #’nin ¢ok az artiritlmasiyla beraber
ayn1 anda yok olurlar. Boylece kavite icerisindeki ana eddy sayis1 1’den 3’e cikti
(bkz Sekil 4.4h). 8’nin daha da biiyiiltiilmesi halinde ortadaki son olusan eddy sanki
ilk baglangictaki ana eddy gibi diisiiniiliirse, yine ayn1 mekanizma (kenar eddy’lerin
dogmasi, birlesmesi, cusp) isleyecek ve eddy sayist 3’den 5’e ¢ikacaktir. Bu durum
S’ten 7’ye,..., seklinde devam edecek olup farkli bir ¢atallanma ya da eddy olusumu
gozlenmeyecektir (bkz Sekil 4.4i-r). § — 180 ve A = 2 i¢in eddy sayis1 ve akis yapisi
Sekil 4.4r’de gosterilmistir. Eger A parametresi daha farkli secilirse son durumdaki
eddy sayilar1 da degisecek ancak eddy olusum mekanizmasinda farkli bir ¢atallanma

goriilmeyecektir.

4.4. Sonuc

Onceki boliimde acismin sabit tutulup goriiniim oranimin degismesiyle gerceklesen
catallanmalar ve eddy olusumlar1 gosterildi. Bu boliimde ise daha farkli bir parametre
olan 0 kavite acis1 degistirildi. Goriildii ki # parametresinin biiyiiltiilmesi A goriiniim
oraninin kiiciiltiilmesiyle aym gorevi gormektedir.  Ayrica yapilan calismalarin
hepsinde de gozle goriilebilecek genislikteki kaviteler incelendi. Daha ince yani
akis yapilarina goz ile karar verilemeyecek kaviteler icin farkli teorik ¢aligmalar
yapilabilir. Bunlarin en basinda dinamik sistemler ve normal form teorileri gelmekte

olup literatiirde bir ¢cok 6rnekleri bulunur.
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Son olarak hiz ve gOriinim parametrelerinin bazi tam degerleri i¢in arastirma
yaptik. Elde edilen ¢6ziim kullanilarak farkli A ve S parametreleri i¢in akis yapilari
ve catallanmalar1 elde edilebilir. Bu calismalar ise sonraki bir ¢alisma olarak

Onerilebilir.
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EK-1

BIHARMONIK DENKLEMIN AYRILABILIR COZUMU

Kutupsal koordinatlarda biharmonik denklem,

02 109 10\

seklinde olup degiskenlerine ayrilabilir ¢oziimii,

U(r,0) = R(r)®(6) (EK-1.2)

olarak ifade edilir. Bu istenen ¢oziim EK-2.1 denkleminde yerine konursa

(a? 19 182><a2 10 19

ar a2 “ror T o

25t t e ) R(r)®(0) =0  (EK-13)

seklinde yazilabilir. ~Amacimiz bilinmeyen R(r) ve ®(f) fonksiyonlarini elde

etmektir. EK-2.2 denklemi diizenlenerek,

ot 200 19 109 1090 2 & 2_o 4 0% —
[87"4 r Or3 r2 Or2 r3 or + rt 9ot r3 902%9r + r2 9020r2 + r2 962 R(T)q)(e) =0

olarak yazildi. Buradan,

20 ) ) R 207P0R 2 0°09*R 4 _0*d
@R'LU _RZZ'L _ _R'LZ _R'L _@'LU - - _R_ — 0
* r r2 + r3 + ri r3 96* or + r2 99? Or2 + i 0?
(EK-1.4)



elde edilir.
" = -\’

seklinde alinarak bu sabit katsayil1 diferansiyel denklem ¢oziiliirse,

O(6) = c1 cos(Af) + c28in(A\0)

olarak bulunur ve & = \*® olup, EK-2.3 denklemi diizenlenirse,

rRY 4+ 208 R — (14 20 R + (14 20°)rR' + (A — 4\ R =

olur ki Cauchy-Euler denklemidir. Bu denklem c¢oziilerek,

R(r) = ar* + br > + er*™ + dr**
oldugu kolayca elde edilir. Boylece EK-2.4 ve EK-2.5 den yararlanilarak,

U(r,0) = Z [Ey, sin(An0) + F, cos(\,0)] ¢§”)(r)

—00

seklinde akis fonksiyonu elde edilir. Buradaki ¢§”) (r) fonksiyonunun,

§”) (1) = anr™ + byr ™" + 2 4 dr? T

oldugu aciktir.
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EK-2

A\, OZ DEGERLERININ ELDE EDILiSi
Ek-1 de,

M (1) = anr™ + byr ™ 4 e 4 dr? (EK-2.1)

oldugu gosterildi. a < r < b olmak iizere boliim 3’de verilen sinir kosullarina gore,

_de{”(a) _ dgi"™(b)

61" (@) = 01" (b) = = =0 (EK-2.2)

seklindedir. EK-2.1 ve EK-2.2’den,

0 = apa™ +bya=? 4 ca> 4 d,a?
0 = a,b™ +b,b~ 4 ¢, b> M + d,b>»
0 = Mapa’ b= Nba™ 7+ (2= \y)epalt ™ + (2 4+ N, dpat e
0 = Mapb = X b7 4 (2 — X)) bt 4 (2 4+ N, )dp bt
(EK-2.3)
olacagi agiktir. Bu denklem sistemi ¢oziilerek,
N 17(%)2«#2)\”
an = 13/\n a? ( 1—(2)2xn )
bn _ /\nb2)\n b2 —a?
1 (&) ) (EK-2.4)
1 g, (12(6)
Cn — —1 CL2 — -\, b2 (1_(17)2’\"
d, = 1

katsayilar1 elde edildi. EK-2.3’deki denklem sistemini ¢oziilebilmesi icin katsayilar

matrisi olan,



—An a2—>n 2+

CL/\" a a

b)\n b_’\" b2—)\n b2+)\n
Apat ™t —Xa™ (2= \)a M (24 0, T
)\nb)\n—l _)\nb—An—l (2 _ )\n)b—)\m-l (2 + )\n)bAn—H

M= (EK-2.5)

matrisin determinant1 det M = 0 olmalidir. Bu determinant hesaplanarak,

0 = 8(1—=A2)ab—4a' ™ b= 1 4N2 07105 — 4o A TP 1 4N2 307! (EK-2.6)

elde edildi. Son denklemi diizenleyerek,

OO -l - e

yada,
. a fa D]
2sinh [<log —> )\n] — 4|22, (EK-2.8)
b b a]
veya, )
sin [z <1og %) An} - i% % - g A (EK-2.9)
olarak yazildi.
A a 1 b a
An = ’<1 —) An =——\-—= EK-2.10
i (log 5 ve f3 Tlog ! (a b) ( )
doniisiimleri ile,
A A
sin\, = £8\, (EK-2.11)

N
bulundu. A\, = u, + v, seklindeki 6z-degerleri bulmak i¢in 2 degiskenli fonksiyonlar

icin Newton-Iterasyon metodu kullanildi.
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2.1. Iki Degiskenli Fonksiyonlar Icin Newton-Iterasyon Metodu

f(um Un) =0
g(um Un) =0
olsun.
Gu Gv
olmak tizere,
J = Det [DT]

olup,

seklindedir. Bu durumda,

-1 2 ]
Un+1 Un, _g_; % g

yani,

Upp1 = Uy — (gvf)—(fvg)

J
Y C ) 0 )

(EK-2.12)

(BK-2.13)

(EK-2.14)

(EK-2.15)

(EK-2.16)

(BK-2.17)

olarak elde edilir. w,, ve v,, baslangi¢c degerlerin kullanarak u,, ., ve v, elde edilir.

Bu iterasyon yeterince yakinsakliga ulasilincaya kadar devam eder.
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A A N
2.2. Sin)\, = £\, Denkleminden )\, Oz-Degerlerinin Elde Edilisi

Yukarida 6zetlenen Newton-Iterasyon metodunu,

N A\
sin A, = £8\, (EK-2.18)

/\ .o
denklemine uygulayarak ), 6z-degerlerini elde edelim. Oz-degerler,

AN
A = Up + 10, (EK-2.19)

seklinde alindi. EK-2.10’den yararlanarak,

sin (z log %) (up + ivy) = £ (z log %) (tp + i0y) (EK-2.20)

. A A
seklinde yazildi. Ilk olarak EK-2.18 denklemi sin \,, = —f)\, seklinde diisiiniildii

A AN
(daha sonra sin \,, = )\, olarak da alinacak). Yani,

1 a b
= - — - EK-2.21
& 210g§ (b a) ( )

seklindedir. EK-2.20 denklemi diizenlenerek,

sin (vn log g) cosh (un log S) — 1.COS (vn log 2) sinh (un log g) = B, 10g§ — iBuy, logg

(EK-2.22)
elde edildi.
b b
cn, = vy log —, d, = u,log— (EK-2.23)
a a
seklinde bir doniisiim yapilarak son denklemi,
[sin(c,,) cosh(d,,) — Be,| —i[cos(¢,) sinh(d,) — fd,] =0 (EK-2.24)
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olarak yazildi. Boylece,

f(cn,d,) = sin(e,) cosh(d,) — Be, =0

glcn,dy) = cos(c,)sinh(d,) — Bd, =0 (EK-2.25)

olmak tizere,

DT = [ feu fa } _ [ cos(ca) cosh(dy) — B sin(c,) sinh(d,)

e Ydn - Sin(cn) Sinh(dn) COS(Cn) COSh(dn) - B
(EK-2.26)
seklinde yazildi. Sadelik icin,
p = cos(e,)cosh(d,) — B (EK-2.27)
g = sin(c¢,)sinh(d,)
doniistimleri yardimiyla,
J = Det[DT] = p* + ¢ (EK-2.28)
olarak ifade edildi. Son olarak,
Com = Cp— gdnf_fdn9i| —c, — pf—ag
i | q};’ﬂj (EK-2.29)
dnn - dn_ CnJ Cn]:dn_[ N :|
seklinde yazilarak,
dnn nn
Up = Ty, = (EK-2.30)
lOg a lOg a
olarak elde edildi. Genel olarak,
asine = ¢ (EK-2.31)
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seklinde bir denklem i¢in iterasyon baglangici olarak,

en ~ (4n + 1)% +i[—log o + log(4n + 1)7], a>0 (EK-2.32)

olarak alinir (bkz. Henry (1976)). EK-2.18 denklemi icin iterasyon baglangi¢ degeri,

A

Ao ~ (4n + 1)% + i [log B + log(4n + 1)7] (EK-2.33)

olmak iizere § < 0 olup log(—1) = im oldugu da hesaba katilarak,

M~ (41 — 17 +iflog(~6) +logldn + Na, >0 (K234

1

Zog T (a b) olmak iizere,

N N
seklinde alindi. Bu islemler sin \,, = [\, icin de § =

iterasyon baglangigini,

M~ (40 + 1)7 +illoa(B) +log(4n + )], 50 (EK-2.35)

alarak yaptik. )\, icin tablo yapilirken 6nce -3 sonrada /3 i¢in yukaridaki hesaplama
yapilir ve sirayla alt alta yazilir. \,, de8erleri i¢in elde edilen bazi1 degerler boliim 3’de

verildi.
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