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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, aciklamalar: ile birlikte asagida su-

nulmustur.

Simgeler

Op,q

J
F(n)
G(n)
TM™M

v

Se
\Y

1%
\%

[ ]

S (M)

V.E

H.FE

(E,w, M, B)
cl(R™)

B(M,r,G)

Aciklamalar

Metalik oran

Metalik yap1

Fibonacci dizisi

Genellestirilmig Fibonacci dizisi (Horadam dizisi)
M nin tanjant manifoldu

Lineer konneksiyon
Schouten konneksiyonu

Vranceanu konneksiyonu

Lie parantez operatorii

M iizerinde tanimh (k,[)— tipinden tensor alanlarinin kiimesi
E nin z noktasindaki vertical uzayi

FE nin z noktasindaki horizontal uzay1

Lif demeti

R™ nin Clifford cebiri

Kuaterniyon cebiri

Asli lif demeti



1. GIRIS

Altin oran ve Fibonacci sayilarinin, bitkilerin biiyiimeleri ve bazi belli katilarin krista-
lografik yapilarindan, veri tabanlarinda arama yapmak icin yazilan bilgisayar algorit-
malarinin geligtirilmesine kadar ¢ok genig uygulama alanlar1 vardir. Ayrica altin oran,
insan bedeninin boyutlarinda, mimaride, gorsel sanatlarda, uyumlu ses frekanslarindaki

oranlarda ve fraktallarda karsimiza cikmaktadir.

Son yillarda ise altin oran matematik aragtirmalarinda onemli bir rol oynamaktadir.
2008’de Crasmareanu ve Hretcanu [4], Q(X) = X?— X —1 =0 denklemini saglayan M
manifoldu iizerinde (1, 1) tipinden bir tensor alam yardim ile altin yapi tamimlamglar
ve bu yapinin geometrisini incelemiglerdir. Daha sonra bu konu ile ilgili bir ¢ok calisma

yapilmigtir [11,19,20,27,28, 34, 37, 38].

Insanhk tarihinde, altin oran kadar olmasa da insanlari etkileyen irrasyonel sayilar-
dan bazilar1 da; giimiis oran ve bronz oran olarak adlandirilan, sirasiyla, 1 + v/2 ve
%ﬁ sayilaridir. Ozkan ve Peltek [29,31] giimiis orandan yararlanarak giimiis yapi ile
ilgili cahgmalar yaprusglardir. Bronz oran ile ilgili Ozkan ve Yilmaz [30] 14. Matematik

Sempozyumu’'nda "Bronz Yapi" adli bir sunum yapmsglardir.

De Spinadel [7-9], altin oranin ¢ok ilging bir genigletilmigini tanitmigtir ve bu genig-
letmeyi metalik oran ailesi olarak adlandirmigtir. Metalik oran ailesinin elemanlari;
altin oran, giimiig oran, bronz oran, bakir oran ve digerleri gibi bir metalin isminin
ozelliklerini tagimaktadir.

Fibonacci dizisi

Fin+1)=Fn)+ F(n—1)

bagintisiyla verilen tam sayilarin bir dizisidir. Bu baginti

Gn+1)=pG(n)+q¢Gn—-1), n>1 (1.1)



seklinde genellegtirilebilir ve bu genellegtirme genellegtirilmis Fibonacci dizisi (veya

Horadam dizisi) olarak adlandirir. G(0) = a ve G(1) = b alimirsa

a, b, pb+ qa, p(pb+ qa) +qb, ...

seklinde genellestirilmis Fibonacci dizisinin elemanlar1 bulunur.

Es. 1.1 ifadesinden,

Gn+1) Gn—1) q
G PTG <P a
G(n—1)
G(n+1)

elde edilir. Iki tarafin limiti alimip lim ————=
n—00 G(n)

edilirse, z = p + g, yvani 22 — pr — ¢ = 0 denklemi bulunur. Bu denklemin pozitif kokii
x

degerinin var ve x e egit oldugu kabul

metalik orani verir ve bu oran

P+ VP +4q (12)

Ipq = 9
esitligi ile tanmimlanir [7-9].

Es. 1.2 ifadesinde, p ve ¢ nun pozitif tamsay1 degerleri i¢in metalik oran ailesinin ele-

manlar1 bulunur. Yani,

altin

1++5
2

e p = ¢q = 1 icin, ardigik iki Fibonacci sayisi arasindaki oran olan ¢ =

oran,

e p =2, ¢ = 1 igin, ardigik iki Pell sayisi arasindaki oran olan o1, = 1 + V2 giimiis

oran,

- 34+v13
ep=3,qg=1igin, 03, = — bronz oran,

e p=1,qg=2igin, o9 = 2 bakir oran,



14+ +v13
e p=1,qg=3alrsak, 013 = +T nikel oran

elde edilir [21].

Goldberg, Yano ve Petridis [14] ve [15], bir manifold iizerinde Q(J) = J? — pJ — ¢l
yap1 polinomuna sahip bir polinomial yap1 tanimlamislardir. Bundan esinlenerek 2013
yilinda Hretcanu ve Crasmareanu [21], bir manifold iizerinde J? = pJ + ¢I denklemini
saglayan (1,1)— tipinden bir tensor alan1 yardimiyla bir metalik yap1 tanimlamiglardir.
Ayrica metalik oran ailesinin diferensiyel geometrisinde bazi uygulamalar: incelemisler
ve Riemann manifoldlar iizerinde polinomial yapilarin bir sinifin1 kullanarak Fibo-
nacci dizilerini genellestirmiglerdir. Gezer ve Karaman [12], 2015 de metalik Riemann

manifoldlar {izerine bir calisma yapmiglardir.

Bu tezin ikinci boliimiinde, tezin ilerleyen kisminda ihtiya¢ duyulan temel kavram ve

teoremlere yer verilmigtir.

Ozgiin olan ii¢iincii boliimde ise, Hretcanu ve Crasmareanu [21] tarafindan tanimlanan
metalik yapr kullanilarak, diger ¢aligmalarinda |4] elde edilen sonuglar metalik yapiya

genellegtirilmigtir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde, ilerleyen boliimlerde kullanacagimiz bazi temel kavramlar verecegiz.
2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tezin tamaminda, bir F': M — N doniisiimii verildiginde F' nin tanim kiimesi olarak
M nin tamami ve goriintii kiimesi olarak da N nin tamami alinmayacaktir. Bunun
icin F' nin tanmim kiimesi domF = Dp ve deger kiimesi de rangeF = ImF = Rp ile
gosterilecektir.

2.1 Tanim

Bostan farkli herhangi bir kiime M ve ¢ : M — R™ herhangi bir déniisiim olsun.
Eger;

i) @ birebir,

i1) o nin goriintii kiimesi R™ de bir agik kiime

ise ¢ ye M igin bir m—boyutlu bir harita veya koordinat sistemi denir [2].

2.2 Tanim

M kiimesi i¢cin m—boyutlu bir ¢ haritasi verilmis olsun. R™ deki dogal koordinat
fonksiyonlar1 1 < i < m igin v’ : R™ — R olmak iizere, 2° = ¢’ = u’ o ¢ seklinde
tanimli

' M —R

fonksiyonlarina ¢ haritasina ait lokal koordinat fonksiyonlar1 denir.

p € D, olmak iizere ¢ (p) € R™ noktasmn bilegenleri olan z* (p) = ¢* (p) € R sayilarina



p € D, noktasinin lokal koordinatlar1 ve ¢ (p) € R™ ye de p € D,, nin ¢ haritasindaki

koordinat gosterimi (ifadesi veya temsilcisi) denir.

¢ haritasina p de veya p civarinda bir harita, D, kiimesine p noktasinin bir koordinat

komsgulugu ve ¢ doniigiimiine de haritanin koordinat doniigiimii denir [2].
Not

Bir M kiimesi iizerinde bir ¢ haritasi denildiginde bazen literatiirde (D, = (x))

ikilisi de anlagilir.
2.3 Tanim

M kiimesi icin m—boyutlu iki harita ¢ ve ¥ olsun. Eger, D,NDy, = @ yada D,ND,, #
& oldugunda v = ot : R™ — R™ ve v ! = poy™! : R™ — R™ fonksiyonlar
C*— diferensiyellenebilir ise ¢ ve v haritalarma C*— bagdagik haritalar denir ve bu

durumda ~y ya da bir lokal koordinat transformasyonu denir [2].
2.4 Tanim

M bir kiime ve I bir indis kiimesi olmak iizere, M de haritalarin bir kiimesi A = {4},

olsun. Bu haritalarin tanmim kiimeleri D, = U, C M olmak iizere

i) Uy lar M yi orter; yani M = (J U,,

ael

ii) A nin tiim haritalart C*— bagdagik, yani U, N Us # @ olacak bigimdeki her bir
(o, B) € I x I indis Gifti i¢in; Yap = @a 0 95" ve 7.5 = g o @, ' doniigiimii C*—
diferensiyellenebilir ise A sinifina M kiimesi iizerinde bir C*—diferensiyellenebilir atlas

veya kisaca C*— atlas denir [2].
2.5 Tanim

M kiimesi iizerinde iki C*—atlas A ve B olsun. Eger A U B, M iizerinde yine bir



Ck—atlas ise A ve B atlaslarma C*— bagdagiktir denir [2].
2.6 Onerme

M kiimesi iizerinde iki C*—atlas A ve B olsun. A ve B nin C*— bagdasik olmas1 A ~ B

ile gosterilirse bu baginti bir denklik bagintisidir.

Bu ~ bagintisina gore M kiimesi {izerinde herhangi bir denklik sinifi
S =[A] = {B:B, M iizerinde bir C* — atlas ve A ~ B}

seklinde tanimlanir.

2.7 Tanim

S ye M kiimesi iizerinde A nin dogurdugu (veya A ile gerilen) C*— diferensiyellenebilir

yapt veya C*— yap1 denir [2].
2.8 Tanim

S, A nmn dogurdugu C*— yap1 olmak iizere (M, S) veya (M, [A]) ikilisine m— boyutlu

bir C*— diferensiyellenebilir manifold veya kisaca C*— manifold denir [2].
(M, S), C*— manifold kisalik i¢in M ile gosterilir.

Vk € Z* icin C*— manifolda, C*°— manifold denir.

Caligmanin tamaminda aksi soylenmedikce manifoldun C°°— diferensiyellenebilir ol-

dugu kabul edilecektir.
2.9 Tanim

M ve N, sirasiyla, m ve n boyutlu iki manifold, p € M ve F': M — N herhangi bir



doniigiim olsun. Eger,

F=yoFop:plU)— (V)

doniigiimiiniin ¢(p) noktasinda C*°— diferensiyellenebilir olacak gekilde p noktasinin
bir U ve F(p) noktasmin da F(U) C V geklinde bir V' koordinat komsgulugu varsa, F'
doniigiimiine p € M noktasinda C*°— diferensiyellenebilirdir (veya C*°— doniigiimdiir)
denir. Buradaki F déniisiimiine (U, ) ve (V,) haritalarma gére F nin koordinat

temsili (veya lokal koordinatlardaki ifadesi) denir [2].
2.10 Tanim

M manifoldu iizerinde bir acik altkiime W C domF' olmak iizere; eger F, W nin her
noktasinda bir C*°— diferensiyellenebilir doniisiim ise; F', W iizerinde C'*°— diferensi-

yellenebilir doniigiim veya kisaca C'°°— doniigiim denir [2].

Eger F': M — N, domF tizerinde bir C*°— déniigiim ise F' € C*(M, N) ve 6zel olarak
N =R ise o zaman F € C*°(M) yazilir. Bir p € M i¢in, p nin bir komgulugunda C'*°—
diferensiyellenebilir olan reel degerli doniigiimlerin kiimesi C*°(p) ile gosterilir.

2.11 Tamim

M, N ayni boyutlu iki manifold ve F': M — N birebir, 6rten doniisiim olsun. Eger
i) F e CHM,N),

it) F~' € C*(N, M)

ise F' doniigiimiine bir C*— diffeomorfizm denir. Bu durumda M ve N manifoldlarina

diffeomorfiktirler denir [2].



2.12 Tanim

M diferensiyellenebilir bir manifold ve p € M olsun. Vf,g € C*(p) ve a,b € R i¢in

v, : C®(p) — R
[ — (/)

doniistimii
i) Lineerlik;

vp(af +bg) = av,(f) + buy(g)

i1) Leibniz kurali;

vp(fg9) = vp(f)a(p) + f(p)vp(g)

ozelliklerini saghyorsa v, ye p noktasinda M nin bir tanjant vektorii denir ve M nin
bu sekildeki tanjant vektorlerinin kiimesi 7, M ile gosterilir. T),M bir reel vektor uzay:

olup bu uzaya M nin p noktasindaki tanjant uzay: denir [2].

M diferensiyellenebilir manifoldunun p € M noktasinda bir haritast (U, ¢ = (")) 1<i<m,

ise T, M nin bir bazi

{a ‘ }
| 1 <1< m
Ox’p

kiimesidir. Bu baza T, M nin dogal (veya koordinat) bazi denir |2].

2.13 Tanim

M ve N, sirasiyla, m ve n boyutlu iki manifold ve F' : M — N bir C'"°— doniigiim
olsun. Yu, € T,M ve Vh € C*°(N) i¢in,
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(dFy(vp))(h) = vp(h o F)

seklinde tamimh bir dF,, : T,M — T, N doniigiimiine F' nin bir p € M noktasindaki

tiirev doniisiimii denir [26].

dF), bir lineer doniigiim olup M ve NN nin dogal bazlarina gore dF}, doniigiimiine karsilik
[ e
gelen | =—
oz* |,
gosterilir. Burada p € U, (U, ¢ = (%)) 1<i<m ve (V,¥ = (y'))1<j<n ,sirasiyla, M ve N
1

] matrisi /' nin p deki Jakobien matrisi olarak isimlendirilir ve Jg(p) ile

ye ait haritalar olup, y/ o F' = f7 déniigiimleri F(p) = (f*(p), ..., f"(p)) seklinde F nin

koordinat birlegenleridir. Ayrica,
(rankF'), = rank(dF,) = rankJr(p) = (mnkﬁ)@(p)
olarak tanimlanir [26].

TM = |J T,M olmak iizere, eger U, M nin bir agk alt kiimesi ise (J T,U ayrik
pEM peU

birlesimi TM|,; ile gosterilsin. p € U icin T,U = T, M oldugundan

TM|, = TM

dir.

2.14 Tanmim

M bir manifold, M nin bir agik alt kiimesi U ve X : U — T'M|,; bir doniigiim olsun.
v TM|,; — U, my(v) = p; (eger v € T,M) ise kanonik projeksiyon olmak iizere

a0 X = Iy (6zdeglik doniigiimii) ise, X e U iizerinde bir vektor alani denir [2].

Genellikle vektor alanlari tanim kiimeleri belirtilmeden X : M — TM seklinde de
ifade edilir. Bu durumda X in tanim kiimesinin M de bir agik alt kiime oldugu anla-

silacaktir. M iizerindeki vektor alanlarimin kiimesi y (M) ile gosterilir.

X € x(M), domX = U olmak iizere, Vf € C>*(U) ve Vp € U i¢in:
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seklinde tanimlansin. Eger X (f), U iizerinde C'*°— diferensiyellenebilir ise, X vektor

alanina U iizerinde C'*°— diferensiyellenebilir denir. Bu durumda

X 1 C®(U) —s C=(U)
o — X(f)

operatorii tanimlanabilir.

Bundan sonra vektor alanindan soz edildiginde C'*°— diferensiyellenebilir oldugu kabul

edilecektir.
2.15 Tanim

M bir manifold olsun. 7, M tanjant uzaymnin cebirsel duali olan 777 M ye, M nin p nok-
tasindaki kotanjant uzayi ve bu uzayin her bir elemanina da p noktasinda bir kotanjant

vektor (veya kovektor) denir [26].

Ty M uzay1 bir reel vektor uzayi olup, p noktasinda verilen bir (U, ¢ = (27)),,,, hari-

tasma gore dogal bazi

{dxﬂp:lﬁiﬁm}

kiimesidir. dz’|, (%
T

) = 0% oldugu aciktir [26].

p

2.16 Tanim
M bir manifold olsun. M nin her bir noktasina bir kotanjant vektor kargilik getiren
W:.M-— U T,M=T"M

peEM

doniigiimiine M iizerinde 1—form (veya kovektor alani) denir [26].
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M manifoldu iizerinde tanimh 1—formlarin kiimesi y*(M) ile gosterilir.

2.17 Tanim

Bir reel vektor uzay1r V' ve V nin dual uzay1 V* olsun.

T:j/*x...xV’ixVx...xV—ﬂR

vV Vv
k—tane [—tane

seklinde her bir (k+1) lineer déniigiimiine V' {izerinde k— yinci dereceden kontravaryant

ve [— yinci dereceden kovaryant (veya kisaca (k,l)— tipinden) bir tensor denir [26].

Bir vektor uzay: iizerinde tammh (k,1)— tipinden tensorlerin kiimesi T}F(V) ile goste-

rilir. T}(V'), R iizerinde bir vektdr uzay: olup boyV = n ise boyT}*(V) = n** dir.

V vektor uzay: yerine M manifoldunun p noktasindaki tanjant uzay: olan 7, M alinirsa,
M nin p noktasmdaki bir tensor uzayr olan T}*(T,M) elde edilir ve bu uzaym her bir

elemanina p noktasinda bir (k,[)— tensor denir.

2.18 Tanim

M bir manifold olsun. M nin her bir noktasmma (k,l)— tipinden bir tensor kargilik

getiren bir doniigiime, M {izerinde (k,[)— tipinden bir tensor alani denir [26].

O halde M iizerinde taniml bir tensor alani,

T:M —s U THT,M)

peEM

p — T(p) € j}k(TpM)

seklinde tanimli bir déniisiimdiir.

M iizerinde tanmimh tensér alanlarmin kiimesi SF(M) ile gosterilir. SF(M) kiimesi

C*(M) iizerinde bir modiildiir.



Ozel olarak:

Ayrica Wy, ..., Wy € x* (M), Xi,...,X; € x(M) ve p € M olmak iizere;

(T(Wl, ceey Wk, Xl; ceey Xl))(p) = Tp(W1p7 ceey Wkp; le, ceey le)

seklinde tanimlanirsa,

T:x (M) x ... x x*(M)x x(M) X ...x x(M) — C>®(M)

(. (. J

vV vV
k—tane [—tane

doniigiimii C*°(M) degerli bir (k + ) lineer doniigiim olur.

2.19 Tanim

M bir manifold olsun. M iizerinde (0,2) — tipinden

g:xX (M) xx(M)— C>(M)

13

tensorii simetrik ve non-dejenere (VX € x(M) i¢in g(X,Y)=0=Y =0) ise g ye M

tizerinde bir yari-Riemann metrigi denir [18].

2.20 Tanim

M bir manifold ve M {izerinde bir yari-Riemann metrigi g olsun. Bu durumda (M, g)

ikilisine bir yari-Riemann manifold denir [18].

2.21 Tanim

M bir manifold olsun. M iizerinde (0,2) — tipinden
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g9:x (M) x x (M) = C> (M)
tensorii simetrik ve pozitif tamimh ise, g ye M iizerinde bir Riemann metrigi denir [18|.

2.22 Tanim

M bir manifold ve M {izerinde bir Riemann metrigi g olsun. Bu durumda (M, g) ikilisine

bir Riemann manifold denir [17].

2.23 Tanim

M bir manifold ve

Vi x (M) x x (M) — x (M)

diferensiyellenebilir bir doniisiim olsun. Vf, g € C* (M) ve VX,Y, Z € x(M) igin,
i) VixigvZ = fVxZ +gVyZ

i) Vx(fY)=fVxY + (X[)Y

i) Vx(Y+ 2) = VxY +VxZ

ise V ya M iizerinde bir lineer konneksiyon denir [2].

M manifoldu iizerinde bir lineer konneksiyon V olsun. V nin koordinat vektor alanla-

rindaki degeri

9
Oxd = Y Oxk

egitligi ile belirlidir. Bu egitlik ile tanimh Ffj, C*>°—doniiglimlerine V lineer konneksi-

yonunun bilegenleri veya Christoffel sembolleri denir [2].
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Bir V lineer konneksiyonunun X,Y € x(M) vektor alanlarindaki degeri,

X=Y Xi— Y=3Yi—
izzl oz’ ve ; oxJ

olmak {izere

Vo= (z NGNS Xiykp;zk) kA
=1 im0 D oxh

esitligiyle belirlidir.

2.24 Tanim

M bir manifold olsun. X,Y € x(M) ve Vf € C>°(M) i¢in

(X, Y](f) = X(Y ) = Y(X )

ile tanimlanan

[ ]2 X (M) x x(M) — x(M)

doniigiimiine Lie parantez operatorii denir [2].

XY, Z € x(M) ve f,g € C®°(M) olmak iizere Lie parantez operatorii sagidaki sartlari
saglar [2].

i) [X,Y] = [, X],
i) [X, [V, 2] + [Y.[2,X]) + [2.[X. Y] = 0,
i) [£X, V] = f (Xg) Y — g (V) X + fg[X.Y].

v) [X,Y](f,9) = FIX,Y](9) + g [X, Y](f).
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2.25 Tanim

G bir grup ve aynm1 zamanda diferensiyellenebilir bir manifold olsun. Eger

pw:GxG— G, pla,b)=ab

ve (G de ki inversiyon operatorii olan

E:G—G, £(a)=a!

doniigiimlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir [17].

O halde Lie gruplar1 ayni1 zamanda grup olan diferensiyellenebilir manifoldlardir. Dola-

yisiyla bir Lie grubu ayni zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur [17].

2.26 Tanim

G bir Lie grubu ve M bir manifold olsun.

i) Vm € M igin ®(m,e) = m, (e, G Lie grubunun etkisiz elemani),

ii) Vm € M, Vg1, g2 € G icin ® (‘I’ (mvgl) 792) = (I)(m79192)

ozelliklerini saglayan ® : M x G — M doniigiimiine G Lie grubunun M manifoldu

tizerindeki sag etkisi denir [24].

2.27 Tanim

M bir manifold ve F,G € S1(M) olsun. VXY € x(M) i¢in

2Npa(X,Y) = [F(X), G|+ [G(X),F(Y)]+ (FG+GF)[X,Y] - F[G(X),Y]

—F[X,G(Y)] = G[F (X),Y] = GIX,F (Y)]
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ile tamuml (1,2)— tipinden bir Np¢ tensor alanina F' ve G nin torsiyon tensorii denir

[36].

2.28 Tanim

M bir manifold ve F' € I}(M) olsun.

Np = Nrp

ile tanimh (1,2)— tipinden bir Np tensor alanina F' nin Nijenhuis tensorii denir [36].
X,Y € $H(M) igin

Np(X,Y) = F*([X,Y]) + [F(X), F(Y)] = F([F(X),Y]) = F([X, F(Y)))

dir [36].

2.29 Tanim

M bir manifold olsun. Eger M iizerinde (1,1)— tipinden bir F' tensor alam

2"+ a4 L+ agr +ayp =0

cebirsel denklemini saglar ve (1,1)— tipinden birim tensér alam I olmak iizere Vp € M
igin F"7Y(p), F"%(p), ..., F(p), I lineer bagimsiz ise, F tensor alanmma M manifoldu
iizerinde bir polinomial yapi ve Q(z) = 2" + a, 2" ! +... + asx + a; polinomuna da yap1
polinomu denir [14, 15].

2.30 Tanim

M bir manifold ve T, P,C' € 37 (M) olsun.

i) Q(z) = 2? yapt polinomuna sahip (1,1)— tipinden bir 7' tensér alanina hemen
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hemen tanjant yapi denir. Yani, 7% = 0 dir [13].

ii) Q(x) = 2% — I yap1 polinomuna sahip (1,1)— tipinden bir P tensor alanina hemen

hemen garpim yapi denir. Yani, P2 = I dir [36].

iii) Q(z) = 2? + I yap1 polinomuna sahip (1,1)— tipinden bir C' tensér alanina hemen

hemen kompleks yapi denir. Yani, C? = —T dir [36].

2.2. Diferensiyellenebilir Demet Yapilari

2.31 Tanim

E, M ve B manifoldlar olsun. 7 : £ — M bir C"*°— doniigiim ve M nin bir acik

ortiisii {Uy},,c; olmak iizere, eger p € U ve y € B igin

(mova)(P,y) =p

olacak bicimde

Yo : Uy X B— 7 1(U,)

diffeomorfizmlerin bir {1s},.,; smifi varsa, 7 lokal ¢arpim &zelligine sahiptir denir.

{(Ua,0a)}4e; sistemine de m nin bir lokal ayrigmasidir denir [16].

2.32 Tanim

E, M ve B manifoldlar ve 7 : E — M (C*°— doniislimii lokal carpim 6zelligine sahip
olsun. Bu durumda & = (E, 7, M, B) dortliisiine bir diferensiyellenebilir lif demeti adi
verilir [16].

2.33 Tanim

¢ = (E,m, M, B) bir C*°— lif demeti olsun. O zaman, {(U,, ¥4)},.; lokal ayrigmasina,

acl
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¢ lif demetinin bir lokal koordinat gosterimi denir [16].
Bir ¢ = (E,m, M, B) lif demetinde E ye £ lif demetinin total uzayi, M ye baz (taban)

uzay1, B ye lif modeli (veya standart lif) ve 7 ye fibrasyon veya projeksiyon adi verilir.

Ayrica ranké = boyB olarak tamimlanir [16] .

(E,m, M, B) lif demeti bazen E total uzay: ile bazen de 7 : £ — M doniigiimii ile

gosterilir.

2.34 Tanim

7w E — M bir lif demeti olsun. Vp € M i¢in,

E,=7"'p)={uC E: m(u) = p}

kiimesine p iizerinde bir lif denir [16].

Tim £, liflerin ayrik bilegimi E total uzayini verir. Yani,

E = UEP

peEM
dir. Ustelik bir p € M igin, E, lifi, E de kapali imbedded alt manifolddur [33].
boyE, = boyE — boyM sayisina £ nin lif boyutu denir [33].
Ornek
mar : TM — M dogal projeksiyon olmak tizere, wy, = (T'M, 7y, M, R™) dortliisii bir

lif demetidir. Buna M manifoldunun tanjant demeti denir. Bir p € M icin 7,/ (p) lifi,
T,M tanjant uzayidir [3].
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Ornek

7w : M — S! bir projeksiyon olmak iizere (M, S'); total uzayr M Mobius seridi,

taban uzay1 S! birim gemberi olan bir lif demetidir [37].

2.35 Tanim

¢ = (E,m, M, B) lif demeti olsun. Eger E = M x B ve m, birinci izdiigiim fonksiyonu
ise £ ye bir agikar (trivial) demet denir [23].

Ornek

7+ S x R — S! bir projeksiyon olmak iizere (S x R, 7, S); total uzayr St x R

silindiri, taban uzay1 S* olan bir trivial demettir [37].

2.36 Tanim

¢ = (E,m, M, B) herhangi bir lif demeti olsun.

moo = Iy (6zdeslik)

olacak bicimde tamiml, ¢ : M — E C*— doniigiimiine ¢ lif demeti {izerinde bir

capraz kesit denir [16].

Ornek

7w = (TM, mp, M, R™) 1if demetini gozoniine alalim. Bu durumda VX € x (M) vektor
alam, X : M — TM, Vp € M i¢in X(p) = X, € TpM geklinde tanimh olup, my,
kanonik projeksiyonunda VX, € TM ig¢in 7y (X,) = p olarak tanimlandiginda
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TM

TM

M

diyagrami degigmeli olur. Boylece biitiin X € (M) C* vektor alanlar, 7y, lif demeti

tizerinde ¢apraz kesitlerdir [3].

2.37 Tanim

¢ = (E,m, M, B) bir C*°— lif demeti olsun. Eger

i) Vp e M igin 7 '(p) = E, ve B reel vektor uzayn,

ii) Vp € M i¢in ¢, : B — E, doniigiimleri lineer izomorfizm olacak bi¢gimde ¢ nin

lokal koordinat gosterimi {(Us,¥a)}e;
ise ¢ ye bir vektor demeti denir [3].

2.38 Tanmim

¢ =(E,n,M,B) ve { = (E,7, M, B) iki vektdr demeti olsun. Eger
0y M=M,

ii) Vo € M i¢in B, lifi B, lifinin bir altvektor uzayt,

iii) 2 : £ — E inclusion déniigiimii diferensiyellenebilir bir déniigiim

ise & vektor demetine ¢ vektdr demetinin bir altvektor demeti denir [16].
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2.3. Tanjant Demet

2.39 Tanim

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin tiim noktalarindaki tan-

jant uzaylarinin ayrik birlesimi TM = |J T,M ve T'M iizerinde
peM

M . ™ — M
z —>ay(2)=p (eger z € TpM ise)

seklinde tanimli 7, doniigiimii, siirekli ve 6rten bir doniisiim olup, bu m,; déniisiimiine

kanonik (dogal) projeksiyon denir [3].

2.40 Teorem

M, m boyutlu bir manifold ise TM, 2m boyutlu bir manifolddur 10, 35].

fspat

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve M iizerinde bir harita

(Uaa Po = (ZL’i))1§i§m olsun.

o T HUL) = 0a(Uy) x R™ X R™ x R™

doniisiimii z, € T,M i¢in

Vp = Pal2y) = (2t om(2y), .o, ™ 07 (2p), dzt(2p), ..., d2™(2,))
= (z'(p), ..., z™(p), dz"(zp), ..., dz™(2,))

seklinde tanmimlanirsa, @, doniisiimii birebir, érten olup, goriintii kiimesi R*™ uzayi-
nin bir agik alt kiimesidir. O halde (7, (Uy), ¢,,) ikilisi TM iizerinde 2m boyutlu bir

haritadir. Ayrica
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M iizerinde A = {(Ua, ¢a)},; haritalarin ailesinden U, N Uz # @ olacak bi¢imdeki a,

ael

B indis ¢ifti i¢in (U, po = (2%))1<i<m ve (Ug, s = (¥"))1<i<m haritalarim alahm. Bu
durumda 7 1(U,) N 71 (Us) # & olacaktir.

bap = Pa© Py 0p(Ua NUg) X R™ = @o(Uy N Ug) x R™

olmak tlizere

Pas(p) = Pa © T3 (05(p), 25 s 2™) = Pal2p)

= (2t om(2p)y ooy 2™ 0 (2p), dxt (2p), ..., d2™(2p))

olur. Burada zor ve d:):é1 <i<m) diferensiyellenebilir oldugundan ¢as = @, ofp'gl de dife-
rensiyellenebilirdir. Benzer sekilde ¢s, = @g 0 ¢, ! diferensiyellenebilir oldugu goriiliir.

O halde

A= {(Wﬁl(Ua)v ‘50)}0[61

ailesi diferensiyellenebilir bir atlastir. Bu yapiyla T'M, 2m— boyutlu bir C*°— manifold
olur [10,35].

2.41 Tanim

TM ye M nin tanjant manifoldu denir.

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve (Uy, o = (2°))1<i<m M iizerinde

bir harita olsun. Bu durumda 7, (Uy,) = U’, TM de agiktir.
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diyagrami degismeli olacak bi¢imde v : U’ € TM — R reel degerli fonksiyonlarimi
Vz € U igin, v'(2) = (2" o mar)(2) = 2' (7 (2)) = 2'(p) seklinde tammlayalhim. Ayrica,
V™t U C TM — R reel degerli fonksiyonlarini da, Vz € U’ igin v ™(Z) = d2'(Z) =

Z[z'] olarak tanimlayalim.

Boylece,

vt =2x' oy

V7)) = dat(Z) = Z[2Y); ZeU

sistemi elde edilir. Bu sistemi kisaca {v};

v=(v,v% .., 0" = (2tom, . ..,a™om, dxt, ..., dz™)

seklinde gosterecek olursak {v} sistemi 7'M igin bir lokal koordinat sistemidir [10, 35].

2.42 Teorem

v = (TM,mp, M,R™) dortliisii bir vektor demetidir |16].

2.43 Tanim

M, manifoldu baz alinarak olugturulan 7y, = (T'M, 7y, M, R™) vektor demetine, M

manifoldunun tanjant demeti denir [3].

Biz genellikle bu 7, vektor demetini de T'M total uzay: ile gosterecegiz. Ayrica T'M

total uzayu,
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TM ={(p,z):pe M, z€T,M}

seklinde yazilabilir.

2.44 Tanim

¢ = (E,m, M, B) lif demeti olsun. Vz € FE igin

V.E =cek(dm,) = {A, € T.E : dm.(A.) = 0}

kiimesi, T, E' tanjant uzayimin bir alt uzayidir. V, F uzayina E nin z noktasinda vertical

uzay1 denir ve bu uzaymn her bir elemanina da bir vertical tanjant vektor denir [16].

2.45 Tanim

F iizerinde vektor alanlarimin modiili x(£) olmak tizere A € x(F) olsun. Vz € E igin

A, € V,E ise A ya vertical vektor alani denir ve A € x"(FE) seklinde gosterilir [16].

2.46 Teorem

¢ = (E,m, M, B) bir lif demeti olsun. 7 : TE — E déniisiimii V2 € E igin 7' (2) =

T, F seklinde tamimlansin. Bu durumda

TE= \JT.E

zelE

olmak tizere {g = (TE,mg, E,R™™™) dortlisti bir vektér demetidir. £z, E manifoldu-

nun tanjant demetidir [16].

2.47 Teorem

¢ = (E,n, M, B) bir lif demeti olsun.

VE= U V.E, mve=r"glve, W;}; (2)=V.E

z€EE
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olmak iizere {yp = (VE, myp, E,R™) dortliisit TE nin bir altvektor demetidir [16].

2.48 Tanim

V E vektor demetine T'E nin vertical altdemeti ad1 verilir [16].

2.49 Tanim

¢ = (E,m, M, B) bir lif demeti olsun.

§e=ESue Déve

olacak bi¢imdeki {yp vektor demetine {g nin horizontal altdemeti denir [16].

HE = U HZE7 THE — 7TE|HE7 ﬂ-;{}E(z) = H.E

zeE

olmak fizere horizontal altdemet {gp = (HE, g, E,R™) seklindedir.
Ayrica Vz € F igin,
TE=HE®V,E, TE= UE(HZE ®V.,E)=HE®VE
FAS
yazilabilir [16].

2.50 Tanim

H,E, T.FE tanjant uzayinin bir altuzayidir ve bu uzaya £ nin z noktasindaki horizontal

uzay1 denir. Bu uzayin her bir elemanmmna da bir horizontal tanjant vektor denir [16].

O € x(F) olsun. Vz € F i¢in O, € H_FE ise, O ya horizontal vektdr alani denir ve
O € x"(E) seklinde gosterilir [16].

X € x(F) i¢gin X = X"+ X" geklindedir. Burada X" ve XV sirastyla X vektor alanmim
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horizontal ve vertical bilesenleridir. Yani, X" € x"(E) ve X° € x*(E) dir. Boylece

X(E) =x"(E) & x"(E)

dir [16].

Vertical ve horizontal alt demet tanimindan TE = HE & V E oldugunu biliyoruz. h ve

v de sirasiyla HE ve V E ye karsilik gelen projeksiyonlar olmak iizere,

h:TE —- HE ve v:TE —-VE
h?=h, v>’=v, hov=wvoh=0, h+v=1
cekh=VE ve c¢ekv=HE

seklinde bagmtilar vardir (burada I, TE tizerinde 6zdeslik doniigiimiidiir) [1].

h —v = P geklinde bir doniisiim tamimlarsak P, (1,1) tipinde bir tenstr alani olup,
P? = I dir. Bu durumda P, F {izerinde bir hemen hemen carpim yapisidir. Dolayisiyla

(E, P) ikilisi de bir hemen hemen ¢arpim manifoldudur [1].

2.51 Tanim

M, m = n+ k boyutlu bir manifold olsun. M iizerinde n— boyutlu diferensiyellenebilir

bir dagihm, TM tanjant demetinin ranki n olan bir D altvektor demetidir [22].

O halde M manifoldu {izerindeki n— boyutlu diferensiyellenbilir bir dagilim i¢in sunu

soyleyebiliriz:

Vr € M ye n—boyutlu bir A, C T, M altvektor uzayim kargihik getirir.

A:M— JT.M

zeM
r — N, CT,M

V€ M nin bir U komsulugunda, Vg € U icin {X1(q), ..., Xp(q)} climlesi A, altvektor

uzaymin bir baz olacak gekilde lineer bagimsiz X1, ..., X,, vektor alani vardir [22].
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D, M manifoldu iizerinde bir dagilim ve X de U C M acik kiimesi {izerinde taniml bir
vektor alan olsun. Eger, Vp € U i¢in X, € A, ise X vektor alan1 D dagilmina aittir
denir ve X € x(D) seklinde gosterilir [1].

2.52 Tanim

M bir manifold olsun. R ve S, M manifoldu iizerinde iki tiimleyen dagilim olsun. Yani

Vo € M igin

T.M =R, ® S5,

veya

TM=R®S

dir [27].

R ve S dagilimlarina sirasiyla kargihk gelen r ve s projeksiyonlar1 M {izerinde (1,1)—

tipinde bir tensor alamidir. r ve s tensor alanlari icin

re=r, s =s rs=sr=0, r4+s=Iry

ozellikleri vardir [27].

2.53 Tanim

D, M manifoldu iizerinde bir dagihm olmak iizere eger, X € x (M) ve Y € D igin

VxY € D ise D dagihmina, V lineer konneksiyonuna gore paraleldir denir [4].
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2.54 Tamm

R ve S, M manifoldu iizerinde iki tiimleyen dagihm olsun. X € R, Y € x (M) i¢in
(AP)(X,Y)=PVxY — PVyX — VpxY 4+ Vy(PX) (2.1)
olacak gekilde (AP)(X,Y) € R varsa, R dagilimina V— yari paralel denir [6].

2.55 Tamim

R ve S, M manifoldu tizerinde iki tiimleyen dagilim olmak {izere X € R, Y € x (M)
icin, (AP)(X,Y) € S ise, R dagilmima V—ters yar1 paralel denir [6].

2.56 Onerme

(M, g) bir Riemann manifold ve P, M iizerinde bir Riemann hemen hemen ¢arpim yapi
g g

olsun. P, V Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel ise (yani VP = 0) M manifoldu

tizerindeki bir Riemann hemen hemen ¢arpim yapi bir lokal carpim yapidir. Ayrica,

VX,Y € x (M) i¢in, V simetrik lineer konneksiyon ise P nin Nijenhuis tensorii,
Np(X,Y) = (VpxP)(Y) = (Vpy P) (X) = P(VxP) (Y) + P (VyP) (X)

seklindedir [4].

2.4. Uyarlanmis Konneksiyonlar

2.57 Tamim

M, n + k boyutlu bir manifold ve R, M iizerinde n—dagilim olsun. M manifoldu

tizerindeki bir lineer konneksiyon V olmak {izere VX € y(M), Y € Rigin VxY € R

ise V konneksiyonuna R ye uyarlanmg denir [1].

M, n + k boyutlu bir manifold ve S, M manifoldu {izerinde R dagiliminin tiimleyen
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bir k—dagilimi olsun. O halde, TM = R & S dir. r ve s sirasiyla, R ve S ye kargilik
gelen projeksiyonlar olmak iizere » — s = P seklinde bir hemen hemen carpim yapi

olugturulabilir. (M, R, S) iigliisiine de hemen hemen ¢arpim manifoldu denir.

(M, R, S) hemen hemen ¢arpim manifoldu iizerinde bir V lineer konneksiyonu hem R

hem de S ye gbre uyarlanmig, yani VX, Y € x(M) igin
VxrY € x(R), VxsY € x(9)
ise V ya uyarlanmg lineer konneksiyon denir [37].

[k kez Schouten Van-Kampen ve Vranceanu tarafindan tanimlanan ve kendi isimleriyle
bilinen hemen hemen carpim manifoldlar: iizerinde iki uyarlanms lineer konneksiyon

vardir.
2.58 Tanim

M bir hemen hemen carpim manifoldu ve V, M iizerinde bir lineer konneksiyon olsun.

VX.Y € x(M) igin
Sc
i) VxY =r(VxrY) +s(VxsY)

Sc
seklinde tanimh V uyarlanmig lineer konneksiyonuna Schouten konneksiyonu denir.

1%
i) VxY =r(V,xrY) + s(VexsY) + r[sX,rY] + s[rX, sY]
v
seklinde tamimh V uyarlanmisg lineer konneksiyonuna Vranceanu konneksiyonu denir [1].
2.59 Tanim
M bir manifold olsun. M fiizerinde » — s = P hemen hemen carpim yapisinin, M

tizerindeki bir V lineer konneksiyonuna gore kovaryant tiirevi sifir, yani VX, Y € x (M)

icin



(VxP)Y = VxPY — PVyY =0

ise P hemen hemen ¢arpim yapisina V ya gore paraleldir denir [1].
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3. METALIK DIFERENSIYEL GEOMETRI

Bu béliimde, p ve ¢ iki pozitif tamsayr olmak iizere, Q(X) = X? — pX — ¢q yap1
polinomuna sahip M manifoldu iizerinde (1,1) tipinden J tensor alani yardimiyla,
bir M manifoldu iizerinde metalik yapinin tanimi verilecek ve bu yapinin geometrisi
incelenecektir.

3.1. Manifoldlar Uzerinde Metalik Yapilar

3.1 Tanim

p, q iki pozitif tamsay1 ve I, M manifoldu iizerinde vektor alanlarinin y (M) Lie cebiri

iizerinde 0zdeglik doniigiimii olsun.

J*=pJ +ql (3.1)

denklemini saglayan M iizerinde (1,1) tipinden J tensor alan ile tanimlanan M {ize-

rindeki bir polinomial yapiya metalik yapi denir |21].
Not

Tanim 3.1 de 6zel olarak p=qg=1,p =2, ¢=1ve p =3, ¢ = 1 alimirsa M manifoldu
tizerinde, sirasiyla, altin yapi [4], giimiis yap1 [29,31] ve bronz yapi [30] elde edilir.

3.2 Onerme

M bir manifold ve J, M {iizerinde bir metalik yap1 olmak iizere;

i) J nin 6z degerleri, metalik oran olan o, , ve p — 0, , dir [21].

i1) J, Vo € M i¢in M manifoldunun 7, M tanjant uzay1 iizerinde bir izomofizmdir |21].

ii7) J nin tersi mevcuttur ve bu ters J ! = J olmak iizere qu +pj — I = 0 denklemini
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saglar [21].
jspat

i) J € St (M) oldugundan J : x (M) — x (M) bir lineer doniisiimdiir. J nin 6z degeri
A olsun. Bu durumda VX € x (M) i¢in J (X) = AX dir. J metalik yap1 oldugundan
J? = pJ + qI esitligini saglar. Buradan

J2(X) = pJ (X) +¢I(X) = J(J(X)) = pJ (X) + ¢X
= JOAX) = pAX + ¢X
= AAX) = pAX + ¢X
= A2X = pAX +¢X
= NX = (pA+q X

elde edilir.

Bu egitlik VX € x (M) i¢in dogru oldugundan \?> = p\ + ¢ esitligini elde ederiz. Bu

P+ VPP +4q p— VP t+4q
2 2
p — 0pq dir. Boylece Ay = 0,, ve Ay = p — 0, , degerleri de J metal yapisinin 6z

denklemin kokleri metal oran olan A\; = =0pq Ve Ay =

degerleridir.

it) J € 31 (M) oldugundan J : x(M) — x(M) bir lineer déniigiimdiir. J nin birebir
ve Orten oldugunu gostermek ispat icin yeterlidir. Eger bir lineer doniisiimiin cekir-
degi {0} ise bu lineer doniigiim birebirdir. Dolayisiyla ¢ekJ = {X € x(M) : J(X) =0}

kiimesinin elemanlarini bulahm. X € ¢ekJ Es. 3.1 ifadesinde yerine yazilirsa,
J(J(X)) = pJ(X) +qI(X) = J(0) = X
= 0 =X

elde edilir. Buradan ¢ekJ = {0} bulunur. Dolayisiyla J birebirdir. Bir lineer donii-
siim icin boyx (M) = rankJ + sufwrlikJ esitligi vardir. sifirlikJ = boy (¢ekJ) = 0
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oldugundan

boyx (M) = boyJ(x(M)) = x(M) = J(x(M))

elde edilir. Dolayisiyla J ortendir. Boylece J metalik yapisi, Vo € M igin T, M iizerinde

bir izomofizimdir.

i11) J izomorfizm oldugundan J~! vardir. Es. 3.1 ifadesinin her iki tarafinmn J=! ile

bilegkesini alalim.

J2J7 = p(JJ Y + gl I = J(JJY) = pl + qJ

= JI =pl +qJ7!
= J=pl +qJ!
= qJ'=J-pl (J~! ile bilegke alimirsa)

=qJ Tt =JJ —p(IJ )
= q(J V)V =T—pJ! (J~!' = J ahnirsa)

= qJ* = —pJ +1
Buradan ¢J2 + pJ — I = 0 elde edilir.
3.3 Onerme

Metalik yapilar ikililer seklindedir. Yani, J bir metalik yapi ise J = pI — J da bir
metalik yapidir.

fspat

J bir metalik yap1 olsun. Eg. 3.1 ifadesinden
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(pI = J)* = (pI = J)o(pl —J)
= p*I? = 2pJI + J?
= p?] —2pJI + pJ + ql
=p*l —pJ +ql

=p(pl = J)+ql

elde edilir. O halde (pI — J)? = p(pI — J) + ¢I olup J = pI — J da bir metalik yap:
belirtir.

Benzer durum hemen hemen tanjant yapi, hemen hemen carpim yapi ve hemen hemen
kompleks yap1 icin de gegerlidir. Yani, 7" bir hemen hemen tanjant yapi ise (—7") de bir
hemen hemen tanjant yapidir. P bir hemen hemen ¢arpim yap ise (—P) de bir hemen
hemen ¢arpim yapidir. C' bir hemen hemen kompleks yapi ise (—C') de bir hemen hemen

kompleks yapidir [4].

Bir M manifoldu iizerinde bir hemen hemen c¢arpim yapi ile metalik yap1 arasindaki

iligkiyi agagidaki 6nerme ile verelim.
3.4 Onerme

M manifoldu iizerinde bir P hemen hemen carpim yap1 M iizerinde

p 20,4 —p p 20,4 —p
iy (e P p S Y (i Ry = 2
=3 +( 2 ) ’ h=3 ( 2 (3.2)

gibi iki metalik yap1 indirger.

Tersine M manifoldu iizerindeki her J metalik yap1 bu manifold tizerinde

P:i< 2 g7 I) (3.3)

20,4 —D 2004 —D

gibi iki hemen hemen ¢arpim yapn iiretir [21].
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jspat

2 _
P2=]ve J = gl 4 (%p) P olsun.

Ji = (Jio 1)

:]9_2[+2]_9 20pq — P P+ 20pq — P 2p2
4 2 2 2

2 2 4 2 4
S Y A s §

1 1 2

2

2+4
N R

2+4
:p(EIvL—quP) +ql

2 2

P

=phi +ql

O halde JZ = pJ; + ¢I dir. Dolayisiyla J; bir metalik yapidir. Benzer sekilde

2 —
Jo = gf . (%) P icin de J, nin bir metalik yap1 oldugu kolayca gosterilebilir.
. 9 2 P
Tersine, J* =pJ +ql ve P=| ——J — —— 1 | olsun.
20,4 — P 20p4— P
P?=PoP
2 2
- (  — I) ( yg— 1)
20% —p 20,4 —D 20,4 —D , 2004 — D
2
- = poo P . P
(2054 — D) (2054 —p) (2054 —p)
_4dS+ql) 4 It p?
p?+4q p? +4q p? +4q
_ (P +49)1
p®+4q

=1
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O halde P? = I dir. Dolayisiyla P bir hemen hemen ¢arpim yapidir. Benzer sekilde

2
P=- < J — L ) icin de P nin bir hemen hemen ¢arpim yapi oldugu
20,4 —D 2004 —D

gosterilebilir.

Hemen hemen tanjant ve hemen hemen carpim yapilar igin Eg. 3.2 ifadesi ele alinirsa

agagidaki tanimlar1 verebiliriz.
3.5 Tanim

i) T, M manifoldu {izerinde bir hemen hemen tanjant yapi olsun.O zaman

P 20,4 —D
==] — | T
J 2+( . )

ifadesi (M, T) hemen hemen tanjant manifoldu tizerinde bir tanjant metalik yapidir.
Ji tanjant metalik yapisi,

2

Jf—thJr%I:O

2
denklemini saglar. Reel sayilarda bu denklemi diisiiniirsek, 2% — px + % = 0 dir. Bu

denklemin kokii o, = g sayisi tanjant metalik oran olarak adlandirilir.

i1) (M, C') bir hemen hemen kompleks manifold olsun.

P 20p4 — D
J.==1 — | C
b (57)

seklinde tanimlanan J. tensor alanma (M, C') hemen hemen kompleks manifoldu iize-

rinde kompleks metalik yapi denir. J. kompleks yapisi

2
2
e (3.4)

p*+2¢

denklemini saglar. Reel sayilarda bu denklemi diisiiniirsek, 2% — px + =0 dir.
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/p?+4 p?+4
Bu denklemin kokleri xy = g + %z’, Ty = g - #z bulunur. Denklemin

pozitif kokii olan

2+ 4
=Py VPPt

2 2

kompleks sayisina kompleks metalik oran denir.

3.6 Tanim

244
Ju=— P 4| ZT
2(p? + 29) 2(p* +29)

kompleks sayisina birim kompleks metalik oran denir.

J agagidaki denklemi saglar:

o V2(p*+29)

1=0.
(p? +2q) rhl=0

3.2. Metalik Yapilara Ornekler

Bu kesimde metalik yapilara 6rnekler verilecektir.

3.2.1. Clifford cebiri

R" nin herhangi x ve y vektorii icin Clifford carpimi zy ile gosterilir ve
xy={(x,y)+x Ay (3.5)
olarak tanimlanir. R™ nin Clifford cebiri ¢/(R™) seklinde gosterilir [25].

Vo, y € R igin (z,y) = (y,z) ve x ANy = —y A z oldugundan

yr = (y,z) tyAe = (r,y) —x Ay (3.6)



40

esitligi elde edilir. Eg. 3.5 ve Es. 3.6 ifadeleri taraf tarafa toplanirsa,

ry +yxr = 2(x,y)

bulunur.

R™ vektor uzaymin bir ortonormal bazi {e;, e, ..., e, } olsun. Bu durumda

€i€j = <€7;, €j> + €; A\ €j = €; A\ ej
eje; = (ej,e;)+ejNe,=ejNe, = —e Nej = —ee;
€;e; = <6i, €i> +e; Ne; = 1

esitlikleri vardir.

Dolayisiyla Clifford carpimina gore R™ vektor uzayinin standart bazi

622262'62‘:1, Z:]
€i€j +6j€i = 0, Z%j

bagintilarini saglar.

1
J; = 3 (p +/p*+ 4qei) esitligi yardim ile Es. 3.7 ifadesinden
J; bir metalik yapi, 1=

2
JiJj—i-JjJi:p(Ji—i-Jj)—%, oy

bagintilarini elde ederiz.
Not

{e1, e2}, R? nin bir ortonormal bazi olsun. {1, ey, e, ;€5 } kiimesi R? nin cl(R?) Clifford
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cebiri igin bir baz olugturur. Yani ¢/(R?) nin bir u elemani, uy skalar1, @ = ue; + uses
vektorii ve 4 = uq9e1e9 bivektoriiniin lineer birlesimi olarak u = ug+uje;+uges+uiseies
seklinde yazilabilir. Bu durumda cl(R?) clifford cebiri dért boyutlu bir reel vektor
uzayidir [25].

Clifford cebirinin matris cebiri olarak ifade edilmesi

R? vektor uzayinda ortonormal baz vektorleri e; ve ey olmak iizere cl(R?) de

1~ :IQ, €] ~ , €9 X

ve ejeq bivektori

0 1
-1 0

€169

matrisleri ile ifade edilir |25].

Boylece,
1 prvettls o 0
- _ 2 . 2 . p,q
0 —— 0 p—op,
(3.8)
g 1 1 p P*+4q
i) Jy = 3 <p]2 + /P? +4q62> =5

VP? +4q p

ifadelerini elde ederiz.

3.2.2. 2-Boyutlu metalik matrisler

J € R" olmak iizere J? = pJ + ¢I,, sartim saglayan matrislere metalik matris denir.

n = 2 igin metalik matrisleri inceleyelim. a, b, ¢,d € R olmak iizere, J € R eleman1



42

seklinde alinarak, Esg. 3.1 ifadesi ¢oziildiigiinde metalik yapilarin iki parametreli ailesi

elde edilir.

J?=JJ
ac ac
bd bd
a® + be ac + dc
= (3.9)
ab + bd cb + d?
ac 10
pJ +qla =p +q
bd 01
a + C
_(rerer (3.10)
pb  pd+q

dir. Es. 3.1, Es. 3.9 ve Esg. 3.10 ifadeleri kullanilirsa

(

a’ + bec = pa + q
ab + bd = pb

a® + be ac + de pa+q pc
ab + bd cb + d? pb  pd+q ac + dc = pc

chb+ d? = pd + q

1
elde edilir. Buradan a +d =p ve ¢ = E(ap — a® 4 ¢) bulunur.
O halde n = 2 i¢in metalik matrisler, a € R, b € R — {0} olmak iizere

1 2
a—(ap—a” +
Jap = b\ 9 (3.11)

b p—a
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Ayrica, Eg. 3.8 ifadesi i) den J; ve ply — J; matrisleri Eg. 3.11 ifadesi formatinda

olmadiklari halde metalik matristir. Ciinkii,

Jf =JiJ;
Op.q 0 Op.q 0
0 p—opg 0 p—opy
O‘;q 0
0 (p Up,q)Q
[ Popeta 0
0 p? — 2po, 4 + aiq
[ popgta 0
0  p*—poyq+q
o 0 10
— p p,q + q
0 p—opy 01

ifadesinden J? = pJ; + qI, elde edilir. Benzer gekilde, J? = pJ + ¢I esitligi kullanilirsa,

1 0 o 0
plo —Ji=p - i
01 0 p—op,
ve buradan
(pI J)Q [P 0pq O pP—0pg 0
2 — J1) =
0 Op.q 0 Op.q
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p°—opgt+q O 10
_ P.a +q
0 DOpq 01
pP—0pq O 10
— p.g +q
0  opg 01

= p(ply — J1) + qls

elde edilir.

Es. 3.11 ifadesi dikkate alindiginda, Eg. 3.8 ifadesindeki J; ve Jo matrislerini, J; =

limJ,, b ve Jo = J o seklinde ifade edebiliriz.
b—0 5 5}

Es. 3.11 ifadesini tekrar ele alirsak;

i) 22 — px — ¢ = 0 denkleminin kokleri o, , ve p — 0, olup, toplamlar p dir. Bu durum

Es. 3.11 ifadesindeki matris i¢in de dogrulanir. Yani

pIQ - Ja,b = pra,fb ise Ja,b + pra,fb = p[2

elde edilir.

ii) Iz (Jup) = p oldugundan .J,, matrisinin izi a, b parametrelerinden bagimsizdir.
E > 0 i¢in Jclib matrisinin izlerinin dizisi 2, p, p* + 2q, p® + 3pq, p* + 4p?q + 242, ...
seklinde olup, bu say1 dizisi genellegtirilmis Fibonacci say1 dizisidir.

3.2.3. Metalik yansimalar

E Oklid uzayinda, bir H hiperdiizlemini sabit birakan ve H ya dik her bir v € £\ {0}

vektoriinii —v vektoriine doniistiiren
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ortogonal doniigiime H hiperdiizlemine gore yansima denir [32]. Ayrica r2 = I (Ig, E

tizerinde 6zdeglik doniigiimii) oldugu agiktir.
v vektoriine gore metalik yansima

Jy =

(pIE +Vp*+ 4%)

1
2

olarak tamimlanabilir. Yani J? = pJ, + ¢Ig dir. Ayrica, v vektérii J, nin p — 0,, 62

degerine karsilik gelen vektordiir.

3.7 Onerme

X ortogonal bir doniisiim ve v bir vektor olmak iizere

Xr, X' =rxwu

dir [32].

Bu 6nermede r, yi J, cinsinden, 7x(, yi de Jx(,) cinsinden yazilhrsa,
XX =Jxw

esitligi elde edilir. J, lineer doniiglimii

VP2 + 4q{x,v) ;
(v,v)

Jo (2) = 0p g2 —

seklindedir.

3.2.4. Metalik yapailarla ilgili ii¢lii yapilar

3.8 Tanim

M manifoldu iizerinde (1, 1) tipinden iki tensor alani P ve T olsun. K =T o P olmak
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lizere;
P:P=T?=]veToP—-PoT=0ise K*? =1,
P2=T?=]veToP+PoT =0ise K? = —1I,
P?=T?=_JveToP—-PoT =0ise K? =1,
P2=T?=-JveToP+PoT =0ise K2 =—1.

oluyorsa (P, T, K) iicliisiine, sirasiyla, hemen hemen hyperproduct (ahp), hemen hemen
biproduct complex (abpc), hemen hemen product bicomplex (apbc) ve hemen hemen

hypercomplex (ahc) yapr denir [5].
3.9 Onerme

P, T, M manifoldu iizerinde (1, 1) tipinden iki tensor alam1 ve K = T o P olsun. Es.
3.2 ifadesinin ilk egitliginden

p 20p4— D p 20,4 —p p 2004 —p
Jp 2+( . ) I 2+( A T

elde edilir ve bunlar arasindaki baginti,

VP +4qJk = 2JpJp — pJp — pJp + o, —ql (3.12)
seklindedir. Boylece (Jp, Jr, J) ticliisii;

i) Bir hemen hemen hyperproduct(ahp) yapidir <= Jp, Jr metalik yap1 ve JpJr =
JrJp ise Ji metalik yapidir.

i1) Bir hemen hemen biproduct complex (abpc) yapidir <= Jp, Jr metalik yap1 ve

2 2

— (Jrdp + JpJr) = = (Jr + Jp) — I ise Jx kompleks metalik yapidir.
p p
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i71) Bir hemen hemen product bicomplex (apbc) yapidir <= Jp, Jr kompleks metalik

yvapi ve JpJr = JrJp ise Jx metalik yapidir.

iv) Bir hemen hemen hypercomplex (ahc) yapidir <= Jp, Jr kompleks metalik yap1
2 2

ve — (Jrdp + Jpdr) = = (Jr + Jp) — I ise Jx kompleks metalik yapidir.
p p

fspat

i) Jp, Jr metalik yap1 ve JpJry = JpJp olsun. Bu durumda Jx nin metalik yapi

oldugunu gosterelim. Eg. 3.12 ifadesinden

1

VP2 +4q

Ji = (2Jrdp —p (Jr+ Jp) + (05, — ) I)

elde edilir. Bazi cebirsel iglemlerden sonra J3 = pJp+ql, J& = pJp+ql ve JpJr = JpJp
esitlikleri yerine yazildiginda

2p P
J2= o — —————Jr
" VP? + 4q VP +4q
2 2 2 2 4 3
p (P +2q) /P> +4q+p s (3.13)

Jp +

—Jp
VP2 +4q 24/p? +4q

olarak bulunur.

Simdi pJg + gl ifadesinin egitini bulalim.

2p p?
pJk +ql = ———JrJp — —(—=Jr
VP +4q VP? +4q
2 2
p P (54— )
e Jp | L | T
VP?+4q ( VP?+4q
2p p?
= ——JrJp — ——=Jr
P*+4q VP? +4q
2 2 2 2 4 3
P hﬁﬁp+-®vp4-q+pl (3.14)
Vp?+4q 2/p? + 4q

Es. 3.13 ve Eg. 3.14 ifadesinden J& = pJg + ¢I bulunur. O halde Jx bir metalik
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yapidir.

2 2
i1) Jp, Jr metalik yap1 ve - (JrJp + JpJr) = = (Jr + Jp)—I olsun. Jg nin kompleks
p p

P>+ 2¢

metalik yapi oldugunu gosterelim. Eg. 3.4 den Jx nin J% = pJy — I esitligini

sagladigini gostermeliyiz.
9 1

JK = p2 n 4q {4JTJPJTJP — QPJTJPJT — QPJTJ?D — QPJ%JP — QPJPJTJP

+4(02 , — @) JrJp — 2p(0}, — q)Jr — 2p(o), — @) Jp

+p? (JE + Jrdp+ Jpdp + Jp) + (02, — q)*1}

1
= AJpJpdrdp — 2pJpdpJr — 2pJpJrJ —p? 4+ 2p/p? + 4q)JrJ
21 g TPITP pTIfT pPIIYI’P+(p+pp+Q)TP

4
9%+ pp = prdp = 1+ (=20 — 0P +4q) T

4 3 2
p°+pP/p+4q
+ (—2pq — P’/ + 4q> Jr+ (2p°q + 5 +p2q)1}

2 2
— (Jrdp + Jpdr) = — (Jr + Jp)—1 esitligini kullanarak I, I1 ve 111 ifadelerini acalim.
p? p

2

Jrdpdedp = Jr(pJr + pJp — Jrdp — =1)Jp

2

I —

p2

= S JrJp — ¢1
2
p2
JrdpJr = Jr(pJr + pJp — JrJp — 5])
11 —
pQ
=5 Jr—atp+pal
pz
JTJPJT = (pJT +pJp — JTJP — E[)Jp

117 —

2

= %JP —qJr + pql
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I, Il ve III esitliklerini yerine yazarsak,

2p p? p?
Ji = — _ J.Jp— Jr — Jp
a VP?+4q p? +4q VP? +4q
3_2 2 4
N e N Ry (3.15)
2+/p? + 4q
elde edilir.
o (p2+2q)I 2p I N P’ ;
K — - P — -  —JPp
2 VP? +4q V2 + \/p2+4q

+ (p —20Vp (3.16)

p+4

p*+2¢

Es. 3.15 ve Es. 3.16 ifadesinden J2 = pJx — I bulunur. O halde Jg bir kompleks

metalik yapidir.

iii) Ispat (i) deki gibi yapilr.
iv) Ispat (4i) deki gibi yapilr.
3.2.5. Kuaterniyon cebiri

H bir kuaterniyon cebiri olsun. H nin standart bazi {1, e, e, ez} olmak iizere bazdaki

vektorler icin

2 _ 2 _ 2 _ _ _ _ _ _ —
€] = €3 =¢€3 = —1, €1€9 = —€9€1 = €3, €9€3 = —€3€2 = €1, €361 = —€1€3 = €9
esitlikleri saglanir.

Herhangi bir kuaterniyon

q:Sq+‘_/:1:a0+a161+a262+G3€3

olarak yazilabilir. S, = ag ve V, = aje1 +ages + ases sirasiyla, ¢ kuaterniyonunun skalar
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kismi ve vektorel kism olarak adlandirilir.

Bir ¢ kuaterniyonunun normu

U, =@+ a2+ a2+ a2
dir. ¢ # 0 olmak tizere gy = Uiq birim kuaterniyon olarak tanimlanir [38|.
Metalik kuaterniyon
3.10 Tanim
J bir kuaterniyon olsun. p, ¢ € N olmak iizere, J
J2=pJ+q (3.17)
denklemini saglarsa J ye metalik kuaterniyon denir.
J=5;+ VJ olsun. Burada
JP =52 <VJ, VJ> + 28,7,
elde edilir. Eg. 3.17 ifadesinden
S5 — <‘7J, VJ> +28;V; —pS;—pVy=¢q

53 - <‘7J7 VJ> —pS;=4q

29,V; —pV; =0

bulunur. Boylece,

SJ:g veya VJ:O
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elde edilir.

Metalik kuaterniyonlarin iki durumu vardair.

Z) VJ:O:>J:UP7(1

2y (3.18)
ZZ) VJ#O = szg ve <VJ,‘7J> = %
Buradan metalik kuaterniyonun yok oldugunu séyleyebiliriz.
Metalik bikuaterniyon
Es. 3.18 ifadesine gore
=8 (V) -l
J — 9 ) JyVJ ) — 4
J bir bikuaterniyon olsun. z; € C, i =0, 1,2, 3 olmak {izere
J = 2o + 2161 + 2269 + 23€3
seklindedir. Burada
p —p° —4q
20== , zf—}—z%—i—z%:T (3.19)
dir. Boylece
UJ:\/Z(Q)—FZ%—FZ%—{—Z?Q):\/—(] (3.20)

bulunur.

Biliyoruz ki birimlegtirilmig bikuaterniyon U; # 0 olmak {izere,

g oL At et ne+ ues
T U, 2 2 2. .2
J \/20+z1+22—|—23
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seklindedir.

2 , 2222422 o zie1 + ze0 + 236
0039:—0, sinf = ! 2 3 Gy =l 22 T (3.21)

Uy Uy P V2t 2+ 23

olmak fiizere Jy birim kuaterniyon
Jo = cosf + Sysinfl, 0 e C (3.22)
seklinde yazilabilir.

Es. 3.19, Es. 3.20, Es. 3.21, Es. 3.22 ifadelerinden birim metalik bikuaterniyon su form-
dadir:

Jo

D Vi +4q g s a\_ 4 a&_
~57t iz 3, <50’50>71’ 2= 1.

Dolayisiyla, bir metalik bikuaterniyon

J = JyUy,
= g+ L 9 7 0> <507SO> = 17 S(Q) =-1

dir.
Metalik split kuaterniyon

J, J?> = pJ + q denklemini saglayan split kuaterniyon olsun. J = S + VJ ve g, B3 de

Lorentz i¢ carpimi olmak {izere
J2 = 83 + g(VJ, VJ) + ZSJVJ
dir.

J2—pJ=q= 524 g(V,,V))+25,V, —pS; —pV; = ¢
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S2+g(Vy,Vy) —pSs = q
= (3.23)
25]‘7] — pVJ =0

elde edilir. Eg. 3.23 sisteminin ¢6ziimiinden,
Sng veya ‘7]:0

bulunur. Metalik bikuaterniyon i¢in iki durum séz konusudur:

(3.24)

2
= — — 4
ZZ) VJ?AO = szg ve g(VJ,VJ>:p Z q.

Boylece, metalik split, metalik dual split ve metalik hiperbolik split kuaterniyonlarini

elde edebiliriz. Burada sadece metalik split kuaterniyon elde edilecektir.

a; € R, 1 =0,1,2,3 olmak iizere J = ag + a1e1 + ases + azes split kuaterniyon olsun.

Es. 3.24 ifadesinin i) sikkindan

244
agzg ve —a%+a§+a§:p Z a

elde edilir. Boylece,
Iy=a2+a?—a2—a=—q

dir. Dolaysiyla, J metalik split kuaterniyon spacelike kuaterniyondur. [37] ve [38] dan

biliyoruz ki, her bir spacelike kuaterniyon,

\/ﬁ
sinhezﬂ, cosh ) = oy a5+ a0y

UJ UJ
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= a1e1 + ages + ases

ve Sy = E3} de spacelike birim kuaterniyon olmak iizere
V—ai + a3 + aj
J = U,(sinh @ + Sy cosh ) (3.25)

formunda yazilabilir. Eg. 3.23, Es. 3.24 ve Eg. 3.25 ifadelerinden bir metalik split ku-

aterniyon

formundadir.

3.3. Metalik Yapilar Olarak Konneksiyonlar

3.3.1. Asli lif demetlerinde konneksiyonlar

B (M, ©, G); total uzay1 B, taban uzay1 M, lif projeksiyonu 7 ve grup yapist G olan
bir asli lif demeti, V' (V' = cekr,) ve H (tiimleyen dagihm, yani TB =V & H) sirasiyla
B iizerinde vertical ve horizontal dagilimlar olsun. O halde v ve h sirasiyla V ve H a
kargilik gelen projeksiyonlar: gostermek tizere,

P=v—h

(1,1) tipindeki tensor alani, B iistiinde bir hemen hemen ¢arpim yapisidir [4].

B asli lif demeti iizerindeki bu P hemen hemen carpim yapisinin bir konneksiyona

karsilik gelmesi i¢in gerek ve yeter sart asagidaki ozelliklerin saglanmasidir [4].

) PX)=XoXeV,

ii) dR,o P, = P,,0dR,, Ya€eG ve ué€ B.

Es. 3.2 ifadesi kullanilarak asagidaki énerme verilebilir.
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3.11 Onerme

B, asli lif demeti {izerindeki bir J metalik yapinin bir konneksiyon ifade etmesi icin

gerek ve yeter sart

i) X € x(B), J metalik yapisinin o0, , 6z degerine kargilik gelen 6z vektoriidiir < X

vertical vektor alanidir.
i) dRy,o J, = Jya0dR,, Va € G veu€ B.
sartlarinin saglanmasidair.

g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak iizere, w € A'(B,g), H nin konneksiyon 1-formu

olsun. Q € A%(B, g), w nin egrilik formu olmak fizere, VX,Y € " (M) i¢in
bigimindedir. VX,Y € x (M) igin P hemen hemen ¢arpim yapinin Nijenhuis tensorii,

Np(X,Y) = P([X,Y]) + [P(X), P(Y)] = P([P(X),Y]) - P([X, P(Y)])
= [X, Y]+ [P(X), P(Y)] = P([P(X),Y]) = P(IX, P(Y)]) (3.26)

dir [36].
O halde VXY € x"(M) i¢in, P(X) = v(X) — h(X) = —h(X) = —X olup

Np(X,Y) = [X,Y]+[X,Y] + P([X,Y]) + P([X,Y))
= Np(X,Y) = 2[X, Y]+ 2P([X,Y])
= w(Np(X.Y)) = 20([X.Y]) + 2(P[X,Y))
= w(Np(X.Y)) = 20([X.Y]) + 2([X, V)

= —Jw(Np(X, Y)) = ~((X, Y])
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bulunur. Buradan

1
O(X,Y) =~ Jw(Np(X,Y))
elde edilir.

Es. 3.3 ifadesi, Eg. 3.26 ifadesinde yerine yazilirsa,

Ne (6,Y) = (XY ot 20 () =l (X),2 () =l (V)

LRI (X) —pI (X).Y]

(2Up,q - p)
L s pnX20 () - pI (V)

(2‘7p,q - p)

S XY+ [ (X), 20 (Y) = pl (V)
(20p7q - p)

o R0 L W] = s (20— p (0,71
Yo qp — (=P Y]

_ (2%;_ T ()] qp — (21— pD XY
XY [T (X)) T (V)] - — [ (X).Y]
(zap,q - p)2 (2Up,q - p)g

2p P
o KT M g X
4 2p
_ (20p7q — p)2 J[J(X), Y]+ (20p,q — p)2 [J(X),Y]
2p P
+(2‘7p,q - p)2 ! [X’ Y] N (2‘710,(1 - p)2 [X7 Y]
4 2p
- (20p7q - p)2 ! [X7 ! (Y)] - (201941 - p)2 [X’ ! (Y)]
2 Xy - P’ X,Y]

(2054 — p)2 (2054 — p)2
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bulunur. Buradan

Np(X,Y) = 20 4_p)2 (S XY]+[T(X), TV =T ([J(X),Y]) = J (X, T (Y))
Np (X,Y) = mm (X.,Y) (3.27)

elde edilir. Sonug olarak

1
Q(X.Y) = —wNp (X,Y)

1
- _WN,(X,Y)

(2Up,q - D)

bulunur.
3.12 Onerme

Konneksiyonun flat (yani 2 = 0) olmasi i¢in gerek ve yeter sart metalik yapinin integ-

rallenebilir (yani N; = 0) olmasidir.

Verilen konneksiyon 1, : x(M) — x(B) seklinde bir lift iiretir. Bu lift V X*, Y* € x (M)

icin

1, X*, 1Y — 1, [X*,Y*] = Np (I,X*, 1Y)
esitligini saglar [4].

3.13 Onerme

l, ile tanimlanan liftin Lie cebiri {izerinde bir morfizm olmas: i¢in gerek ve yeter sart

metalik yapinin integrallenebilir olmasidir.
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3.3.2. Tanjant demetlerde konneksiyonlar

(TM,m, M), M manifoldunun tanjant demeti olsun. m, lineer doniigiimiiniin gekir-
degi V(M) ile gosterilir ve V(M) ye M manifoldunun vertical dagilimi denir. V(M)
nin N tiimleyen (complementary) dagihmina horizontal dagilim veya lineer olma-
yan konneksiyon denir. M fizerinde bir lokal koordinat sistemi ('), olmak iizere
(2',y" = dx'),;, de TM fizerinde bir lokal koordinat sistemidir. 7'M nin bir hemen

hemen tanjant yapisi1 T = a%i ® dz* tensorii ile tanimlanabilir.
3.14 Tanim
(1,1) tipindeki bir tensor alam v : x(M) — x(M) olmak iizere

Tov=20
voT =T

(3.28)

sartlar1 saglaniyorsa, v tensor alanma vertical projektor denir [4].

3.15 Onerme

Bir v vertical projektor ¢cekv = N(v) bagintisi sayesinde bir non-lineer konneksiyon

tiretir [4].
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3.16 Onerme

vn, N (vn) = N olacak gekilde bir vertical projektordiir [4].
3.17 Tanim

M manifoldu iizerinde (1,1) tipinden I' tensér alan

ToT = —T (3.29)

Tol =T (3.30)

sartlarimi saghiyorsa I' tensor alanina hemen hemen carpim tipinde lineer olmayan kon-

neksiyon denir [4].

3.18 Onerme

Eger I', hemen hemen ¢arpim tipinde bir lineer olmayan konneksiyon ise,

i) vr = %(IX(M) — T") bir vertical projektordiir [4].

i1) V(M), T tensor alanmim (—1) 6z degerine karsilik gelen 6z uzayidir [4].
i1i) N (vr), I tensor alaninin (+1) 6z degerine kargilik gelen 6z uzayidir [4].
fspat

i) Es. 3.29 ve Eg. 3.30 ifadelerinden

1
TOI/F:§(T—TOF) =—(T-T)=0,

(T+T)=T

N~ N

1
VFOT:§<T—POT) =

bulunur. O halde Eg. 3.28 ifadesindeki sartlar saglandigindan vp bir vertical projektor-

diir.
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i) V(M) =im vp = {X € x(M) : T'(X) = — X} oldugu gosterilmelidir.

1
(Iyary —T') oldugundan V(M) = {X € x(M) : vp(X) = X} dir. O halde

VF:§

or(X) = S(han(X) ~T(X)) = X = J(X ~T(X))

bulunur.

i11) N(vr) =¢ek vr = {X € x(M) |I'(X) = X } oldugu gosterilmelidir.

1
vp = §(IX(M) —I') oldugundan ¢ek vr = {X € x(M) |vr(X) =0} dir. O halde
1
(X) = L (han(X) ~T(X)) = 0 = J(X ~T(X)
= T(X) =X
bulunur.

Sonug olarak her vertical projektor I' = I,y — 2v seklinde hemen hemen garpim

tipinde bir lineer olmayan konneksiyon belirler.
?=Tol

= (Lyany = 2v) o (Iyan) — 2v)

=1

(M) — 2V —2v + 412

= [X(M) —4v +4v

— Ix(M)

oldugundan I' tensér alani M manifoldu {izerinde bir hemen hemen carpim yapidir.

Bundan yola ¢ikarak asagidaki onermeyi verebiliriz.
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3.19 Onerme

M manifoldu iizerinde v vertical projektorii ile verilen bir N lineer olmayan konneksi-

yonu bir
J = pqlyony — VP* + dqu
metalik yapisiyla da tanimlanabilir.

Boylece N, J nin o,, 6z degerine karsilik gelen 6z uzay, V(M) de J nin p — 0,, 6z

degerine karsilik gelen 6z uzaydir.
fspat
[' bir hemen hemen carpim yapisi oldugundan ve Eg. 3.2 ifadesinden

J = (pIX(M) +pr+ 4qF)

N | —

elde edilir. Buradan

1
['= —=——=(2J - pLyn)

N

bulunur. Bu esitlikte I' = I, 57y — 2v de yerine yazilirsa,

1

VR

(2J —p]X(M)) = ]X(M) — 20 = 2J = pIX(M) + p2 + 4qIX(M) -2 p2 -+ 4qv

= <p+ VP +4q> Ly — 24/p? +4qu
+ /P2 + 4
=J = (p—g q) Ly — /P* + 4qu

= op oLy — \/P? + 4qu

elde edilir.
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N =cekv = {X € x(M) : J(X) = 0,,X} oldugunu gosterelim. J = o, [y —

1
v p? + 4qu oldugundan v = ———=(0,4/ —J) dir. N =cekv ={X € x(M) :
p2+4q( p.atx(M) ) { (M)
v(X) = 0}. O halde
1 1
V(X)) = ———=(0p4! X)—J(X)= 0 =-—F—(0p X —J(X
D? + 4q J X(M)< —p2+4q P.q (X))

= J(X) = 0,,X

dir. Sonug olarak N =¢ekv = {X € x(M) : 0,,X = J(X)} dir.
V(M) =imv={X € x(M) : J(X) = (p—0,,)X} oldugunu gosterelim.

J = 0p gl ) — /P* + 4qu oldugundan v = Loy — J) dir.

1
\/ﬁ(%,q
V(M) ={X € x(M) : v(X) = X}. O halde

1 1
v(X) = m(%q]x(M)(X) -JX)= X = m(%q()@ - J(X))

= J(X) = (p—0pg)X

dir. Sonug olarak V(M) =imv ={X € x(M) : J(X) = (p — 0,,4) X } dir.
3.4. Metalik Yapilarin Integrallenebilirligi ve Paralelligi

VX,Y € x (M) igin, J metallik yapisinin Nijenhuis tensori,

Ny (X)Y) =P [X, Y]+ [J(X), J (V)] = J[J(X),Y] = J[X, ] (Y)]

dir.

M bir manifold ve R, S de M iizerinde complementary dagilimlar olsun. Bu durumda

TM = R® S esitligi vardir. R ve S dagihimlarina kargilik gelen r ve s projeksiyonlari,

r+s=Iry, r’=7r s*=s rs=sr=0 (3.31)
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esitliklerini saglar. » — s = P olmak iizere,

r+s=1Iru

r—s=2~P
esitliklerinden

1
T:§(ITM+P)

. (3.32)
S = _(ITM — P)
2
bulunur. Es. 3.3 ifadesi, Es. 3.32 ifadesinde yerine yazilirsa,
1 — 1
r= Jg— L= %a g s=— J4 —Tpa g (3.33)
2004 —D 20,4 —D 20,4 —D 20p4—D

elde edilir [21].

3.20 Teorem

i) Eger N; = 0 ise J metalik yapisi integrallenebilirdir.

i) VX, Y € x (M) icin, s[rX,rY] = 0 ise R dagilimi M manifoldu iizerinde integ-
rallenebilirdir. Benzer gekilde, r[sX,sY] = 0 ise S dagilm M manifoldu tizerinde

integrallenebilirdir [36].

3.21 Onerme

J metalik yapisinin integrallenebilir olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart P hemen hemen

carpim yapisinin integrallenebilir olmasidir.

fspat

4

Es. 3.27 ifadesinden Np (X,Y) = G ;
Opq — D

5N (X,Y) dir. Buradan ispat aciktir.
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Es. 3.1 ve Es. 3.33 ifadelerinden

1 _
Jr=rJ = g2 — L e g
2004 —D 2004 —D
p q P — Opgq
= J + I — J
204 — P 20p4— P 204 — P
Opq q
— J I
20,4 — P 20p4— P
—_= 0'p7q”[" (334)

bulunur [21]. Benzer sekilde,

1
2004 — D 20p4 — D
% q Op,q
= — J — I+ J
2004 — D 20,4 —D 2004 — D
— _ (p - UP?Q) J o q _[
20,4 —D 2004 — D
= (p—o0pq)s (3.35)

bulunur |21].

Es. 3.26, Es. 3.34 ve Es. 3.35 ifadeleri yardimiyla

N;y(rX,rY) = J2[rX,rY]| + [Jr X, JrY| — J[JrX,rY] — J [rX, JrY]
= J2IrX,rY]|+ [0, X, 0pY]
—J oprX,rY] = J[rX,o,,rY]
= J2[rX,rY] + Uiq [rX,rY]
—0p g P X, 1Y ] —0,,J) [rX,rY]
=pJ [rX,rY]+ q[rX,rY] + po,, [rX,rY]

+q[rX,rY] —20,,J [rX,rY]
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= (p—20,,) J[rX,rY]| + (2¢ + po,,) [rX, rY]

bulunur. Buradan

1

2q +poyy,) N
(2054 — p)

—2
5sNy(rX,rY) = (p—ap’qlsJ[?"X,rY] + (
(20p4 — p) (2054 — P)

(2q + pap,q)
(2054 — p)2

rX,rY]

-2
= M(p —0pq)s[r X, rY] +

20, — )’ s[rX,rY]
X
) 2
_ P° = POpg — 2p0pq + 2‘7;72,(1 +2q +p‘7p,qs [TX, TY]
(2‘71)741 —p)

=srX,rY]

elde edilir.

Benzer bir ispatla,

1

0, p)QTNJ (sX,sY) =r[sX,sY]
P

bulunur. Yani,

1
srX,rY] = —————=sN; (rX,rY)
(20p,4 — p)
1 (3.36)
r(sX,sY] = —————=rN; (sX,sY)
20,4 — D)
dir.
3.22 Onerme

i) R dagilimi integrallenebilirdire sN; (rX,rY) = 0.

i1) S dagilhm integrallenebilirdire r N (s X, sY) = 0.

iii) J integrallenebilir ise hem R hem de S integrallenebilirdir.
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jspat
Teorem 3.20 den ve Eg. 3.36 ifadesinden ispat agiktir.

3.23 Onerme

r ve s projeksiyonlart M manifoldu iizerindeki her V lineer konneksiyonu i¢in Schouten
ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir. Ayrica J metalik yapist da Schouten

ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir.
fspat

VX,Y € x (M) igin, r ve s projeksiyonlariin Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina

gore paralelligini gosterelim. Tanim 2.58 ve Eg. 3.31 ifadesinden,
(SVCXT) Y = SVCXTY -7 (%XY>
=7 (Vxr?Y) +s(Vxs(rY)) —r[r(VxrY) + s(VxsY)]
=r(VxrY) —r2(VxrY)
=r(VxrY)—r(VxrY)
=0
ve
(%XT) Y = %XTY —r (%XY)
= r(Voxr (1Y) + s(Vaxs(rY)) + r[sX,r (rY)] + s[rX, s (rY))]
—r (r(VrxrY) + s(VexsY) + r[sX,rY] + s[rX, sY])

=r(VrxrY) +r[sX,r (rY)] — r(VrxrY) — r[sX,rY]
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bulunur. Boylece r projeksiyonu Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore para-

leldir.
Benzer sekilde s projeksiyonun bu konneksiyonlara gore paralelligi gosterilebilir.

Simdi J metalik yapisinin Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paralelligini

gosterelim. Tanim 2.58, Es. 3.34 ve Es. 3.35 ifadelerinden,
<%XJ> Y = %:XJY —J (%XY)
=7r(Vxr(JY))+s(Vxs(JY)) = J[r(VxrY) + s(VxsY)]
=7 (Vx0,, (1Y) +s(Vx (p—0p4) sY)
—0pq"r(VxrY) — (p— 0p4) s(VxsY)
=0, (Vx (rY))+ (p — 0pq) s(VxsY)
—0p " (VxrY) — (p— 0p4) s(VxsY)
=0
bulunur. Benzer sekilde,
(%)@]) Y = %XJY —-J (%XY)
=r(Voxr (JY)) + s(Vexs (JY)) +r[sX,r (JY)] + s[rX, s (JY)]
—Jr(VrxrY) — Js(VsxsY) — Jr[sX,rY] — JrirX, sY]
=7 (Vixopq (rY)) +s(Vsx (p — 0py) sY)
+7[sX, 0,4 (TY)] + s[rX, (p — 0p4) sY]
—0p T (Vox (1Y) — (p — 0p4) $(VsxsY) — 0y qr[s X, Y]

—(p—0pq) slrX,sY]| — o, ,r[sX,rY] — (p — 0p4) s[rX, sY]
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=0, (Vix (rY)) + (p — 0pq) (VsxsY)
+0p.47[sX, 7Y+ (p — 0pq) s[rX, sY]
—0p g7 (Vix (rY)) = (p = 0p4) 5(VaxsY)
—0pqr[sX, Y] — (p — 0pq) s[rX, sY]
=0

bulunur.
3.24 Onerme

Tanim 2.53 den R ve S dagilimlart M manifoldu iizerindeki her V lineer konneksiyonu

icin Schouten ve Vranceanu konneksiyonlarina gore paraleldir.
fspat
Xex(M)veY eRolsun. Y € R=s(Y)=0ver(Y)=Y dir. Boylece,

SVCXY =7r(VxrY)+s(VxsY)
— 7(VxY)€R

ve

%XY = 1r(V,xrY) + s(VexsY) + r[sX,rY]| + s[rX, sY]
= (r(V,xY)+r[sX,Y]) €R

bulunur.

Benzer gekilde S dagilimi icin de paralellik gosterilebilir.



69

3.25 Onerme

R ve S dagilimlarinin V lineer konneksiyonuna gore paralel olmas i¢in gerek ve yeter

Sc
sart V = V olmasidir.
fspat

X,Y € x(M) olmak iizere, R ve S dagilimlar1 V lineer konneksiyonuna gore paralel
ise Vx(rY) € R ve Vx(sY) € S dir. Buradan,

sVx(rY)=0 ve rVx(sY)=0
bulunur. » + s = I oldugundan

Vx(rY)=rVx(rY) ve Vx(sY)=sVx(sY)
yazilabilir. Tanim 2.58 den,

Sc
VxY =rVx(rY)+sVx(sY)=VxY
Sc

elde edilir. Béylece V = V dir. Tersinin ispat1 aciktir.
3.26 Onerme

X € R, Y € x (M) olmak tizere, [rX,sY] € R ise, R dagilmi Vranceanu konneksiyo-

nuna gore yari paraleldir.
fspat
1%
Es. 2.1 ifadesi yardimiyla V igin, X € R, Y € x (M) olmak iizere

1% 1% 1% 1%
S(AJ)X,Y) =sJVxY —sJVy X — sV ;xY + sVy(JX)
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yazilabilir. Tanim 2.58, Esg. 3.34 ve Es. 3.35 ifadelerinden
S(AJ)(X,Y) = (p—20,4)s[rX,sY] =0

elde edilir. O halde (AJ)(X,Y) € R dir. Boylece R dagihmi Vranceanu konneksiyonuna

gbre yar1 paraleldir.

Benzer gekilde S dagilimi i¢in agagidaki 6nermeyi verebiliriz.
3.27 Onerme

X € 8,Y € x (M) olmak iizere, [sX,rY] € Sise, S dagilimi Vranceanu konneksiyonuna

gore yari paraleldir.

3.28 Onerme

R ve S dagilimlar1 Vranceanu konneksiyonuna gore ters yar1 paraleldir.
fspat

1%
Es. 2.1 ifadesi g6z 6niine alinirsa V igin, X € R, Y € x (M) olmak iizere
1% v 1% 1%

r(AN)X,Y)=rJVxY —rJVyX —rV,;xY +rVy(JX)

vazilabilir. Tanim 2.58, Eg. 3.34 ve Es. 3.35 ifadeleri kullanilarak
r(AJ)(X,Y) = (20,, —p)r[sX,rY]

elde edilir. sX = 0 oldugundan r(AJ)(X,Y) = 0 bulunur. Yani (AJ)(X,Y) € S dir.
Boylece R dagilimi Vranceanu konneksiyonuna gore ters yari paraleldir. Benzer sekilde

S dagiliminin Vranceanu konneksiyonuna gore ters yari paralel oldugu gosterilebilir.
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3.5. Metalik Riemann Metrikleri

3.29 Tanim

P, M manifoldu {izerinde hemen hemen ¢arpim yapi olsun. VX, Y € x(M) i¢in

g(P(X), P(Y)) = g(X,Y)

veya buna denk olarak (P, bir g—simetrik endomorfizm)

9(P(X),Y) = g(X, P(Y)) (3.37)

olacak gekilde M manifoldu {izerinde bir ¢ Riemann metrigi varsa (g, P) ikilisine Ri-

emann hemen hemen ¢arpim yapi denir [4,36].

Es. 3.37 ifadesi ile verilen egitligi saglayan g Riemann metrigine P—uyumlu da denir.

3.30 Onerme

P hemen hemen ¢arpim yapinin bir g— simetrik endomorfizm olmasi i¢in gerek ve yeter

sart J metalik yapinin da bir g— simetrik endomorfizm olmasidir.

fspat

g(P(X),Y)=g(X,P(Y)) olsun. Es. 3.3 ifadesinden,

elde edilir.

Tersine, g (J (X),Y) =g (X, J(Y)) olsun. Es. 3.2 ifadesinden,
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bulunur.

3.31 Tanim

M manifoldu iizerinde bir g Riemann metrigi, VX,Y € x (M) i¢in

9(J(X),Y) =g(X,J(Y))

esitligini sagliyorsa (g, J) ikilisine metalik Riemann yap1 ve (M, g, J) iigliisiine de me-

talik Riemann manifold denir [21].

Not

Tamm 3.31 da (p, ¢) ikilisi (1, 1), (2,1) ve (3, 1) alimrsa M Riemann manifoldu tizerinde

sirasiyla altin Riemann yapi, giimiis Riemann yapi ve bronz Riemann yapi elde edilir

[4,29-31].

3.32 Onerme

Metalik Riemann manifoldu {izerinde

i) r, s projeksiyonlar1 g—simetriktir. Yani,

9(r(X),Y) = g(X,r(Y))
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i11) Metalik yapi, N;—simetriktir. Yani,

Ny (J(X),Y) = Ny(X, J(Y))

dir.
fspat
D= g PT%a (1 (X),Y) = g(X,J (V) oldugunu biliyoruz. O
20,4 —D 20p4—D
halde
1 P—0Opg ) 1 P—0Opg
g J— S XY ) = g(J(X),Y) - L% x v
<(20p,q_p 20p4— D 20p4— D (J(X).Y) 204 —p ( )
1 D— Opg
X, J(YV)) = 2% (xy
2%q_p( (Y)) 2%q_p( )
1 _
=9<X,( R Up’ql)y)
2004 —D 20p4 — D

elde edilir. Benzer gekilde g (s (X),Y) = g (X, s(Y)) oldugu kolayca goriiliir.

i1) Es. 3.1, Es. 3.33 ifadeleri ve Tanmim 3.31 dan

1 p—o0 1 Op,q
00,500 = (s 2% ) (e )
( ( ) ( )) 20p,q —p 20-]77(] —p 20'p’q — P 20‘p7q - P

L ), ) - e Ty

(2Up,q —p) (207,7(1 - p)2

P — Up,q O-pyq
oy O gy 0D



74

(20,4 — p) (2054 — P)
+ (2%;_ e (X, J(Y))
= o =V~ o e )
+(20p7qq_ 9XY) Up I (X T(1)
=0

bulunur.

i7i) J metalik yapisinin Nijenhuis tensorii

Ny (X,Y) = P[X Y]+ [J(X), J(Y)] = T [J(X), Y] = J[X, J(Y)]

dir. O halde

Ny (J(X),Y) = J2([J(X),Y]) + [J2(X), J(Y)] = J([J*(X), Y]) = J([J(X), J(Y)])

= (pJ +qI)([J(X),Y]) +p[J(X), ] (V)] + ¢[X, J(Y)]

—pJ([J(X),Y]) = qJ [ X, Y] = J([J(X), J(Y)])
Ny (X, J(Y)) = JA([X),J (YV)]) + [J(X), (V)] = J([J(X), ] (Y)]) = J([X, J*(Y)])
= @) + D)X, JY)] +p[J(X), J(Y)] + ¢ [J(X),Y]
—J[J(X), J(YV)] = pJ[X, J(Y)] = ¢J [X,Y]
dir. Dolayisiyla

N;(J(X),Y) = Ny (X, J(Y))

elde edilir.
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3.33 Onerme

M bir lokal ¢carpim metalik Riemann manifold olsun. Bu manifold tizerindeki J metalik

yapisi integrallenebilirdir.
I spat

V, M metalik Riemann manifoldu iizerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. Onerme-

den 3.33 den
Ny (X,Y) = (VyxJ)(Y) = (Vi J) (X) = T (VxJ) (V) + J (VyJ) (X)

elde edilir. Ayrica M metalik Riemann manifoldu lokal carpim oldugundan, Onerme

2.56 den
VJ=0

elde edilir. Bu egitlikler dikkate alinirsa Nj; = 0 bulunur. O halde, M {izerindeki J

metalik yapisi integrallenebilirdir.

3.34 Teorem

% herhangi bir lineer konneksiyon ve @, (1,2) tipinden tensor alani olmak {izere Op(Q,
OpQ(X.Y) = 5 [Q(X.Y) + PQ(X, PY)] (3.38)

seklinde tanimli hemen hemen ¢arpim yapiya kargilik gelen bir Obata operatorii olsun.

VJ = 0 olacak gekildeki V lineer konneksiyonlarin ciimlesi agagidaki gibidir.

VY = ]ﬁ [(p2 4 29) VY + 2] (%XJY) —pJ (%XY) _p (%XJY)}

+0pQ (X,Y). (3.39)
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jspat

1 “ “
VxY = 5 [VXY + P (VXPYH oldugundan, Eg. 3.3 ifadesinden faydalanirsak,

1 [ 1 -
ViV = = |VxY + —— (2] — pI) (VXPY>
2 i p? + 4q

VY +

7

- 1
Vx (m (2 — p1)> Y)

- 1
_—p2p+ 4q[ (VX (—p2 — (27 —pl)>
( (
)

1
—=2J
VP* +4q

DN | —

11z 4J
= Y
Q{VX +p2+4

(=)

Y
1[/2p% +4q\ = A7
:éKerq)vXYJr

p*+4q
_pfﬁlq 1(VxY) - pgif I <§XJY)}

D
2 1(§XJY L (mxy)}
(

- Jlr v [(p2 4 29) VY + 2] (%XJY> —pJ (%XY) “p (%XJY)}

dir.

Simdi

ViV = o [(p2 2q) VY + 27 (%XJY) —pJ (§XY) “p (€XJY>}

+0pQ (X, Y)

esitligi yardimi ile VJ = 0 oldugunu gosterelim. Buna goére Tanim 2.59 den

(VxJ)Y = VyJY — J(VxY) =0
1 II

olmalidir.
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I ifadesi acilirsa, Es. 3.39 ifadesinden

VyJY = (p? +2q) VxJY +2J (%XJZY) —pJ (%XJY) “p <§XJ2Y>}

p? +4q
+0pQ (X, JY)

olur. J? = pJ + ¢l oldugundan,

TaaY = 2 (Fay) 20 (B 2t (Frv) 200 (517)
pa (Fa¥) 2 (a7 —pa (927)] 4 056, 0)
= iz (20 (Txv) 0 (V7¥) 4207 (97) =0 (957
+0pQ (X, JY)
-

11 ifadesini acarsak, Eg. 3.39 ifadesinden

J(VxY) =

Y (7 +29) 1 (V) 4272 (Vi JY)

_pJ? (%ﬂ) —pJ (%XJY)] + J(0pQ (X,Y))

bulunur. J? = pJ + ¢f oldugundan,

T(VxY) = o [pQJ (%ﬂ) +2qJ (%XY) +opJ (%XJY) + 2 (%XJY>

2 (VY ) = pa (VxY) = pJ (VJY )| + 7 (0pQ (X, V)

gl () 1 (5e) s (5) (5]

+J(0pQ (X,Y))

OpQ (X, JY) ifadesinin J (OpQ (X,Y)) ifadesine esit oldugunu gosterelim. Eg. 3.38

ifadesinden
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1
0rQ (X, JY) = 5 [Q X, JY) + PQ(X, PJY)]
dir.
1
PJ = 3 (pPI +p*+ 4q> oldugundan,
1 P.. /214
0rQ (X, JY) = 5 [Q(X,JY) + PQUX,p5Y + YTy
1 V2t 4
— S |Q, v+ gPQ(X, py)+ Y2 2+ 1po(x,Y)
bulunur.
Es. 3.2 ifadesinden
1 VP2t
0pQ (X, 7Y) = 5 |Q (X, JY) + LPQ(x, PY) + YT pQ(x, )
[ /2
_ 1 o) (X,EYJF Mpy>
2 2 2
p p*+4q
+5PQ(X, PY) + PQ(X.Y)

- % [gg(x, Y)+ —”OQQWQ(X, PY)

+§ PQ(X,PY) + —VPZ%IPQ(X YY)

:%B@+ P A4gP) Q(X,Y)

A () ook )

- %[JQ(X, Y)+PJIQ(X, PY))

dir.



J(OpQ (X,Y)) Es. 3.38 ifadesinden
T(OpQ(X.Y)) = 3 VQX.Y) + PIQ(X, PY)
olup OpQ (X, JY) = J (OpQ (X,Y)) dir.
Sonug olarak,
(VxJ)Y =VxJY —J(VxY)=0
bulunur. Boylece VJ = 0 dur.
Son olarak elde ettigimiz metalik yapinin reel diizlemde bir 6rnegini verelim:
Ornek

R? de projeksiyon operatdrleri olan r ve s yi asagidaki gibi secelim.

2 0 ry O xy 0 y? 0
LA P Y 9 ®d
: x2+y28:c® $+x2+y28x Y x2+y28y® x+x2+y28y® v

2 2

Yy 0 xy 0O xy O x
— I wdr——-"Y Zoay-—Y Tgasr 2 Yo
i x2+y28$® ‘ x2+y28x® Y $2+y28y® $+x2+y28y® Y

Bu operatorlere karsilik gelen dagilimlar ise

0 0
R—Sp{x%—i—ya—y},

0 0
5= 5v{uz; o35 )

dir.

Gergekten R+ S = TR? ve RNS = & dir. r ve s projeksiyon tensorleri 72 = r, s

sr=1rs =0 ver+ s =1 sartlarim saglar.

Es. 3.33 ifadesinden R ve S dagilhimlar: metalik yapi ile iligkilendirilebilir.

2
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Opg®’ + (P — 0p)y” Q (2054 —p) Ty 3
22 + y? Ox 2 +y> 0y’

J 2 = Mg + (p — UP,Q)xQ +Up,q92£
T2 + y2 ox xr2 + y2 ay

(2 2)=r[2 2] [1(2) ()]
() - e ()

_ 2 ﬁ ﬁ + 0pq? + (p — Up,q)yzg i (20p4 — p) :Byﬁ
ox’ dy x2 + 92 Ox 2 +9y2 Oy’

(20p4 — D) xyi i (p = 0p.0) 7% + 0p ey 2
22 +y?  Ox x? 4+ y? oy

_J pq®* + (P — Up,q>y2£ X (20pg —p)wy 0 O
22 4 12 Ox 2 +y?2 Oy dy

_J ﬁ (2054 — D) xyﬁ . (P — 0p,0)7° + 0p gy 2
or’  22+9y? Oz x? +y? oy

)
_ 72| = =
-7 {&ﬂ’@y}

Tpg®” + (P = 0pq)y” [ O 0

+-H (22 4+ y2)2p7q {%7 (204 — P) xyﬁ_a: +- ‘7p,q)172 + ap,qua_y
(209 —p)ay [ O 0

Ty Loy B TP TR o) b o a)

dy

22 + 2 9.0 9. 72 + 32

 0p® + (P = 0p0)Y? 7 0 9] 20y, zy
ox’ Oy
2

9 9

oy’ Oy

_ (2054 — p) ny 2 2 _ (P — 9p.0) 7% + Tpay 2 3
x? 4 12 Ox’ Ox x? 4+ y? ox’ Oy



a 0
N, (= 2
J(@x’@y

lirdir.

_plo 0 N (0pg® + (P = 0p)y°) (205 —p)ay [ D O
Oz’ Ox

0" Oy (a2 +y2)°

4 (0p,g%° + (P = 0p.0)Y°) (P — 0p.0) 7% + 0p49°) ﬁ 2
(22 +12)? oz’ dy

4 (2094 — p)2 2%y’ 2 2
(22 +12)? oy’ Oz

L Qo0 =p) 2y (0 = 05.0)2% + 93.09%) {ﬁ ﬁ]

(22 +y2)°

_Jp,qu +(p — Up,q)yQJ {g g} _ (20,4 —P) zy {2
dy’

2+ y? ox’ dy

—(QUpvq —p)ry 3 3 _ (p — 0pg)7° + Up,qy2j 2
2+ y? Oz’ Ox

_ 72 g 0 (‘710711372 + (p — Up,q)y2) ((p— ‘710,(1)552 + Up,qy2)
=J +

0z’ 0y (2 + )

(2054 — P)2 z?y? {g
(a2 + y?)”

_%,qx2 +(p—0p9)y° J Q 2
% 4 y?

(a2 + y?)*

|
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) = 0 oldugundan elde edilen reel diizlemdeki metalik yap1 integrallenebi-
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4.SONUC VE ONERILER

Bu ¢alisma dort boliimden olugmaktadir. Birinci boliimiinde, Fibonacci dizisi ve Genel-
legtirilmig Fibonacci dizisinin (veya Horadam dizisinin) tamimlar1 verilerek bu dizilerin
altin oran ve metalik oran ile olan iligkisi belirtilmigtir. Metalik oranda, p ve ¢ nun
pozitif tamsay1 degerleri i¢cin metalik oran ailesinin elemanlarindan olan altin oran, gii-
miis oran, bronz oran ve nikel oran tanimlar: verilmistir. Calismanin ikinci béliimiinde,
igiincii boliimde kullanilacak bazi temel kavramlar ve tanimlar verilmistir. Ozgiin olan
ticiincii boliimde ise [4] deki yol izlenerek, diferensiyellenebilir bir manifold {izerinde
Q(J) = J?> — pJ — qI polinomial yapisina sahip (1,1) tipinden bir J tensor alan yar-
dim ile [21] galigmasinda elde edilen metalik yapmin tanim verilip, sonrasinda hemen
hemen carpim yapi ile bu yapr arasindaki gecis kullanilarak bir diferensiyellenebilir

manifold {izerinde metalik yapinin geometrisi incelenmistir.

Sonug olarak bir diferensiyellenebilir manifold iizerinde metalik yap1 i¢in elde edilen
tanim, teorem, Gnerme ve sonuclar, p ve ¢ pozitif tamsayilarinin farklh degerleri alinarak

metalik ailenin diger elemanlari i¢inde kullanilabilir.
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