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S�MGELER VE KISALTMALAR

Bu çal�³mada kullan�lm�³ simgeler ve k�saltmalar, aç�klamalar� ile birlikte a³a§�da su-

nulmu³tur.

Simgeler Aç�klamalar

σp,q Metalik oran

J Metalik yap�

F (n) Fibonacci dizisi

G(n) Genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi (Horadam dizisi)

TM M nin tanjant manifoldu

∇ Lineer konneksiyon
Sc

∇ Schouten konneksiyonu
V

∇ Vranceanu konneksiyonu

[ , ] Lie parantez operatörü

=k
l (M) M üzerinde tan�ml� (k, l)− tipinden tensör alanlar�n�n kümesi

VzE E nin z noktas�ndaki vertical uzay�

HzE E nin z noktas�ndaki horizontal uzay�

(E, π,M,B) Lif demeti

cl(Rn) Rn nin Cli�ord cebiri

H Kuaterniyon cebiri

B(M,π,G) Asli lif demeti



1

1.G�R��

Alt�n oran ve Fibonacci say�lar�n�n, bitkilerin büyümeleri ve baz� belli kat�lar�n krista-

logra�k yap�lar�ndan, veri tabanlar�nda arama yapmak için yaz�lan bilgisayar algorit-

malar�n�n geli³tirilmesine kadar çok geni³ uygulama alanlar� vard�r. Ayr�ca alt�n oran,

insan bedeninin boyutlar�nda, mimaride, görsel sanatlarda, uyumlu ses frekanslar�ndaki

oranlarda ve fraktallarda kar³�m�za ç�kmaktad�r.

Son y�llarda ise alt�n oran matematik ara³t�rmalar�nda önemli bir rol oynamaktad�r.

2008'de Crasmareanu ve Hretcanu [4], Q(X) = X2−X−1 = 0 denklemini sa§layanM

manifoldu üzerinde (1, 1) tipinden bir tensör alan� yard�m� ile alt�n yap� tan�mlam�³lar

ve bu yap�n�n geometrisini incelemi³lerdir. Daha sonra bu konu ile ilgili bir çok çal�³ma

yap�lm�³t�r [11, 19,20,27,28,34,37,38].

�nsanl�k tarihinde, alt�n oran kadar olmasa da insanlar� etkileyen irrasyonel say�lar-

dan baz�lar� da; gümü³ oran ve bronz oran olarak adland�r�lan, s�ras�yla, 1 +
√

2 ve

3+
√

13
2

say�lar�d�r. Özkan ve Peltek [29,31] gümü³ orandan yararlanarak gümü³ yap� ile

ilgili çal�³malar yapm�³lard�r. Bronz oran ile ilgili Özkan ve Y�lmaz [30] 14. Matematik

Sempozyumu'nda "Bronz Yap�" adl� bir sunum yapm�³lard�r.

De Spinadel [7�9], alt�n oran�n çok ilginç bir geni³letilmi³ini tan�tm�³t�r ve bu geni³-

letmeyi metalik oran ailesi olarak adland�rm�³t�r. Metalik oran ailesinin elemanlar�;

alt�n oran, gümü³ oran, bronz oran, bak�r oran ve di§erleri gibi bir metalin isminin

özelliklerini ta³�maktad�r.

Fibonacci dizisi

F (n+ 1) = F (n) + F (n− 1)

ba§�nt�s�yla verilen tam say�lar�n bir dizisidir. Bu ba§�nt�

G(n+ 1) = pG(n) + qG(n− 1), n ≥ 1 (1.1)
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³eklinde genelle³tirilebilir ve bu genelle³tirme genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisi (veya

Horadam dizisi) olarak adland�r�l�r. G(0) = a ve G(1) = b al�n�rsa

a, b, pb+ qa, p(pb+ qa) + qb, ...

³eklinde genelle³tirilmi³ Fibonacci dizisinin elemanlar� bulunur.

E³. 1.1 ifadesinden,

G(n+ 1)

G(n)
= p+ q

G(n− 1)

G(n)
= p+

q

G(n)

G(n− 1)

elde edilir. �ki taraf�n limiti al�n�p lim
n→∞

G(n+ 1)

G(n)
de§erinin var ve x e e³it oldu§u kabul

edilirse, x = p+
q

x
, yani x2− px− q = 0 denklemi bulunur. Bu denklemin pozitif kökü

metalik oran� verir ve bu oran

σp,q =
p+

√
p2 + 4q

2
(1.2)

e³itli§i ile tan�mlan�r [7�9].

E³. 1.2 ifadesinde, p ve q nun pozitif tamsay� de§erleri için metalik oran ailesinin ele-

manlar� bulunur. Yani,

• p = q = 1 için, ard�³�k iki Fibonacci say�s� aras�ndaki oran olan φ =
1 +
√

5

2
alt�n

oran,

• p = 2, q = 1 için, ard�³�k iki Pell say�s� aras�ndaki oran olan σ1,2 = 1 +
√

2 gümü³

oran,

• p = 3, q = 1 için, σ3,1 =
3 +
√

13

2
bronz oran,

• p = 1, q = 2 için, σ2,1 = 2 bak�r oran,
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• p = 1, q = 3 al�rsak, σ1,3 =
1 +
√

13

2
nikel oran

elde edilir [21].

Goldberg, Yano ve Petridis [14] ve [15], bir manifold üzerinde Q(J) = J2 − pJ − qI

yap� polinomuna sahip bir polinomial yap� tan�mlam�³lard�r. Bundan esinlenerek 2013

y�l�nda Hretcanu ve Crasmareanu [21], bir manifold üzerinde J2 = pJ + qI denklemini

sa§layan (1, 1)− tipinden bir tensör alan� yard�m�yla bir metalik yap� tan�mlam�³lard�r.

Ayr�ca metalik oran ailesinin diferensiyel geometrisinde baz� uygulamalar� incelemi³ler

ve Riemann manifoldlar� üzerinde polinomial yap�lar�n bir s�n�f�n� kullanarak Fibo-

nacci dizilerini genelle³tirmi³lerdir. Gezer ve Karaman [12], 2015 de metalik Riemann

manifoldlar üzerine bir çal�³ma yapm�³lard�r.

Bu tezin ikinci bölümünde, tezin ilerleyen k�sm�nda ihtiyaç duyulan temel kavram ve

teoremlere yer verilmi³tir.

Özgün olan üçüncü bölümde ise, Hretcanu ve Crasmareanu [21] taraf�ndan tan�mlanan

metalik yap� kullan�larak, di§er çal�³malar�nda [4] elde edilen sonuçlar metalik yap�ya

genelle³tirilmi³tir.
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2.TEMEL KAVRAMLAR

Bu bölümde, ilerleyen bölümlerde kullanaca§�m�z baz� temel kavramlar� verece§iz.

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

Tezin tamam�nda, bir F : M −→ N dönü³ümü verildi§inde F nin tan�m kümesi olarak

M nin tamam� ve görüntü kümesi olarak da N nin tamam� al�nmayacakt�r. Bunun

için F nin tan�m kümesi domF = DF ve de§er kümesi de rangeF = ImF = RF ile

gösterilecektir.

2.1 Tan�m

Bo³tan farkl� herhangi bir küme M ve ϕ : M → Rm herhangi bir dönü³üm olsun.

E§er;

i) ϕ birebir,

ii) ϕ nin görüntü kümesi Rm de bir aç�k küme

ise ϕ ye M için bir m−boyutlu bir harita veya koordinat sistemi denir [2].

2.2 Tan�m

M kümesi için m−boyutlu bir ϕ haritas� verilmi³ olsun. Rm deki do§al koordinat

fonksiyonlar� 1 ≤ i ≤ m için ui : Rm −→ R olmak üzere, xi = ϕi = ui ◦ ϕ ³eklinde

tan�ml�

xi : M → R

fonksiyonlar�na ϕ haritas�na ait lokal koordinat fonksiyonlar� denir.

p ∈ Dϕ olmak üzere ϕ (p) ∈ Rm noktas�n�n bile³enleri olan xi (p) = ϕi (p) ∈ R say�lar�na
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p ∈ Dϕ noktas�n�n lokal koordinatlar� ve ϕ (p) ∈ Rm ye de p ∈ Dϕ nin ϕ haritas�ndaki

koordinat gösterimi (ifadesi veya temsilcisi) denir.

ϕ haritas�na p de veya p civar�nda bir harita, Dϕ kümesine p noktas�n�n bir koordinat

kom³ulu§u ve ϕ dönü³ümüne de haritan�n koordinat dönü³ümü denir [2].

Not

Bir M kümesi üzerinde bir ϕ haritas� denildi§inde bazen literatürde (Dϕ, ϕ = (xi))

ikilisi de anla³�l�r.

2.3 Tan�m

M kümesi içinm−boyutlu iki harita ϕ ve ψ olsun. E§er, Dϕ∩Dψ = ∅ ya da Dϕ∩Dψ 6=

∅ oldu§unda γ = ψ ◦ ϕ−1 : Rm → Rm ve γ−1 = ϕ ◦ ψ−1 : Rm → Rm fonksiyonlar�

Ck− diferensiyellenebilir ise ϕ ve ψ haritalar�na Ck− ba§da³�k haritalar denir ve bu

durumda γ ya da bir lokal koordinat transformasyonu denir [2].

2.4 Tan�m

M bir küme ve I bir indis kümesi olmak üzere,M de haritalar�n bir kümesi A = {ϕα}α∈I
olsun. Bu haritalar�n tan�m kümeleri Dϕα = Uα ⊂M olmak üzere

i) Uα lar M yi örter; yani M =
⋃
α∈I

Uα,

ii) A n�n tüm haritalar� Ck− ba§da³�k, yani Uα ∩ Uβ 6= ∅ olacak biçimdeki her bir

(α, β) ∈ I × I indis çifti için; γαβ = ϕα ◦ ϕ−1
β ve γ−1

αβ = ϕβ ◦ ϕ−1
α dönü³ümü Ck−

diferensiyellenebilir ise A s�n�f�na M kümesi üzerinde bir Ck−diferensiyellenebilir atlas

veya k�saca Ck− atlas denir [2].

2.5 Tan�m

M kümesi üzerinde iki Ck−atlas A ve B olsun. E§er A ∪ B, M üzerinde yine bir
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Ck−atlas ise A ve B atlaslar�na Ck− ba§da³�kt�r denir [2].

2.6 Önerme

M kümesi üzerinde iki Ck−atlas A ve B olsun. A ve B nin Ck− ba§da³�k olmas� A ∼ B

ile gösterilirse bu ba§�nt� bir denklik ba§�nt�s�d�r.

Bu ∼ ba§�nt�s�na göre M kümesi üzerinde herhangi bir denklik s�n�f�

S = [A] =
{
B : B, M üzerinde bir Ck − atlas ve A ∼ B

}
³eklinde tan�mlan�r.

2.7 Tan�m

S yeM kümesi üzerinde A n�n do§urdu§u (veya A ile gerilen) Ck− diferensiyellenebilir

yap� veya Ck− yap� denir [2].

2.8 Tan�m

S, A n�n do§urdu§u Ck− yap� olmak üzere (M,S) veya (M, [A]) ikilisine m− boyutlu

bir Ck− diferensiyellenebilir manifold veya k�saca Ck− manifold denir [2].

(M,S), Ck− manifold k�sal�k için M ile gösterilir.

∀k ∈ Z+ için Ck− manifolda, C∞− manifold denir.

Çal�³man�n tamam�nda aksi söylenmedikçe manifoldun C∞− diferensiyellenebilir ol-

du§u kabul edilecektir.

2.9 Tan�m

M ve N , s�ras�yla, m ve n boyutlu iki manifold, p ∈ M ve F : M −→ N herhangi bir
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dönü³üm olsun. E§er,

F̂ = ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(U) −→ ψ(V )

dönü³ümünün ϕ(p) noktas�nda C∞− diferensiyellenebilir olacak ³ekilde p noktas�n�n

bir U ve F (p) noktas�n�n da F (U) ⊂ V ³eklinde bir V koordinat kom³ulu§u varsa, F

dönü³ümüne p ∈M noktas�nda C∞− diferensiyellenebilirdir (veya C∞− dönü³ümdür)

denir. Buradaki F̂ dönü³ümüne (U,ϕ) ve (V, ψ) haritalar�na göre F nin koordinat

temsili (veya lokal koordinatlardaki ifadesi) denir [2].

2.10 Tan�m

M manifoldu üzerinde bir aç�k altküme W ⊂ domF olmak üzere; e§er F, W nin her

noktas�nda bir C∞− diferensiyellenebilir dönü³üm ise; F , W üzerinde C∞− diferensi-

yellenebilir dönü³üm veya k�saca C∞− dönü³üm denir [2].

E§er F : M −→ N, domF üzerinde bir C∞− dönü³üm ise F ∈ C∞(M,N) ve özel olarak

N = R ise o zaman F ∈ C∞(M) yaz�l�r. Bir p ∈M için, p nin bir kom³ulu§unda C∞−

diferensiyellenebilir olan reel de§erli dönü³ümlerin kümesi C∞(p) ile gösterilir.

2.11 Tan�m

M, N ayn� boyutlu iki manifold ve F : M −→ N birebir, örten dönü³üm olsun. E§er

i) F ∈ Ck(M,N),

ii) F−1 ∈ Ck(N,M)

ise F dönü³ümüne bir Ck− di�eomor�zm denir. Bu durumda M ve N manifoldlar�na

di�eomor�ktirler denir [2].
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2.12 Tan�m

M diferensiyellenebilir bir manifold ve p ∈M olsun. ∀f, g ∈ C∞(p) ve a, b ∈ R için

vp : C∞(p) −→ R

f −→ vp(f)

dönü³ümü

i) Lineerlik;

vp(af + bg) = avp(f) + bvp(g)

ii) Leibniz kural�;

vp(fg) = vp(f)g(p) + f(p)vp(g)

özelliklerini sa§l�yorsa vp ye p noktas�nda M nin bir tanjant vektörü denir ve M nin

bu ³ekildeki tanjant vektörlerinin kümesi TpM ile gösterilir. TpM bir reel vektör uzay�

olup bu uzaya M nin p noktas�ndaki tanjant uzay� denir [2].

M diferensiyellenebilir manifoldunun p ∈M noktas�nda bir haritas� (U,ϕ = (xi))1≤i≤m,

ise TpM nin bir baz�

{
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

: 1 ≤ i ≤ m

}

kümesidir. Bu baza TpM nin do§al (veya koordinat) baz� denir [2].

2.13 Tan�m

M ve N , s�ras�yla, m ve n boyutlu iki manifold ve F : M −→ N bir C∞− dönü³üm

olsun. ∀vp ∈ TpM ve ∀h ∈ C∞(N) için,
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(dFp(vp))(h) = vp(h ◦ F )

³eklinde tan�ml� bir dFp : TpM −→ TF (p)N dönü³ümüne F nin bir p ∈M noktas�ndaki

türev dönü³ümü denir [26].

dFp bir lineer dönü³üm olupM ve N nin do§al bazlar�na göre dFp dönü³ümüne kar³�l�k

gelen

[
∂f j

∂xi

∣∣∣∣
p

]
matrisi F nin p deki Jakobien matrisi olarak isimlendirilir ve JF (p) ile

gösterilir. Burada p ∈ U , (U,ϕ = (xi))1≤i≤m ve (V, ψ = (yi))1≤j≤n ,s�ras�yla, M ve N

ye ait haritalar olup, yj ◦ F = f j dönü³ümleri F (p) = (f 1(p), ..., fn(p)) ³eklinde F nin

koordinat birle³enleridir. Ayr�ca,

(rankF )p = rank(dFp) = rankJF (p) = (rankF̂ )ϕ(p)

olarak tan�mlan�r [26].

TM =
⋃
p∈M

TpM olmak üzere, e§er U, M nin bir aç�k alt kümesi ise
⋃
p∈U

TpU ayr�k

birle³imi TM |U ile gösterilsin. p ∈ U için TpU ∼= TpM oldu§undan

TM |U ∼= TM

dir.

2.14 Tan�m

M bir manifold, M nin bir aç�k alt kümesi U ve X : U −→ TM |U bir dönü³üm olsun.

πM : TM |U −→ U, πM(v) = p; (e§er v ∈ TpM) ise kanonik projeksiyon olmak üzere

πM ◦X = IU (özde³lik dönü³ümü) ise, X e U üzerinde bir vektör alan� denir [2].

Genellikle vektör alanlar� tan�m kümeleri belirtilmeden X : M −→ TM ³eklinde de

ifade edilir. Bu durumda X in tan�m kümesinin M de bir aç�k alt küme oldu§u anla-

³�lacakt�r. M üzerindeki vektör alanlar�n�n kümesi χ(M) ile gösterilir.

X ∈ χ(M), domX = U olmak üzere, ∀f ∈ C∞(U) ve ∀p ∈ U için:
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X(f)(p) = Xp(f)

³eklinde tan�mlans�n. E§er X(f), U üzerinde C∞− diferensiyellenebilir ise, X vektör

alan�na U üzerinde C∞− diferensiyellenebilir denir. Bu durumda

X : C∞(U) −→ C∞(U)

f −→ X(f)

operatörü tan�mlanabilir.

Bundan sonra vektör alan�ndan söz edildi§inde C∞− diferensiyellenebilir oldu§u kabul

edilecektir.

2.15 Tan�m

M bir manifold olsun. TpM tanjant uzay�n�n cebirsel duali olan T ∗pM ye, M nin p nok-

tas�ndaki kotanjant uzay� ve bu uzay�n her bir eleman�na da p noktas�nda bir kotanjant

vektör (veya kovektör) denir [26].

T ∗pM uzay� bir reel vektör uzay� olup, p noktas�nda verilen bir (U,ϕ = (xi))1≤i≤m hari-

tas�na göre do§al baz�

{
dxi|p : 1 ≤ i ≤ m

}

kümesidir. dxi|p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= δij oldu§u aç�kt�r [26].

2.16 Tan�m

M bir manifold olsun. M nin her bir noktas�na bir kotanjant vektör kar³�l�k getiren

W : M →
⋃
p∈M

T ∗pM = T ∗M

dönü³ümüne M üzerinde 1−form (veya kovektör alan�) denir [26].
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M manifoldu üzerinde tan�ml� 1−formlar�n kümesi χ∗(M) ile gösterilir.

2.17 Tan�m

Bir reel vektör uzay� V ve V nin dual uzay� V ∗ olsun.

T : V ∗ × ...× V ∗︸ ︷︷ ︸
k−tane

× V × ...× V︸ ︷︷ ︸
l−tane

−→ R

³eklinde her bir (k+l) lineer dönü³ümüne V üzerinde k− yinci dereceden kontravaryant

ve l− yinci dereceden kovaryant (veya k�saca (k, l)− tipinden) bir tensör denir [26].

Bir vektör uzay� üzerinde tan�ml� (k, l)− tipinden tensörlerin kümesi T kl (V ) ile göste-

rilir. T kl (V ), R üzerinde bir vektör uzay� olup boyV = n ise boyT kl (V ) = nk+l dir.

V vektör uzay� yerineM manifoldunun p noktas�ndaki tanjant uzay� olan TpM al�n�rsa,

M nin p noktas�ndaki bir tensör uzay� olan T kl (TpM) elde edilir ve bu uzay�n her bir

eleman�na p noktas�nda bir (k, l)− tensör denir.

2.18 Tan�m

M bir manifold olsun. M nin her bir noktas�na (k, l)− tipinden bir tensör kar³�l�k

getiren bir dönü³üme, M üzerinde (k, l)− tipinden bir tensör alan� denir [26].

O halde M üzerinde tan�ml� bir tensör alan�,

T : M −→
⋃
p∈M

T kl (TpM)

p −→ T (p) ∈ T kl (TpM)

³eklinde tan�ml� bir dönü³ümdür.

M üzerinde tan�ml� tensör alanlar�n�n kümesi =kl (M) ile gösterilir. =kl (M) kümesi

C∞(M) üzerinde bir modüldür.
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Özel olarak:

=0
0(M) = C∞(M), =1

0(M) = χ(M), =0
1(M) = χ∗(M)

dir.

Ayr�ca W1, ...,Wk ∈ χ∗(M), X1, ..., Xl ∈ χ(M) ve p ∈M olmak üzere;

(T (W1, ...,Wk, X1, ..., Xl))(p) = Tp(W1p, ...,Wkp, X1p, ..., Xlp)

³eklinde tan�mlan�rsa,

T : χ∗(M)× ...× χ∗(M)︸ ︷︷ ︸
k−tane

× χ(M)× ...× χ(M)︸ ︷︷ ︸
l−tane

−→ C∞(M)

dönü³ümü C∞(M) de§erli bir (k + l) lineer dönü³üm olur.

2.19 Tan�m

M bir manifold olsun. M üzerinde (0, 2)− tipinden

g : χ (M)× χ (M)→ C∞ (M)

tensörü simetrik ve non-dejenere (∀X ∈ χ(M) için g(X, Y ) = 0⇒ Y = 0) ise g ye M

üzerinde bir yar�-Riemann metri§i denir [18].

2.20 Tan�m

M bir manifold ve M üzerinde bir yar�-Riemann metri§i g olsun. Bu durumda (M, g)

ikilisine bir yar�-Riemann manifold denir [18].

2.21 Tan�m

M bir manifold olsun. M üzerinde (0, 2)− tipinden
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g : χ (M)× χ (M)→ C∞ (M)

tensörü simetrik ve pozitif tan�ml� ise, g yeM üzerinde bir Riemann metri§i denir [18].

2.22 Tan�m

M bir manifold veM üzerinde bir Riemann metri§i g olsun. Bu durumda (M, g) ikilisine

bir Riemann manifold denir [17].

2.23 Tan�m

M bir manifold ve

∇ : χ (M)× χ (M)→ χ (M)

diferensiyellenebilir bir dönü³üm olsun. ∀f, g ∈ C∞ (M) ve ∀X, Y, Z ∈ χ(M) için,

i) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

ii) ∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y

iii) ∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ

ise ∇ ya M üzerinde bir lineer konneksiyon denir [2].

M manifoldu üzerinde bir lineer konneksiyon ∇ olsun. ∇ n�n koordinat vektör alanla-

r�ndaki de§eri

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
=

m∑
k=1

Γkij
∂

∂xk

e³itli§i ile belirlidir. Bu e³itlik ile tan�ml� Γkij, C
∞−dönü³ümlerine ∇ lineer konneksi-

yonunun bile³enleri veya Christo�el sembolleri denir [2].
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Bir ∇ lineer konneksiyonunun X, Y ∈ χ(M) vektör alanlar�ndaki de§eri,

X =
m∑
i=1

X i ∂

∂xi
ve Y =

m∑
j=1

Y j ∂

∂xj

olmak üzere

∇XY =
m∑
h=1

(
m∑

i,k=1

X i∂Y
h

∂xi
+

m∑
i,k=1

X iY kΓhik

)
∂

∂xh

e³itli§iyle belirlidir.

2.24 Tan�m

M bir manifold olsun. X, Y ∈ χ(M) ve ∀f ∈ C∞(M) için

[X, Y ](f) = X(Y f)− Y (Xf)

ile tan�mlanan

[, ] : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

dönü³ümüne Lie parantez operatörü denir [2].

X, Y, Z ∈ χ(M) ve f, g ∈ C∞(M) olmak üzere Lie parantez operatörü ³a§�daki ³artlar�

sa§lar [2].

i) [X, Y ] = −[Y,X],

ii) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0,

iii) [fX, gY ] = f (Xg)Y − g (Y f)X + fg [X, Y ] ,

iv) [X, Y ] (f, g) = f [X, Y ] (g) + g [X, Y ] (f) .
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2.25 Tan�m

G bir grup ve ayn� zamanda diferensiyellenebilir bir manifold olsun. E§er

µ : G×G→ G, µ (a, b) = ab

ve G de ki inversiyon operatörü olan

ξ : G→ G, ξ (a) = a−1

dönü³ümlerinin her ikisi de diferensiyellenebilir ise G ye Lie grubu denir [17].

O halde Lie gruplar� ayn� zamanda grup olan diferensiyellenebilir manifoldlard�r. Dola-

y�s�yla bir Lie grubu ayn� zamanda bir grup, bir topolojik uzay ve bir manifolddur [17].

2.26 Tan�m

G bir Lie grubu ve M bir manifold olsun.

i) ∀m ∈M için Φ(m, e) = m, (e, G Lie grubunun etkisiz eleman�),

ii) ∀m ∈M , ∀g1, g2 ∈ G için Φ (Φ (m, g1) , g2) = Φ(m, g1g2)

özelliklerini sa§layan Φ : M × G → M dönü³ümüne G Lie grubunun M manifoldu

üzerindeki sa§ etkisi denir [24].

2.27 Tan�m

M bir manifold ve F,G ∈ =1
1(M) olsun. ∀X, Y ∈ χ(M) için

2NF,G(X, Y ) = [F (X) , G (Y )] + [G (X) , F (Y )] + (FG+GF )[X, Y ]− F [G (X) , Y ]

−F [X,G (Y )]−G[F (X) , Y ]−G[X,F (Y )]
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ile tan�ml� (1, 2)− tipinden bir NF,G tensör alan�na F ve G nin torsiyon tensörü denir

[36].

2.28 Tan�m

M bir manifold ve F ∈ =1
1(M) olsun.

NF = NF,F

ile tan�ml� (1, 2)− tipinden bir NF tensör alan�na F nin Nijenhuis tensörü denir [36].

X, Y ∈ =1
0(M) için

NF (X, Y ) = F 2([X, Y ]) + [F (X), F (Y )]− F ([F (X), Y ])− F ([X,F (Y )])

dir [36].

2.29 Tan�m

M bir manifold olsun. E§er M üzerinde (1, 1)− tipinden bir F tensör alan�

xn + anx
n−1 + ...+ a2x+ a1 = 0

cebirsel denklemini sa§lar ve (1, 1)− tipinden birim tensör alan� I olmak üzere ∀p ∈M

için F n−1(p), F n−2(p), ..., F (p), I lineer ba§�ms�z ise, F tensör alan�na M manifoldu

üzerinde bir polinomial yap� ve Q(x) = xn+anx
n−1 + ...+a2x+a1 polinomuna da yap�

polinomu denir [14,15].

2.30 Tan�m

M bir manifold ve T, P, C ∈ =1
1 (M) olsun.

i) Q(x) = x2 yap� polinomuna sahip (1, 1)− tipinden bir T tensör alan�na hemen
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hemen tanjant yap� denir. Yani, T 2 = 0 d�r [13].

ii) Q(x) = x2 − I yap� polinomuna sahip (1, 1)− tipinden bir P tensör alan�na hemen

hemen çarp�m yap� denir. Yani, P 2 = I d�r [36].

iii) Q(x) = x2 + I yap� polinomuna sahip (1, 1)− tipinden bir C tensör alan�na hemen

hemen kompleks yap� denir. Yani, C2 = −I d�r [36].

2.2. Diferensiyellenebilir Demet Yap�lar�

2.31 Tan�m

E, M ve B manifoldlar olsun. π : E −→ M bir C∞− dönü³üm ve M nin bir aç�k

örtüsü {Uα}α∈I olmak üzere, e§er p ∈ U ve y ∈ B için

(π ◦ ψα)(p, y) = p

olacak biçimde

ψα : Uα ×B −→ π−1(Uα)

di�eomor�zmlerin bir {ψα}α∈I s�n�f� varsa, π lokal çarp�m özelli§ine sahiptir denir.

{(Uα, ψα)}α∈I sistemine de π nin bir lokal ayr�³mas�d�r denir [16].

2.32 Tan�m

E, M ve B manifoldlar ve π : E −→ M C∞− dönü³ümü lokal çarp�m özelli§ine sahip

olsun. Bu durumda ξ = (E, π,M,B) dörtlüsüne bir diferensiyellenebilir lif demeti ad�

verilir [16].

2.33 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) bir C∞− lif demeti olsun. O zaman, {(Uα, ψα)}α∈I lokal ayr�³mas�na,
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ξ lif demetinin bir lokal koordinat gösterimi denir [16].

Bir ξ = (E, π,M,B) lif demetinde E ye ξ lif demetinin total uzay�, M ye baz (taban)

uzay�, B ye lif modeli (veya standart lif) ve π ye �brasyon veya projeksiyon ad� verilir.

Ayr�ca rankξ = boyB olarak tan�mlan�r [16] .

(E, π,M,B) lif demeti bazen E total uzay� ile bazen de π : E −→ M dönü³ümü ile

gösterilir.

2.34 Tan�m

π : E −→M bir lif demeti olsun. ∀p ∈M için,

Ep = π−1(p) = {u ⊂ E : π(u) = p}

kümesine p üzerinde bir lif denir [16].

Tüm Ep li�erin ayr�k bile³imi E total uzay�n� verir. Yani,

E =
⋃
p∈M

Ep

dir. Üstelik bir p ∈M için, Ep li�, E de kapal� imbedded alt manifolddur [33].

boyEp = boyE − boyM say�s�na ξ n�n lif boyutu denir [33].

Örnek

πM : TM −→ M do§al projeksiyon olmak üzere, πM = (TM, πM ,M,Rm) dörtlüsü bir

lif demetidir. Buna M manifoldunun tanjant demeti denir. Bir p ∈ M için π−1
M (p) li�,

TpM tanjant uzay�d�r [3].
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Örnek

π : M −→ S1 bir projeksiyon olmak üzere (M,π, S1); total uzay� M Mobius ³eridi,

taban uzay� S1 birim çemberi olan bir lif demetidir [37].

2.35 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) lif demeti olsun. E§er E = M × B ve π, birinci izdü³üm fonksiyonu

ise ξ ye bir a³ikar (trivial) demet denir [23].

Örnek

π1 : S1 × R −→ S1 bir projeksiyon olmak üzere (S1 × R, π1, S
1); total uzay� S1 × R

silindiri, taban uzay� S1 olan bir trivial demettir [37].

2.36 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) herhangi bir lif demeti olsun.

π ◦ σ = IM (özde³lik)

olacak biçimde tan�ml�, σ : M −→ E C∞− dönü³ümüne ξ lif demeti üzerinde bir

çapraz kesit denir [16].

Örnek

πM = (TM, πM ,M,Rm) lif demetini gözönüne alal�m. Bu durumda ∀X ∈ χ(M) vektör

alan�, X : M −→ TM, ∀p ∈ M için X(p) = Xp ∈ TpM ³eklinde tan�ml� olup, πM

kanonik projeksiyonunda ∀Xp ∈ TM için πM(Xp) = p olarak tan�mland�§�nda
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-

?

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z~

M TMX

M

πM

πM ◦X = IM

diyagram� de§i³meli olur. Böylece bütün X ∈ χ(M) C∞ vektör alanlar�, πM lif demeti

üzerinde çapraz kesitlerdir [3].

2.37 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) bir C∞− lif demeti olsun. E§er

i) ∀p ∈M için π−1(p) = Ep ve B reel vektör uzay�,

ii) ∀p ∈ M için ψα : B −→ Ep dönü³ümleri lineer izomor�zm olacak biçimde ξ nin

lokal koordinat gösterimi {(Uα, ψα)}α∈I

ise ξ ye bir vektör demeti denir [3].

2.38 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) ve ξ̄ = (Ē, π̄, M̄ , B̄) iki vektör demeti olsun. E§er

i) M̄ = M ,

ii) ∀x ∈ M̄ için B̄x li� Bx li�nin bir altvektör uzay�,

iii) ı : Ē → E inclusion dönü³ümü diferensiyellenebilir bir dönü³üm

ise ξ̄ vektör demetine ξ vektör demetinin bir altvektör demeti denir [16].
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2.3. Tanjant Demet

2.39 Tan�m

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold olsun. M nin tüm noktalar�ndaki tan-

jant uzaylar�n�n ayr�k birle³imi TM =
⋃
p∈M

TpM ve TM üzerinde

πM : TM −→ M

z −→ πM(z) = p (e§er z ∈ TPM ise)

³eklinde tan�ml� πM dönü³ümü, sürekli ve örten bir dönü³üm olup, bu πM dönü³ümüne

kanonik (do§al) projeksiyon denir [3].

2.40 Teorem

M , m boyutlu bir manifold ise TM , 2m boyutlu bir manifolddur [10,35].

�spat

M , m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve M üzerinde bir harita

(Uα, ϕα = (xi))1≤i≤m olsun.

ϕ̃α : π−1(Uα)→ ϕα(Uα)× Rm ∼= Rm × Rm

dönü³ümü zp ∈ TpM için

vp → ϕ̃α(zp) = (x1 ◦ π(zp), ..., x
m ◦ π(zp), dx

1(zp), ..., dx
m(zp))

= (x1(p), ..., xm(p), dx1(zp), ..., dx
m(zp))

³eklinde tan�mlan�rsa, ϕ̃α dönü³ümü birebir, örten olup, görüntü kümesi R2m uzay�-

n�n bir aç�k alt kümesidir. O halde (π−1
M (Uα),

∼
ϕα) ikilisi TM üzerinde 2m boyutlu bir

haritad�r. Ayr�ca
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ϕ̃−1
α ((ϕα(p), z1, ..., zm) = (zp)

dir.

M üzerinde A = {(Uα, ϕα)}α∈I haritalar�n ailesinden Uα ∩Uβ 6= ∅ olacak biçimdeki α,

β indis çifti için (Uα, ϕα = (xi))1≤i≤m ve (Uβ, ϕβ = (yi))1≤i≤m haritalar�n� alal�m. Bu

durumda π−1(Uα) ∩ π−1(Uβ) 6= ∅ olacakt�r.

φαβ = ϕ̃α ◦ ϕ̃−1
β : ϕβ(Uα ∩ Uβ)× Rm → ϕα(Uα ∩ Uβ)× Rm

olmak üzere

φαβ(p) = ϕ̃α ◦ ϕ̃−1
β (ϕβ(p), z1, ..., zm) = ϕ̃α(zp)

= (x1 ◦ π(zp), ..., x
m ◦ π(zp), dx

1(zp), ..., dx
m(zp))

olur. Burada xi◦π ve dxi(1≤i≤m) diferensiyellenebilir oldu§undan φαβ = ϕ̃α◦ϕ̃−1
β de dife-

rensiyellenebilirdir. Benzer ³ekilde φβα = ϕ̃β ◦ ϕ̃−1
α diferensiyellenebilir oldu§u görülür.

O halde

A = {(π−1(Uα), ϕ̃α)}α∈I

ailesi diferensiyellenebilir bir atlast�r. Bu yap�yla TM , 2m− boyutlu bir C∞− manifold

olur [10, 35].

2.41 Tan�m

TM ye M nin tanjant manifoldu denir.

M, m boyutlu bir diferensiyellenebilir manifold ve (Uα, ϕα = (xi))1≤i≤m M üzerinde

bir harita olsun. Bu durumda π−1
M (Uα) = U ′, TM de aç�kt�r.
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U ′ ⊂ TM U ⊂MπM

R

xi

vi = xi ◦ πM

diyagram� de§i³meli olacak biçimde vi : U ′ ⊂ TM −→ R reel de§erli fonksiyonlar�n�

∀z ∈ U ′ için, vi(z) = (xi ◦ πM)(z) = xi(πM(z)) = xi(p) ³eklinde tan�mlayal�m. Ayr�ca,

vm+i : U ′ ⊂ TM −→ R reel de§erli fonksiyonlar�n� da, ∀z ∈ U ′ için vm+i(Z) = dxi(Z) =

Z[xi] olarak tan�mlayal�m.

Böylece,

 vi = xi ◦ πM
vm+i(Z) = dxi(Z) = Z[xi]; Z ∈ U ′

sistemi elde edilir. Bu sistemi k�saca {v};

v = (v1, v2, ..., v2m) = (x1 ◦ π, ..., xm ◦ π, dx1, ..., dxm)

³eklinde gösterecek olursak {v} sistemi TM için bir lokal koordinat sistemidir [10,35].

2.42 Teorem

πM = (TM, πM ,M,Rm) dörtlüsü bir vektör demetidir [16].

2.43 Tan�m

M, manifoldu baz al�narak olu³turulan πM = (TM, πM ,M,Rm) vektör demetine, M

manifoldunun tanjant demeti denir [3].

Biz genellikle bu πM vektör demetini de TM total uzay� ile gösterece§iz. Ayr�ca TM

total uzay�,
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TM = {(p, z) : p ∈M , z ∈ TpM}

³eklinde yaz�labilir.

2.44 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) lif demeti olsun. ∀z ∈ E için

VzE =çek(dπz) = {Az ∈ TzE : dπz(Az) = 0}

kümesi, TzE tanjant uzay�n�n bir alt uzay�d�r. VzE uzay�na E nin z noktas�nda vertical

uzay� denir ve bu uzay�n her bir eleman�na da bir vertical tanjant vektör denir [16].

2.45 Tan�m

E üzerinde vektör alanlar�n�n modülü χ(E) olmak üzere A ∈ χ(E) olsun. ∀z ∈ E için

Az ∈ VzE ise A ya vertical vektör alan� denir ve A ∈ χv(E) ³eklinde gösterilir [16].

2.46 Teorem

ξ = (E, π,M,B) bir lif demeti olsun. πE : TE −→ E dönü³ümü ∀z ∈ E için π−1
E (z) =

TzE ³eklinde tan�mlans�n. Bu durumda

TE =
⋃
z∈E

TzE

olmak üzere ξE = (TE, πE, E,Rm+n) dörtlüsü bir vektör demetidir. ξE, E manifoldu-

nun tanjant demetidir [16].

2.47 Teorem

ξ = (E, π,M,B) bir lif demeti olsun.

V E =
⋃
z∈E

VzE, πV E = πE|V E, π−1
V E (z) = VzE
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olmak üzere ξV E = (V E, πV E, E,Rn) dörtlüsü TE nin bir altvektör demetidir [16].

2.48 Tan�m

V E vektör demetine TE nin vertical altdemeti ad� verilir [16].

2.49 Tan�m

ξ = (E, π,M,B) bir lif demeti olsun.

ξE = ξHE ⊕ ξV E

olacak biçimdeki ξHE vektör demetine ξE nin horizontal altdemeti denir [16].

HE =
⋃
z∈E

HzE, πHE = πE|HE, π−1
HE(z) = HzE

olmak üzere horizontal altdemet ξHE = (HE, πHE, E,Rm) ³eklindedir.

Ayr�ca ∀z ∈ E için,

TzE = HzE ⊕ VzE, TE =
⋃
z∈E

(HzE ⊕ VzE) = HE ⊕ V E

yaz�labilir [16].

2.50 Tan�m

HzE, TzE tanjant uzay�n�n bir altuzay�d�r ve bu uzaya E nin z noktas�ndaki horizontal

uzay� denir. Bu uzay�n her bir eleman�na da bir horizontal tanjant vektör denir [16].

O ∈ χ(E) olsun. ∀z ∈ E için Oz ∈ HzE ise, O ya horizontal vektör alan� denir ve

O ∈ χh(E) ³eklinde gösterilir [16].

X ∈ χ(E) için X = Xh+Xv ³eklindedir. Burada Xh ve Xv s�ras�yla X vektör alan�n�n
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horizontal ve vertical bile³enleridir. Yani, Xh ∈ χh(E) ve Xv ∈ χv(E) dir. Böylece

χ(E) = χh(E)⊕ χv(E)

dir [16].

Vertical ve horizontal alt demet tan�m�ndan TE = HE⊕ V E oldu§unu biliyoruz. h ve

v de s�ras�yla HE ve V E ye kar³�l�k gelen projeksiyonlar olmak üzere,

h : TE → HE ve v : TE → V E

h2 = h, v2 = v, h ◦ v = v ◦ h = 0, h+ v = I

çekh = V E ve çekv = HE

³eklinde ba§�nt�lar vard�r (burada I, TE üzerinde özde³lik dönü³ümüdür) [1].

h − v = P ³eklinde bir dönü³üm tan�mlarsak P , (1, 1) tipinde bir tensör alan� olup,

P 2 = I d�r. Bu durumda P , E üzerinde bir hemen hemen çarp�m yap�s�d�r. Dolay�s�yla

(E,P ) ikilisi de bir hemen hemen çarp�m manifoldudur [1].

2.51 Tan�m

M , m = n+k boyutlu bir manifold olsun. M üzerinde n− boyutlu diferensiyellenebilir

bir da§�l�m, TM tanjant demetinin rank� n olan bir D altvektör demetidir [22].

O halde M manifoldu üzerindeki n− boyutlu diferensiyellenbilir bir da§�l�m için ³unu

söyleyebiliriz:

∀x ∈M ye n−boyutlu bir 4x ⊂ TxM altvektör uzay�n� kar³�l�k getirir.

4 : M −→
⋃
x∈M

TxM

x −→ 4x ⊂ TxM

∀x ∈M nin bir U kom³ulu§unda, ∀q ∈ U için {X1(q), ..., Xn(q)} cümlesi 4q altvektör

uzay�n�n bir baz� olacak ³ekilde lineer ba§�ms�z X1, ..., Xn vektör alan� vard�r [22].
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D,M manifoldu üzerinde bir da§�l�m ve X de U ⊂M aç�k kümesi üzerinde tan�ml� bir

vektör alan� olsun. E§er, ∀p ∈ U için Xp ∈ 4p ise X vektör alan� D da§�l�m�na aittir

denir ve X ∈ χ(D) ³eklinde gösterilir [1].

2.52 Tan�m

M bir manifold olsun. R ve S, M manifoldu üzerinde iki tümleyen da§�l�m olsun. Yani

∀x ∈M için

TxM = Rx ⊕ Sx

veya

TM = R⊕ S

dir [27].

R ve S da§�l�mlar�na s�ras�yla kar³�l�k gelen r ve s projeksiyonlar� M üzerinde (1, 1)−

tipinde bir tensör alan�d�r. r ve s tensör alanlar� için

r2 = r, s2 = s, rs = sr = 0, r + s = ITM

özellikleri vard�r [27].

2.53 Tan�m

D, M manifoldu üzerinde bir da§�l�m olmak üzere e§er, X ∈ χ (M) ve Y ∈ D için

∇XY ∈ D ise D da§�l�m�na, ∇ lineer konneksiyonuna göre paraleldir denir [4].
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2.54 Tan�m

R ve S, M manifoldu üzerinde iki tümleyen da§�l�m olsun. X ∈ R, Y ∈ χ (M) için

(∆P )(X, Y ) = P∇XY − P∇YX −∇PXY +∇Y (PX) (2.1)

olacak ³ekilde (∆P )(X, Y ) ∈ R varsa, R da§�l�m�na ∇− yar� paralel denir [6].

2.55 Tan�m

R ve S, M manifoldu üzerinde iki tümleyen da§�l�m olmak üzere X ∈ R, Y ∈ χ (M)

için, (∆P )(X, Y ) ∈ S ise, R da§�l�m�na ∇−ters yar� paralel denir [6].

2.56 Önerme

(M, g) bir Riemann manifold ve P ,M üzerinde bir Riemann hemen hemen çarp�m yap�

olsun. P,
g

∇ Levi-Civita konneksiyonuna göre paralel ise (yani
g

∇P = 0) M manifoldu

üzerindeki bir Riemann hemen hemen çarp�m yap� bir lokal çarp�m yap�d�r. Ayr�ca,

∀X, Y ∈ χ (M) için, ∇ simetrik lineer konneksiyon ise P nin Nijenhuis tensörü,

NP (X, Y ) = (∇PXP ) (Y )− (∇PY P ) (X)− P (∇XP ) (Y ) + P (∇Y P ) (X)

³eklindedir [4].

2.4. Uyarlanm�³ Konneksiyonlar

2.57 Tan�m

M , n + k boyutlu bir manifold ve R, M üzerinde n−da§�l�m olsun. M manifoldu

üzerindeki bir lineer konneksiyon ∇ olmak üzere ∀X ∈ χ(M), Y ∈ R için ∇XY ∈ R

ise ∇ konneksiyonuna R ye uyarlanm�³ denir [1].

M , n + k boyutlu bir manifold ve S, M manifoldu üzerinde R da§�l�m�n�n tümleyen
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bir k−da§�l�m� olsun. O halde, TM = R ⊕ S dir. r ve s s�ras�yla, R ve S ye kar³�l�k

gelen projeksiyonlar olmak üzere r − s = P ³eklinde bir hemen hemen çarp�m yap�

olu³turulabilir. (M,R, S) üçlüsüne de hemen hemen çarp�m manifoldu denir.

(M,R, S) hemen hemen çarp�m manifoldu üzerinde bir ∇ lineer konneksiyonu hem R

hem de S ye göre uyarlanm�³, yani ∀X, Y ∈ χ(M) için

∇XrY ∈ χ(R), ∇XsY ∈ χ(S)

ise ∇ ya uyarlanm�³ lineer konneksiyon denir [37].

�lk kez Schouten Van-Kampen ve Vranceanu taraf�ndan tan�mlanan ve kendi isimleriyle

bilinen hemen hemen çarp�m manifoldlar� üzerinde iki uyarlanm�³ lineer konneksiyon

vard�r.

2.58 Tan�m

M bir hemen hemen çarp�m manifoldu ve ∇, M üzerinde bir lineer konneksiyon olsun.

∀X, Y ∈ χ(M) için

i)
Sc

∇XY = r(∇XrY ) + s(∇XsY )

³eklinde tan�ml�
Sc

∇ uyarlanm�³ lineer konneksiyonuna Schouten konneksiyonu denir.

ii)
V

∇XY = r(∇rXrY ) + s(∇sXsY ) + r[sX, rY ] + s[rX, sY ]

³eklinde tan�ml�
V

∇ uyarlanm�³ lineer konneksiyonuna Vranceanu konneksiyonu denir [1].

2.59 Tan�m

M bir manifold olsun. M üzerinde r − s = P hemen hemen çarp�m yap�s�n�n, M

üzerindeki bir ∇ lineer konneksiyonuna göre kovaryant türevi s�f�r, yani ∀X, Y ∈ χ(M)

için
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(∇XP )Y = ∇XPY − P∇XY = 0

ise P hemen hemen çarp�m yap�s�na ∇ ya göre paraleldir denir [1].
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3. METAL�K D�FERENS�YEL GEOMETR�

Bu bölümde, p ve q iki pozitif tamsay� olmak üzere, Q(X) = X2 − pX − q yap�

polinomuna sahip M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinden J tensör alan� yard�m�yla,

bir M manifoldu üzerinde metalik yap�n�n tan�m� verilecek ve bu yap�n�n geometrisi

incelenecektir.

3.1. Manifoldlar Üzerinde Metalik Yap�lar

3.1 Tan�m

p, q iki pozitif tamsay� ve I, M manifoldu üzerinde vektör alanlar�n�n χ (M) Lie cebiri

üzerinde özde³lik dönü³ümü olsun.

J2 = pJ + qI (3.1)

denklemini sa§layan M üzerinde (1, 1) tipinden J tensör alan� ile tan�mlanan M üze-

rindeki bir polinomial yap�ya metalik yap� denir [21].

Not

Tan�m 3.1 de özel olarak p = q = 1, p = 2, q = 1 ve p = 3, q = 1 al�n�rsa M manifoldu

üzerinde, s�ras�yla, alt�n yap� [4], gümü³ yap� [29,31] ve bronz yap� [30] elde edilir.

3.2 Önerme

M bir manifold ve J , M üzerinde bir metalik yap� olmak üzere;

i) J nin öz de§erleri, metalik oran olan σp,q ve p− σp,q d�r [21].

ii) J , ∀x ∈M için M manifoldunun TxM tanjant uzay� üzerinde bir izomo�zmdir [21].

iii) J nin tersi mevcuttur ve bu ters J−1 = Ĵ olmak üzere qĴ2 +pĴ − I = 0 denklemini
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sa§lar [21].

�spat

i) J ∈ =1
1 (M) oldu§undan J : χ (M)→ χ (M) bir lineer dönü³ümdür. J nin öz de§eri

λ olsun. Bu durumda ∀X ∈ χ (M) için J (X) = λX dir. J metalik yap� oldu§undan

J2 = pJ + qI e³itli§ini sa§lar. Buradan

J2 (X) = pJ (X) + qI(X) ⇒ J(J(X)) = pJ (X) + qX

⇒ J(λX) = pλX + qX

⇒ λ (λX) = pλX + qX

⇒ λ2X = pλX + qX

⇒ λ2X = (pλ+ q)X

elde edilir.

Bu e³itlik ∀X ∈ χ (M) için do§ru oldu§undan λ2 = pλ + q e³itli§ini elde ederiz. Bu

denklemin kökleri metal oran olan λ1 =
p+

√
p2 + 4q

2
= σp,q ve λ2 =

p−
√
p2 + 4q

2
=

p − σp,q dir. Böylece λ1 = σp,q ve λ2 = p − σp,q de§erleri de J metal yap�s�n�n öz

de§erleridir.

ii) J ∈ =1
1 (M) oldu§undan J : χ(M) −→ χ(M) bir lineer dönü³ümdür. J nin birebir

ve örten oldu§unu göstermek ispat için yeterlidir. E§er bir lineer dönü³ümün çekir-

de§i {0} ise bu lineer dönü³üm birebirdir. Dolay�s�yla çekJ = {X ∈ χ(M) : J(X) = 0}

kümesinin elemanlar�n� bulal�m. X ∈ çekJ E³. 3.1 ifadesinde yerine yaz�l�rsa,

J(J(X)) = pJ(X) + qI(X) ⇒ J(0) = X

⇒ 0 = X

elde edilir. Buradan çekJ = {0} bulunur. Dolay�s�yla J birebirdir. Bir lineer dönü-

³üm için boyχ(M) = rankJ + sıfırlıkJ e³itli§i vard�r. sıfırlıkJ = boy (çekJ) = 0
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oldu§undan

boyχ(M) = boyJ(χ(M))⇒ χ(M) = J(χ(M))

elde edilir. Dolay�s�yla J örtendir. Böylece J metalik yap�s�, ∀x ∈M için TxM üzerinde

bir izomo�zimdir.

iii) J izomor�zm oldu§undan J−1 vard�r. E³. 3.1 ifadesinin her iki taraf�n�n J−1 ile

bile³kesini alal�m.

J2J−1 = p(JJ−1) + qIJ−1 ⇒ J(JJ−1) = pI + qJ−1

⇒ JI = pI + qJ−1

⇒ J = pI + qJ−1

⇒ qJ−1 = J − pI (J−1 ile bile³ke al�n�rsa)

⇒ qJ−1J−1 = JJ−1 − p(IJ−1)

⇒ q (J−1)
2

= I − pJ−1 (J−1 = Ĵ al�n�rsa)

⇒ qĴ2 = −pĴ + I

Buradan qĴ2 + pĴ − I = 0 elde edilir.

3.3 Önerme

Metalik yap�lar ikililer ³eklindedir. Yani, J bir metalik yap� ise J̃ = pI − J da bir

metalik yap�d�r.

�spat

J bir metalik yap� olsun. E³. 3.1 ifadesinden
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(pI − J)2 = (pI − J) ◦ (pI − J)

= p2I2 − 2pJI + J2

= p2I − 2pJI + pJ + qI

= p2I − pJ + qI

= p(pI − J) + qI

elde edilir. O halde (pI − J)2 = p(pI − J) + qI olup J̃ = pI − J da bir metalik yap�

belirtir.

Benzer durum hemen hemen tanjant yap�, hemen hemen çarp�m yap� ve hemen hemen

kompleks yap� için de geçerlidir. Yani, T bir hemen hemen tanjant yap� ise (−T ) de bir

hemen hemen tanjant yap�d�r. P bir hemen hemen çarp�m yap� ise (−P ) de bir hemen

hemen çarp�m yap�d�r. C bir hemen hemen kompleks yap� ise (−C) de bir hemen hemen

kompleks yap�d�r [4].

Bir M manifoldu üzerinde bir hemen hemen çarp�m yap� ile metalik yap� aras�ndaki

ili³kiyi a³a§�daki önerme ile verelim.

3.4 Önerme

M manifoldu üzerinde bir P hemen hemen çarp�m yap� M üzerinde

J1 =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
P, J2 =

p

2
I −

(
2σp,q − p

2

)
P (3.2)

gibi iki metalik yap� indirger.

Tersine M manifoldu üzerindeki her J metalik yap� bu manifold üzerinde

P = ±
(

2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)
(3.3)

gibi iki hemen hemen çarp�m yap� üretir [21].
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�spat

P 2 = I ve J1 =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
P olsun.

J2
1 = (J1 ◦ J1)

=
p2

4
I + 2

p

2

(
2σp,q − p

2

)
P +

(
2σp,q − p

2

)2

P 2

=
p2

4
I +

p2 + 4q

4
I + p

√
p2 + 4q

2
P

=
p2

2
I + qI + p

√
p2 + 4q

2
P

= p

(
p

2
I +

√
p2 + 4q

2
P

)
+ qI

= pJ1 + qI

O halde J2
1 = pJ1 + qI dir. Dolay�s�yla J1 bir metalik yap�d�r. Benzer ³ekilde

J2 =
p

2
I −

(
2σp,q − p

2

)
P için de J2 nin bir metalik yap� oldu§u kolayca gösterilebilir.

Tersine, J2 = pJ + qI ve P =

(
2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)
olsun.

P 2 = P ◦ P

=

(
2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)(
2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)
=

4

(2σp,q − p)2J
2 − 2

2p

(2σp,q − p)2J +
p2

(2σp,q − p)2 I

=
4 (pJ + qI)

p2 + 4q
− 4

p2 + 4q
J +

p2

p2 + 4q
I

=
(p2 + 4q)I

p2 + 4q

= I
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O halde P 2 = I dir. Dolay�s�yla P bir hemen hemen çarp�m yap�d�r. Benzer ³ekilde

P = −
(

2

2σp,q − p
J − p

2σp,q − p
I

)
için de P nin bir hemen hemen çarp�m yap� oldu§u

gösterilebilir.

Hemen hemen tanjant ve hemen hemen çarp�m yap�lar için E³. 3.2 ifadesi ele al�n�rsa

a³a§�daki tan�mlar� verebiliriz.

3.5 Tan�m

i) T, M manifoldu üzerinde bir hemen hemen tanjant yap� olsun.O zaman

Jt =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
T

ifadesi (M,T ) hemen hemen tanjant manifoldu üzerinde bir tanjant metalik yap�d�r.

Jt tanjant metalik yap�s�,

J2
t − pJt +

p2

4
I = 0

denklemini sa§lar. Reel say�larda bu denklemi dü³ünürsek, x2 − px +
p2

4
= 0 d�r. Bu

denklemin kökü σt =
p

2
say�s� tanjant metalik oran olarak adland�r�l�r.

ii) (M,C) bir hemen hemen kompleks manifold olsun.

Jc =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
C

³eklinde tan�mlanan Jc tensör alan�na (M,C) hemen hemen kompleks manifoldu üze-

rinde kompleks metalik yap� denir. Jc kompleks yap�s�

J2
c − pJc +

p2 + 2q

2
I = 0 (3.4)

denklemini sa§lar. Reel say�larda bu denklemi dü³ünürsek, x2 − px+
p2 + 2q

2
= 0 d�r.



39

Bu denklemin kökleri x1 =
p

2
+

√
p2 + 4q

2
i, x2 =

p

2
−
√
p2 + 4q

2
i bulunur. Denklemin

pozitif kökü olan

Jc =
p

2
I +

√
p2 + 4q

2
i

kompleks say�s�na kompleks metalik oran denir.

3.6 Tan�m

Juc =
p√

2 (p2 + 2q)
+ i

√
p2 + 4q

2 (p2 + 2q)

kompleks say�s�na birim kompleks metalik oran denir.

Juc a³a§�daki denklemi sa§lar:

x2 −
√

2 (p2 + 2q)

(p2 + 2q)
x+ 1 = 0.

3.2. Metalik Yap�lara Örnekler

Bu kesimde metalik yap�lara örnekler verilecektir.

3.2.1. Cli�ord cebiri

Rn nin herhangi x ve y vektörü için Cli�ord çarp�m� xy ile gösterilir ve

xy = 〈x, y〉+ x ∧ y (3.5)

olarak tan�mlan�r. Rn nin Cli�ord cebiri cl(Rn) ³eklinde gösterilir [25].

∀x, y ∈ Rn için 〈x, y〉 = 〈y, x〉 ve x ∧ y = −y ∧ x oldu§undan

yx = 〈y, x〉+ y ∧ x = 〈x, y〉 − x ∧ y (3.6)
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e³itli§i elde edilir. E³. 3.5 ve E³. 3.6 ifadeleri taraf tarafa toplan�rsa,

xy + yx = 2〈x, y〉

bulunur.

Rn vektör uzay�n�n bir ortonormal baz� {e1, e2, ..., en} olsun. Bu durumda

eiej = 〈ei, ej〉+ ei ∧ ej = ei ∧ ej

ejei = 〈ej, ei〉+ ej ∧ ei = ej ∧ ei = −ei ∧ ej = −eiej

eiei = 〈ei, ei〉+ ei ∧ ei = 1

e³itlikleri vard�r.

Dolay�s�yla Cli�ord çarp�m�na göre Rn vektör uzay�n�n standart baz�


e2
i = eiei = 1, i = j

eiej + ejei = 0, i 6= j

(3.7)

ba§�nt�lar�n� sa§lar.

Ji =
1

2

(
p+

√
p2 + 4qei

)
e³itli§i yard�m� ile E³. 3.7 ifadesinden


Ji bir metalik yap�, i = j

JiJj + JjJi = p (Ji + Jj)−
p2

2
, i 6= j

ba§�nt�lar�n� elde ederiz.

Not

{e1, e2}, R2 nin bir ortonormal baz� olsun. {1, e1, e2, e1e2} kümesi R2 nin cl(R2) Cli�ord



41

cebiri için bir baz olu³turur. Yani cl(R2) nin bir u eleman�, u0 skalar�, ũ = u1e1 + u2e2

vektörü ve û = u12e1e2 bivektörünün lineer birle³imi olarak u = u0+u1e1+u2e2+u12e1e2

³eklinde yaz�labilir. Bu durumda cl(R2) cli�ord cebiri dört boyutlu bir reel vektör

uzay�d�r [25].

Cli�ord cebirinin matris cebiri olarak ifade edilmesi

R2 vektör uzay�nda ortonormal baz vektörleri e1 ve e2 olmak üzere cl(R2) de

1 '

 1 0

0 1

 = I2, e1 '

 1 0

0 −1

 , e2 '

 0 1

1 0


ve e1e2 bivektörü

e1e2 '

 0 1

−1 0


matrisleri ile ifade edilir [25].

Böylece,

i) J1 =
1

2

(
pI2 +

√
p2 + 4qe1

)
=

p+
√
p2+4q

2
0

0
p−
√
p2+4q

2

 =

σp,q 0

0 p− σp,q



ii) J2 =
1

2

(
pI2 +

√
p2 + 4qe2

)
=

1

2

 p
√
p2 + 4q√

p2 + 4q p


(3.8)

ifadelerini elde ederiz.

3.2.2. 2-Boyutlu metalik matrisler

J ∈ Rn
n olmak üzere J2 = pJ + qIn ³art�n� sa§layan matrislere metalik matris denir.

n = 2 için metalik matrisleri inceleyelim. a, b, c, d ∈ R olmak üzere, J ∈ R2
2 eleman�
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J =

 a c

b d


³eklinde al�narak, E³. 3.1 ifadesi çözüldü§ünde metalik yap�lar�n iki parametreli ailesi

elde edilir.

J2 = JJ

=

 a c

b d

 a c

b d


=

 a2 + bc ac+ dc

ab+ bd cb+ d2

 (3.9)

pJ + qI2 = p

 a c

b d

+ q

 1 0

0 1


=

 pa+ q pc

pb pd+ q

 (3.10)

dir. E³. 3.1, E³. 3.9 ve E³. 3.10 ifadeleri kullan�l�rsa

 a2 + bc ac+ dc

ab+ bd cb+ d2

 =

 pa+ q pc

pb pd+ q

⇒



a2 + bc = pa+ q

ab+ bd = pb

ac+ dc = pc

cb+ d2 = pd+ q

elde edilir. Buradan a+ d = p ve c =
1

b
(ap− a2 + q) bulunur.

O halde n = 2 için metalik matrisler, a ∈ R, b ∈ R− {0} olmak üzere

Ja,b =

a 1

b
(ap− a2 + q)

b p− a

 (3.11)
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format�ndad�r.

Ayr�ca, E³. 3.8 ifadesi i) den J1 ve pI2 − J1 matrisleri E³. 3.11 ifadesi format�nda

olmad�klar� halde metalik matristir. Çünkü,

J2
1 = J1J1

=

σp,q 0

0 p− σp,q

σp,q 0

0 p− σp,q



=

σ2
p,q 0

0 (p− σp,q)2



=

 pσp,q + q 0

0 p2 − 2pσp,q + σ2
p,q



=

 pσp,q + q 0

0 p2 − pσp,q + q



= p

σp,q 0

0 p− σp,q

+ q

 1 0

0 1


ifadesinden J2

1 = pJ1 + qI2 elde edilir. Benzer ³ekilde, J2 = pJ + qI e³itli§i kullan�l�rsa,

pI2 − J1 = p

 1 0

0 1

−
 σp,q 0

0 p− σp,q

 =

 p− σp,q 0

0 σp,q


ve buradan

(pI2 − J1)2 =

 p− σp,q 0

0 σp,q

 p− σp,q 0

0 σp,q



=

σ2
p,q − 2pσp,q + p2 0

0 σ2
p,q


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=

 p2 − σp,q + q 0

0 pσp,q

+ q

 1 0

0 1



= p

 p− σp,q 0

0 σp,q

+ q

 1 0

0 1


= p(pI2 − J1) + qI2

elde edilir.

E³. 3.11 ifadesi dikkate al�nd�§�nda, E³. 3.8 ifadesindeki J1 ve J2 matrislerini, J1 =

lim
b→0

Jσp,q ,b ve J2 = J
p
2
,

√
p2+4q
2

³eklinde ifade edebiliriz.

E³. 3.11 ifadesini tekrar ele al�rsak;

i) x2− px− q = 0 denkleminin kökleri σp,q ve p−σp,q olup, toplamlar� p dir. Bu durum

E³. 3.11 ifadesindeki matris için de do§rulan�r. Yani

pI2 − Ja,b = Jp−a,−b ise Ja,b + Jp−a,−b = pI2

elde edilir.

ii) İz (Ja,b) = p oldu§undan Ja,b matrisinin izi a, b parametrelerinden ba§�ms�zd�r.

k ≥ 0 için Jka,b matrisinin izlerinin dizisi 2, p, p2 + 2q, p3 + 3pq, p4 + 4p2q + 2q2, ...

³eklinde olup, bu say� dizisi genelle³tirilmi³ Fibonacci say� dizisidir.

3.2.3. Metalik yans�malar

E Öklid uzay�nda, bir H hiperdüzlemini sabit b�rakan ve H ya dik her bir v ∈ E \ {0}

vektörünü −v vektörüne dönü³türen

rv(x) = x− 2〈x, v〉
〈v, v〉

v, x ∈ E
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ortogonal dönü³üme H hiperdüzlemine göre yans�ma denir [32]. Ayr�ca r2
v = IE (IE, E

üzerinde özde³lik dönü³ümü) oldu§u aç�kt�r.

v vektörüne göre metalik yans�ma

Jv =
1

2

(
pIE +

√
p2 + 4qrv

)

olarak tan�mlanabilir. Yani J2
v = pJv + qIE dir. Ayr�ca, v vektörü Jv nin p − σp,q öz

de§erine kar³�l�k gelen vektördür.

3.7 Önerme

X ortogonal bir dönü³üm ve v bir vektör olmak üzere

XrvX
−1 = rX(v)

dir [32].

Bu önermede rv yi Jv cinsinden, rX(v) yi de JX(v) cinsinden yaz�l�rsa,

XJvX
−1 = JX(v)

e³itli§i elde edilir. Jv lineer dönü³ümü

Jv (x) = σp,qx−
√
p2 + 4q〈x, v〉
〈v, v〉

v

³eklindedir.

3.2.4. Metalik yap�larla ilgili üçlü yap�lar

3.8 Tan�m

M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinden iki tensör alan� P ve T olsun. K = T ◦ P olmak
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üzere;

P 2 = T 2 = I ve T ◦ P − P ◦ T = 0 ise K2 = I,

P 2 = T 2 = I ve T ◦ P + P ◦ T = 0 ise K2 = −I,

P 2 = T 2 = −I ve T ◦ P − P ◦ T = 0 ise K2 = I,

P 2 = T 2 = −I ve T ◦ P + P ◦ T = 0 ise K2 = −I.

oluyorsa (P, T, K) üçlüsüne, s�ras�yla, hemen hemen hyperproduct (ahp), hemen hemen

biproduct complex (abpc), hemen hemen product bicomplex (apbc) ve hemen hemen

hypercomplex (ahc) yap� denir [5].

3.9 Önerme

P, T, M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinden iki tensör alan� ve K = T ◦ P olsun. E³.

3.2 ifadesinin ilk e³itli§inden

JP =
p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
P, JT =

p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
T, JK =

p

2
I +

(
2σp,q − p

2

)
K

elde edilir ve bunlar aras�ndaki ba§�nt�,

√
p2 + 4qJK = 2JTJP − pJT − pJP + σ2

p,qI − qI (3.12)

³eklindedir. Böylece (JP , JT , JK) üçlüsü;

i) Bir hemen hemen hyperproduct(ahp) yap�d�r ⇐⇒ JP , JT metalik yap� ve JPJT =

JTJP ise JK metalik yap�d�r.

ii) Bir hemen hemen biproduct complex (abpc) yap�d�r ⇐⇒ JP , JT metalik yap� ve
2

p2
(JTJP + JPJT ) =

2

p
(JT + JP )− I ise JK kompleks metalik yap�d�r.
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iii) Bir hemen hemen product bicomplex (apbc) yap�d�r ⇐⇒ JP , JT kompleks metalik

yap� ve JPJT = JTJP ise JK metalik yap�d�r.

iv) Bir hemen hemen hypercomplex (ahc) yap�d�r ⇐⇒ JP , JT kompleks metalik yap�

ve
2

p2
(JTJP + JPJT ) =

2

p
(JT + JP )− I ise JK kompleks metalik yap�d�r.

�spat

i) JP , JT metalik yap� ve JPJT = JTJP olsun. Bu durumda JK n�n metalik yap�

oldu§unu gösterelim. E³. 3.12 ifadesinden

JK =
1√

p2 + 4q
(2JTJP − p (JT + JP ) +

(
σ2
p,q − q

)
I)

elde edilir. Baz� cebirsel i³lemlerden sonra J2
P = pJP+qI, J2

T = pJT+qI ve JPJT = JTJP

e³itlikleri yerine yaz�ld�§�nda

J2
K =

2p√
p2 + 4q

JTJP −
p2√
p2 + 4q

JT

− p2√
p2 + 4q

JP +
(p2 + 2q)

√
p2 + 4q + p3

2
√
p2 + 4q

I (3.13)

olarak bulunur.

�imdi pJK + qI ifadesinin e³itini bulal�m.

pJK + qI =
2p√
p2 + 4q

JTJP −
p2√
p2 + 4q

JT

− p2√
p2 + 4q

JP +

(
p
(
σ2
p,q − q

)√
p2 + 4q

+ q

)
I

=
2p√
p2 + 4q

JTJP −
p2√
p2 + 4q

JT

− p2√
p2 + 4q

JP +
(p2 + 2q)

√
p2 + 4q + p3

2
√
p2 + 4q

I (3.14)

E³. 3.13 ve E³. 3.14 ifadesinden J2
K = pJK + qI bulunur. O halde JK bir metalik
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yap�d�r.

ii) JP , JT metalik yap� ve
2

p2
(JTJP + JPJT ) =

2

p
(JT + JP )−I olsun. JK n�n kompleks

metalik yap� oldu§unu gösterelim. E³. 3.4 den JK n�n J2
K = pJK −

p2 + 2q

2
I e³itli§ini

sa§lad�§�n� göstermeliyiz.

J2
K =

1

p2 + 4q
{4JTJPJTJP − 2pJTJPJT − 2pJTJ

2
P − 2pJ2

TJP − 2pJPJTJP

+4(σ2
p,q − q)JTJP − 2p(σ2

p,q − q)JT − 2p(σ2
p,q − q)JP

+p2 (J2
T + JTJP + JPJT + J2

P ) + (σ2
p,q − q)2I

}
=

1

p2 + 4q

4JTJPJTJP︸ ︷︷ ︸
I

− 2pJTJPJT︸ ︷︷ ︸
II

− 2pJPJTJP︸ ︷︷ ︸
III

+ (−p2 + 2p
√
p2 + 4q)JTJP

+p3JT + p3JP − p2JTJP −
p4

2
I +

(
−2pq − p2

√
p2 + 4q

)
JP

+
(
−2pq − p2

√
p2 + 4q

)
JT + (2p2q +

p4 + p3
√
p2 + 4q

2
+ p2q)I

}

2

p2
(JTJP + JPJT ) =

2

p
(JT + JP )−I e³itli§ini kullanarak I, II ve III ifadelerini açal�m.

I →


JTJPJTJP = JT (pJT + pJP − JTJP −

p2

2
I)JP

=
p2

2
JTJP − q2I

II →


JTJPJT = JT (pJT + pJP − JTJP −

p2

2
I)

=
p2

2
JT − qJP + pqI

III →


JTJPJT = (pJT + pJP − JTJP −

p2

2
I)JP

=
p2

2
JP − qJT + pqI
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I, II ve III e³itliklerini yerine yazarsak,

J2
K =

2p√
p2 + 4q

JTJP −
p2√
p2 + 4q

JT −
p2√
p2 + 4q

JP

+

(
p3 − 2q

√
p2 + 4q

2
√
p2 + 4q

)
I (3.15)

elde edilir.

pJK −
(
p2 + 2q

2

)
I =

2p√
p2 + 4q

JTJP −
p2√
p2 + 4q

JT −
p2√
p2 + 4q

JP

+

(
p3 − 2q

√
p2 + 4q

2
√
p2 + 4q

)
I (3.16)

E³. 3.15 ve E³. 3.16 ifadesinden J2
K = pJK−

p2 + 2q

2
I bulunur. O halde JK bir kompleks

metalik yap�d�r.

iii) �spat (i) deki gibi yap�l�r.

iv) �spat (ii) deki gibi yap�l�r.

3.2.5. Kuaterniyon cebiri

H bir kuaterniyon cebiri olsun. H nin standart baz� {1, e1, e2, e3} olmak üzere bazdaki

vektörler için

e2
1 = e2

2 = e2
3 = −1, e1e2 = −e2e1 = e3, e2e3 = −e3e2 = e1, e3e1 = −e1e3 = e2

e³itlikleri sa§lan�r.

Herhangi bir kuaterniyon

q = Sq + ~Vq = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3

olarak yaz�labilir. Sq = a0 ve ~Vq = a1e1 +a2e2 +a3e3 s�ras�yla, q kuaterniyonunun skalar
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k�sm� ve vektörel k�sm� olarak adland�r�l�r.

Bir q kuaterniyonunun normu

Uq =
√
a2

0 + a2
1 + a2

2 + a2
3

dir. q 6= 0 olmak üzere q0 =
q

Uq
birim kuaterniyon olarak tan�mlan�r [38].

Metalik kuaterniyon

3.10 Tan�m

J bir kuaterniyon olsun. p, q ∈ N olmak üzere, J

J2 = pJ + q (3.17)

denklemini sa§larsa J ye metalik kuaterniyon denir.

J = SJ + ~VJ olsun. Burada

J2 = S2
J −

〈
~VJ , ~VJ

〉
+ 2SJ ~VJ

elde edilir. E³. 3.17 ifadesinden

S2
J −

〈
~VJ , ~VJ

〉
+ 2SJ ~VJ − pSJ − p~VJ = q


S2
J −

〈
~VJ , ~VJ

〉
− pSJ = q

2SJ ~VJ − p~VJ = 0

bulunur. Böylece,

SJ =
p

2
veya ~VJ = 0
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elde edilir.

Metalik kuaterniyonlar�n iki durumu vard�r.

i) ~VJ = 0 ⇒ J = σp,q

ii) ~VJ 6= 0 ⇒ SJ =
p

2
ve
〈
~VJ , ~VJ

〉
=
−p2 − 4q

4
.

(3.18)

Buradan metalik kuaterniyonun yok oldu§unu söyleyebiliriz.

Metalik bikuaterniyon

E³. 3.18 ifadesine göre

SJ =
p

2
,
〈
~VJ , ~VJ

〉
=
−p2 − 4q

4

J bir bikuaterniyon olsun. zi ∈ C, i = 0, 1, 2, 3 olmak üzere

J = z0 + z1e1 + z2e2 + z3e3

³eklindedir. Burada

z0 =
p

2
, z2

1 + z2
2 + z2

3 =
−p2 − 4q

4
(3.19)

dir. Böylece

UJ =
√
z2

0 + z2
1 + z2

2 + z2
3 =
√
−q (3.20)

bulunur.

Biliyoruz ki birimle³tirilmi³ bikuaterniyon UJ 6= 0 olmak üzere,

J0 =
J

UJ
=
z0 + z1e1 + z2e2 + z3e3√

z2
0 + z2

1 + z2
2 + z2

3
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³eklindedir.

cos θ =
z0

UJ
, sin θ =

√
z2

1 + z2
2 + z2

3

UJ
, ~S0 =

z1e1 + z2e2 + z3e3√
z2

1 + z2
2 + z2

3

(3.21)

olmak üzere J0 birim kuaterniyon

J0 = cos θ + ~S0 sin θ, θ ∈ C (3.22)

³eklinde yaz�labilir.

E³. 3.19, E³. 3.20, E³. 3.21, E³. 3.22 ifadelerinden birim metalik bikuaterniyon ³u form-

dad�r:

J0 =
p

2i
√
q

+

√
p2 + 4q

2
√
q

~S0,
〈
~S0, ~S0

〉
= 1, ~S2

0 = −1.

Dolay�s�yla, bir metalik bikuaterniyon

J = J0UJ

=
p

2
+

√
p2 + 4qi

2
~S0,

〈
~S0, ~S0

〉
= 1, ~S2

0 = −1

dir.

Metalik split kuaterniyon

J, J2 = pJ + q denklemini sa§layan split kuaterniyon olsun. J = SJ + ~VJ ve g, E3
1 de

Lorentz iç çarp�m� olmak üzere

J2 = S2
J + g(~VJ , ~VJ) + 2SJ ~VJ

dir.

J2 − pJ = q ⇒ S2
J + g(~VJ , ~VJ) + 2SJ ~VJ − pSJ − p~VJ = q
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⇒


S2
J + g(~VJ , ~VJ)− pSJ = q

2SJ ~VJ − p~VJ = 0

(3.23)

elde edilir. E³. 3.23 sisteminin çözümünden,

SJ =
p

2
veya ~VJ = 0

bulunur. Metalik bikuaterniyon için iki durum söz konusudur:

i) ~VJ = 0 ⇒ J =
p±

√
p2 + 4q

2

ii) ~VJ 6= 0 ⇒ SJ =
p

2
ve g

(
~VJ , ~VJ

)
=
p2 + 4q

4
.

(3.24)

Böylece, metalik split, metalik dual split ve metalik hiperbolik split kuaterniyonlar�n�

elde edebiliriz. Burada sadece metalik split kuaterniyon elde edilecektir.

ai ∈ R, i = 0, 1, 2, 3 olmak üzere J = a0 + a1e1 + a2e2 + a3e3 split kuaterniyon olsun.

E³. 3.24 ifadesinin ii) ³�kk�ndan

a0 =
p

2
ve −a2

1 + a2
2 + a2

3 =
p2 + 4q

4

elde edilir. Böylece,

IJ = a2
0 + a2

1 − a2
2 − a2

3 = −q

dir. Dolay�s�yla, J metalik split kuaterniyon spacelike kuaterniyondur. [37] ve [38] dan

biliyoruz ki, her bir spacelike kuaterniyon,

sinh θ =
a0

UJ
, cosh θ =

√
−a2

1 + a2
2 + a2

3

UJ
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ve ~S0 =
a1e1 + a2e2 + a3e3√
−a2

1 + a2
2 + a2

3

E3
1 de spacelike birim kuaterniyon olmak üzere

J = UJ(sinh θ + ~S0 cosh θ) (3.25)

formunda yaz�labilir. E³. 3.23, E³. 3.24 ve E³. 3.25 ifadelerinden bir metalik split ku-

aterniyon

J =
p

2
+ ~S0

√
p2 + 4q

2
, g

(
~S0, ~S0

)
= 1 ~S2

0 = 1

formundad�r.

3.3. Metalik Yap�lar Olarak Konneksiyonlar

3.3.1. Asli lif demetlerinde konneksiyonlar

B (M, π, G); total uzay� B, taban uzay� M, lif projeksiyonu π ve grup yap�s� G olan

bir asli lif demeti, V (V = cekπ∗) ve H (tümleyen da§�l�m, yani TB = V ⊕H) s�ras�yla

B üzerinde vertical ve horizontal da§�l�mlar olsun. O halde v ve h s�ras�yla V ve H a

kar³�l�k gelen projeksiyonlar� göstermek üzere,

P = v − h

(1, 1) tipindeki tensör alan�, B üstünde bir hemen hemen çarp�m yap�s�d�r [4].

B asli lif demeti üzerindeki bu P hemen hemen çarp�m yap�s�n�n bir konneksiyona

kar³�l�k gelmesi için gerek ve yeter ³art a³a§�daki özelliklerin sa§lanmas�d�r [4].

i) P (X) = X ⇔ X ∈ V,

ii) dRa ◦ Pu = Pua ◦ dRa, ∀a ∈ G ve u ∈ B.

E³. 3.2 ifadesi kullan�larak a³a§�daki önerme verilebilir.
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3.11 Önerme

B, asli lif demeti üzerindeki bir J metalik yap�n�n bir konneksiyon ifade etmesi için

gerek ve yeter ³art

i) X ∈ χ (B), J metalik yap�s�n�n σp,q öz de§erine kar³�l�k gelen öz vektörüdür ⇔ X

vertical vektör alan�d�r.

ii) dRa ◦ Ju = Jua ◦ dRa, ∀a ∈ G ve u ∈ B.

³artlar�n�n sa§lanmas�d�r.

g, G Lie grubunun Lie cebiri olmak üzere, ω ∈ Λ1(B, g), H n�n konneksiyon 1-formu

olsun. Ω ∈ Λ2(B, g), ω n�n e§rilik formu olmak üzere, ∀X, Y ∈ χh (M) için

Ω (X, Y ) = dω (h (X) , h (Y )) = −ω ([X, Y ])

biçimindedir. ∀X, Y ∈ χ (M) için P hemen hemen çarp�m yap�n�n Nijenhuis tensörü,

NP (X, Y ) = P 2([X, Y ]) + [P (X), P (Y )]− P ([P (X), Y ])− P ([X,P (Y )])

= [X, Y ] + [P (X), P (Y )]− P ([P (X), Y ])− P ([X,P (Y )]) (3.26)

dir [36].

O halde ∀X, Y ∈ χh(M) için, P (X) = v(X)− h(X) = −h(X) = −X olup

NP (X, Y ) = [X, Y ] + [X, Y ] + P ([X, Y ]) + P ([X, Y ])

⇒ NP (X, Y ) = 2[X, Y ] + 2P ([X, Y ])

⇒ ω(NP (X, Y )) = 2ω([X, Y ]) + 2ω(P [X, Y ])

⇒ ω(NP (X, Y )) = 2ω([X, Y ]) + 2ω([X, Y ])

⇒ −1

4
ω(NP (X, Y )) = −(ω([X, Y ]))
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bulunur. Buradan

Ω (X, Y ) = −1

4
ω(NP (X, Y ))

elde edilir.

E³. 3.3 ifadesi, E³. 3.26 ifadesinde yerine yaz�l�rsa,

NP (X, Y ) = [X, Y ] +
1

(2σp,q − p)2 [2J (X)− pI (X) , 2J (Y )− pI (Y )]

− 1

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [2J (X)− pI (X) , Y ]

− 1

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [X, 2J (Y )− pI (Y )]

= [X, Y ] +
2

(2σp,q − p)2 [J (X) , 2J (Y )− pI (Y )]

− p

(2σp,q − p)2 [X, 2J (Y )− pI (Y )]− 2

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [J (X) , Y ]

+
p

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [X, Y ]

− 2

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [X, J (Y )] +
p

(2σp,q − p)2 (2J − pI) [X, Y ]

= [X, Y ] +
4

(2σp,q − p)2 [J (X) , J (Y )]− 2p

(2σp,q − p)2 [J (X) , Y ]

− 2p

(2σp,q − p)2 [X, J (Y )] +
p2

(2σp,q − p)2 [X, Y ]

− 4

(2σp,q − p)2J [J (X) , Y ] +
2p

(2σp,q − p)2 [J (X) , Y ]

+
2p

(2σp,q − p)2J [X, Y ]− p2

(2σp,q − p)2 [X, Y ]

− 4

(2σp,q − p)2J [X, J (Y )] +
2p

(2σp,q − p)2 [X, J (Y )]

+
2p

(2σp,q − p)2J [X, Y ]− p2

(2σp,q − p)2 [X, Y ]
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bulunur. Buradan

NP (X, Y ) =
4

(2σp,q − p)2 (J2 [X, Y ] + [J (X) , J (Y )])− J ([J (X) , Y ])− J ([X, J (Y )])

NP (X, Y ) =
4

(2σp,q − p)2NJ (X, Y ) (3.27)

elde edilir. Sonuç olarak

Ω (X, Y ) = −1

4
ωNP (X, Y )

= − 1

(2σp,q − p)2ωNJ (X, Y )

bulunur.

3.12 Önerme

Konneksiyonun �at (yani Ω ≡ 0) olmas� için gerek ve yeter ³art metalik yap�n�n integ-

rallenebilir (yani NJ ≡ 0) olmas�d�r.

Verilen konneksiyon lω : χ(M)→ χ(B) ³eklinde bir lift üretir. Bu lift ∀ X∗, Y ∗ ∈ χ(M)

için

[lωX
∗, lωY

∗]− lω [X∗, Y ∗] = NP (lωX
∗, lωY

∗)

e³itli§ini sa§lar [4].

3.13 Önerme

lω ile tan�mlanan liftin Lie cebiri üzerinde bir mor�zm olmas� için gerek ve yeter ³art

metalik yap�n�n integrallenebilir olmas�d�r.
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3.3.2. Tanjant demetlerde konneksiyonlar

(TM, π,M) , M manifoldunun tanjant demeti olsun. π∗ lineer dönü³ümünün çekir-

de§i V (M) ile gösterilir ve V (M) ye M manifoldunun vertical da§�l�m� denir. V (M)

nin N tümleyen (complementary) da§�l�m�na horizontal da§�l�m veya lineer olma-

yan konneksiyon denir. M üzerinde bir lokal koordinat sistemi (xi)1≤i≤n olmak üzere

(xi, yi = dxi)1≤i≤n de TM üzerinde bir lokal koordinat sistemidir. TM nin bir hemen

hemen tanjant yap�s� T = ∂
∂yi
⊗ dxi tensörü ile tan�mlanabilir.

3.14 Tan�m

(1, 1) tipindeki bir tensör alan� ν : χ(M)→ χ(M) olmak üzere

 T ◦ ν = 0

ν ◦ T = T
(3.28)

³artlar� sa§lan�yorsa, ν tensör alan�na vertical projektör denir [4].

3.15 Önerme

Bir ν vertical projektör çekν = N(ν) ba§�nt�s� sayesinde bir non-lineer konneksiyon

üretir [4].
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3.16 Önerme

νN , N (νN) = N olacak ³ekilde bir vertical projektördür [4].

3.17 Tan�m

M manifoldu üzerinde (1, 1) tipinden Γ tensör alan�

Γ ◦ T = −T (3.29)

T ◦ Γ = T (3.30)

³artlar�n� sa§l�yorsa Γ tensör alan�na hemen hemen çarp�m tipinde lineer olmayan kon-

neksiyon denir [4].

3.18 Önerme

E§er Γ, hemen hemen çarp�m tipinde bir lineer olmayan konneksiyon ise,

i) νΓ =
1

2
(Iχ(M) − Γ) bir vertical projektördür [4].

ii) V (M), Γ tensör alan�n�n (−1) öz de§erine kar³�l�k gelen öz uzay�d�r [4].

iii) N (νΓ) , Γ tensör alan�n�n (+1) öz de§erine kar³�l�k gelen öz uzay�d�r [4].

�spat

i) E³. 3.29 ve E³. 3.30 ifadelerinden

T ◦ νΓ =
1

2
(T − T ◦ Γ) =

1

2
(T − T ) = 0,

νΓ ◦ T =
1

2
(T − Γ ◦ T ) =

1

2
(T + T ) = T

bulunur. O halde E³. 3.28 ifadesindeki ³artlar sa§land�§�ndan νΓ bir vertical projektör-

dür.
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ii) V (M) = im νΓ = {X ∈ χ(M) : Γ(X) = −X} oldu§u gösterilmelidir.

νΓ =
1

2
(Iχ(M) − Γ) oldu§undan V (M) = {X ∈ χ(M) : νΓ(X) = X} dir. O halde

νΓ(X) =
1

2
(Iχ(M)(X)− Γ(X)) ⇒ X =

1

2
(X − Γ(X))

⇒ Γ(X) = −X

bulunur.

iii) N(νΓ) =çek νΓ = {X ∈ χ(M) |Γ(X) = X } oldu§u gösterilmelidir.

νΓ =
1

2
(Iχ(M) − Γ) oldu§undan çek νΓ = {X ∈ χ(M) |νΓ(X) = 0} d�r. O halde

νΓ(X) =
1

2
(Iχ(M)(X)− Γ(X)) ⇒ 0 =

1

2
(X − Γ(X))

⇒ Γ(X) = X

bulunur.

Sonuç olarak her vertical projektör Γ = Iχ(M) − 2ν ³eklinde hemen hemen çarp�m

tipinde bir lineer olmayan konneksiyon belirler.

Γ2 = Γ ◦ Γ

=
(
Iχ(M) − 2ν

)
◦
(
Iχ(M) − 2ν

)
= Iχ(M) − 2ν − 2ν + 4ν2

= Iχ(M) − 4ν + 4ν

= Iχ(M)

oldu§undan Γ tensör alan� M manifoldu üzerinde bir hemen hemen çarp�m yap�d�r.

Bundan yola ç�karak a³a§�daki önermeyi verebiliriz.
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3.19 Önerme

M manifoldu üzerinde v vertical projektörü ile verilen bir N lineer olmayan konneksi-

yonu bir

J = σp,qIχ(M) −
√
p2 + 4qv

metalik yap�s�yla da tan�mlanabilir.

Böylece N , J nin σp,q öz de§erine kar³�l�k gelen öz uzay, V (M) de J nin p − σp,q öz

de§erine kar³�l�k gelen öz uzayd�r.

�spat

Γ bir hemen hemen çarp�m yap�s� oldu§undan ve E³. 3.2 ifadesinden

J =
1

2

(
pIχ(M) +

√
p2 + 4qΓ

)

elde edilir. Buradan

Γ =
1√

p2 + 4q
(2J − pIχ(M))

bulunur. Bu e³itlikte Γ = Iχ(M) − 2v de yerine yaz�l�rsa,

1√
p2 + 4q

(2J − pIχ(M)) = Iχ(M) − 2v ⇒ 2J = pIχ(M) +
√
p2 + 4qIχ(M) − 2

√
p2 + 4qv

=
(
p+

√
p2 + 4q

)
Iχ(M) − 2

√
p2 + 4qv

⇒ J =

(
p+

√
p2 + 4q

2

)
Iχ(M) −

√
p2 + 4qv

= σp,qIχ(M) −
√
p2 + 4qv

elde edilir.
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N =çekv = {X ∈ χ(M) : J(X) = σp,qX} oldu§unu gösterelim. J = σp,qIχ(M) −√
p2 + 4qv oldu§undan v =

1√
p2 + 4q

(σp,qIχ(M) − J) dir. N =çekv = {X ∈ χ(M) :

v(X) = 0}. O halde

v(X) =
1√

p2 + 4q
(σp,qIχ(M) (X)− J (X)) ⇒ 0 =

1√
p2 + 4q

(σp,qX − J (X))

⇒ J(X) = σp,qX

dir. Sonuç olarak N =çekv = {X ∈ χ(M) : σp,qX = J(X)} dir.

V (M) = imv = {X ∈ χ(M) : J(X) = (p− σp,q)X} oldu§unu gösterelim.

J = σp,qIχ(M) −
√
p2 + 4qv oldu§undan v =

1√
p2 + 4q

(σp,qIχ(M) − J) dir.

V (M) = {X ∈ χ(M) : v(X) = X}. O halde

v(X) =
1√

p2 + 4q
(σp,qIχ(M)(X)− J(X)) ⇒ X =

1√
p2 + 4q

(σp,q(X)− J(X))

⇒ J(X) = (p− σp,q)X

dir. Sonuç olarak V (M) = imv = {X ∈ χ(M) : J(X) = (p− σp,q)X} dir.

3.4. Metalik Yap�lar�n �ntegrallenebilirli§i ve Paralelli§i

∀X, Y ∈ χ (M) için, J metallik yap�s�n�n Nijenhuis tensörü,

NJ (X, Y ) = J2 [X, Y ] + [J (X) , J (Y )]− J [J (X) , Y ]− J [X, J (Y )]

dir.

M bir manifold ve R, S de M üzerinde complementary da§�l�mlar olsun. Bu durumda

TM = R⊕ S e³itli§i vard�r. R ve S da§�l�mlar�na kar³�l�k gelen r ve s projeksiyonlar�,

r + s = ITM , r2 = r, s2 = s, rs = sr = 0 (3.31)
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e³itliklerini sa§lar. r − s = P olmak üzere,


r + s = ITM

r − s = P

e³itliklerinden


r =

1

2
(ITM + P )

s =
1

2
(ITM − P )

(3.32)

bulunur. E³. 3.3 ifadesi, E³. 3.32 ifadesinde yerine yaz�l�rsa,

r =
1

2σp,q − p
J − p− σp,q

2σp,q − p
I, s = − 1

2σp,q − p
J +

σp,q
2σp,q − p

I (3.33)

elde edilir [21].

3.20 Teorem

i) E§er NJ = 0 ise J metalik yap�s� integrallenebilirdir.

ii) ∀X, Y ∈ χ (M) için, s[rX, rY ] = 0 ise R da§�l�m� M manifoldu üzerinde integ-

rallenebilirdir. Benzer ³ekilde, r[sX, sY ] = 0 ise S da§�l�m� M manifoldu üzerinde

integrallenebilirdir [36].

3.21 Önerme

J metalik yap�s�n�n integrallenebilir olabilmesi için gerek ve yeter ³art P hemen hemen

çarp�m yap�s�n�n integrallenebilir olmas�d�r.

�spat

E³. 3.27 ifadesinden NP (X, Y ) =
4

(2σp,q − p)2NJ (X, Y ) dir. Buradan ispat aç�kt�r.
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E³. 3.1 ve E³. 3.33 ifadelerinden

Jr = rJ =
1

2σp,q − p
J2 − p− σp,q

2σp,q − p
J

=
p

2σp,q − p
J +

q

2σp,q − p
I − p− σp,q

2σp,q − p
J

=
σp,q

2σp,q − p
J +

q

2σp,q − p
I

= σp,qr (3.34)

bulunur [21]. Benzer ³ekilde,

Js = sJ = − 1

2σp,q − p
J2 +

σp,q
2σp,q − p

J

= − p

2σp,q − p
J − q

2σp,q − p
I +

σp,q
2σp,q − p

J

= −(p− σp,q)
2σp,q − p

J − q

2σp,q − p
I

= (p− σp,q) s (3.35)

bulunur [21].

E³. 3.26, E³. 3.34 ve E³. 3.35 ifadeleri yard�m�yla

NJ (rX, rY ) = J2 [rX, rY ] + [JrX, JrY ]− J [JrX, rY ]− J [rX, JrY ]

= J2 [rX, rY ] + [σp,qrX, σp,qrY ]

−J [σp,qrX, rY ]− J [rX, σp,qrY ]

= J2 [rX, rY ] + σ2
p,q [rX, rY ]

−σp,qJ [rX, rY ]− σp,qJ [rX, rY ]

= pJ [rX, rY ] + q [rX, rY ] + pσp,q [rX, rY ]

+q [rX, rY ]− 2σp,qJ [rX, rY ]
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= (p− 2σp,q) J [rX, rY ] + (2q + pσp,q) [rX, rY ]

bulunur. Buradan

1

(2σp,q − p)2 sNJ (rX, rY ) =
(p− 2σp,q)

(2σp,q − p)2 sJ [rX, rY ] +
(2q + pσp,q)

(2σp,q − p)2 s [rX, rY ]

=
(p− 2σp,q)

(2σp,q − p)2 (p− σp,q)s [rX, rY ] +
(2q + pσp,q)

(2σp,q − p)2 s [rX, rY ]

=
p2 − pσp,q − 2pσp,q + 2σ2

p,q + 2q + pσp,q

(2σp,q − p)2 s [rX, rY ]

= s [rX, rY ]

elde edilir.

Benzer bir ispatla,

1

(2σp,q − p)2 rNJ (sX, sY ) = r [sX, sY ]

bulunur. Yani,


s [rX, rY ] =

1

(2σp,q − p)2 sNJ (rX, rY )

r [sX, sY ] =
1

(2σp,q − p)2 rNJ (sX, sY )

(3.36)

dir.

3.22 Önerme

i) R da§�l�m� integrallenebilirdir⇔ sNJ (rX, rY ) = 0.

ii) S da§�l�m� integrallenebilirdir⇔ rNJ (sX, sY ) = 0.

iii) J integrallenebilir ise hem R hem de S integrallenebilirdir.
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�spat

Teorem 3.20 den ve E³. 3.36 ifadesinden ispat aç�kt�r.

3.23 Önerme

r ve s projeksiyonlar�M manifoldu üzerindeki her ∇ lineer konneksiyonu için Schouten

ve Vranceanu konneksiyonlar�na göre paraleldir. Ayr�ca J metalik yap�s� da Schouten

ve Vranceanu konneksiyonlar�na göre paraleldir.

�spat

∀X, Y ∈ χ (M) için, r ve s projeksiyonlar�n�n Schouten ve Vranceanu konneksiyonlar�na

göre paralelli§ini gösterelim. Tan�m 2.58 ve E³. 3.31 ifadesinden,

(
Sc

∇Xr

)
Y =

Sc

∇XrY − r
(
Sc

∇XY

)
= r (∇Xr

2Y ) + s(∇Xs(rY ))− r [r(∇XrY ) + s(∇XsY )]

= r(∇XrY )− r2 (∇XrY )

= r(∇XrY )− r(∇XrY )

= 0

ve

(
V

∇Xr

)
Y =

V

∇XrY − r
(
V

∇XY

)
= r(∇rXr (rY )) + s(∇sXs(rY )) + r[sX, r (rY )] + s[rX, s (rY )]

−r (r(∇rXrY ) + s(∇sXsY ) + r[sX, rY ] + s[rX, sY ])

= r(∇rXrY ) + r[sX, r (rY )]− r(∇rXrY )− r[sX, rY ]

= 0
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bulunur. Böylece r projeksiyonu Schouten ve Vranceanu konneksiyonlar�na göre para-

leldir.

Benzer ³ekilde s projeksiyonun bu konneksiyonlara göre paralelli§i gösterilebilir.

�imdi J metalik yap�s�n�n Schouten ve Vranceanu konneksiyonlar�na göre paralelli§ini

gösterelim. Tan�m 2.58, E³. 3.34 ve E³. 3.35 ifadelerinden,

(
Sc

∇XJ

)
Y =

Sc

∇XJY − J
(
Sc

∇XY

)
= r (∇Xr (JY )) + s(∇Xs (JY ))− J [r(∇XrY ) + s(∇XsY )]

= r (∇Xσp,q (rY )) + s(∇X (p− σp,q) sY )

−σp,qr(∇XrY )− (p− σp,q) s(∇XsY )

= σp,qr (∇X (rY )) + (p− σp,q) s(∇XsY )

−σp,qr(∇XrY )− (p− σp,q) s(∇XsY )

= 0

bulunur. Benzer ³ekilde,

(
V

∇XJ

)
Y =

V

∇XJY − J
(
V

∇XY

)
= r(∇rXr (JY )) + s(∇sXs (JY )) + r[sX, r (JY )] + s [rX, s (JY )]

−Jr(∇rXrY )− Js(∇sXsY )− Jr[sX, rY ]− Jr[rX, sY ]

= r (∇rXσp,q (rY )) + s(∇sX (p− σp,q) sY )

+r[sX, σp,q (rY )] + s [rX, (p− σp,q) sY ]

−σp,qr (∇rX (rY ))− (p− σp,q) s(∇sXsY )− σp,qr[sX, rY ]

− (p− σp,q) s[rX, sY ]− σp,qr[sX, rY ]− (p− σp,q) s[rX, sY ]
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= σp,qr (∇rX (rY )) + (p− σp,q) s(∇sXsY )

+σp,qr[sX, rY ] + (p− σp,q) s[rX, sY ]

−σp,qr (∇rX (rY ))− (p− σp,q) s(∇sXsY )

−σp,qr[sX, rY ]− (p− σp,q) s[rX, sY ]

= 0

bulunur.

3.24 Önerme

Tan�m 2.53 den R ve S da§�l�mlar� M manifoldu üzerindeki her ∇ lineer konneksiyonu

için Schouten ve Vranceanu konneksiyonlar�na göre paraleldir.

�spat

X ∈ χ (M) ve Y ∈ R olsun. Y ∈ R⇒ s (Y ) = 0 ve r (Y ) = Y dir. Böylece,

Sc

∇XY = r(∇XrY ) + s (∇XsY )

= r(∇XY ) ∈ R

ve

V

∇XY = r(∇rXrY ) + s(∇sXsY ) + r[sX, rY ] + s[rX, sY ]

= (r (∇rXY ) + r[sX, Y ]) ∈ R

bulunur.

Benzer ³ekilde S da§�l�m� için de paralellik gösterilebilir.
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3.25 Önerme

R ve S da§�l�mlar�n�n ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel olmas� için gerek ve yeter

³art ∇ =
Sc

∇ olmas�d�r.

�spat

X, Y ∈ χ(M) olmak üzere, R ve S da§�l�mlar� ∇ lineer konneksiyonuna göre paralel

ise ∇X(rY ) ∈ R ve ∇X(sY ) ∈ S dir. Buradan,

s∇X(rY ) = 0 ve r∇X(sY ) = 0

bulunur. r + s = I oldu§undan

∇X(rY ) = r∇X(rY ) ve ∇X(sY ) = s∇X(sY )

yaz�labilir. Tan�m 2.58 den,

∇XY = r∇X(rY ) + s∇X(sY ) =
Sc

∇XY

elde edilir. Böylece ∇ =
Sc

∇ dir. Tersinin ispat� aç�kt�r.

3.26 Önerme

X ∈ R, Y ∈ χ (M) olmak üzere, [rX, sY ] ∈ R ise, R da§�l�m� Vranceanu konneksiyo-

nuna göre yar� paraleldir.

�spat

E³. 2.1 ifadesi yard�m�yla
V

∇ için, X ∈ R, Y ∈ χ (M) olmak üzere

s(∆J)(X, Y ) = sJ
V

∇XY − sJ
V

∇YX − s
V

∇JXY + s
V

∇Y (JX)
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yaz�labilir. Tan�m 2.58, E³. 3.34 ve E³. 3.35 ifadelerinden

s(∆J)(X, Y ) = (p− 2σp,q) s [rX, sY ] = 0

elde edilir. O halde (∆J)(X, Y ) ∈ R dir. Böylece R da§�l�m� Vranceanu konneksiyonuna

göre yar� paraleldir.

Benzer ³ekilde S da§�l�m� için a³a§�daki önermeyi verebiliriz.

3.27 Önerme

X ∈ S, Y ∈ χ (M) olmak üzere, [sX, rY ] ∈ S ise, S da§�l�m� Vranceanu konneksiyonuna

göre yar� paraleldir.

3.28 Önerme

R ve S da§�l�mlar� Vranceanu konneksiyonuna göre ters yar� paraleldir.

�spat

E³. 2.1 ifadesi göz önüne al�n�rsa
V

∇ için, X ∈ R, Y ∈ χ (M) olmak üzere

r(∆J)(X, Y ) = rJ
V

∇XY − rJ
V

∇YX − r
V

∇JXY + r
V

∇Y (JX)

yaz�labilir. Tan�m 2.58, E³. 3.34 ve E³. 3.35 ifadeleri kullan�larak

r(∆J)(X, Y ) = (2σp,q − p) r [sX, rY ]

elde edilir. sX = 0 oldu§undan r(∆J)(X, Y ) = 0 bulunur. Yani (∆J)(X, Y ) ∈ S dir.

Böylece R da§�l�m� Vranceanu konneksiyonuna göre ters yar� paraleldir. Benzer ³ekilde

S da§�l�m�n�n Vranceanu konneksiyonuna göre ters yar� paralel oldu§u gösterilebilir.
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3.5. Metalik Riemann Metrikleri

3.29 Tan�m

P, M manifoldu üzerinde hemen hemen çarp�m yap� olsun. ∀X, Y ∈ χ(M) için

g(P (X), P (Y )) = g(X, Y )

veya buna denk olarak (P , bir g−simetrik endomor�zm)

g(P (X), Y ) = g(X,P (Y )) (3.37)

olacak ³ekilde M manifoldu üzerinde bir g Riemann metri§i varsa (g, P ) ikilisine Ri-

emann hemen hemen çarp�m yap� denir [4, 36].

E³. 3.37 ifadesi ile verilen e³itli§i sa§layan g Riemann metri§ine P−uyumlu da denir.

3.30 Önerme

P hemen hemen çarp�m yap�n�n bir g− simetrik endomor�zm olmas� için gerek ve yeter

³art J metalik yap�n�n da bir g− simetrik endomor�zm olmas�d�r.

�spat

g (P (X) , Y ) = g (X,P (Y )) olsun. E³. 3.3 ifadesinden,

g (J (X) , Y ) = g (X, J (Y ))

elde edilir.

Tersine, g (J (X) , Y ) = g (X, J (Y )) olsun. E³. 3.2 ifadesinden,

g (P (X) , Y ) = g (X,P (Y ))
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bulunur.

3.31 Tan�m

M manifoldu üzerinde bir g Riemann metri§i, ∀X, Y ∈ χ (M) için

g (J (X) , Y ) = g (X, J (Y ))

e³itli§ini sa§l�yorsa (g, J) ikilisine metalik Riemann yap� ve (M, g, J) üçlüsüne de me-

talik Riemann manifold denir [21].

Not

Tan�m 3.31 da (p, q) ikilisi (1, 1), (2, 1) ve (3, 1) al�n�rsaM Riemann manifoldu üzerinde

s�ras�yla alt�n Riemann yap�, gümü³ Riemann yap� ve bronz Riemann yap� elde edilir

[4, 29�31].

3.32 Önerme

Metalik Riemann manifoldu üzerinde

i) r, s projeksiyonlar� g−simetriktir. Yani,


g(r(X), Y ) = g(X, r(Y ))

g(s(X), Y ) = g(X, s(Y ))

dir.

ii) R ve S da§�l�mlar� g−ortogonaldir. Yani,

g(r(X), s(Y )) = 0

dir.
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iii) Metalik yap�, NJ−simetriktir. Yani,

NJ(J(X), Y ) = NJ(X, J(Y ))

dir.

�spat

i) r =
1

2σp,q − p
J − p− σp,q

2σp,q − p
I ve g (J (X) , Y ) = g (X, J (Y )) oldu§unu biliyoruz. O

halde

g

((
1

2σp,q − p
J − p− σp,q

2σp,q − p
I

)
X, Y

)
=

1

2σp,q − p
g (J (X) , Y )− p− σp,q

2σp,q − p
g (X, Y )

=
1

2σp,q − p
g (X, J (Y ))− p− σp,q

2σp,q − p
g (X, Y )

= g

(
X,

(
1

2σp,q − p
J − p− σp,q

2σp,q − p
I

)
Y

)
= g (X, r (Y ))

elde edilir. Benzer ³ekilde g (s (X) , Y ) = g (X, s (Y )) oldu§u kolayca görülür.

ii) E³. 3.1, E³. 3.33 ifadeleri ve Tan�m 3.31 dan

g(r (X) , s (Y )) = g

((
1

2σp,q − p
J − p− σp,q

2σp,q − p
I

)
X,

(
− 1

2σp,q − p
J +

σp,q
2σp,q − p

I

)
Y

)

= − 1

(2σp,q − p)2 g (J (X) , J (Y ))− (p− σp,q)σp,q
(2σp,q − p)2 g(X, Y )

+
p− σp,q

(2σp,q − p)2 g (X, J (Y )) +
σp,q

(2σp,q − p)2 g (J (X) , Y )

= − 1

(2σp,q − p)2 g (J2 (X) , Y )−
pσp,q − σ2

p,q

(2σp,q − p)2 g(X, Y )

+
p− σp,q

(2σp,q − p)2 g (X, J (Y )) +
σp,q

(2σp,q − p)2 g (J (X) , Y )



74

= − 1

(2σp,q − p)2 g ((pJ + q)X, Y ) +
q

(2σp,q − p)2 g(X, Y )

+
p

(2σp,q − p)2 g (X, J (Y ))

= − p

(2σp,q − p)2 g (J (X) , Y )− q

(2σp,q − p)2 g (X, Y )

+
q

(2σp,q − p)2 g(X, Y ) +
p

(2σp,q − p)2 g (X, J (Y ))

= 0

bulunur.

iii) J metalik yap�s�n�n Nijenhuis tensörü

NJ (X, Y ) = J2 [X, Y ] + [J(X), J(Y )]− J [J(X), Y ]− J [X, J(Y )]

dir. O halde

NJ (J (X) , Y ) = J2([J(X), Y ]) + [J2(X), J(Y )]− J([J2(X), Y ])− J([J(X), J(Y )])

= (pJ + qI)([J(X), Y ]) + p [J(X), J (Y )] + q[X, J(Y )]

−pJ([J(X), Y ])− qJ [X, Y ]− J([J(X), J(Y )])

ve

NJ (X, J (Y )) = J2([X), J (Y )]) + [J(X), J2(Y )]− J([J(X), J (Y )])− J([X, J2(Y )])

= (pJ + qI)[X, J(Y )] + p [J(X), J(Y )] + q [J(X), Y ]

−J [J(X), J(Y )]− pJ [X, J(Y )]− qJ [X, Y ]

dir. Dolay�s�yla

NJ(J(X), Y ) = NJ(X, J(Y ))

elde edilir.
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3.33 Önerme

M bir lokal çarp�m metalik Riemann manifold olsun. Bu manifold üzerindeki J metalik

yap�s� integrallenebilirdir.

�spat

∇, M metalik Riemann manifoldu üzerinde Levi-Civita konneksiyonu olsun. Önerme-

den 3.33 den

NJ (X, Y ) = (∇JXJ) (Y )− (∇JY J) (X)− J (∇XJ) (Y ) + J (∇Y J) (X)

elde edilir. Ayr�ca M metalik Riemann manifoldu lokal çarp�m oldu§undan, Önerme

2.56 den

∇J = 0

elde edilir. Bu e³itlikler dikkate al�n�rsa NJ = 0 bulunur. O halde, M üzerindeki J

metalik yap�s� integrallenebilirdir.

3.34 Teorem

∼
∇ herhangi bir lineer konneksiyon ve Q, (1, 2) tipinden tensör alan� olmak üzere OPQ,

OPQ (X, Y ) =
1

2
[Q (X, Y ) + PQ(X,PY )] (3.38)

³eklinde tan�ml� hemen hemen çarp�m yap�ya kar³�l�k gelen bir Obata operatörü olsun.

∇J = 0 olacak ³ekildeki ∇ lineer konneksiyonlar�n cümlesi a³a§�daki gibidir.

∇XY =
1

p2 + 4q

[
(p2 + 2q)

v
∇XY + 2J

( v
∇XJY

)
− pJ

( v
∇XY

)
− p

( v
∇XJY

)]
+OPQ (X, Y ) . (3.39)



76

�spat

∇XY =
1

2

[ v
∇XY + P

( v
∇XPY

)]
oldu§undan, E³. 3.3 ifadesinden faydalan�rsak,

∇XY =
1

2

[
v
∇XY +

1√
p2 + 4q

(2J − pI)
( v
∇XPY

)]

=
1

2

[
v
∇XY +

1√
p2 + 4q

2J

(
v
∇X

(
1√

p2 + 4q
(2J − pI)

)
Y

)

− p√
p2 + 4q

I

(
v
∇X

(
1√

p2 + 4q
(2J − pI)

)
Y

)]

=
1

2

[
v
∇XY +

4J

p2 + 4q

( v
∇XJY

)
− 2pJ

p2 + 4q
I
( v
∇XY

)
− 2p

p2 + 4q
I
( v
∇XJY

)
+

p2I2

p2 + 4q

( v
∇XY

)]

=
1

2

[(
2p2 + 4q

p2 + 4q

)
v
∇XY +

4J

p2 + 4q

( v
∇XJY

)
− 2pJ

p2 + 4q
I
( v
∇XY

)
− 2p

p2 + 4q
I
( v
∇XJY

)]

=
1

p2 + 4q

[
(p2 + 2q)

v
∇XY + 2J

( v
∇XJY

)
− pJ

( v
∇XY

)
− p

( v
∇XJY

)]

dir.

�imdi

∇XY =
1

p2 + 4q

[
(p2 + 2q)

v
∇XY + 2J

( v
∇XJY

)
− pJ

( v
∇XY

)
− p

( v
∇XJY

)]
+OPQ (X, Y )

e³itli§i yard�m� ile ∇J = 0 oldu§unu gösterelim. Buna göre Tan�m 2.59 den

(∇XJ)Y = ∇XJY︸ ︷︷ ︸
I

− J (∇XY )︸ ︷︷ ︸
II

= 0

olmal�d�r.
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I ifadesi aç�l�rsa, E³. 3.39 ifadesinden

∇XJY =
1

p2 + 4q

[
(p2 + 2q)

v
∇XJY + 2J

( v
∇XJ

2Y
)
− pJ

( v
∇XJY

)
− p

( v
∇XJ

2Y
)]

+OPQ (X, JY )

olur. J2 = pJ + qI oldu§undan,

∇XJY =
1

p2 + 4q

[
p2
( v
∇XJY

)
+ 2q

( v
∇XJY

)
+ 2pJ

( v
∇XJY

)
+ 2qJ

( v
∇XY

)
−pJ

( v
∇XJY

)
− p2

( v
∇XJY

)
− pq

( v
∇XY

)]
+OPQ (X, JY )

=
1

p2 + 4q

[
2q
( v
∇XJY

)
+ pJ

( v
∇XJY

)
+ 2qJ

( v
∇XY

)
− pq

( v
∇XY

)]
+OPQ (X, JY )

bulunur.

II ifadesini açarsak, E³. 3.39 ifadesinden

J (∇XY ) =
1

p2 + 4q

[
(p2 + 2q) J

( v
∇XY

)
+ 2J2

( v
∇XJY

)
−pJ2

( v
∇XY

)
− pJ

( v
∇XJY

)]
+ J (OPQ (X, Y ))

bulunur. J2 = pJ + qI oldu§undan,

J (∇XY ) =
1

p2 + 4q

[
p2J

( v
∇XY

)
+ 2qJ

( v
∇XY

)
+ 2pJ

( v
∇XJY

)
+ 2q

( v
∇XJY

)
−p2J

( v
∇XY

)
− pq

( v
∇XY

)
− pJ

( v
∇XJY

)]
+ J (OPQ (X, Y ))

=
1

p2 + 4q

[
2qJ

( v
∇XY

)
+ pJ

( v
∇XJY

)
+ 2q

( v
∇XJY

)
− pq

( v
∇XY

)]
+J (OPQ (X, Y ))

OPQ (X, JY ) ifadesinin J (OPQ (X, Y )) ifadesine e³it oldu§unu gösterelim. E³. 3.38

ifadesinden
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OPQ (X, JY ) =
1

2
[Q (X, JY ) + PQ(X,PJY )]

dir.

PJ =
1

2

(
pPI +

√
p2 + 4q

)
oldu§undan,

OPQ (X, JY ) =
1

2

[
Q (X, JY ) + PQ(X, p

P

2
Y +

√
p2 + 4q

2
Y )

]

=
1

2

[
Q (X, JY ) +

p

2
PQ(X,PY ) +

√
p2 + 4q

2
PQ(X, Y )

]

bulunur.

E³. 3.2 ifadesinden

OPQ (X, JY ) =
1

2

[
Q (X, JY ) +

p

2
PQ(X,PY ) +

√
p2 + 4q

2
PQ(X, Y )

]

=
1

2

[
Q

(
X,

p

2
Y +

√
p2 + 4q

2
PY

)

+
p

2
PQ(X,PY ) +

√
p2 + 4q

2
PQ(X, Y )

]

=
1

2

[
p

2
Q(X, Y ) +

√
p2 + 4q

2
Q(X,PY )

+
p

2
PQ(X,PY ) +

√
p2 + 4q

2
PQ(X, Y )

]

=
1

2

[
1

2

(
p+

√
p2 + 4qP

)
Q(X, Y )

+
1

2

(√
p2 + 4q + pP

)
Q(X,PY )

]

=
1

2
[JQ(X, Y ) + PJQ(X,PY )]

dir.
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J (OPQ (X, Y )) E³. 3.38 ifadesinden

J (OPQ (X, Y )) =
1

2
[JQ(X, Y ) + PJQ(X,PY )]

olup OPQ (X, JY ) = J (OPQ (X, Y )) dir.

Sonuç olarak,

(∇XJ)Y = ∇XJY − J (∇XY ) = 0

bulunur. Böylece ∇J = 0 d�r.

Son olarak elde etti§imiz metalik yap�n�n reel düzlemde bir örne§ini verelim:

Örnek

R2 de projeksiyon operatörleri olan r ve s yi a³a§�daki gibi seçelim.

r =
x2

x2 + y2

∂

∂x
⊗ dx+

xy

x2 + y2

∂

∂x
⊗ dy +

xy

x2 + y2

∂

∂y
⊗ dx+

y2

x2 + y2

∂

∂y
⊗ dy,

s =
y2

x2 + y2

∂

∂x
⊗ dx− xy

x2 + y2

∂

∂x
⊗ dy − xy

x2 + y2

∂

∂y
⊗ dx+

x2

x2 + y2

∂

∂y
⊗ dy.

Bu operatörlere kar³�l�k gelen da§�l�mlar ise

R = Sp

{
x
∂

∂x
+ y

∂

∂y

}
,

S = Sp

{
y
∂

∂x
− x ∂

∂y

}

dir.

Gerçekten R+S = TR2 ve R∩S = ∅ dir. r ve s projeksiyon tensörleri r2 = r, s2 = s,

sr = rs = 0 ve r + s = I ³artlar�n� sa§lar.

E³. 3.33 ifadesinden R ve S da§�l�mlar� metalik yap� ile ili³kilendirilebilir.
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J

(
∂

∂x

)
=
σp,qx

2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2

∂

∂x
+

(2σp,q − p)xy
x2 + y2

∂

∂y
,

J

(
∂

∂y

)
=

(2σp,q − p)xy
x2 + y2

∂

∂x
+

(p− σp,q)x2 + σp,qy
2

x2 + y2

∂

∂y
.

NJ

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
+

[
J

(
∂

∂x

)
, J

(
∂

∂y

)]

−J
[
J

(
∂

∂x

)
,
∂

∂y

]
− J

[
∂

∂x
, J

(
∂

∂y

)]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
+

[
σp,qx

2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2

∂

∂x
+

(2σp,q − p)xy
x2 + y2

∂

∂y
,

(2σp,q − p)xy
x2 + y2

∂

∂x
+

(p− σp,q)x2 + σp,qy
2

x2 + y2

∂

∂y

]

−J
[
σp,qx

2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2

∂

∂x
+

(2σp,q − p)xy
x2 + y2

∂

∂y
,
∂

∂y

]

−J
[
∂

∂x
,
(2σp,q − p)xy

x2 + y2

∂

∂x
+

(p− σp,q)x2 + σp,qy
2

x2 + y2

∂

∂y

]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

+
σp,qx

2 + (p− σp,q)y2

(x2 + y2)2

[
∂

∂x
, (2σp,q − p)xy

∂

∂x
+ (p− σp,q)x2 + σp,qy

2 ∂

∂y

]

+
(2σp,q − p)xy

(x2 + y2)2

[
∂

∂y
, (2σp,q − p)xy

∂

∂x
+ (p− σp,q)x2 + σp,qy

2 ∂

∂y

]

−σp,qx
2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− (2σp,q − p)xy

x2 + y2
J

[
∂

∂y
,
∂

∂y

]

−(2σp,q − p)xy
x2 + y2

J

[
∂

∂x
,
∂

∂x

]
− (p− σp,q)x2 + σp,qy

2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
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= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
+

(σp,qx
2 + (p− σp,q)y2) (2σp,q − p)xy

(x2 + y2)2

[
∂

∂x
,
∂

∂x

]

+
(σp,qx

2 + (p− σp,q)y2) ((p− σp,q)x2 + σp,qy
2)

(x2 + y2)2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

+
(2σp,q − p)2 x2y2

(x2 + y2)2

[
∂

∂y
,
∂

∂x

]

+
(2σp,q − p)xy ((p− σp,q)x2 + σp,qy

2)

(x2 + y2)2

[
∂

∂y
,
∂

∂y

]

−σp,qx
2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− (2σp,q − p)xy

x2 + y2
J

[
∂

∂y
,
∂

∂y

]

−(2σp,q − p)xy
x2 + y2

J

[
∂

∂x
,
∂

∂x

]
− (p− σp,q)x2 + σp,qy

2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
+

(σp,qx
2 + (p− σp,q)y2) ((p− σp,q)x2 + σp,qy

2)

(x2 + y2)2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

−(2σp,q − p)2 x2y2

(x2 + y2)2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− (p− σp,q)x2 + σp,qy

2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

−σp,qx
2 + (p− σp,q)y2

x2 + y2
J

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− pJ

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
+

(
σp,q(p− σp,q) (x4 + y4)

(x2 + y2)2

+
x2y2

(
σ2
p,q + (p− σp,q)2 −

(
4σ2

p,q − 4σp,q + p2
))

(x2 + y2)2

)[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− pJ

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− qI

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]

= J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
− J2

[
∂

∂x
,
∂

∂y

]
= 0.

NJ

(
∂

∂x
,
∂

∂y

)
= 0 oldu§undan elde edilen reel düzlemdeki metalik yap� integrallenebi-

lirdir.
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4.SONUÇ VE ÖNER�LER

Bu çal�³ma dört bölümden olu³maktad�r. Birinci bölümünde, Fibonacci dizisi ve Genel-

le³tirilmi³ Fibonacci dizisinin (veya Horadam dizisinin) tan�mlar� verilerek bu dizilerin

alt�n oran ve metalik oran ile olan ili³kisi belirtilmi³tir. Metalik oranda, p ve q nun

pozitif tamsay� de§erleri için metalik oran ailesinin elemanlar�ndan olan alt�n oran, gü-

mü³ oran, bronz oran ve nikel oran tan�mlar� verilmi³tir. Çal�³man�n ikinci bölümünde,

üçüncü bölümde kullan�lacak baz� temel kavramlar ve tan�mlar verilmi³tir. Özgün olan

üçüncü bölümde ise [4] deki yol izlenerek, diferensiyellenebilir bir manifold üzerinde

Q(J) = J2 − pJ − qI polinomial yap�s�na sahip (1, 1) tipinden bir J tensör alan� yar-

d�m� ile [21] çal�³mas�nda elde edilen metalik yap�n�n tan�m� verilip, sonras�nda hemen

hemen çarp�m yap� ile bu yap� aras�ndaki geçi³ kullan�larak bir diferensiyellenebilir

manifold üzerinde metalik yap�n�n geometrisi incelenmi³tir.

Sonuç olarak bir diferensiyellenebilir manifold üzerinde metalik yap� için elde edilen

tan�m, teorem, önerme ve sonuçlar, p ve q pozitif tamsay�lar�n�n farkl� de§erleri al�narak

metalik ailenin di§er elemanlar� içinde kullan�labilir.
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