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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu calismada kullanilmis simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler

detA
iz(A)
p(4)
¢

Je

Fy

©))
M, (Z)
|

(x xi)
Kisaltmalar

GCD

Aciklamalar

A matrisinin determinanti

A matrisinin izi

A matrisinin spektral yarigapi

Euler’in fi fonksiyonu

Euler fonksiyonunun Jordan genellemesi

n. Fibonacci sayisi

GCD matrisi

Tamsay1 elemanli n —kare matrislerin kiimesi
Ozdeslik fonksiyonu

x; Ve x; nin en biiyiik ortak boleni

Aciklamalar

En biiytik ortak bdlen









1. GIRIS

S = {x1, %3, ..., X} farkl1 pozitif tamsayilardan olusan bir kiime olsun. x; ve x; sayilarinin
en biiylik ortak boleni (xl-, x]-) ile gosterilsin ve € bir pozitif reel say1 olsun. n X n tipinden
) = ((xi,xj)) ve (8)€ = ((x;, xj)E) matrisleri sirasiyla S tizerinde GCD matris ve GCD
kuvvet matrisi olarak adlandirilir. 1876 yilinda Smith [23], S ¢arpan kapali ise det(S) =
[Th=1 @ (xx) esitliginin saglandigini ispatladi. Smith’in ¢aligmasindan sonra GCD, LCM

matrisleri ve bunlarin ¢esitli genellemelerinin determinantlari, tersleri, 6zdegerleri ve

matris normlari ile ilgili bir ¢ok sonug yaymlanmistir [3, 6-9, 17].

GCD matrisleri ile ilgili ilging ve aktif ¢alisma konularindan biri de bu matrislerin
ozdegerleridir. Bu konudaki ilk sonuglar Wintner [25] ile Lindqgvist ve Seip [18] tarafindan
yayinlandi. Bu sonuglar, fonksiyonel analizdeki Riesz bazlar1 {izerine baz1 teoremlerden
elde edildiginden Hong ve Loewy’nin makalesi [12] konumuzun ilk ¢aligmasi olarak kabul
edilebilir. Makalede Hong ve Loewy sayilar teorisinin bazi araglarini kullanarak GCD
kuvvet matrislerinin 6zdegerlerinin asimptotik davraniglarini aragtirdr. {x;};2,, pozitif

tamsayilarin kesin artan sonsuz dizisi olsun. S = {x4, x5, ..., x,} kiimesi {izerinde tanimli
()¢ GCD kuvvet matrisinin 6zdegerleri AS) << /1;”) olsun. {x;}{2, dizisinin

elemanlari her i # j i¢in (x;,x;) = x ve 2?11% = oo sartlarin1 saglasin. Bu durumda Hong
14

ve Loewy 0 < e <1 olmak iizere lim,_,q AS) = x; — x¢ oldugunu ispatladilar. Sonra

a>0,b>1 ve e>0 tamsayilar1 verildiginde olusan {x; .., = a +ib};2, aritmetik

dizisi i¢in 0 < e <1 ise lim,_,q Aﬁ? = 0 oldugunu gosterdiler. Bu sonuglarin yaninda,
ayn1 makalede Hong ve Loewy GCD kuvvet matrislerinin en kii¢iikk 6zdegerlerinin bir alt
sinirint elde etmek igin bir ¢, sabiti tanimladilar. K,,, n X n tipinden kosegen elemanlar1 1

olan biitiin (0,1) alt iggen matrislerin kiimesi, L, = {YYT:Y € K,} ve

Cp = minZeLn{u,(ll)(Z): /,L,(ll) (Z), Z nin en kiigiik 6zdegeri}

olsun. AS)((S)E), (5)¢ GCD kuvvet matrisinin en kiigik ozdegeri ve J., Euler

fonksiyonunun Jordan genellemesi olmak iizere /153)((5)6) > Cp. 1rn.in {Je(x))} oldugunu
<isn



ispatladilar [12]. Hong ve Loewy’nin makalesinden sonra literatiirde konu ile ilgili bir ¢ok

sonug yayinlanmigir [1, 4, 5, 10-11, 13, 15, 19-22].

Bu calismalardan biri Ilmonen, Haukkanen ve Merikoski’nin 2008 yilinda yayinladigi
makaledir [12]. Bu makalede Ilmonen, Haukkanen ve Merikoski ¢, sayisinin ne
olabilecegine iliskin n <7 i¢in MATLAB yardimiyla hesaplamalar yaptilar. Bu
hesaplamalar sonucunda c, sayisinin 6zel bir matrisin en kiigiik 6zdegeri oldugunu

kesfederek asagidaki konjektiirii ortaya attilar.

Konjektiir:
0, i <j
1, i=j
I LoV S A
— > j

olmak iizere Y, = (bij) € M,,(R) matrisi tanimlansin. O zaman c,, Y,Yy matrisinin en

kiiciik 6zdegeridir [12].

Bugiine kadar ne konjektiirii ¢iiriitecek bir karsi 6rnek sunulabilmis ne de konjektiiriin
dogrulugu ispat edilebilmistir. Hatta n nin 7 den biiyiik degerleri i¢in bilgisayar yardimiyla
bile herhangi bir aragtirma yapilmamistir. Yalnizca Mattila bu yil basilan makalesinde
konjektiiriin dogru oldugunu varsayarak c,, sayisi i¢in iki alt sinir sunmus ancak buldugu
sinirlarin  iyi  olmadigint itiraf etmistir [19]. Aymi makalede Mattila konjektiiriin
dogrulugunun ispatinin ya da ¢iiriitilmesinin halen bir agik problem olarak durdugunu ve

ispatin zor goriindiigiinii vurgulamistir.

Bu tezin amaci, n nin daha biiyiik degerleri i¢in konjektiiriin dogrulugunu bilgisayar
yardimiyla kontrol etmek ve konjektiiriin dogruluguna iliskin ikna edici verilerin artmasi
durumunda konjektiiriin ispatin1 aramaktir. Bu nedenle ikinci boliimde n = 2,3, ...,8 igin
konjektiiriin dogrulugu oncelikle bir MATLAB programi yardimiyla kontrol edilmistir.
Sonra programin ¢alisma siiresinin uzun olmasi nedeniyle MATLAB den vazgegilerek C
programinda bir kod yazilmistir. Bu kodda Newton o6zdeslikleri kullanilarak en kiigiik

0zdegerini hesaplamak istedigimiz matrislerin 6nce karakteristik polinomlari bulunmus



sonra Newton metodunu kullanarak en kiiglik 6zdeger yaklasik olarak hesaplanmistir.
Dolayisiyla en kiigiik 6zdegerin bulunmasi, yeni C kodu yardimiyla biiyiikk Olciide
hizlandirilmigtir. Bu sayede n = 9 igin de Konjektiiriin dogrulugu kontrol edilmistir. Bu
hesaplamalar konjektiiriin dogruluguna iliskin inanci giiglendirmis ve bizi konjektiiriin

dogrulugunu ispatlama yoniinde motive etmistir.

Ucgiincii boliimde dncelikle her Y € K, icin [Y™1| < |YyY| oldugu ve ardindan her Z € L,
icin |27 < [(YoY$) ™| oldugu gdsterilmistir. Sonra negatif olmayan matrisler igin
spektral yarigap ile ilgili bir esitsizlik kullanilarak Ilmonen, Haukkanen ve Merikoski
tarafindan ortaya atilan konjektiiriin ispat1 yapilmistir. Ayrica yaptigimiz hesaplamalar
15181nda, son béliimde Z € L, matrislerinden en kiiciik 6zdegeri c,, olan matrisin Y,Y7 dan

baska bir matris olamayacagini iddia eden bir konjektiir ortaya atilmistir.
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2. KONJEKTURUN DOGRULUGUNUN n=8 ve 9 ICIN KONTROL
EDILMESI

Oncelikle iizerinde ¢alistigimiz Ilmonen-Haukkanen-Merikoski konjektiiriinii ifade edelim.
K,, n X n tipinden kosegen elemanlari 1 olan biitiin (0,1) alt iiggen matrislerin kiimesi,

L, ={YYT:Y € K,} ve

Cp = minZELn{y,(ll)(Z): ,ufll) (Z), Z nin en kiiciik 6zdegeri}

olsun.

2.1. Konjektiir

0, i <j
b — Lo i= (2.1)
A TS L |
>

olmak iizere Y, = (bij) € M,,(R) matrisi tanimlansin. O zaman c,, Y,Y7 matrisinin en

kiiciik 6zdegeridir [12].

n =7 ve n = 8 icin MATLAB yardimiyla yazdigimiz kod, iddianin dogrulugunu ortaya
koydu [EK-1]. Ancak MATLAB kodunun galismasi n = 7 igin 2 saat ve n = 8 i¢in 10 giin
siirdii. |Lg| = 228 = 268,435,456 ve |Lo| = 23® = 68,719,476,736 oldugundan n =9
icin dogrulugunu kontrol etmek aynt MATLAB kodu ile yaklasik 7 yil siirecekti. Bu
stireleri gordiikten sonra C programlama dilinde bagka bir kod daha yazdik [Ek-2]. Z € L,
matrisinin karakteristik polinomunu elde etmek igin Newton O6zdesliklerini [16], Z
matrisinin en kii¢iikk 6zdegerini bulurken de Newton yontemini [24] kullandik. Bu sayede
programin ¢alisma siiresi oldukca kisaldi. n = 8 i¢in 30 dakika ve n = 9 i¢in yaklagik 7
gilin siirdii. Sonug olarak n = 8 ve n = 9 i¢in iddianin dogru oldugunu gordiik [EK-2]. Bu

boliimde elde edilen sonuglarin bir kism1 AMAT2015 de sunulmustur [2].

Simdi kisaca Newton yontemini sunalim ve bu yontemin {izerinde calistigimiz matrisleri

karakteristik polinomun koklerini yaklasik olarak hesaplamak igin uygun oldugunu
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agiklayalim. f(x) = 0 denkleminin Newton yontemi ile ¢éziimii, tahmini bir x, degeri ile

baslanarak

f ()

Xk+1 — Xk —fok) k=012,..

seklinde tanimlanir [24]. Burada her k > 0 igin f'(x;) # 0 olmalidir. Diger yandan, L,
deki her bir Z matrisi pozitif tanimli oldugundan bu matrisin tim 6zdegerleri pozitif reel

sayilardir. Ayrica, 6zdegerinin ¢arpimi 1 dir. O halde, n = 2 i¢in Z nin en kiigiik 6zdegeri
(0,1) araligindadir. Ustelik Z nin en kiiciik 6zdegeri /Jtr(ll) (Z) olmak tizere Z nin

karakteristik polinomu bir fonksiyon olarak (—oo, u,(ll) (Z)] araliginda artan ve konkav ya
da azalan ve konvekstir. Biitiin bunlar, x, degerini 0 aldigimizda en kiiciik &zdegeri
yaklasik olarak hesaplamak i¢in Newton yonteminin ¢alisacagini garanti eder.

Simdi, yazdigimiz C kodunu hizlandirmak i¢in kullandigimiz ve konjektiiriin ispatinda da
kullanacagimiz Newton o6zdesliklerini verelim [16]. xq,x,, ..., X, reel sayilari verilsin.
k =1 icin pr(xq, X3, ..., Xp) = Y%, x¥ seklinde tammlansin. k > 0 igin ey (xq, X3, ..., X)
temel simetrik polinom olsun. Yani;

eo(xl, X7, ...,xn) = 1,

herbir1 < k < nigin

ex (X1, Xz, oo, Xp) = 215i1<---<ik5n Xig Xiy oon Xips

k > n igin

e (xq, x5, oo, xp) = 0 dir.

Bu durumda tiim 1 < k < n i¢in asagidaki esitlik saglanir:

ke (xq, X3, o) Xp) = i-‘zl(—l)i"lek_i(xl, Xy ey X )Pi (X1, X5, ooy Xp).



Buradan agik¢a goriiliiyor ki, ey (x1,x5,...,x,) sayist 1 <i <k icin p;(xy, x5, ..., %)

sayilarina bagl olarak tek tiirlii bellidir.

Simdi, Newton oOzdesliklerini kullanarak matrislerin karakteristik polinomlarinin nasil

tespit edilecegini bir lemma ile verelim.

2.1. Lemma

A € M,(R) ve A nin karakteristik polinomu P,(A) = x" + a;x" 1+ -+ a,_1x + a,
olsun. Bu polinomun kokleri de xq,x5,...,x, olsun. Bu durumda i =1,2,...,n igin
a; = (=1)'e;(xy, x5, ..., X,) saglanir ve k =1,2,..,n icin pr(xy, %y, ..., x,) = iz(4%)
[16].






3. KONJEKTURUN iISPATI

Oncelikle konjektiiriin ispatinda kullanilacak olan nilpotent (0,1) matrislerle ilgili baz

ozellikler asagidaki lemmada verilecektir.

3.1. Lemma

Y € K, ve N:=Y — [ olsun. Burada I, n X n birim matristir. (N")ij ise N matrisinin k.
pozitif tam kuvvetinin ij-inci girisi olarak belirlensin. O halde asagidakiler dogrudur.

i) Vke{l2,..,n}igcini—j <kise (Nk)ij = 0 dir.

i) Y1=I-N+N2-N3+--+(—1D"IN"1dir.

fspat
Birinci kismu k iizerinden tiimevarimla ispatlayalm. k = 1 i¢in i —j <1 ise (N);; =0

oldugu N nin tanimindan agiktir. kK = m — 1 i¢in iddia dogru olsun. k = m iddia dogru

mu? i —j < migin (N™);; = 0 oldugunu ispatlamaliyiz. N™ = NN™~! oldugundan
n

(N™)y; = Z Nie(N™=1);
t=1

esitligi saglanir. i — j < 0 iken N;; = 0 oldugundan

-1
(N™)y; = Z Nie. (N1,
t=1

olur. Diger yandan, tiimevarim kabuliinden t = 1,2, ...,i — 1 degerlerini alirken t —j <

i—1—j<m-—2ise (N™1),; = 0 oldugundan (N™);; = 0 bulunur.

Simdi ikinci kismi ispatlayalim. Y € K,, ise Y~ vardir ve tektir. Diger yandan I" — X™ =
I-X)T+X+X?+ -+ X" Desitligini géz Oniine alalim. Burada X = —N alirsak
"+ (-D"™IN* = +N)I—-N+N2—=N3+ -+ (—D"IN* D) olur.
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N*"=0 ve I+N=Y oldugundan I =Y.(I—N+ N2 —=N3 + -+ (=1 IN" 1)
bulunur. 1" —=X"=(U+X+X?*+ -+ X" —X) oldugu da gdz Oniine almirsa
Y 1=I-N+N2-=N3+--+ (—D)"IN""1 pulunur.

3.2. Lemma

Y € K,veY ™ = (a;;) olsun. N:=Y — I ve N = (n;;) olsun.

( 0, k<l
| 1, k=1

Ay = 4 k=1
L— Ngi-Ai k>1

i=1

bagintis1 vardir.
fspat

Lemma 3.1. (ii) deki esitliginin her iki tarafim soldan —N ile carparsak —N.Y ™1 = —N +
N2 — N3+ -+ (=) IN™1 + (—=1)"N™ elde edilir. Her iki tarafa I eklenir ve N* = 0
oldugu goz 6niinde bulundurulursa I = N.Y 1 =1 —N + N2 = N3 + --- + (—1)*"Inn-1

bulunur. Yani
[-NYl=y1! (3.1)

esitligi elde edilir. Lemma 3.1. (ii) esitliginden k < [ iken a;; = 0ve k=1l ikenay =1

oldugu asikardir. (3.1) esitliginden k > liken a;; = — X7 ny;- a;; elde edilir. Bu esitligi

- k-1

1
Ay = _ani-ail -
=1

=

n
Ngi- A — E Ngi-aj

i=l i=k

seklinde de yazabiliriz. i = 1,2,...,l—1 i¢ina; =0ve i=k,k+1,..,ni¢in ng; =0

oldugundan
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-1

A = — Z Ngi-Aj

=

bulunur.

Simdi, Fibonacci sayilarinin toplamlari igin birkag zarif 6zelligi kullanarak |al— j| sayilarinin

maksimum degerlerini hesaplayalim.
3.1. Teorem

Y€K, veY !t =(a;)olsun. 1 <j<i<nigin |aij| < Fi_; esitsizligi saglanir. Burada

F;_j, i — j-inci Fibonacci terimidir.

fspat

N = (n;;) Lemma 3.2. deki gibi tanimlansin. 1 < j <i<nvet=1i-—jolsun. |aj+t,j| <
F; oldugunu t lizerinden tlimevarimla ispatlayalim. ¢t = 1 i¢in Lemma 3.2. den a;;4; =
—nj,1,; = O veya — 1 oldugundan |aj;q;| <1=F,. Simdi her t =1,2,..,k— 1 igin
|aj+t,j| < F; oldugunu kabul edelim. t = k i¢in iddianin dogru oldugunu gosterelim.
j+k—1

Lemma 3.2. den aj .y ;j = — X;

i=j  Mjtki- Qi oldugunu biliyoruz.

1.Durum: nj g j+x—1 = 0 olsun. Bu durumda

j+k—1 j+k—2
|aj41ci] = Z Ntki- Qij| = z Njtk,i- Qij
i=j i=j
. . j+k—2 : .
olur. Diger yandan yine Lemma 3.2. den aj _q; = —Z{zj Njtk—1,i-a;; dir. Buradaki

Njyk,; terimleri ile nj ., terimleri i=j,j+1,..,j+k—2 icin keyfi 1 veya 0
secilebildigi igin aj i ; ile ajk_q; degiskenleri aym degerleri alir. O halde, tiimevarim

kabuliinden | a1 ;| < Fy—1 < Fy elde edilir.
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2.Durum: njiy k-1 = 1olsun.

LAIt Durum: nj g4 j4+k—2 = 0 olsun. Lemma 3.2. den

j+k—1 k=2
|9)ks] = Z ke Qij [ < z Mjiei @ij| + |jsre-n,]

i=) i=j

. i+k—2 . .
bulunur. Yine Lemma 3.2. den aj,x_q; = —Z{=J. Njyk—1,i-@;; dir. Buradaki nj,p;

terimleri ile n;,,_,; terimleri i =j,j+1,...,j + k — 2 i¢in keyfi 1 veya 0 segilebildigi
igin Z{:}{_Z Njyk,i- Aij 1€ aj,,_q,; degiskenleri ayn1 degerleri alir. Sonug olarak, timevarim
kabuliinden |Z{:j’.€_2 Njyki- @ j| < Fy_; elde edilir. Diger yandan, 1.Alt durum kabuliinden
|@jarerj] = |22 P meer - ayg| = 202 nyipeo i ay| elde edilir. Buradaki nyyxs
terimleri ile n;,,_,; terimleri i = j,j +1,...,j + k — 3 i¢in keyfi 1 veya 0 secilebildigi
icin Z{:]’-c_3 Njyki-Q;; ile ajyx_p; degiskenleri aym degerleri alir. Sonug olarak,

tiimevarim kabuliinden |aj+k_1_j| < F;_, elde edilir. Sonug¢ olarak |aj+k,j| < F_1+

Fy,_, = F;, bulunur.

2.Alt Durum: nj g _q j4k—2 = 1 olsun. Lemma 3.2. den

j+k-3 j+k—1
|@jnj| < z Njik,i- Qij| + Z Njtk,i- Qij

i=) i=j+k—2

i+k—3 . - . - . - .
bulunur. Z{zj Njyki-Qij 1le ajip_p; degiskenleri aym degerleri aldigindan ve yine
. . +k—3 o "
timevarim  kabuliinden | {z p nj+k,i.aij| < Fy_, elde ediir. Diger yandan
Njyk—1,j+k-2 = 1 oldugu i¢in
j+k—1 j+k-3

z Ny i@ij = Mgk jak—2 — 1) @jir—2,j — Z Njrk—1,iij

i=jtk-2 i=j
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esltllglnl yazab|||r|Z Buradaki 1 — nj+k’j+k_2,nj+k_1’j, ,nj+k_1’j+k_3 degiskenleri

- - o . oqe j+k-1 .
keyfi 0 veya 1 degerlerini alabilir. Sonu¢ olarak Zi=j+k_2nj+k’i.aij ile ajix—1,;

degiskenleri aym1 degerleri alabildigi ve timevarim kabuliinden |Z{:]k;k1_2 nj+k,i.ai}-| <

Fj,_, elde edilir. O halde |aj+k,j| < F_, + F;_y = F; bulunur.

Tlimevarim prensibi geregince ispat tamamlanmis olur.

A= (aij),B = (bij) € M,(R) olsun. Yani n xn reel matrisler olsun. Eger her a;; >
0(>0)ise A =0 (> 0) yazabiliriz. Eger A— B = 0 (> 0) ise A > B yazabiliriz. Buna ek

olarak |A| = (|ai j D olarak tanimlayabiliriz. A matrisinin en biiyiik 6zdegeri, A nin spektral

yarigapi olarak adlandirilir ve p(A) olarak gosterilir.

3.2. Teorem

Yo = (b;j), (2.1) deki gibi tammlansin ve Z, = Y,Yy olsun. Her Z € L, i¢in |Z71| <

|ZoY| esitsizligi saglanr.
fspat

Oncelikle Y, matrisinin tersini elde edelim. N, = Y, — I ve N, = (m;;) olsun. O halde

0, i<j
mij = 1—(—21)i+j’ i >]

olur. Y, matrisinin tersi (c;;) olsun. Simdi

0, i<j
Cij = L L=J
(_1)l_J'Fi—j ’ i >]
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oldugunu ispat edelim. Y, € K, oldugundan ve Lemma 3.2. deni < jikenc;; =0vei=j
iken ¢;; = 1 oldugu agikea goriiliir. Yine Lemma 3.2. den i > j iken ¢;; = — Z}'(;lj M) Ci

dir.

Simdi i>j iken ¢;=(-1"/.F_; oldugunu t=1i—j iizerinden tiimevarimla

ispatlayalm. t =1 igin Cjyq; = —Mjyq;=—1=—F. t=12,...,k—1 i¢in ¢j ;=
(—=1)'F; oldugunu kabul edelim. ¢jix; = — Zig_lmﬁk,scs ; oldugunu hatirlayalim.
Tiimevarim kabuliinden k giftse c¢j =Z§i21 Fps_1 = F, ve k tekse cjp;=—1—

1

k—
Y2, Fos = —F bulunur. O halde ¢;y ; = (—1)*F elde edilir.

Simdi, Z, matrisinin tersini hesaplayalim. Z, = Y Y ve Y51 = (cij) oldugundan her

i=1.2,..,ni¢in (Zg1)y = Xhoi cfi = 1+ Xioi1 FF_; elde edilir.

Simdi 1 < i <j < nigin olsun.

n

ZgHy = 2 CtiCtj

t=1
n

=¢i t Z CtiCtj
t=j+1

n
= DR+ ) CDTIRLR
t=j+1
n

=D/ o+ Z Fe_iFyj
t=j+1

elde edilir. Diger yandan Z;! matrisi simetrik oldugundan 1 <j < i <n oldugunda
(ZgY)ij = (DI (Fj + X0y Fr_iFej) elde edilir,

Simdi de teoremin iddiasini ispatlayalim. Her Z € L, icin Z = YY7 olacak sekilde Y € K,,
matrisinin var oldugunu biliyoruz. ¥~* = (a;;) olsun. Lemma 3.2. ve Teorem 3.1. den

Vi € {1,2,...,n} i¢in



1(Z™Hul =

15

<1+ Z FZ;

k=i+1

= 1(Zg Dl

elde ederiz.

Simdi, j > i olsun. Lemma 3.2. ve Teorem 3.1. den

n

Z A A j

t=1
n

< zlati”atjl

t=1

|(Z ™)y =

n
= |ae| + Z lacil|a|

t=j+1

elde edilir.

Sonug olarak Z~! ve Z;?!

bulunur.

matrisleri simetrik oldugundan her Z € L,, i¢in |Z7| < |Zg|
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3.3. Lemma

A,B € M,(R) olsun. Eger |A| < B ise p(4) < p(|A]) < p(B) [14].
Simdi Konjektiir 2.1 in ispatin1 sunalim.
3.3. Teorem

Yy, (2.1) ile tanimlanan matris olsun. Her n > 2 igin c,, sayis1 Y,Y] matrisinin en kiigiik

ozdegeridir. Kisaca, [lmonen-Haukkanen-Merikoski konjektiirii dogrudur.

Ispat

Zy Teorem 3.2. deki gibi tanimlansin. Oncelikle Zy* ve |Zy| matrislerinin karakteristik
polinomlarinin ayni oldugunu gosterelim. Bir kare matrisin izinin tanimi goz Oniine

alinirsa her k € {1,2, ..., n} i¢in

iz((ZgH)") = 2 (Zo Wity @ i1t o Digiy

il,...,ik=1

oldugu goriilir. (Zg5');; nin Teorem 3.2. deki formiilii goz 6niinde bulundurulursa tiim
1<ij<n igin Sgn((Zo_l)ij) = (—1)"/ oldugu kolayca gbsterilebilir. Buradan
sgn((ZoDi,i, - Zo i1, (Z5Dii,) =1 olur. Yani iz((Zg1H)*) = iz(1Z5*%) elde
edilir. Newton ozdesliklerinden [16] den Zy! ve |Zy'| matrislerinin karakteristik

polinomlari aynidir. Sonug olarak p(|Z5t|) = p(Zy1) elde edilir. Teorem 3.2. ve Lemma
3.3. den

p(Z™H) <p(Z7) < p(IZ5™D) = p(Zgh)

elde edilir. Sonug olarak her Z € L,, pozitif tanimli oldugu i¢in Z, matrisinin en kiigiik

Ozdegeri her Z € L,, i¢in Z matrisinin en kiiglik 6zdegerinden kiigiik veya esittir.
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4. SONUC VE ONERILER

Literatiirde ¢, degerinin yaklagsik olarak hesaplamas1 ile ilgili fazla sonug

bulunmamaktadir. Yakin zamanda Mattila tarafindan c,, sabiti i¢in bir alt sinir veren bir

n-1

2 le

calisma yayinlandi [19]. Bu ¢alismada, Mattila c,, degerinin alttan (m)

n-1
R . 48 =z
sinirlandigimi ispatladi. Sonra, bu alt smirin n g¢iftken (—4 ) > ve n tekken
n*+56n2+48n
n-—1
48 2 . o e . . o . . . 1
(n4+50n2+48n_51) ile degistirilebilecegini gosterdi. Mattila’nin sonuglarinin yaninda,

yine yakin zamanda Altimisik ve Biiyiikkose tarafindan ET E,, matrisinin en kiigiik 6zdegeri
olan t, degeri igin bir alt smir elde edildi ve agikga t, = (nYp-, u*(k))™! oldugu
gosterildi [5]. Burada E,, matrisleri n X n tipinden matrisler olup ij’inci girdisi j|i ise 1,
diger durumlarda ise O dir. Aslinda bu sinir, literatiirdeki S = {1,2, ..., n} tizerinde tanimli
GCD matrisi ve ilgili matrislerin en kii¢iik 6zdegerleri igin ¢,,’i igeren alt siirlar yerine
kullanilabilir [10, 12, 15, 19, 22]. c¢,, degerinin hesaplanmasi lizerine yapilan yukaridaki

calismalardan sonra, dogal olarak asagidaki problemi verebiliriz.

4.1. Problem

cy, i¢in yukarida bahsedilen alt sinirlar gelistirilebilir mi?

Diger yandan, Ek-3’te verilen C kodu hesaplamalari ile n = 2,3, ...,9 i¢in YYT matrisinin
en kiigiik 6zdegerinin c,, degerine esit olmasin1 saglayan Y € K,, matrisinin tek oldugu ve
(2.1)’de tanimlanan Y, matrisinden baskasi olamayacagi goriilmiistiir. Bu hesaplamalar

1s181nda asagidaki konjektiirii ortaya atiyoruz.

4.1. Konjektiir

n > 2 olsun. YYT matrisinin en kiiciik 6zdegeri c,, olacak sekilde Y € K,, matrisi tektir.

Baska bir deyisle, YYT matrisinin en kiiciik 6zdegeri c,,’e esit ise Y = Y, dur.
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EK-1. MATLAB Kodu

n=8;

global minE;

global minEMatrix;
minE = 1;
minEMatrix=zeros(n);
Y =eye(n);
tryMatrix(Y,2,1,n);

display(minE);
display(minEMatrix);

function setGlobals(e, mE)
global minE;
global minEMatrix;
if(e < minE)
minE=e;
minEMatrix=mE;
end
end

function tryMatrix(Y,i,j,n)
if(i == n+1)
Z=Y*Y.,

min_eZ = eigs(Z,1,'sm’);
setGlobals(min_eZ,Y);

end
r = roots(E);
setGlobals(r(n),Y);

return;
end

Y (i,j)=0;

ifi-1==j
tryMatrix(Y,i+1,1,n);

else
tryMatrix(Y,i,j+1,n);

end

Y(ij)=1;

if i-1==j
tryMatrix(Y,i+1,1,n);

else
tryMatrix(Y,i,j+1,n);

end

end
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EK-2. C Kodu

/I Kodu derlerken "gcc kod.c -0 kod -O2" seklinde derlemelisiniz.
/I Calistirirken "time ./kod" seklinde ¢aligtirmalisiniz.
// Matrisin boyutu i¢in N degerini degistirmeniz yeterli.

#include <stdio.h>
#define MAXN 10

int N=9;

double minkE = 1;

int minEMatrix MAXN][MAXNT;
int YIMAXN][MAXNT;

int Ytrans[MAXN][MAXN];
int Z[MAXN][MAXN];

int TIMAXN][MAXN];

int tmp[MAXN][MAXN];
int EMAXNT;

int PIMAXN];

double x,y,ydif;

/I a uzeri b hesaplama
double ussu(double g, int b)
{
double c;
if(b == 1) return a;
if(b == 0) return 1;
if(b%2 == 0) {
¢ = ussu(a, b/2);
c=c*c
}
else {
¢ = ussu(a, (b-1)/2);
c=c*c*ag
}
return c;
}
void tryMatrix(int i,int j)
{

int k,a,b,c,itr;

if(i == N+1)
{
/1 Ytrans = Y' O(N”2)
for (a=1;a<=N; at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
Ytrans[b][a] = Y[a][b];

}
/ *kkk
/I Z=Y *Ytrans(Y"') O(N"3)
for (a=1;a<=N;at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
Z[a][b] = 0;
for(c=1;c<=N;c++){
Z[a][b] += Y[a][c] * Ytrans[c][b];

//****









EK-2(devam). C Kodu

II'T=2Z0O(N"2)
for (a=1;a<=N;a++){
for (b=1; b<=N; b++){
T[a][b]=Z[a][b];

}
/ *kkk

/I P degerlerini belirleme O(N"4)
for (k=1 ; k<=N; k++) {
P[k]=0;
/I P[K] = Trace(T)
for (a=1; a<=N; a++) {
P[k]+=TT[a][a];
}
tmp=T*Z
for (a=1; a<=N; a++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
tmp[a][b] = 0;
for (c=1; c<=N;c++) {
tmp[a][b] += T[a][c] * Z[c][b];

}
}
T =tmp (T *2)
for (a=1;a<=N;at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
T[a][b]=tmp[a][b];

}
}

/I E degerlerini belirleme O(N”2)
E[1]=1;
for (a=2 ; a<=(N+1) ; a++) {
E[a]=0;
for (b=1; b<=(a-1) ; b++) {
E[a] -= E[a-b] * P[b];

//****

¥
E[a]=E[a]/(a-1);

/ *hkk

/I Minimum koku bulma O(N)
x=0; // mininum kok
for (itr=1 ; itr<=4 ; itr++) {

y=0; ydif=0;

for (a=0; a<=N; a++) {

y += ussu(x,a) * E[N+1-a];
}
for (a=1; a<=N; a++) {
ydif += a*ussu(x,a-1)*E[N+1-a];
}

x=x-ylydif;

//****

// Global minimum ile karsilastirma O(N"2)
if(x < minE) {

minE = x;

for (a=1;a<=N; a++) {
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EK-2(devam). C Kodu

for (b=1; b<=N ; b++) {
minEMatrix[a][b] = Y[a][b];

¥
¥

return;

}

Y[i][j]=0;

if ((i-1)==j) {
tryMatrix(i+1,1);

}

else {
tryMatrix(i,j+1);

/ *hkxk

Y=L

if ((I-1)==)) {
tryMatrix(i+1,1);

}

else {
tryMatrix(i,j+1);

return;

}

int main()
{
int a,b;
/I O(N)
for(a=1; a<=N; at++)
Y[a][a]=1;

//****

I O((2M(N"2))*(N”4))
tryMatrix(2,1);

//****

printf("Min eigen value -> %If\nMatrix:\n",minE);
1 O(N~2)
for(a=1; a<=N; at++)

for(b=1; b<=N; b++)
printf("%d ",minEMatrix[a][b]);
printf("\n");

//****

return O;

}
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EK-3. Teklik i¢in C Kodu

/l Kodu derlerken "gcc kod.c -0 kod -O2" seklinde derlemelisiniz.

/I Caligtirirken "time ./kod" seklinde ¢alistirmalisiniz.
// Matrisin boyutu i¢in N degerini degistirmeniz yeterli.

#include <stdio.h>
#define MAXN 10

int N=9;

double minE = 1;

int minEMatrixfMAXN][MAXN];
int minMatrixCounter;

int YIMAXN][MAXNJ;

int YtransfMAXN][MAXNT;
int ZIMAXN][MAXN];

int TTIMAXN][MAXN];

int tmp[MAXN][MAXN];
int EfMAXN];

int PIMAXN];

double x,y,ydif;

/I a uzeri b hesaplama
double ussu(double a, int b)
{
double c;
if(b == 1) return a;
if(b == 0) return 1;
if(b%2 ==0) {
¢ = ussu(a, b/2);
c=c*g
}
else {
¢ = ussu(a, (b-1)/2);
c=c*c*a
}
return c;
}
void tryMatrix(int i,int j)
{

int k,a,b,c,itr;

if(i == N+1)
{
/1 Ytrans = Y' O(N/2)
for (a=1; a<=N; a++) {
for (b=1; b<=N ; b++) {
Ytrans[b][a] = Y[a][b];

}

//****
I1Z =Y *Ytrans(Y") O(N"3)
for (a=1;a<=N;at++) {

for (b=1; b<=N; b++) {
Z[a][b] = 0;
for(c=1;c<=N;c++){
Z[a][b] += Y[a][c] * Ytrans[c][b];
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//****
/I'T=2Z0O(N"2)
for (a=1;a<=N; at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
T[a][b]=Z[a][b];

¥
//****

/I P degerlerini belirleme O(N”4)
for (k=1; k<=N; k++) {
P[k]=0;
/I P[K] = Trace(T)
for (a=1; a<=N;a++) {
P[k]+=T[a][al;

Htmp=T*Z
for (a=1; a<=N;at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
tmp[a][b] = 0;
for (c=1;c<=N;c++) {
tmp[a][b] += T[a][c] * Z[c][b];

}

}
I T=tmp (T *2)
for (a=1;a<=N; at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
T[a][b]=tmp[a][b];

}
}
//****
/I E degerlerini belirleme O(N”"2)
E[1]=1;
for (a=2 ; a<=(N+1) ; a++) {
E[a]=0;

for (b=1; b<=(a-1) ; b++) {
E[a] -= E[a-b] * P[b];

¥
E[a]=E[a]/(a-1);

//****

/I Minimum koku bulma O(N)
x=0; // mininum kok
for (itr=1 ; itr<=4 ; itr++) {
y=0; ydif=0;
for (a=0; a<=N; at++) {
y += ussu(x,a) * E[N+1-a];
}
for (a=1; a<=N; a++) {
ydif += a*ussu(x,a-1)*E[N+1-a];
}
x=x-ylydif;

//****

[/l Global minimum ile karsilastirma O(N"2)
if(x <minE) {
minE = x;






EK-3(devam). Teklik i¢in C Kodu

minMatrixCounter = 1;
for (a=1;a<=N; at++) {
for (b=1; b<=N; b++) {
minEMatrix[a][b] = Y[a][b];
}
}

I/l Global min degerini saglayan matrix sayisi
else if (x == minE) {

minMatrixCounter++;
}

//****

return;

}

YI[il[i1=0;

if ((I-1)==)) {
tryMatrix(i+1,1);

}

else {
tryMatrix(i,j+1);

MUINSE

if ((I-1)==)) {
tryMatrix(i+1,1);

}

else {
tryMatrix(i,j+1);

return;

}

int main()
{
int a,b;
/I O(N)
for(a=1; a<=N; a++)
Y[a][a]=1;

//****

11 O((2N(N"2))*(N"4))
tryMatrix(2,1);

//****

printf("Min eigen value -> %If\nMin eigen value count -> %d\nMatrix:\n",minE,minMatrixCounter);
/I O(N"2)
for(a=1; a<=N; a++)

for(b=1; b<=N; b++)
printf("%d ",minEMatrix[a][b]);
printf(*\n");

//****

return O;

¥
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