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OZET

Doktora Tezi
(2,n)-TOR DUGUMLERININ TUTTE POLINOMLARI
Abdulgani SAHIN

Atatiirk Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali
Topoloji Bilim Dali

Danigman: Prof. Dr. Abdullah KOPUZLU

Bu tezde, (2, n)-tor diigiimlerinin Tutte polinomlar1 hesaplandi ve bu hesaplamalar i¢in
baz1 genel formiiller verildi. ilk olarak (2, n)-tor diigiimlerinin regiiler diyagramlarindan
yararlanilarak izomorfik ve dual graflar1 elde edildi. Daha sonra bu graflarin Tutte
polinomlari, silme-biiziilme iglemleri vasitasiyla tanimlanabilen indirgeme formiilleriyle
diyagramsal olarak hesaplandi. Sonug olarak, (2, n)-tor diiglimlerinin izomorfik ve dual
graflarinin Tutte polinomlar: icin elde edilen genel formiillerin birbirine esit olduklar
sonucuna ulagildi. Ayrica, (2,n)-tor diigimlerinin her bir kenar1 {+ veya —} ile
isaretlendirilmis graflar1 elde edilerek bu graflarin Tutte polinomlar1 hesaplandi. Bu

isaretlendirilmis graflarin Tutte polinomlari i¢in iki genellestirme elde edildi.

2015, 107 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diigiim, halka, tor diigiimleri, diigiim sabiti, graf, graf sabiti,

diigiim grafi, Tutte Polinomu, medial graf, dual graf.



ABSTRACT

Ph. D. Thesis
THE TUTTE POLYNOMIALS OF (2,n)-TORUS KNOTS
Abdulgani SAHIN

Atatiirk University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Abdullah KOPUZLU

In this thesis, the Tutte polynomials of (2, n)-torus knots have been computed and some
general formulas for this process have been introduced. Firstly, the isomorphic graphs
and dual graphs of (2, n)-torus knots have been obtained from their regular diagrams.
Then, the Tutte polynomials of these graphs have been computed as a diagrammatic by
recursive formulas that can be defined by deletion-contraction operations. Finally, it has
been obtained that the Tutte polynomials of the isomorphic graphs and dual graphs of
(2,n)-torus knots are equivalent to each other. Moreover the Tutte polynomials for
signed graphs, which their edges are each labelled with a sign {+ or —}, of (2, n)-torus

knots have been computed. Two generalizations have been obtained for these graphs.

2015, 107 pages

Keywords: Knot, link, torus knots, knot invariant, graph, graph invariant, knot graph,
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SIMGELER ve KISALTMALAR DiZiNi

K digiimiiniin tim regiiler diyagramlarindan elde edilen kopri
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Bir diiglimiin gegiti
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1. GIRIS

19. yiizyildan beri ¢ok hizli bir gelisim gosteren diigiim teorisi 6zellikle 20. yiizyilin
basindan beri diger bilim dallarina uygulamalar1 itibariyle de daha bir Onem
kazanmistir. Diiglim teorisi biiyliyiip gelistigi icin onun smirlart da devamli olarak
degismektedir. Matematiksel biyoloji, mekanik ve kimyanin belli alanlarinda da
gelismeler gdstermistir. Diigiim teorisinin ilk yillarinda 3-boyutlu Oklid uzayinda graf,
diiglimleri ¢calismak icin kullanilan temel araclardan birisi idi. 1920’lerin ilk yillarindan
beri gelisim gosteren cebirsel topoloji, diisiik boyutlu manifold topolojinin diiglim
teorisinde onun ana branglarindan birisi olarak kurulmasina yardimet oldu. Son yillarda
diigiim teorisi biyoloji, kimya ve fizik gibi alanlarda birgok uygulama sahasi bulmustur.
Uygulamalarin bir¢ogu yalnizca topoloji ile ilgili olmayip diigiimlerin ve halkalarin
geometrisi ile de ilgilidir. Ornegin, biyolojide DNA molekiillerinin belli tiplerinin, baz1

diigiim tiplerinin seklini aldig1 goriilmiistiir (Murasugi 1996).

19. yiizyilda fizikgiler, atomlarin temel ilkeleri altinda yatanlar hakkinda tahminler
yiiriitiiyorlardi. 1867 yilinda Lord Kelvin, kimyasal elementlerin gerekli niteliklerinin
pek ¢ogunu agiklayacak gibi goriilen deneyimsel mantik yiiriitme vasitasiyla atomlarin
kapsaml1 bir teorisini 6ne siirdii. Kelvin’in teorisi atomlarin diiglimlenmis eter tiipleri
seklinde oldugunu tahmin ediyordu (diigiim, 3-boyutlu Oklid uzayinda kendi arakesit
noktalar1 olmaksizin herhangi bir kapali ilmektir ve halka, kesismeyen kapal1 ilmeklerin
herhangi bir birlesimidir.) Diigiimlerin topolojik duraganlik ve degiskenliginin,
kimyasal elementlerin degisimini ve olaymn sabitligini yansittig1 diistiniiliiyordu.
Kelvin’in burga¢ atomlar teorisi yaklasik yirmi yillik bir siire igin ciddi bir sekilde
calisildr. Bu teori, iinlii Iskog fizik¢i Peter Tait’i kapsamli bir calisma ve iki diigiimiin
ne zaman farkli olduklarin1 anlamak i¢in diiglimlerin tablosunu olusturma tesebbiisii
icine girme isini Ustlenmesi i¢in tesvik etti. Tait’in sezgisel “farkli” ve ‘“aym”
kavramlar1 halen kullanish bir fikirdir. Eger bir diigiim 3-uzayda (kendini kesmeyecek
sekilde) siirekli bir sekilde bagka bir diigiime benzeyene kadar doniistiiriilebiliyorsa bu

iki diigiim izotoptur. Ortaya ¢ikan diyagram, Tait’in ¢alismasinin bir kismini gosterir.



Bu galisma diizlemsel izdiistimiin gegit sayilarina dayanan diigiimlerin ve halkalarin bir

listesidir.

O zaman ve simdi fizik¢ilerin vazgectigi, matematik¢ilerin merakin1 uyandiran sey ve
esas soru halen daha aynidir: ki diigiimiin ne zaman izotop olarak ayni1 olduklarini nasil
soyleriz? Izdiisiim fonksiyonlarinin bu anlayisi, diigiim izdiisiimleri i¢in tahminlerin bir

kiimesinde (meshur Tait Tahminleri) 6zetlendi.

Topolojiciler, Tait tahminlerini ve diigiimlerin temel benzerlik sorusunu ¢ézmek igin
cesitli diigiim sabitleri gelistirdiler ve genis bir sekilde calistilar. Diigiim teorisinde
hesaplanmas1 zor bazi Onemli sabitler vardir. Bunlar sayisal, grupsal ve polinom
sabitleri olarak smiflandirilir. Bir diigiimiin veya halkanin bilesen sayisi, gecitlerin
minimum sayisi, koprii sayisi, diigiimlenmeme sayisi, halkalanma sayisi, renklenme
sayist gibi sayisal sabitleri, diigiimiin homotopi grubu, homoloji grubu, esas grubu gibi
grupsal sabitleri ve Alexander polinomu, Conway polinomu, Jones polinomu, Kauffman

polinomu ve Homfly polinomu gibi polinom sabitleri vardir.

Kullanigh bir diigiim sabitinin ilk 6rnegi 1927°de J. W. Alexander tarafindan bulunan
Alexander polinomudur. Alexander polinomunun, diigiimiin topolojik 6zellikleriyle
yakindan baglantili oldugu bulundu. Bu diigiimlerin teorisi lizerinde ¢ok biiyiik bir etki
olusturdu. Alexander polinomunun hesaplanabildigi ¢esitli metotlarin varhigi ¢ok
onemlidir. Bu metotlardan biri Seifert matrisidir. Seifert matrisi kavrami, digim
teorisinin gelisimi i¢in ilging bir kavramdir ve diiglim teorisinin kdse taslarindan biridir.

3, olarak etiketlendirilmis diigiim (trefoil) igin Alexander polinomu —t* +t—1 dir ve 4,

(sekiz-sekilli) i¢in polinom ~t?+3t-1 dir. Bu polinomlar farkli olduklar1 i¢in onlara
karsilik gelen diigtimlerin de farkli oldugu bilinmektedir. Ancak Alexander polinomlari
esit olmasina ragmen diger sabitlerin kullanilmasiyla izotop olarak farkli olduklar
gosterilebilen bir¢ok diigiim vardir. Sonug olarak arastirma, iki diigiimiin ne zaman
farkli olduklarini ortaya ¢ikaran daha duyarli diigim sabitleri i¢in gecerliydi. Bu

benzerlik fikri, alternatif anlayislarm olabilecegini gosterdi. Ozellikle bir topolojici i¢in



4, ve 5, olarak temsil edilen ilmekler arasinda fark yoktur. Farkli olan diigiimiin

tiimleyeni olarak adlandirilan bu ilmeklerin disindaki uzaydir. Eger bir topolojik
uzaydan baska bir topolojik uzaya bire-bir, tersi siirekli olan bir siirekli fonksiyon varsa
bu iki topolojik uzay homeomorftur. Boylelikle farkli bir benzerlik notasyonu ifade
edilebilir. Eger iki diiglim (veya halka) homeomorf tiimleyenlere sahipse o zaman onlar
homeomorf diigiimlerdir (veya halkalardir). Burada homeomorf benzerligin izotop
benzerlikten daha zayif oldugu goriilmektedir. Aslinda tiimleyenleri homeomorf oldugu
halde izotop olmayan halka Ornekleri vardir (Rolfsen 1976). Ancak diigiimler igin
Cameron Gordon ve John Luecke’nin gosterdigi “iki diiglimiin homeomorf olmalari igin
gerek ve yeter sart izotop olmalaridir” diisiincesi sonraki gelismelere ufuk agan bir

sonug oldu (Gordon and Luecke 1989).

1987°de Vaughan Jones, operator cebirlerin teorisini kullanan Alexander’inkinden
tamamen farkli olan bir polinom sabiti buldu. Bu bulus diiglim teorisinde yeni bir ¢ag
acti. Bu sabit beklenmedik bir bicimde operatdr cebirler vasitasiyla tanimlandi fakat
onun graf teorisinden diigiim teorisine dogru gosterilen kombinatorik tanimi bu yeni
sabitten daha fazla yarar sagladi. Cebirsel yonden Jones, kendi polinomu ile statik
mekanigin Potts modeli arasinda yakin bir iliski oldugunu gosterdi: Potts modelinin
boliim fonksiyonunu ¢alismak i¢in fizikgiler tarafindan kullanilan bu cebir, Jones
polinomunun tanimi i¢in bir ¢ati teskil etmektedir. Kisa bir zaman dilimi i¢cinde Jones

polinomundan genellestirilen besten daha fazla yeni polinom sabitleri bulundu.

William Tutte, graf teorisindeki polinom sabitleri i¢in yaptig1 ¢alismalarda “ Bir graf
kag¢ tane koprii olusturmus agaca (spanning trees) sahiptir? ” sorusuna cevap aramistir.
Genellikle graflar arasindaki baglantisiz zannedilen bir¢ok nicel soru siki bir sekilde
baglantili olacaklardir. Yaygin bir bicimde onlarin kesin bir 2-degiskenli polinomun
terimleriyle tamamen ifade edilebilecekleri goriilecektir. Ayrica bu polinom
matematigin ve fizigin hi¢ umulmadik branglarinda kullanim alani bulacaktir. Tutte
polinomu olarak adlandirilan bu 2-degiskenli polinom, polinom sabitlerinin bir biiyiik
simifinin kabul edilir temsilcisidir. Whitney yillar 6nce bu polinomun katsayilarini

calismis olmasma ragmen bu polinom ilk kez Tutte tarafindan distintilmustiir. W. T.



Tutte’nin silme-biiziilme (deletion-contraction) formiilii ilgisi onun Cambridge Trinity
College’deki lisans dgrenciligi yillarinda basladi ve aslinda onu bu hususta harekete
geciren, milkemmel dikdortgenler ve koprii olusturmus agaclardir. O, arastirmalarinda
stk stk bu formiile bagvurdu ve benzer indirgeme formiilleri ile izomorfizm altinda
degismeyen graflarin, diger ilging fonksiyonlarinin varligini gordiik¢e hayrete diistii. R.
M. Foster kromatik polinomun bdyle bir fonksiyon oldugunu zaten incelemisti ve Tutte
daha fazlasini bulmak i¢in ¢alismaya basladi. Silme-biiziilme indirgemesini saglayan
graf sabitleri i¢in onun kendi terminolojisi W-fonksiyon (eger iizerindeki bilesen
carpimsal ise V-fonksiyon) seklindedir. Tutte, “ Benim W-fonksiyonlarimla oynayarak
ve isaretler ayarlayarak sifira esit degiskenlerden birinin diizenlenmesiyle elde
edilebilen kromatik polinomdan ya da akis (flow) polinomundan 2-degiskenli bir
polinom elde ettim” diye yazar. Tutte bu fonksiyonu iki renkli (dicromate) olarak
adlandirdi. Ciinkii Tutte, onu kromatik polinomun 2-degiskenliye bir genellestirilmisi
olarak gordii fakat genellikle bu polinomdan Tutte polinomu olarak bahsedilir. Tutte bu
konudaki diistincesini “ Boyle bir adlandirma, benzer katsayilar1 bilen ve kullanan fakat
bu katsayilar1 iki degiskene tutturma zahmetine girmeyen Hassler Whitney’e haksizlik

oOlusturabilir” seklinde ifade etmistir.

Kromatik polinom ya da Tutte-Whitney polinomu olarak da adlandirilan Tutte
polinomu, teorik bilgisayar biliminin ve matematigin bir dali olan graf teoride 6nemli
bir rol oynayan 2-degiskenli bir polinomdur. O her yonlendirilmemis graf igin
tanimlanabilir ve grafin nasil baglantili yapilabilecegi hakkinda bilgi verir. Bir G
grafinin  Tutte polinomunun Onemi, onun G grafi hakkindaki igerdigi bilgiden
gelmektedir. Aslinda Tutte polinomu cebirsel graf teorisinde ve higbir yerde sifir akis
(nonwhere-zero flow) ile ilgili problemlerin sayimmin bir genellestirilmisi olarak
calisilmasina ragmen o diger bilim dallarinda daha {inlii uygulama alanlar1 bulmustur.
Ornegin; diigiim teorisinde Jones polinomu gibi, statik fizikte Potts modellerinin baliim
fonksiyonu gibi. Ayrica Tutte polinomu teorik bilgisayar biliminde ¢esitli merkezi

bilgisayar problemlerinin kaynagidir.



Aslinda Tutte polinomu, verilen bir biylikliglin ve baglantili parcalarin kenar
kiimelerinin sayisi i¢in iretilmis bir fonksiyondur. Ayrica Tutte polinomu genel olarak
bir silme-biiziilme indirgemesi ile tanimlanabilen bir graf sabitidir. Tutte 1948 ile 1954
yillar1 arasinda yaptig1 calismalarinda, bir grafin kenarlarin1 belirli bir sekilde
etiketleyerek sayim uygulamalari terimleriyle kendi polinomunu tanimladi. Bir klasik
Tutte polinomunun sahip oldugu en Onemli 6zellik, onun bir grafin kenarlarinin
silinmesi ve biiziilmesi yontemiyle hesaplanabilmesidir. Bu yontemde alinan kenarlarin
siras1 onemsizdir. Giliglii bir sezgiyle Tutte polinomunun silme ve biiziilme islemleri
yardimiyla hesaplanilabilen her graf sabitini igerdigi sdylenebilir. Tutte’nin
calismalarinin ana sonucu kendi tanittigi polinomun, koprii olusturmus agaclara ve
kenarlarin verilen bir etiketlendirmesine uygun bicimde, kenarlarin uygulamalarini
sayarak bir agag¢ vasitasiyla hesaplanabilecegini gdstermesidir. Tutte polinomu koprii
olusturmus agaglarin sayisi, ormanlarin sayisi, baglantili koprii olusturmus alt graflarin
sayisi, bisiklet uzayinin boyutu ve daha bircogu da dahil sayisal graf sabitlerini elde
etmek icin belirli (v,w) noktalarinda degerlendirilebilir. Ayrica Tutte polinomu
kromatik polinom, flow polinom ve reliability polinom da dahil bagimsiz kombinatorik

merakinin tek degiskenli graf polinomlarinin bir ¢esitliligine de genisletilir.

Graf teorisindeki bu caligmalar dogal olarak diigiim teorisine de yansidi. Diigiim
teorisindeki yeni polinom sabitleri, diizlemsel graflarin Tutte polinomlari ile belirgin bir
benzerlik gosterdikleri i¢in onlar, diizlemsel graflarin tekrarli hesaplamalarina izin veren
yerel indirgeme Ozelliklerine benzerlik gosterirler. 1987 yilinda Thistlethwaite, ayn1 yil
caligmalarin1 yayinlayan Kauffman’in caligmalarinin sonuglarmi kullanarak aslinda
Tutte tarafindan elde edilenle ayni olan Jones polinomu i¢in bir kprii olusturmus agag
geniglemesi buldu. Yonlendirilmis bir alterne halkanin Jones polinomunun, baglantili
bir diizlemsel grafin bir Tutte polinomu olarak hesaplanabilmesi ilging bir sonugtur. Bu
calisma, 6zel durumlar olan Tutte polinomunun ve Jones polinomunun her ikisininde bir
parantez polinomunu tanimlayan Kauffman tarafindan genisletildi. 1988 yilinda
Francois Jaeger diizlemsel bir grafin Tutte polinomunun, birlesik bir halkanin bir

homfly polinomu olarak hesaplanabilecegini gosterdi. 1989 yilinda Kunio Murasugi,



birkag sabitini tanimladi.

Sunulan bu tezin giris boliimiinde diigiim teorisi ile graf teorisi arasindaki iliskiye yer
verildi ve bu konuda yapilmis olan c¢alismalar anlatildi. ikinci béliimde diigiim
teorisinin ve graf teorisinin temel kavramlari verildi. Diglim teorisinin sayisal ve
polinom sabitleri anlatildi. Ugiincii boliimde ¢alismalarimiza temel teskil eden tor
diiglimleri incelendi. Diigiimler ve graflar arasindaki iliski anlatildi. Boylece diigiim
teorisinden graf teorisine ve graf teorisinden diiglim teorisine gecis yapildi. Tutte
polinomunun tanimi ve isaretlendirilmis graflar i¢in yapilmis Tutte polinomunun tanimi
anlatildi. Yine bu boliimde Tutte polinomunun uygulama alanlari anlatildi. Dordiincii
bolimde genel olarak diiglimlerin 6zel olarak (2,n)-tor diigiimlerinin Tutte
polinomlarinin nasil hesaplanacagi anlatildi. (2,n)-tor diiglimlerinin isaretlendirilmis
graflarinin Tutte polinomlarinin da hesaplama yontemleri anlatildi. Bazi ornekler
verildi. Son bdliimde yapilan aragtirmalarin sonuglar1 verilerek bu bulgular {izerinde

tartigildi.

Calismalarimizda diigiimiin Tutte polinomu ifadesi, diigiimiin grafinin Tutte polinomu

olarak g6z Oniine alinmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diigiim

Bir parca ip veya sicim Sekil 2.1.(a)’da gosterildigi gibi bir kutuya gevsek bir sekilde
baglansin. Elde edilen, diigiimiin basit bir tipidir. Simdi bu ipin iki ucu, ip kutuyla temas
etmeyecek sekilde yapistirilsin. Kutu sadece destek amaciyla kullanilmstir. Islem
tamamlandiginda ozellikle goriilmesi gereken sey, Sekil 2.1.(b)’deki verilen bir iple
meydana getirilen tek bir diigiimlenmis ilmektir. Matematikte bu ilmege diigiim denir

(Murasugi 1996).

(a) (b) (©
Sekil 2.1. Basit bir diigiim tipi ve sol-el trefoil diigiim (Murasugi 1996)
Daha kesin bir ifadeyle diigim tek bir egri olarak diisiiniilebilir. O halde bir diigiim

uzayda basit kapali bir egridir. Eger yukaridaki islem sol elle yapilacak olursa Sekil
2.1°deki diigiim Sekil 2.2’deki gibi olacaktir (Murasugi 1996).

A
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(@) (b)

Sekil 2.2. Sag-el trefoil diigiim (Murasugi 1996)



[k bakista yukaridaki iki diigiim birbirine benzerdir. Ancak dikkatle bakildiginda bu iki
sekil arasinda bazi1 yerlerde farkliliklar oldugunu gérmek miimkiindiir. Bu iki diigiimiin
her birine trefoil diigiim denir. Bazen de yonca yapragina benzedigi i¢in yonca yapragi
diigimii adim1 alir. Trefoil digimiinin sekli, Sekil 2.1.(c) ve 2.2.(b)’de farkli
oldugundan bu digiimleri ayirt edebilmek i¢in bazen Sekil 2.1.(c)’deki diigiime sol-el
trefoil digiim, Sekil 2.2.(b)’deki diigiime de sag-el trefoil diigiim denir (Murasugi
1996).

Diigiim tanimi asagidaki gibi biraz daha kavramsal olarak ifade edilebilir:

Tammm 2.1.1: X ve Y Hausdorff uzaylar olsun. Bir f:X —Y fonksiyonu verilsin.
Eger f:X — f(X) bir homeomorfizm ise bu fonksiyona gomiilme denir (Burde

2003).

Tamm 2.1.2: Diigiim, S' ¢emberinin 3-boyutlu 6klid uzayina bir gomiilmesidir (Burde
2003).

Daha genel bigimde S™* icindeki S* gomiilmeleri daha yiiksek boyutlu diigiim
teorisinde calisiimaktadir. Fakat bu tezdeki ¢alismalar tam anlamiyla S' < S°® klasik
diigiimleriyle ilgilidir. Siiphesiz tek basma bir i:S'— S°®gémiilmesi fazla bir fayda
saglamaz ve verimli sorulara yol agmaz. Bir digiimle ilgili en 6nemli problem,
diigiimiin 3-boyutlu Oklid uzayinda gerceklestirilen belirli hareketlerle zarar gormeden
¢coziiliip ¢oziilmedigidir. Boylece topolojik nesne daha ziyade bu hareketle bagl

gdmiilmelerin bir sinifi olacaktir (Izotop gémiilmeler ) (Burde 2003).

Tamm 2.1.3 (izotopi): f,, f, : X =Y gémiilmeleri verilsin. Eger
F(x,t) = (f;(x),t), xeX, tel=[01 ve f(x,0)="f,(x), f(x1)="f(x) olacak

sekilde F: X x1 —Y x| goémiilmesi varsa fy, f, gémiilmeleri izotoptur denir.



F’ye, f,> 1 f,” e baglayan seviyeyi koruyan izotopi denir. Genellikle sinir sartlarini

koruyan f,(x) = f(x,t) notasyonu kullanilir (Burde 2003).

Yukarida tanimlanan genel izotopi notasyonu diiglimler i¢in yeterince kullaniligl
degildir. Herhangi iki S' — S°® gomiilmeleri, diigiimlenmelerine gore acikca farkli
olmalarina ragmen izotop olduklar1 gosterilebilir. Bu diisiince Sekil 2.3 deki resimlerin
dizisi ile yeterli bir sekilde agiklanabilir. Diiglimlenmenin olustugu herhangi bir bolge

stirekli bir sekilde bir noktaya biiziilebilir (Burde 2003).
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Sekil 2.3. Diiglimlenmelerine gore farkli olmalarina ragmen izotop olan diigiimler dizisi
(Burde 2003)

Tamim 2.1.4 (Kusatan izotopi): f,, f,: X —Y gémiilmeleri verilsin. Eger f, =h f,
ve hy=id, ile H(y,t)=(h(y).t)olacak sekilde bir H:YxI —>YxI seviyeyi
koruyan izotopisi varsa f, ve f, gémiilmeleri kusatan izotoptur denir. H fonksiyonuna

da kusatan izotopi adi verilir (Burde 2003).

Bir kusatan izotopi, F(x,t) =(h f,(X),t) ile fo’1 f;’e baglayan bir F izotopisi tanimlar.
Bu iki tanim arasindaki fark soyledir: Bir izotopi, Y’de f,(X) kiimesini siirekli bir
bigimde f;(X)’in iizerine tagir fakat f;(X)’in disinda Y’nin yakinindaki noktalarini
dikkate almaz. Eger (f (X)) Y’nin i¢inde tasmursa Y sivi doldurulmus sekilde
diistintildiigiinde f; (X) ile beraber siirekli bir sekilde hareket edecek bir kusatan izotopi,
Y’ye ihtiya¢ duyar. hy:Y = Y homeomorfizminin hy|:Y — foX) = Y — £ X) kisitlanisi,
eger f,, f,’e kusatan izotop ise Y’de f,(X) in tiimleyenini f,(X) ’in tiimleyenine

tastyan homeomorfizmdir. Bu sadece izotopi durumunda dogru degildir ve 6nemli bir
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fark belirtir. Ornegin; yonca yapragr diigiimiiniin tiimleyeni asikar diigiimiin

tiimleyenine homeomorf degildir (Sekil 2.3’{in birinci resmine bakiniz.) (Burde 2003).

S' — S°® topolojik gdomiilmeleri, Sekil 2.4°de gosterildigi gibi garip bir gériiniime sahip
olabilirler. Vahsi olarak adlandirilan bu diiglimde, bir L limit noktasina yakinsayan
benzer aglarin bir sonsuz dizisi vardir. R. H. Fox (Fox 1949) tarafindan bulunan bir
vahsi diiglimiin bu 6rnegi, gercekten boyle bir vahsilik noktasinda olaganiistii seyler
yapabilecegini gosteren dikkate deger oOzelliklere sahiptir. Sekil 2.4’de tanimlanan
egrinin tiimleyeninin bir agikar diigimiinkinden farkli oldugu ispatlandi. Ancak digim
acikeca sagdan ¢oziilebilir. En azindan sonlu bir bi¢imde ilmeklerin ¢ogu ¢oziilebilir

(Burde 2003).

Sekil 2.4. Bir vahsi diigiim 6rnegi (Burde 2003)

Tamm 2.1.5 (Uslu diigiimler): Bir K diigiimiine, 3-boyutlu Oklid uzayinda bir basit
kapal1 poligona kusatan izotop ise uslu diigiim denir. Bir diigiim uslu degilse vahsidir
denir. Bir diigiim uslu ise onun herhangi bir baglantili alt pargasi «, bir dogru pargasina
kusatan izotoptur ve bdylece S®—a tiimleyeni agik¢a baglantilidir. Boyle bir diigiime
poligonal diigiim denir. Sekil 2.4’deki L limit noktasin1 kapsayan diigiimiin herhangi

bir alt yayinin basit baglantili olmayan bir tiimleyene sahip oldugu gosterilebilir (Burde
2003).

Cok iyi bir matematiksel model Smooth diigiim kavramidir. Smooth diigiim, S

¢emberinin, ¢emberin hi¢bir nokta ¢ifti ayn1 noktaya diismeyecek sekilde 3-boyutlu
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Oklid uzayina siirekli bir sekilde gdmiilmesidir. Smooth diigiim, R3 de S* ¢emberinin,
diferensiyeli sifir olmayan her mertebeden tiirevlenebilir bir gomiilme altindaki

goriintiisii olarak tanimlanir (Prasolov and Sossinsky 1996):

dx dy d
FO = GOy©,20), (Fo

=22 % (0,00)

Bir diigiimii tanimlamak i¢in bir parga ipi bir kutuya veya benzer bir seye baglayarak
elde edilen objenin diigiim oldugunu séylemek yeterli degildir. Baglama sekillerine gore
birbirinden bagimsiz ¢esitli diigiim tipleri elde edilebilir. Cok uzun bir ip kullanarak ve
bu ipi ¢ok karmasik bir tarzda diigiimleyerek oldukca karmasik diigiimler meydana
getirilebilir. Ornegin; Sekil 2.5°deki Ochiai diigiimii gibi bir &mek diisiiniilebilir
(Murasugi 1996).

/’\
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Sekil 2.5. Ochiai diigiimii (Murasugi 1996)

Tersine Sekil 2.6’da gosterildigi gibi kisa bir ipin uclarn birlestirilsin. Bu diigiim,
diiglimlenme yapilmadan olusturulmustur ve bu diiglime asikar diigim veya

diiglimlenmemis diigiim denir (Murasugi 1996).

Sekil 2.6. Asikar diigiim (Murasugi 1996)
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Simdi rastgele olusturulmus ¢esitli diigiim bicimlerinden ikisi ele alinsin ve A ve B
olarak adlandirilsin. A diigiimii, B diigiimiine doniistiirebilir mi? Sorusu dogal bir
sorudur. Eger A’nin sekli birazcik degistirilerek B’ye doniistiirebiliyorsa bu durumda bu
iki diigiimiin denk veya esit oldugu soylenebilir. Bu nedenle diigiimlerin uzunlugundan
ve kalinligindan ziyade sekli ile ilgilenilecektir. Diigiim teorisinin temel problemi budur

(Murasugi 1996).
2.2. Basit Diigiim Hareketleri

Bir digim Sekil 2.7.(a)’da goriildigli gibi 3-boyutlu uzayda biikiilmiis veya
dolastirilmis bir poligon olarak diisiiniilebilir. Bunun sebebi kombinatorik topoloji
vasitasiyla vahgi diigimlerin hari¢ tutulmasma izin verilmesinden dolayidir. Vahsi
diigiimlere bir 6rnek Sekil 2.7.(b)’de goriilebilir. Bir P noktasi secilir bu nokta bir
anlamda “limit” noktasidir ve diigiim akordiyonik bir tavirla demetler halinde
baslayarak bu noktaya dogru gider. Boyle bir noktanin komsulugunda diigiim kendi
dogal durumunu gosterir. Boyle diiglimlerle karsilagildiginda uslu diigiimlere miiracaat

edilir (Murasugi 1996).
})

(@) (b)

Sekil 2.7. 3-boyutlu uzayda poligonal bir diigim 6rnegi ve poligonal bir vahsi diiglim
ornegi (Murasugi 1996)

Poligonal bi¢cimde olan bir diigiim disiiniiliirse; bir digiim sonlu sayida kenarlarin bir
birlesimi oldugu i¢in bir diiglim poligonal yaylardan ziyade daha yumusak, daha diiz bir
sekilde resmedilir. Fakat bir diigiim, matematiksel anlamda poligonal dogrularin bir
kolleksiyonudur. Bu yiizden bir diigiimiin seklinde degisiklik yapilabilecegi kolayca

goriiliir. Ornegin; bir K diigiimii {izerindeki AB kenarim1 AC ve CB kenarlariyla
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degistirmek miimkiindiir. Bu degisikligin tersi de yapilabilir. Boyle yer degistirmelere

basit diiglim hareketleri denir.

Tamim 2.2.1: Verilen bir K diigiimii iizerinde asagidaki basit diigiim hareketleri olarak
adlandirilan dort islem uygulanir (Murasugi 1996):

(1) Sekil 2.8’de gorildigi gibi bir K diigimi tizerindeki AB kenari, bir C
noktasi referans almarak AC ve CB seklinde iki kenara boliinebilir.

@" ((1) in tersi) Sekil 2.8’de goriildiigii gibi bir K diigiimii lizerinde bitisik AC ve
CB kenarlarindan olusan bir dogru parcast varsa bu C noktasi kaldirilarak bir AB
kenar1 elde edilebilir.

(2) K digimi tizerinde bulunmayan bir C noktast diisliniilsin. AB ve C ile
bicimlendirilen ABC iiggeni AB kenari haric K diigiimiinii kesmezse bu durumda
AB kenar1 ortadan kaldirilabilir ve AC ve CB kenarlari eklenebilir (Sekil 2.9).

(2)" ((2)’nin tersi) K diigiimii iizerinde K’nin AC ve CB bitisik iki kenarimi ihtiva

eden bir ABC ii¢geni mevcutsa ve bu iiggen AC ve CB kenarlart hari¢ K diigiimiinii

kesmezse Sekil 2.9°da goriildiigii gibi AC ve CB kenarlar1 kaldirilabilir ve AB kenar1

T,

eklenebilir.

Sekil 2.9. Temel basit diigiim hareketleri (Murasugi 1996)
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2.3. Diigiimlerin Denkligi

Eger bir diigiime tek bir temel diiglim hareketi uygulanirsa o diigiim degismez. Ancak
farkli yerlerde bu islem birka¢ kez tekrarlanirsa meydana gelen diigiimiin tamamen

farkl1 bir diigiim oldugu goriiliir.

Tamm 2.3.1: Temel diigiim hareketleri sonlu sayida uygulanarak K diigiimiinden K’
diigiimii elde edilebiliyorsa bu K digimi K’ diigiimiine denktir denir. (Murasugi
1996).

Eger K diigiimii K’ diigiimiine denkse K’ digimii de K’ya denk olacagi i¢in K ve
K’ diigimlerine denktir (esittir) denir. Bu denklik K=~K' ile gosterilir. Digim
teorisinde denk diigiimlerin birbirinden farklarinin olmadig1 kabul edildigi i¢in onlar

ayni diigiimler olarak diistiniiliir (Murasugi 1996).

(2) numarali temel diiglim hareketi bir AB kenarn1 AC ve CB kenarlariyla
degistirmeye izin verir. ABC liggeninin i¢indeki noktalar, diiglimiin kendisiyle
kesismedigi i¢in Tanmim 2.3.1 sezgisel olarak su sekilde ifade edilebilir: Uzayda bir
diigiim stirekli bir fonksiyon altinda baska bir diigiime doniistiiriilebiliyorsa bu iki

diigtim denktir denir (Murasugi 1996).

Bir diigiim baslangi¢ ve bitis noktasina sahip olmayan basit kapali bir egridir. Bu
yiizden egriye bir yonlendirme verilebilir. Aligilmis olarak bir diiglimiin yonlendirmesi
bir ok vasitasiyla gosterilir. Herhangi bir diigiimiin yonlendirilmesi Sekil 2.10°da

goriildiigi gibi iki tiirlidiir.

(a) (b)
Sekil 2.10. Yonlendirilmis diigiim 6rnekleri (Murasugi 1996)
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Eger yonlendirilmis K ve K' digiimleri, yonlendirilmis temel diigiim hareketleri
vasitasiyla birbirlerine doniistiiriilebiliyorsa K ve K' diigiimlerinin, yonlendirmeleri

korunarak denk olduklari sdylenir ve K = K’ seklinde yazilir (Murasugi 1996).

Tamm 2.3.2: Eger iki (p. L.)—dligiimleri kusatan izotop (Tanim 2.3.3’e bakiniz) iseler
bu diiglimler denktir. Bir K diigiimii, denk diigiimlerin bir sinifinin temsilcisi olabilir.
K ve K’ diigiimleri denkse onlarin ayni olduklari sdylenir ve K =K' esitligi kullanilir.
K, bir basit kapali smirli poligonal egri olabilir veya boyle egrilerin bir smifini

belirtebilir (Burde 2003).

Klasik diigiim teorisinin ana konusu, denklik hususunda diigiimlerin siniflandiriimasidir

(Burde 2003).

Siiphesiz diistiniilen “p. L.” (p.L.=parg¢al1 lineer), bir genisleten alan ve daha genel bir
siniflandirma problemi tanimlar. Diigiimlerin bu sinifi i¢in bir topolojik denklik
saglamak amaciyla uslu diigiimlerin tanimi, topolojik kusatan izotopinin tanimini
kullanmay1 &nerir. Ik goriiste p. L.—kategoriye kisitlanisin farkli bir tiiriin denklik
siiflarint verebilecegi diisiiniilebilir. Bu dogru degildir. Aslinda iki uslu diigiimiin
topolojik olarak denk olmasi igin gerek ve yeter sart onlarin topolojik siniflarinin p. L.—

temsillerinin p. L. — denk olmasidir (Burde 2003).

Simdiye kadar ya S' iizerinden ya da S° iizerindeki atanmis ydnlendirmeler olmadan
diigiimleri tammladik. Eger S' yonlendirilmis diigiim ise denklik yeniden
diizenlenmelidir: Iki ydnlendirilmis diigiim arasinda diigiimlerin ydnlendirmesini

dikkate alan onlara bagli bir kusatan izotopi varsa denktirler denir (Burde 2003).

Tanim 2.3.3 (p. L.—izotopi ve p. L.—Kusatan izotopi ): X,Y polihedrave f, f;: X - Y

p. L.—gdmiilmeler olsunlar. Eger

F:Xxl>YxI, F(xt)=(f(x)t), 0<t<1
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olacak sekilde bir seviyeyi koruyan p. L.—gomiilme varsa f, ve f, , p. L.—izotoptur

denir.

Eger f,=hf, ve hy=id, ile tammh H:Yxl—>YxI , H(y,t)=(h(y),t) olacak

sekilde bir seviyeyi koruyan p. L.—izotopi varsa f,ve f, , p. L.—kusatan izotopturlar

denir (Burde 2003).

f bir X topolojik uzaymdan Y topolojik uzayina bir fonksiyon olsun. X ve Y uzaylar1 3-
boyutlu Oklid uzaymnim alt uzaylaridir. f bire-bir ve orten bir fonksiyon ise f~1:Y - X
ters fonksiyonu tanimlanabilir. Ayrica hem f hem de f~1 siirekli fonksiyonlar ise bu
durumda X’den Y’ye f fonksiyonuna homeomorfizm denir ve X ve Y uzaylarinin
homeomorf uzaylar oldugu séylenir. Cebirsel topoloji agisindan bakildiginda X ve Y
uzaylarinin tamamen ayni uzaylar olduklar1 sdylenebilir. X ve Y bir yonlendirmeye
sahip oldugunda, eger Y’nin orijinal yonlendirmesi Y’ye verilen yonlendirmeyle
uyusuyorsa yani f’nin etkisiyle X’in yonlendirmesi de ayni sekilde uyusuyorsa f’nin
yonlendirmeyi koruyan bir homeomorfizm oldugu soylenir. X’den kendi tizerine bir

homeomorfizme, otohomeomorfizm denir (Murasugi 1996).

K, ve K, iki diigiim olmak iizere, K;’i K,’ye doniistiiren S* iin yonlendirmeyi koruyan
bir homeomorfizmi varsa K; ve K,’nin denk oldugu ya da K;’in K,’ye denk oldugunu

sOylenir.

Ornek 2.1: X ve Y’nin 2-boyutlu Oklid uzay1 oldugu kabul edilsin. Bu durumda

(X,¥) =(x+a,y+b) ile verilen bir dogru boyunca bir paralel 6teleme ve bir sabit nokta

etrafinda (6rnegin orijin etrafinda) yapilan bir donme, yonlendirmeyi koruyan

otohomeomorfizm 6rnekleridir (Sekil 2.11.(a)) (Murasugi 1996).
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y] vl

1:’7 g
/ , of v =
0 / T é(a,-b)

(@) (b)

Sekil 2.11. Yonlendirmeyi koruyan otohomeomorfizm 6rnekleri (Murasugi 1996)

Bununla birlikte f(x,y)=(x,—y) homeomorfizmi ile verilen x-eksenine gore ayna
gorilintli, yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizm degildir. Ciinki burada
yonlendirme Sekil 2.11.(b)’de goriildiigii gibi ters gevrilir (Bu sekilde y -ekseni
tizerindeki f fonksiyonunun etkisi, y -ekseninin orijinal yonlendirmesini ters

cevirecektir.) (Murasugi 1996).

0

Sag-el Sol-el

Sekil 2.12. R3 de x, y, z-eksenlerine gore sag-€l ve sol-el kurallar1 (Murasugi 1996)

Sekil 2.12°de goriildiigii gibi 3-boyutlu Oklid uzayinda x, y, z-eksenlerine gére sag-el

kural1 vasitastyla yapilan bir yonlendirmenin tayininin dogal bir yolu daha vardir.

Omek 2.1°deki Oklid uzaylar 2-boyutludur. Ancak bu uzaylar bir iist boyutta

diisiiniiliirse bu durumda sabit bir nokta (veya sabit bir eksen) etrafindaki bir donme ve



18

paralel  otelemenin, 3-boyutlu  Oklid uzaymm  yénlendirmesini  koruyan

otohomeomorfizm 6rnekleri oldugunu gérmek zor degildir. Ancak xy-diizlemine gore
o(X,Y,2)=(x,y,-z) fonksiyonu ile verilen ayna goriinti goz Oniine alinirsa bu
durumda bu fonksiyon yonlendirmeyi ters gevirir. Xy -diizleminin bir ayna oldugu kabul
edildigi icin ¢ fonksiyonu, Sekil 2.13’de goriildiigii gibi P noktasinin aynada P’
noktasina yansimasi olarak diisiiniilebilir. Aymi sekilde sag-el kuralina gore ii¢ eksen,
sol-el kuralina gore olusan ii¢ eksene yansir (doniigiir). Bu yiizden ¢ yonlendirmeyi

korumaz (Murasugi 1996).

3-boyutlu Oklid uzayindaki bir keyfi nokta, E diizlemine gére bu noktanin yansimasi

olan noktaya doniistiiriilebiliyorsa bu ¢ fonksiyonunun E diizlemine gore bir ayna
goriintii (veya bir simetri) oldugu soOylenebilir. K digimii {zerinde ¢ ayna
goriintlisiiniin etkisiyle elde edilen ¢(K) goriintiisiine, K’ nin ayna goriintiisii denir. Eger
K tayin edilmis bir yonlendirmeye sahipse agikca K’nin yonlendirmesinden K nin

ayna gorlintiisii igin de bir yonlendirme tayin edilebilir (Murasugi 1996).

1=
})
\.
¢ v
P'; :-:

€

Sekil 2.13. P noktasinin xy diizlemine gore ayna goriintiisti (Murasugi 1996)

Yonlendirilmis K; ve K, digimleri verilsin. K; ve K,’nin yonlendirmesini
degistirmeyen, 3-boyutlu Oklid uzaymin ydnlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizmi
vasitasiyla K;, K,’ye doniistiiriilebilirse K, ve K, digiimlerinin yonlendirmeyle denk

oldugu soylenir (Murasugi 1996).
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Ornek 2.2: Bir Z-ckseni etrafinda bir 180° dénme olan o(X,Y,2) =(—X,—-Y,-2)

fonksiyonu g6z Oniine alinsin. Bu fonsiyon yonlendirmeyi koruyan bir

otohomeomorfizmdir (Sekil 2.14). ¢ fonksiyonu, yonlendirilmis sol-el trefoil K
diigiimiinii K’ ne donistiirdiigiinden bu iki diigiim yonlendirmeyle denktir. K', K’ya

z1t yonlii bir diigiimdiir (Murasugi 1996).

K

AAHLED

Sekil 2.14. Yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizm 6rnegi (Murasugi 1996)
2.4. Halkalar

Tamm 2.4.1: Halka, L = K4 U ...U K, seklinde sonlu sayida K; diigiimlerinin ayrik bir
birlesimidir. Her bir K; ilmegine halkanin bir bileseni denir (Cromwell 2004). Bir
diiglim bir bilesenli bir halkadir.

Tamm 2.4.2: Eger bir halkanin her bir bileseni iizerine bir ok isareti konularak yon
verilmisse bu halkaya yonlendirilmistir denir. Yonlendirilmis gegitlere Sekil 2.15°de

gosterildigi gibi +1 isaretleri verilir (Kauffman 1988).

N
.

e=+1 a e=—1

Sekil 2.15. Bir halkadaki yonlendirilmis gegitlere +1 isareti verilmesi kurali (Kauffman
1988)
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Tanmm 2.4.3: Eger asagidaki iki sart saglanirsa L = {K{, K5, .., K} ve L' =
{K3, K5, ..., K3} halkalar1 denktirler (Murasugi 1996).

(1) m=n yani L ve L' ayni sayida bilesene sahiptir.

(2) Sonlu sayida basit diigiim hareketi uygulanarak L, L' ne donistiirtilebilir.

Yukarida verilen (2) sart1 yerine (2) sart1 yazilabilir:

(2) (D(K)=K’, o(K )=K', o, K )=K. olan ve R® iin yénlendirmesini
1 1 2 2 (AL n y

koruyan bir ¢ otohomeomorfizmi vardir.

Daha agik bir ifadeyle, halkalarin bilesenlerini siralamadan bagimsiz olundugundan

genelde boyle bir sartt koymak gereksizdir. Bu yiizden (2)" sart1 asagidaki (2A) sart1 ile
degismistir:
2A) K UK,uU..UK, ailesini K/UK, U..UK ne doniistiren ve R3 iin

yonlendirmeyi koruyan bir otohomeomorfizmi vardir.

Eger halkanin her bir bileseni yonlendirilmis ise bu durumda denklik tanimlari,
tamamen yOnlendirilmis diigiimlerin denkligi tanimmin bir geniglemesi olacaktir

(Murasugi 1996).

Ornek 2.3: Sekil 2.16°daki L ve L' halkalar1 tamamen aym oldugundan bu halkalar
denktir. Bununla beraber eger L’nin bilesenlerinin siras1 degistirilirse bu durumda
Tanim 2.4.3°tn (2) sarti saglanmaz ve halkalar denk olmaz. Fakat (2A) sarti
saglanmigtir. Boylece onlar denk olarak diigiiniiliir (Murasugi 1996).
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O IRCY.

Sekil 2.16. Denk halkalara bir 6rnek (Murasugi 1996)

Sekil 2.17°de L ve L' ne bir ydnlendirme verilsin. Iki halkaya bir yon verilmesi (2)

sartinin saglanmamasina sebep olur. Bdylece bu yonlendirilmis halkalar denk olmaz.

CVEREIY)

Sekil 2.17. Denk olmayan yonlendirilmis halkalara bir 6rnek (Murasugi 1996)

i

Bu sebepten diigiimlerin denkligi problemine gore daha ¢ok karisik olan halkalarin

denkligi problemi incelenirken daha dikkatli olunmalidir.

Tahmin edilecegi gibi asikar diigiim kavrami halkalara genisletilebilir. Ornegin, N -
bilesenli asikar halka gibi. Bu halka N -ayrik asikar diigiimden meydana gelir (Sekil
2.18).

Sekil 2.18. n-bilesenli asikar halka (Murasugi 1996)

Her bir N igin sadece bir asikar N -bilesenli halka vardir (asikar halkayr yonlendirme

fazla bir igse yaramaz) (Murasugi 1996).
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2.5. Diigiimlerin Aritmetigi

Biitiin diigiimleri ihtiva eden kiime iizerinde bir toplama islemi tanimlanabilir. Boyle bir
islemle bu kiime bir grup olusturabilir mi sorusu sorulabilir. Bu nedenle iki diigiimiin
toplam1 (baglantili toplami) olarak adlandirilan, iki diigiimden tek bir diigiimiin nasil
elde edilebildigine bakmak gerekir. Bu yaklasimdan bir sonug ¢ikarmak igin ters islem
lizerine yogunlasilmalidir. Ornegin, bir diigiim (veya halka) daha basit iki diigiime
ayristirilacaktir (Murasugi 1996).

S° de (veya R®) bir S kiiresi ve S ile stmirlanmis rnegin, stmir1 S olan 3-boyutlu B®
topu goz Oniine alinsin. B® iin i¢inde A, B ug noktalari ile S yiizeyinde bulunan bir
basit biikiilmiis & dogrusu (aslinda poligonal bir dogru) verilsin. Eger bu « egrisi S’yi
sadece A ve B noktalarinda kesiyorsa Sekil 2.19°da da goriilecegi gibi bu egriye (1,1)-
dolagik denir. Bir (1,1)-dolasik’in basit kapali egrilere boliinmiis olabilecegine dikkat

edilmesi gerekir.

B® in iginde bulunan « diigimlenmis (1,1)-dolagik’in parcalarna basit digiim
hareketleri uygulanabilir. Bunu yaparak da sabitlenmis A ve B noktalarina sahip «
egrisinin, Sekil 2.19.(b)’de goriildigi gibi (1,1)-dolasik’a doniistiiriildiigii diistiniilebilir.
Boyle bir a egrisine bir asikar (1,1)-dolagik denir. Burada Sekil 2.19.(c) asikar
olmayan (1,1)-dolasik’a ornek teskil ederken, Sekil 2.19.(a) ve Sekil 2.19.(b) asikar
(1,1)-dolasik 6rnekleridir (Murasugi 1996).

%,;

(a) (b) (c)
Sekil 2.19. (1,1)-dolasik drnekleri (Murasugi 1996)
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K, S° de bir diigiim (veya halka) olsun. Ustelik K’y1 tam olarak A ve B seklinde iki
noktada kesen (dik a¢ida) bir 2-boyutlu ¥ kiiresi mevcut olsun. ¥’nin, yukarida
tanimlanan S nin roliinii {istlendigi goriilebilir. Ancak K, S* de bulundugu i¢in K, Z
vasitastyla Sekil 2.20.(a) ve Sekil 2.21.(a)’da goriildiigii gibi biri £’nin iginde digeri
Y’nin disinda bulunan « ve S seklinde iki (1,1)-dolasik’a boliiniir. X, biri £’dan ve
onun iginden digeri ¥’dan ve onun disindan olusmus iki 3-boyutlu topun sinir1 oldugu
icin iki (1,1)-dolasik meydana gelir. S°® iin, sinirlarina 2-boyutlu kiire denen sinirlari
boyunca birbirlerine yapistirtlmig iki (3-boyutlu) toptan olusturuldugu diisiiniilebilir.
Boyut bir asag1 diisiiriiliirse yapistirma islemi daha kolay tahayytil edilir. Eger iki disk
alinir ve onlar, sinirlari boyunca yapistirilirsa ki; burada sinirlar ¢emberlerdir bu
durumda iki boyutlu kiire elde edilir. ¥’da bulunan bir S basit poligonal dogrusu

vasitasiyla A ile B baglansin. Boylece S, o ’yave S, [ ’ya birlestirilirse sirasiyla K;

ve K, digiimleri elde edilir (Murasugi 1996).

Sekil 2.20. Bir diiglimiin iki diigiime ayrisimi (Murasugi 1996)

Gosterilen sey bir K diigiimiiniin Sekil 2.20°deki gibi K, ve K, seklinde iki diigiime
ayrisabilmesidir. s’nin se¢imi keyfidir. Ciinkli X iizerinde bulunan s’ gibi bir baska
basit poligonal dogru vasitasiyla A, B’ye baglanabiliyorsa K diigiimii bir kez daha K|
ve K, denen iki digiime ayrigtirlabilir. K, ile K; ve K, ile K, niin denk diigiimler

oldugunu gérmek oldukga kolaydir. & veya B’nin biri asikar bir (1,1)-dolagik ise K,
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asikar bir diigiimdiir. Boyle durumlarda K; ve K,, tam anlamiyla sdylenirse, K’ nin

“gercek” bir ayrisimi degildir (Sekil 2.21) (Murasugi 1996).

K,

/\.A A

—_—) > ;
S S

»
U/n U

(a) (b)

Sekil 2.21. Bir diigiimiin agikar ayrisimi (Murasugi 1996)

K;

Aslinda K ve K, denktir, bu yiizden K’nin daha basit diigiimlere ayrisabildigi

distiniilmeyecektir. Bu 6zelligi saglayan K diigiimiine asal digiim denir.

Yukarida anlatilanlardan anlagilacagi gibi bir K diigiimii ya asal bir diigimdiir ya da
agikar olmayan en az iki diigiime ayrisabilir. Bu asikar olmayan diigiimler, ya kendileri
asaldirlar ya da onlar da asikar olmayan diigiimlere ayrigabilirler. Bu islem bir sonraki

asal olmayan diigtimler i¢in siirdiiriilecektir (Murasugi 1996).
Teorem 2.1 (Diigiimlerin ayrisimmnin varhgi ve tekligi):

(1) Herhangi bir diigiim sonlu sayida asal diigiime ayrisabilir.

(2) Bu aynisim siradan bagimsiz olarak tektir. Yani K,K,,..,K  ve K/ K,.. K/

olarak K iki sekilde ayristirilabilir. Boylece N=m ve istelik K;,K,,..., K nin indis

m

sayis1 uygun bir sekilde segilirse K, = Klr, K, = KZ' e K = Kn’ olur (Murasugi 1996).

Yukaridaki ayrisimin tersine sebep olan birlesme diisiiniilstin. Esasen aranilan sey iki

diigiimiin baglantili toplamidir. P, S°* de bir K diigiimii iizerinde bir nokta olsun.
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Burada P, Sekil 2.22.(a) ve (b)’de de goriildigii gibi asagidaki 6zelliklere sahip ¢ok

kiigiik yarigapli B® topunun merkezi olarak diisiiniilebilir:

(1) K tam olarak (dik agida) B® sinirli topunun ylizeyindeki iki noktay: keser.
(2) B®iini¢inde K’dan elde edilen « (1,1)-dolasik, asikar bir dolagik’dur.

-

B’ n” K’
L
LS

@

(@) (b) (©)

Sekil 2.22. iki farkl1 diigiimiin baglantili toplam1 (Murasugi 1996)

Benzer olarak diger bir 3-boyutlu S° kiiresinden bir baska K’ diigiimii i¢in bir P’
noktasi segilebilir. Yukaridaki gibi B’ kiiresi Sekil 2.22.(b)’de goriildiigii gibi bir S
agikar (1,1)-dolasik da K’ den elde edilir. Dogal bir sekilde K ve K’ den elde edilen
sirastyla @ ve B (1,1)-dolasik’lar1 i¢in bir yonlendirme tayin edilebilir. B®, B® iin i¢
noktalarmim S° den ¢ikarilmast ile elde edilen bir toptur. Benzer olarak B®, B’ iin i¢
noktalarinin S* den ¢ikariimasiyla elde edilen top olsun. Bu toplarin her birinin yiizeyi
bir (2-boyutlu) kiiredir. Eger bu toplardan birinin kiiresinin yonlendirmesini bastan basa
ters ¢eviren bir homeomorfizm uygulanarak bu kiire boyunca iki top yapistirilirsa 3-
boyutlu S® kiiresi elde edilmis olur. Bu yapistirma islemi & ve B’nm ug¢ noktalarimi
birlestirir. Boylece bu yeni, tek yonlendirilmis K diigiimii bu 3-boyutlu S* kiiresinde
bigimlenir (Sekil 2.22.(c)). Bu insa nedeniyle K diigiimiiniin yonlendirmesi, K ya da

K' diigiimiiniin orijinal yonlendirmesiyle ¢eliski teskil etmemektedir.

Yukaridaki islemle meydana gelen K diigiimiine, K ve K’ diigiimlerinin baglantil

toplam denir ve K#K' ile gosterilir. Ustelik bu K#K’ toplam1 orijinal olarak secilen
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P ve P' noktalarindan bagimsizdir. Boylece K#K' toplammin K ve K’ ile tek bir
sekilde tayin edildigi sdylenebilir (Murasugi 1996).

Onerme 2.1: iki diigiimiin baglantil1 toplama islemi degisme 6zelligine sahiptir. Yani

K #K, = K, #K, dir. Daha agik olarak, K, #K, ve K,#K, yonlendirmeyle denktir.
Ayrica birlesme kanunlar da saglanir K #(K, #K,) = (K, #K,)#K, (Murasugi 1996).

Yukaridaki diigiimlerin baglantili toplami tanimi tiim diigiimlerin kiimesi A igin
tanimlanir. Ancak bu tanim A’y1 bir grup yapmaz. Ciinkii agikar diiglimiin <4 ’nin birim

elemani olmasina ragmen A ’nin ters eleman1 bulunmaz (Murasugi 1996).

2.6. Regiiler Diyagramlar

Tanmm 2.6.1: R3® deki P(x,y,z) noktasim xy-diizlemindeki P(x,y,0) noktasina
izdiistiren fonksiyon p olsun ( Sekil 2.23).

Eger K bir digim (veya halka) ise p(K) = K’ya K’nin izdiisimii denir. K
yonlendirilmis ise o zaman K da K’nin yoniine bagli olarak bir yon kazanir. Bununla
beraber K birkag arakesit noktasina sahip oldugundan diizlemde basit kapal bir egri
degildir. K diigiimii iizerinde birka¢ basit diigiim hareketi yapmak suretiyle asagidaki

sartlar verilebilir:



27

z4

Sekil 2.23. Bir regiiler izdiisiim 6rnegi (Murasugi 1996)

1. K sonlu sayida arakesit noktasina sahiptir.
2. Eger Q, K’nin bir arakesit noktas1 ise Q 'nun p (Q)K ters goriintiisii K *da iki
noktaya sahiptir. Yani Q, K’nin bir katli noktasidir (Sekil 2.24.(a)). Sekil 2.24.(b)’de

gosterildigi gibi ikiden fazla noktaya miisaade edilmez.
3. K’nin bir kosesi (diigiim bir poligonal olarak diisiiniildiiginde) K nin bir kath
noktasina doniismez. Sekil 2.24.(c) ve (d)’deki Orneklerin ikisinde de bir poligonal

dogru K’ nin bir kosesine izdiismiistiir. Bu durumlarn ikisine de miisaade edilmez.

X X ~ 7t

Sekil 2.24. Bir izdiisiim iizerinde olusan katli noktalar (Murasugi 1996)

Yukaridaki sartlari saglayan K izdiisiimiine, bir regiiler izdiisim denir (Murasugi
1996).



28

Tez boyunca islemleri kolaylastirmak icin regiiler izdiisiimler g6z Oniine alinacaktir.
Ancak izdiisiimlerle kisitlanmis olunsa bile katli noktada bazi 6nemli belirsizlikler
vardir. Izdiisiimiin bu katli noktasinda diigiimiin kendi kendisinin altindan mu iistiinden
mi gectigi belli degildir. Bu belirsizligi ortadan kaldirmak i¢in diiglimiin kesim noktasi
cizilerek katli nokta civarinda diiglim bir miktar degistirilebilir. Bdoylece diigiimiin
gecitinin alttan mi tistten mi oldugu konusunda orijinaline uymasa da gergek goriintiisii
cizilebilir. Boyle degistirilmis izdiistimlere bir regiiler diyagram denir (Sekil 2.25.(a),
(b)) (Murasugi 1996).

& &

(@) (b) (©)

Sekil 2.25. Regiiler diyagram 6rnekleri (Murasugi 1996)

Bir regiiler diyagram aslinda diigiimiin {i¢ boyutlu uzayda nasil bulundugunu verir. Yani
diizlemde uzaysal bir ¢izim verilmesine imkan tanir. Ayrica izdiistimde kaybolan bilgiyi
elde etmek igin regiiler diyagram kullanilir. Ornegin, Sekil 2.25.(c), Sekil 2.25.(a) ve (b)
deki (farkli) iki diiglimiin izdiisiimiidiir (Murasugi 1996).

Tanmm 2.6.2: Bir diyagramin gegitleri, iist gecit-alt gecit-list gegit-alt gegit ... seklinde
birbirini takip ediyorsa bu diyagrama bir alterne diyagram denir. Eger bir halka bir

alterne diyagrama sahipse o zaman o halkaya alterne halka denir (Kauffman 1988).

Tamm 2.6.3: Eger bir diyagram kaldirilabilir bir gecite sahip degilse o diyagram
indirgenmistir. Eger bir gecitte dort yerel bdlgeden herhangi ikisi biitiin diyagramda
ayni bolgenin parcalar1 ise bu gecite kaldirilabilirdir denir (Sekil 2.26) (Kauffman
1988).
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Sekil 2.26. Kaldirilabilir gegit 6rnegi (Kauffman 1988)

2.7. Klasik Diigiim Sabitleri

1. (Reidemeister hareketleri): Asagidaki Sekil 2.27°de bulunan {i¢ hareket (), haric)

Q,,Q,,Q, ve onlarin terslerine Reidemeister hareketleri denir (Murasugi 1996).

H
i

W
I

\
V

\

1
||
i

Sekil 2.27. Reidemeister hareketleri (Murasugi 1996)

K ve K' diglimlerinin regiiler diyagramlari sirasiyla D ve D’ olsun. Eger D regiiler
diyagrami €2,Q),,Q), ve / veya onlarin tersleri sonlu kez uygulanarak diger D'

diyagramina doniistiiriilebilirse bu taktirde D ve D' diyagramlar1 denktir denir ve bu

denklik D~ D’ ile gosterilir. Bu sdylenenler 15181nda asagidaki teorem verilebilir:

Teorem 2.2: D ve D', K ve K' diigiimlerinin regiiler diyagramlari olsunlar. Bu
taktirde
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K~K'<D=D'

olur (Murasugi 1996).

Yukaridaki teoremden, diigiimlerin denkligi probleminin aslinda bu diigiimlerin regiiler
diyagramlarinin bir denkligi problemi oldugu sonucu ¢ikabilir. Boylece bir diigiim
sabiti, bir regiiler diyagrama herhangi bir Reidemeister hareketi uygulandigi zaman

degismeden kalan bir 6zelliktir (Murasugi 1996).

Q, ve Q; Reidemeister hareketleri ile iiretilen denklik bagintisina regiiler izotopi denir.
Qq, Q, ve Q3 Reidemeister hareketlerinin iicli ile tretilen diyagramlar {izerindeki
denklik bagintisina kusatan izotopi denir. Boylece (1, ve (5 hareketleri regiiler izotopi
sabiti, Q,, Q, ve Q3 Reidemeister hareketleri ise kusatan izotopi sabitidir (Kauffman
1988).

2. (Gegitlerin minimum sayis1): Bir K diigiimiiniin bir D regiiler diyagramindaki
gecitlerinin sayis1 ¢(D), bir diigiim sabiti degildir. Ornegin, asikar diigiimiin Sekil
2.28’deki gibi iki regiiler diyagram1 D ve D’ verilsin. Birincisinde c(D)=0 olmasina

ragmen ikincisinde ¢(D") =1dir (Murasugi 1996).

¢(D) =0 ¢(D') =1

Sekil 2.28. Farkli sayida gegitlere sahip asikar diigiime ait iki farkl regiiler diyagram
ornegi (Murasugi 1996)

K diigiimiiniin tiim regiiler diyagramlarindan elde edilen c¢(D)’lerin minimum sayisina,

K’nin gegitlerinin minimum sayist denir ve C(K)=mDin c(D) ile gosterilir. Bu bir
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diigiim sabitidir. Bu sabite K’nin ge¢itlerinin minimum sayis1 denir. ¢(K) gegitine sahip

K nin regiiler diyagramma, K’nin minimum regiiler diyagrami denir. Ornegin, K

asikar diigiim ise ¢(K) =0 dir (Murasugi 1996)

Tahmin 2.1: K, ve K, iki farkli diigiim ise
C(Kl # Kz) = C(K1) + C(Kz)

dir (Murasugi 1996).

3. (Koprii sayisi): Bir diigiimiin regiiler diyagraminda geg¢it bolgesinin iistiinden gegen

parcaya koprii denir (Sekil 2.29) (Murasugi 1996).
\ \ {\\\ ‘/\
N :,"/ ;/’W‘;’H //" >
A QD QD
(b) (©)

(a)

Sekil 2.29. Bir diigiimiin regiiler diyagrami iizerindeki koprii 6rnekleri (Murasugi 1996)

Bir K diigiimiiniin D diyagramindaki koprii sayis1 br(D) ile gosterilir. Bu, K i¢in bir
sabit degildir. Ancak verilen bir K diiglimii i¢in biitlin regiiler diyagramlar1 goz oniine
alindiginda bu diizenli diyagramlarin minimum k&prii sayis1 K i¢in bir sabittir. Yani bir

K diigiimi (veya halka) icin br(K)=rrg'n br(D) bir sabittir. K agikar diigiim ise

br(K) =1 dir (Murasugi 1996).

Tahmin 2.2: K bir diigiim ise ¢(K)>3(br(K)-1) dir. Esitlik K’nin asikar diigim,

trefoil diigiim ya da trefoil diiglimlerin baglantili toplami oldugu zaman saglanir

(Murasugi 1996).
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4. (Diigiimlenmeme sayis1): Bir K digimiiniin (veya halkasinin) regiler D
diyagramindaki bir gecit degistiginde (lokal olarak) iist ve alt gecit kisimlar1 degisir. Bu
tip bir degisim basit diigiim hareketi olmadigindan genel olarak baska bir diigiimiin bir

regiiler diyagramu elde edilir (Murasugi 1996).

Ornek 2.4: Sekil 2.30.(a)’da eger kiigiik bir cember igindeki alt ve iist gecit kisimlar
degistirilirse asikar diiglimiin regiiler diyagraminin elde edildigi kolayca goriilebilir.

Sekil 2.30.(b) (Murasugi 1996).

- &

(@) (b)

Sekil 2.30. Diiglimlenmeme operasyonuna bir 6rnek (Murasugi 1996)

Onerme 2.2: Herhangi bir diigiimiin (veya halkanmn) D regiiler diyagramindan, D’nin
birkag gecitinde (bunun i¢in Reidemeister hareketlerinin kullanimi da gerekli olabilir)
alt gecit bilesenleri ile list gecit bilesenlerini degistirerek asikar diiglimiin regiiler

diyagrami elde edilebilir (Murasugi 1996).

Onerme 2.2’ye gore, bir gecitteki alt gecit ile iist gegit bilesenlerinin degisim
operasyonuna diigimlenmeme operasyonu denir. D regiiler diyagraminin
diigimlenmeme sayisi, D’yi asikar diiglimiin (halkanin) regiiler diyagramina
dontstiirmek i¢in gerekli olan diigiimlenmeme operasyonlarinin minimum sayist olarak
tanimlanir. D’nin diiglimlenmeme sayisi u(D) ile gosterilecektir. Beklenildigi gibi
u(D), bir K diigiimii i¢in sabit degildir. K’nin tiim regiiler diyagramlar1 goz Oniine
alindiginda bu regiiler diyagramlardaki diigiimlenmeme operasyonunun minimum sayisi

bir diiglim sabiti olur. Yani K bir diigiim (veya halka) ise u(K)= mgn u(D), K’nin bir



33

sabitidir. Burada D, K’nin tiim regiiler diyagramlarinin kiimesidir. O halde u(D),

K’nin diigiimlenmeme sayisidir (Murasugi 1996).

5. (Halkalanma sayis1): Buraya kadar tartisilan diiglim sabitleri, diigiimiin
yonlendirilmesinden bagimsiz olmustur. Simdi yonlendirilmis halkalar i¢in 6nemli bir
sabit olan halkalanma sayis1 tanimlanacaktir. ilk olarak yonlendirilmis bir diigiim ya da

halkanin bir regiiler diyagraminin her bir geg¢iti ya +1 ya da -1 ile isaretlendirilir.

Sekil 2.31°de goriildiigii gibi yonlendirilmis bir regiiler diyagramin bir C gegitine iKi
simiflandirma verilebilir. (b) durumunda gecit sign(c)=-1 ile isaretlenirken, (a)
durumunda sign(c) =+1 ile isaretlenir. (b)’deki gegcite negatif, (a)’daki gecite pozitif
denir (Murasugi 1996).

5 rd
<, s

sign(c) = +1 sign(c) =-1

(a) (b)

Sekil 2.31. Bir diigiimin yonlendirilmis regiiler diyagrami {izerindeki gegcitlerin
isaretlendirilmesi kurallar1 (Murasugi 1996)

D, iki bilesenli L = {K;, K,} halkasinin yonlendirilmis bir regiiler diyagrami olsun.

Ayrica K, ve K, nin izdiisimlerinin arakesit oldugu ve D’nin gegitlerinin c,¢,,...,C,

oldugu kabul edilsin. Bu taktirde

%{Sign(cl) + sign(c,) +...+ sign(c, )}
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ifadesine K, ve K,’nin halkalanma sayisi denir ve Ik(K;,K,) olarak gosterilir

(Murasugi 1996).

Teorem 2.3: Ik(K,,K,) halkalanma sayisi L’nin bir sabitidir.

Anlatilmak istenen, L’nin bir diger yonlendirilmis D’ regiiler diyagrami géz Oniine
alindiginda onun halkalanma sayis1 degerinin de D’ninki ile ayni olacagidir. Bu yiizden
bu deger L’nin halkalanma sayisidir ve Ik(L) ile gosterilir. Ustelik halkalanma sayist
K, ve K,’nin siralanmasindan bagimsizdir. Yani Ik(K;, K,)=1k(K,,K;) (Murasugi

1996).

Ornek 2.5: Seckil 2.32.(a) ve (b)’deki L ve L' halkalarinin halkalanma sayisi
hesaplansin (Murasugi 1996).
a-) ¢y, Cq, C3, C4 gegitlerindeki isaretleri belirlemek gerekir. Her bir gegitteki isaret —1

oldugundan Ik(K;,K,)=-2 elde edilir.

b-) Benzer olarak sign(c,)=sign(c;)=-1 iken sign(c,) =sign(c,)=+1 oldugunu

gostermek kolaydir. Boylece Ik(K,,K,)=0 dir. Boylece L’nin halkalanma sayisi

verilen yonlendirmeye bagli olan bir sabittir.

e /)
\ NS /
\
(a) (b)

Sekil 2.32. Bir diigiimiin halkalanma sayisi ile ilgili bir 6rnek (Murasugi 1996)
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L, K,,K,,...,K, seklinde N -bilesenli bir halka olsun. i< j i¢in K; ve K, iki bileseni
icin Ik(K;, K;) halkalanma sayisi yukaridakilerin bir genislemesi olarak tanimlanabilir
(1 <i<j<n). (Bu halkalanma sayisini hesaplamak igin K; ve K; hari¢ L nin biitiin

n(n—1)
2

bilesenleri ihmal edilir). Bu yaklagim halkalanma sayisini verir ve bunlarin

toplami olan

> k(KK ,)=1Ik(L)

1<i<j<n

esitligine, L’nin toplam halkalanma sayis1 denir (Murasugi 1996).
2.8. Diigiim Polinomlar:

Diiglim teorisinin 6nemli sorularindan biri, iki digiim diyagrami verildiginde ayni
diigiimii temsil edip etmedikleri sorusudur. Bu sorunun cevabini bulabilmek i¢in diigiim
sabitlerini kullanmak oldukga etkili bir yontemdir. Burada simdiye kadar bulunmus ve

etkileri tartisilmayacak olan bazi diiglim sabitleri incelenecektir.
2.8.1. Alexander — Conway polinomu

Alexander polinomunun hesaplanabildigi metodlardan biri Seifert matrisidir. Fakat bu
yontemin ilerleyen zamanlarda oldukca kullanigsiz oldugu goriildii. Buna karsilik
diigiim teorisindeki degisimin sabit durumu ve onun diger bilim dallartyla olan
etkilesiminden dolay1 bu problem ortadan kaldirildi. Bu durum 1960’larin sonunda J. H.
Conway tarafindan saglandi. O, Alexander polinomunu hesaplamak i¢in oldukga etkili

bir mekanik yontem tasarlayarak bunu sagladi (Murasugi 1996).

Tanim 2.8.1.1: Yonlendirilmis bir diigiim verilsin. O halde asagidaki iki aksiyom
vasitasiyla ona sabitlestirilmis bir z degiskeni ile bir V,(z) Laurent polinomu

atanabilir (Murasugi 1996).
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Aksiyom 1: Eger K asikar diigiim ise V  (z)=1dir.

Aksiyom 2: D,, D_, D, regiiler diyagramlari sirastyla ti¢ K, , K_, K, diigiimlerinin

diyagramlar1 olsunlar. Bu regiiler diyagramlar bir gegitin komsulugunda hari¢ tam
olarak aynidirlar. Bu komsulukta regiiler diyagramlar Sekil 2.33’de gosterildigi bicimde
farklilagirlar. (Not: D4 ( D. ) durumunda bu komsuluk i¢inde sadece bir pozitif (negatif)
gegit vardir.)

SO TX

Sekil 2.33. Conway polinomu hesaplamalari i¢in skein diyagramlar1 (Murasugi 1996)

O halde ti¢ diigiimiin Laurent polinomlar1 asagidaki gibi iliskilidir:
Vi, (D =Ve (9)=2V( (2 1)

Yukaridaki gibi bi¢imlendirilmis @i¢ D,, D_, D, regiiler diyagramlarina skein
diyagramlari denir ve (1)’deki K, , K_, K, in Laurent polinomlar arasindaki bagintiya

skein bagintis1 denir. Yine diger ikisi tarafindan D,, D_, Dy’in birine yapilan bir

operasyona skein operasyonu denir.

Yukaridaki sekilde tanimlanan V  (z) polinomuna Conway polinomu denir. Aksiyom
(1) ve (2) den elde edilen V, (z) Laurent polinomunu iyi tanimli ve tektir. V()

Conway polinomu ile Ag(t) seklinde gosterilen Alexander polinomunun aslinda ayni

oldugu gosterilebilir (Murasugi 1996).
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i) dir (Murasugi 1996).

N

Teorem 2.4: A, (t)=V Wt -

. . : . 1
Diger bir ifadeyle, eger Conway polinomunda z yerine Jt-— yazilirsa Alexander

Jt
polinomunu elde edilir. Bu iliskiden dolay1 V (z) polinomuna sik sik Alexander—

Conway polinomu denir (Murasugi 1996). Genellikle Conway polinomunu hesaplamak

icin en etkili yol, skein aga¢ diyagramini kullanmaktir.

Ornek 2.6: Yoénlendirilmis sag-el trefoil diigiimii icin Conway polinomu ve Alexander

polinomunu asagidaki sekilde hesaplanir. Conway polinomu hesaplanirken
Vo(2)=1 ve V,(2)=0

olarak alinir.

).
o & ¢

Vi (2)=1V(2)+2V 4 (2) +2°.V,(2)

=1+0+2°

=1+ 2z?
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Yukaridaki sonugtan yola ¢ikarak yonlendirilmis sag-el trefoil diiglimiiniin Alexander

: .. 1
polinomu i¢in z =\t —— alinirsa

NG

A (t) =1+(\/f—it)2 =t -1+t

F

bulunur.
2.8.2. Jones polinomu

Tamim 2.8.2.1: K yonlendirilmis bir diiglim ve D, K i¢in (yonlendirilmis) bir regiiler

diyagram olsun. O halde K’nin Jones polinomu V, (t), asagidaki iki aksiyomdan (tek
bir bigimde) tanimlanabilir. Onun kendi polinomu, Jt degiskenli bir Laurent

polinomudur yani polinom, negatif bir kuvvete sahip Jt degiskenli terimlere sahip
olabilir (Murasugi 1996).

Aksiyom 1: Eger K asikar diigiim ise V, (t) = 1 dir.

Aksiyom 2: D, ,D ,D, (Sekil 2.33) skein diyagramlar1 olarak kabul edilirse asagidaki

skein bagintist saglanir:
1 1
Vo (0) —tVp (1) =] vVt -2 My ( 2
Vo (0 -tV () [ ﬁ)v%() @

Ilk bakista Alexander polinomunu tanimlayan aksiyomlar 6zellikle (1) ve (2) nolu
esitlikler yanlig goriinebilir. Jones polinomunun bulunmasindan sadece birkag¢ yil sonra
1995 yilinda Melvin ve Morton tarafindan sezgisel olarak Alexander polinomu ile Jones
polinomunun bir kisaltilmis bigimi arasinda son derece sasirtici bir iliski oldugu

bulundu (Murasugi 1996). Jones polinomu ilk duyuldugu zaman aralarinda sadece
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matematikgilerin olmadig1 pek ¢ok kisi, Alexander polinomunun ikinci aksiyomundaki

bdyle uyumsuz bir degisime sasirdi.

Jones polinomunu hesaplamak ig¢in gerekli olan algoritma, tamamen Alexander
polinomunu hesaplamak icin gereken algoritmaya benzerdir. Yani bi¢gimlendirmek i¢in
bir skein aga¢ diyagrami gereklidir. Ayrica iki skein diyagramlarinin katsayilar1 farkli
oldugu igin Jones polinomunun hesaplanmasi biraz daha zordur. Jones polinomunun
skein aga¢ diyagrami kullanilarak N -bilesenli asikar halkanin Jones polinomlarinin

tamami toplam olarak yazilirsa zorluk (ya da belki onun kuvveti) hemen goriilebilir

(Murasugi 1996):

Vie (@ = FL OV (1) + £, (Ve (1) +...+ T, (OV,, (O

Alexander polinomunun hesaplanmasinda yukaridakine benzer bir ifade lizumsuzdur.

Clinkii 2 >2 igin 0, niin (n-bilesenli asikar halkanin) Alexander polinomunun sifir

oldugu biliniyor. Jones polinomunun hesaplanmasinda ve burada yatan temel fark,

onlarmn sifirdan farkli olmalaridir. Bundan dolay: birinci adim 0,,’niin Jones polinomu

Vo, (t) ’yi hesaplamaktir (Murasugi 1996).

Onerme 2.3: Asikar - bilesenli halka 0 , lein

H-1 i “
Vo;, = (_ 1) [‘/f + ﬁj

dir (Murasugi 1996).

Gerekli sartlar olusturularak Jones polinomunun hesaplanmasiyla ilgili bir 6rnek

verilsin. Alexander polinomunda oldugu gibi asagidaki esitlikler saglanir:

Vo (1) =V, (t)+1tzV, (1)
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V, () =t"Vp (1) -t72V, (1),

1 .
burada netlik i¢in Z = (\/f - —j alinmalidir (Murasugi 1996).

Jt

Ornek 2.7: Sekil 2.34’de sag-el trefoil diigiimiiniin Jones polinomunun hesab1 igin

skein aga¢ diyagrami ¢izildi.
&@)

\t7

(O = @) @y

Sekil 2.34. Sag-el trefoil diiglimiiniin Jones polinomu i¢in skein aga¢ diyagrami
(Murasugi 1996)

Skein aga¢ diyagramindan

V, (t) =t2V, (t) + 32V, (1) + 1727V, (1)

Zt+t3—t*

oldugu ortaya ¢ikar.
2.8.3. Skein invaryantlar

Jones polinomunu tanimlayan (2) nolu skein bagintisina dikkatli bir bigimde bakilirsa

ve (1) ile kargilagtirilirsa V, (t) ve V, (t) 'nin katsayilarimin mutlaka % ve t’ye
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siirlandirilmasimin gerekli olmadigr goriilir. Genel olarak t degiskeninin rastgele bir

fonksiyonunun alinabilecegi ve onun degisimine izin verilebilecegi goriiliir.

Tanmm 2.8.3.1: K (yonlendirilmis) bir diiglim ve D, K’nin bir regiiler diyagrami olsun.

O halde asagidaki aksiyomlar vasitasiyla negatif kuvvetlere sahip olabilen Xx,y,w ile

K’nin bir polinomu S, (X, Y, W) tanimlanabilir.

(1) K agikar diigiim ise o zaman S, (X, y,w) =1 dir.

(2) D,,D_,D, skein diyagramlar ile ilgili olarak asagidaki esitlik saglanir:
XSp, (X, ¥, W) = ySp_ (X, Y, W) = WS, (X, Y, W).
Sy (X, y,w) polinomu K ’nin bir sabitidir (Murasugi 1996).

Birkag diigiim igin S, (X,y,W) polinomu hesaplanmadan 6nce S, ’nin hafif bir
sadelestirilmisi géz Oniline alinsin. Yukaridaki tanimdan Sy 3-degiskenli bir polinom
olarak goriilmesine ragmen gercekte o sadece 2-degiskenli bir polinomdur. Bunu
gostermek igin (3) nolu esitlikte tanimlanan 2-degiskenli P, (v, z) polinomu ele alinsin

(Murasugi 1996).

(1) Asikar digiim igin P, (v,z) =1 dir.

(2) D,,D_,D, skein diyagramlar: hususunda asagidaki formiil saglanir:

% Py, (V,2) VP, (v,2)=2P; (v,2) (3)

Burada P, (v,z) ve S, (X,Y,W) polinomlar1 dogal bir bigimde (4)’deki iki esitlikten

ortaya ¢ikan ayni polinomlardir (Murasugi 1996):
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1) 8¢ €2 =R w,2)

oowo
@ P =Sty (4)

Genellikle skein bagmtilari ile tanimlanan bir polinoma skein polinomu denir. P, (v, z),

bir skein polinomunun en genellestirilmis seklidir ve bu polinoma siklikla Homfly
polinom denir. Bu adlandirma, bu polinomu yaklasik olarak ayni zamanda bulan

matematikgilerin soyadlarinin ilk harfleri alinarak olusturulur (Murasugi 1996).

Eger Alexander ve Jones polinomlarmin skein bagintilari tanimlari, P, (v, z) ’nin skein

bagintisi ile kiyaslanirsa o zaman asagidaki basit sonug ortaya cikar:

Onerme 2.4: K (ydnlendirilmis) bir diigiim olsun. O halde

u»wm=&mﬁ—%)

@)Adﬂ=&@¢if%>

olur (Murasugi 1996).

Boylece V, (t) ve A, (t) ’nin, P, (v, ) ’nin 6zel durumlari oldugu sdylenebilir. Bununla
birlikte A, (t), V. (t) ’nin 6zel bir hali degildir. Bunlar zorunlu bir bigimde farkh

polinomlardir (Murasugi 1996).

Rastgele bir K diigiimii i¢in S, (X, y,w) ve P (v,z)’yi hesaplarken skein agag

diyagramini kullanmak daha iyidir.

Ornek 2.8: Sag- el trefoil diigiimiiniin skein polinomu su sekildedir:
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P (v,2)=2v* —v* +Vv?2%,

2.8.4. Kauffman polinomu

Eger Q,,Q, ve Q, Reidemeister hareketleri ya da bunlarin tersleri kullanilarak bir

diigimiin diyagrami bagka bir diigiimiin diyagramina doniistiiriilebilirse o zaman onlar
denktirler. Boylece gelistirilen fonksiyonun bir diiglim sabiti oldugunu gostermek icin
miimkiin olan bir yaklasim onun bu Reidemeister hareketleri altinda degismeden
kaldigini1 gostermektir. Bundan dolay1 her ii¢ Reidemeister hareketlerinin fonksiyonu ne

sekilde etkiledigi arastirilmalidir. Ciinkii 6zellikle onlarin karakterleri gesitli yonleriyle
tamamen farklilagir. Ornegin, eger Q, ya da Q' uygulanirsa o zaman D regiiler
diyagraminin gegitlerinin sayis1 degismeden kalir. Daha 6nemli bir diisiince, D’ye bir
yonlendirme verilse bile ya Q, ya da €, veya onun tersi uygulandiginda w(D) Tait
sayisinin degismeden kaldigidir. Buna karsilik Tait sayisinin kendisi bir diigiim sabiti
degildir ayrica Tait sayisinin yalmiz ©, ve €, ve bunlarin tersleri altinda iki regiiler
diyagramin ayn1 oldugunu gostermek igin yeterli olmadigi goriiliir. Buradaki sorun, eger
olay sadece Q, ya da Q, veya onun tersine smirlandirilirsa bir diigiim sabitinden ne

oOlglide uzaklagilir? sorusudur. Bu mantikla L. Kauffman giiclii bir sezgi ile asagidaki

onemli sonuca ulasmistir (Murasugi 1996):

Tamm 2.8.4.1: D yonlendirilmis bir diiglimiin yonlendirilmis bir regiiler diyagrami
olsun. D’nin tiim gegitlerinin isaretlerinin toplam1 w(D)’ye, D’nin Tait sayist (veya

burulma sayis1) denir (Murasugi 1996).

Tamm 2.8.4.2: Q, ya da (2; Reidemeister hareketleri ve onlarin tersleri regiiler

hareketler olarak adlandirilsin. O halde eger bazi diigiimlerin bir regiiler diyagrami
D’ye bu regiiler hareketler sonlu kez uygulandiginda bir D’ regiiler diyagrami elde

edilebilirse D ve D’ regiiler diyagramlari denktir denir (Murasugi 1996).
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Tanim 2.8.4.3: t degiskenli bir fonksiyon f (¢ok degiskenli bir fonksiyon i¢in Tanim
2.8.4.4°e bakiniz) regiiler harcketler altinda sabit olsun. Eger uygun sekilde bir m

secilirse (o regiiler diyagrama bagl olacaktir) o zaman t™ f diigiimlerin bir sabiti olur

(Murasugi 1996).

Ornek 2.9: Bir yonlendirilmis regiiler diyagramin Tait sayisi, regiiler denklik altinda bir
sabittir (Murasugi 1996).

K yonlendirilmemis bir diigiim ve D, K’nin bir regiiler diyagrami olsun. D’nin her bir
geciti Sekil 2.35°de gosterilen yolla ayrilsin. (Not: Bu ug¢ uca ekleme yontemi gegitin

isaretinden bagimsizdir.)

X - X

Sekil 2.35. Kauffman parantez polinomunun tanimi i¢in bir regiiler diyagram tizerindeki
ayirma yontemi (Murasugi 1996)

Diigiimiin yonlendirilmemis olmasindan emin olunmak istenmesinin sebebi, eger D ’ye
bir yonlendirme verilir ve ondan sonra kesilirse yeni regiiler diyagram iizerindeki

yonlendirme artik uyumlu olmayacagindandir (Sekil 2.36’ya bakiniz).

O

Sekil 2.36. Kauffman parantez polinomunun taniminda regiiler diyagram tizerindeki
ayirma yonteminde yonlendirmenin etkisi (Murasugi 1996)
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Kauffman parantez polinomunu tanimlamak i¢in bir gegitin yukaridaki ayirma yontemi
kullanilacaktir (Murasugi 1996).

Teorem 2.5 [Kau 1]: D, bir K diigiimiiniin yonlendirilmemis bir regiiler diyagrami
olsun. O zaman Katsayilar1 tamsay1 olan 1-degiskenli bir Laurent polinomu Pg(A)

vardir. Bu polinom asagidaki dort sart1 saglar (Murasugi 1996).
(1) P, (A) regiiler denklik altinda sabittir.

(2) Eger D asikar diiglimiin minumum gegitli regiiler diyagrami ise

P (A) =1 (5)

olur.

(3) Eger D regiiler diyagrami D, ve D, diyagramlarinin ayrik birlesimi ise

Py (A) =—(A% + A7)P, (AP, (A)
olur.

(4) D, D, D', Sekil 2.37°de verilen skein diyagramlar1 olsunlar. O halde asagidaki

esitlik saglanir:
P, (A) = AP, (A) + A™ P.. (A) (6)

D f) D
Sekil 2.37. Kauffman parantez polinomunu taniminda kullanilan skein diyagramlari
(Murasugi 1996)
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Bir diiglimin D regiiler diyagrami tizerinde tanimlanan bu teoremdeki Pp(A)’ya
Kauffman parantez polinomu denir. Burada (5) nolu bagintinin, K asikar diigiimii i¢in
P« (A) =1 oldugu anlamina gelmez. Aslinda D = {\"2 oldugunda Pp(A) polinomu
hesaplanirken P, (A) = —A™3 esitligini elde etmek icin (6) nolu bagmt: kullanilmalidur.

Bu nedenle P, (A), birinci Reidemeister hareketi Q, altinda sabit degildir. Ancak
P, (A)’dan Q, altinda dahi degismeyen bir sabit tanimlamak miimkiindiir; bu durum

Kauffman prensibini i¢erir (Murasugi 1996).

Teorem 2.6: D yonlendirilmis bir diiglimiin yonlendirilmis bir regiiler diyagrami
olsun. Eger P, (A), “yonlendirilmemis” D diyagraminin Kauffman parantez polinomu

ve w(D), D ’nin Tait sayisi ise o zaman asagidaki esitlik tanimlanir:
A 3 \W(D)
Po (A) == A2)"7 P, (A).

O halde P, (A), yonlendirilmis bir diigiimiin bir sabitidir ve P, (A) ile gosterilir. Eger

A=t /e alinirsa o zaman P, (A), K ’nin Jones polinomu V, (t) ile uyusur. Yani
Bt ™) =V, 0

elde edilir. Ayrica If’K (A), Jones polinomu ile kesinlikle ayni bi¢imdedir (Su
belirtilmelidir ki; P, (A) iizerindeki kivrimlari yok etmek igin Py (A), (=A2)"® ile

carpilir. Ciinkii P, (A)=—A" diir. ) (Murasugi 1996).

Bir K diigiimiiniin Kauffman parantez polinomunun (ve Jones polinomunun) bir
uzantis1 olarak bir 2-degiskenli tamsayr polinomu (negatif Uslii olmast miimkiin)

tamimlamak miimkindiir. F, (@, X) i¢in de yukaridaki gibi benzer argiimanlar kullanilir.
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Teorem 2.7 [Kau 2]: D yonlendirilmemis K diiglimiiniin bir regiiler diyagrami olsun.
O halde asagidaki ispatlanmis {i¢ aksiyomu saglayan regiiler hareketler altinda sabit

olan 2-degiskenli A, (a,X) polinomu mevcuttur (Murasugi 1996):

(1) O asikar diigiim igin
Ay(3,%) =1

olur.
(2) D, D', D, D' bir tek gecitin komsulugunda hari¢ ayni olsunlar. Bu komsulukta

digiimiin regiiler diyagramlar1 Sekil 2.38’deki gibidir. O halde asagidaki baginti

saglanir:

As(@x)+ Ay (a,x)= x[AIj (@x)+A; (a x)J

XX X 00

’

) I

D D

—
A

)]

Sekil 2.38. Kauffman polinomu hesaplamalari i¢in skein diyagramlar: (Murasugi 1996)

(3) D, D*, D, bir tek gegitin komsulugunda hari¢ ayni olsunlar. Bu komsuluk i¢inde
diigiimiin regiiler diyagramlart Sekil 2.39’daki gibidir. O halde asagidaki formiil

saglanir:

(i) Ao (a,x) =aA, (&%)
(i) A (@) =a A, (%)
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D D, D

Sekil 2.39. 2-degiskenli Kauffman polinomunu igin regiiler diyagramlar (Murasugi
1996)

Bu 2-degiskenli Aj(a,x) polinomu da tektir. Kauffman parantez polinomunun
hesaplanmasinda oldugu gibi bu sabit, regiiler diyagramdan tanimlanir. Béylece daha

once oldugu gibi eger K agikar diigim ise A, (a,X)=1 tamimlanmaz. Aslinda
Ap (a,x), birinci Reidemeister hareketi Q, altinda sabit degildir. Ayrica A (&, X) ’in

de Q, altinda sabit olmasi i¢in yeni bir polinom tanimlamaya gerek duyulur (Murasugi

1996).

Tamm 2.8.4.4: K yonlendirilmis bir diigim ve D, K igin bir (yonlendirilmis) regiiler
diyagram olsun. Ayrica wW(D), D ’nin Tait sayis1 olsun. O halde

Fo(ax)=a" A, (a,x)
olur (Murasugi 1996).

Teorem 2.8: F,(a,X), yonlendirilmis K digiimiiniin bir sabitidir (onun regiiler

diyagrami D’den bagimsizdir). Bu sabite 2-degiskenli Kauffman polinomu denir
(Murasugi 1996).

Ornek 2.10: K sag-el trefoil diigiimiiniin 2-degiskenli Kauffiman polinomu asagidaki
sekildedir:
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Fo(@ax)=a®[@+at)+x@+a?)—(a+al)|

Parantez polinomunda oldugu gibi Kauffman polinomu ve Jones polinomu baglantilidir
(Murasugi 1996).

Teorem 2.9 [Kau2]: K bir yonlendirilmis diigiim olsun. O halde

Fr (—t’%,t% +t_%):VK (t)

esitligi vardir (Murasugi 1996).

Boylece yukaridaki Kauffman polinomu ile ek olarak Kauffman parantez polinomu,
Jones polinomunun uzantilari olarak diistiniilebilirler. Jones polinomunda oldugu gibi
iki Kauffman polinomu tamamen sabit degildirler ¢ilinkii ayn1 Kauffman polinomlar1 ve
Kauffman parantez polinomlart ile denk olmayan bir¢ok diigiim vardir (Murasugi
1996).

Sonu¢ (Parantez polinomu): Her bir yonlendirilmemis L halkasina, <L> ile gosterilen

a,b, ¢ degiskenli bir polinom atansin. Oyle ki; asagidakiler saglanir:

O

XD <) D=0
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2) (LUQ)=c(L)
3) (0)=1.

Simdi a,b,c degiskenleri arasindaki iliski verilsin. Polinom €, Reidemeister

X — X
(U
AL GO
() [ XD
cwern e o)

elde edilir. Eger ab=1 ve a”®+b”+abc =0 olursa polinom Q, ye gére sabit kalir.

Dolayisiyla b=a™ ve abc+a® +b?=0=c=-a’-b*=c=-a’—a? olur.
Yyis1y
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Ornek 2.11: K, 5 tor diigiimii i¢in parantez polinomu hesaplanirsa:

<(@3>*g%*@>

(a-a’)(-a?-a’)+(-a*-a’)+a(-a? -a’)+a " +a(-a’-a’)+a’ +
at+a’(-a’+a’)
—a'+a’+a’+a’-at+-a’-at-a*+at-at-a’+at+at-a’-at

—a’_a*_3°

sonucu elde edilir. Yani

P, (@=a"-a’-a”

dir.
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2.9. Graflar

Bir graf noktalardan ve dogru parcalarindan olusan bir sekil olarak diistintilebilir
(topolojik olarak buna 1-kompleks denir). Genelde bir graf soyut bir ifadenin
matematiksel diisiincesidir. Eger S? {izerine bir G uzay grafi yerlestirilebilirse o zaman
G'ye bir dizlemsel graf denir. Bircok kisi igin graf, (x,y) deger iftleri ile
belirlenebilen noktalarin bir kartezyen koordinat sisteminde isaretlenmesi ile ortaya
cikan sekildir. Aslinda graf teorisi bunun c¢ok otesinde bir¢ok teorem ve uygulama

olanaklar1 ile donatilmis bir teoridir.

Graflarla ilgili ilk ¢alismalarin L. Euler tarafindan topoloji teorisi ile ilgili olarak

yapildig1 sdylenebilir.

Bir grafin, basit olarak “cesitli nokta ciftlerinin cizgilerle birlestirilmis hali” oldugu
sOylenebilir. Ayrica graf teorisi ile ilgili sistemlerin genel bir imajin1 olusturabilmek

icin graf kelimesi yerine belki “sebeke” kelimesini kullanmak da miimkiin olabilir.

Tanmm 2.9.1: V ile gosterilen, kdse (veya tepe) noktalar1 kiimesi adi verilen elemanlar
kiimesi ile V' X V kartezyen carpimi kiimesindeki sirali ikililer ile tanimlanmis ayritlarin
olusturdugu E kiimesinin birlikte olusturdugu semaya (diyagrama) graf denir. Graf
G = (V,E) ile gosterilir (Bollobas 1998).

Bir grafda E kiimesinin herhangi bir e € E elemanina, grafin bir ayriti denir ve ayrit
e = (u,v) ile tanimlanmissa (u, v € V) u ve v tepelerine de bitisik koseler denir. Eger

€, ve e, G 'de ortak bir kdse noktasiyla bagli ayritlar ise bu ayritlara da bitisik ayritlar

denir.

Tamm 2.9.2: G grafinda v kosesine bagli ayritlarin sayisi, v kdsesinin derecesi olarak

isimlendirilir ve der(v) ile gosterilir. G grafinda herhangi bir tepenin derecesi sifir ise
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bu tepeye ayrik (izole) tepe, herhangi bir tepenin derecesi 1 ise bu tepeye de ug tepe
denir (Gross and Yellen 2005).

Tammm 2.9.3: G ve H birer graf olmak tlizere V(H) € V(G) ve E(H) € E(G) ise H
grafina G’nin bir alt grafidir veya G, H grafinin siiper grafidir denir. ¢ grafindan kose
veya ayrit silinerek G’nin bir alt grafi elde edilebilir (Gross and Yellen 2005).

Omegin; Sekil 2.40.(a)’daki G grafindan {1,3} koseleri cikarilarak G’nin Sekil
2.40.(b)’deki alt grafi elde edilir.

1 2 2

g

5 4 5 4
(a) (b)

Sekil 2.40. Bir alt graf elde edilmesi iglemi

Tamim 2.9.4: Herhangi bir G grafinda istenilen bir koseden bir bagka koseye
gidilebiliyorsa (bir tepeden diger tepeye daima ulasilabiliyorsa) bu grafa birlestirilmis
(baglantili) graf denir (Gross and Yellen 2005).

Tamim 2.9.5: G sonlu bir graf ve V(G) ile E(G) sirasiyla G grafinin kdselerinin ve
kenarlarinin kiimeleri olsun. Her bir kenar1 + veya - ile isaretlenmis bir G grafina

isaretlendirilmis graf denir (Gross and Yellen 2005).

Tanmim 2.9.6: G bir graf olsun. Eger G = H U K ve H N K = {v,} olacak sekilde H ve
K alt graflar varsa G’ye ayrilabilirdir denir. Burada H ve K’nin her ikisinin de en az bir
kenar1 vardir ve v, bir kosedir. Aksi halde G ayrilamazdir ve vy kdsesine bir ayirma
kosesi denir. Bir blok, G’nin bir maksimum ayrilamayan baglantili alt grafidir. Bir

baglantili graf sonlu ¢coklukta bloklara ayrilabilir (Gross and Yellen 2005).
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Tamm 2.9.7: G, 1-kompleks olarak S? = R? U {oo} igine yerlestirilebilir ise G grafina
diizlemseldir denir. G, R?’ye yerlestirilmis bir graf ise o zaman G bir diizlemsel graftir.
Eger G baglantili bir diizlemsel graf ise G* dual grafi su sekilde tanimlamir: S% — G
icindeki bolgelerin F(G) kiimesi, V(G*) ile birebir karsilik gelir. E(G™) ile E(G) birebir
karsilik gelir Oyle ki; e* € E(G™) ve onun esi, kdse noktas1 olmayan ortak bir noktaya
sahiptir. e* 1n isareti onun esinin zitt1 gibi tanimlanabilir. Eger G baglantisiz bir
diizlemsel graf ise 0 zaman G*, G’nin baglantili bilesenlerinin duali olan graflarin ayrik

bir birlesimidir (Gross and Yellen 2005).

2.10. Graf Cesitleri

Tamim 2.10.1 (Yol graf): Koselerinden iki tanesinin derecesi 1, diger tiim koselerinin
dereceleri ise 2 olan graflara yol graf denir. n koseli bir yol graf P, ile gosterilir. n

koseli bir yol grafin ayrit sayisi ise n — 1 dir.

sz
4 +F,
L a > .P4
[ £ O »F

Sekil 2.41. Yol graf 6rnekleri

Tamm 2.10.2 (Cevre graf): Her kosesinin derecesi 2 olan grafa ¢evre graf denir. n

koseli bir ¢cevre graf C,, ile gosterilir. n koseli bir ¢evre grafin ayrit sayisi n tanedir.

Sekil 2.42. Cevre graf 6rnekleri
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Tamm 2.10.3 (Tam graf): Bir G grafindaki herhangi iki kose arasinda mutlaka bir ayrit

var ise bu grafa tam graf denir. n koseli bir tam graf K, ile gosterilir. n koseli bir grafin

(

ayrit sayist %_1) dir. Tam graftaki her bir kdsenin derecesi ise (n — 1) dir.

Sekil 2.43. Tam graf 6rnekleri

Tamim 2.10.4 (Tekerlek graf): n koseli bir ¢evre grafin her bir kdsesine, bir tek
koseden (bu kose cevre grafa ait degildir) birer ayrit eklenmesiyle elde edilen grafa
tekerlek graf denir. n késeli bir tekerlek graf W, ,, ile gosterilir. Tekerlek grafi, K; + C,

seklinde de ifade etmek miimkiindiir.

N

W3 W4 W5

Sekil 2.44. Tekerlek graf o6rnekleri

Tamm 2.10.5 (Yildiz graf): (n + 1) koseli bir G grafinda bir kése n dereceli diger tiim

koseler 1 dereceli ise bu grafa yildiz graf denir ve K ,, ile gosterilir.

e e

Ki3 K4 Eys L6

Sekil 2.45. Yildiz graf 6rnekleri
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Tamm 2.10.6 (iki kiimeli (bipartite) graflar): Bir G grafinin koseler kiimesi, V; ve V,
gibi iki alt kiimeye ayrilsin. V; kiimesindeki kose ciftleri birbirleriyle, V, kiimesindeki
kose ciftleri de birbirleriyle bitisik degilse ancak V; ve V, kiimeleri arasinda bazi
ayritlar varsa boyle graflara iki kiimeli (bipartite) graflar denir. K, ,, ile gosterilir. (m ile

V; kiimesinin eleman sayisi, n ile V, kiimesinin eleman sayisi temsil edilir.)

|

Sekil 2.46. iki kiimeli graf 6rnekleri

Tanmim 2.10.7 ( Iki kiimeli tam graflar): Bir iki kiimeli (bipartite) grafta V; kiimesinin
her bir kosesi, V, kiimesinin her bir kosesiyle bitisikse boyle graflara iki kiimeli tam

graflar denir.

Sekil 2.47. iki kiimeli tam graf 6rnekleri

Tamm 2.10.8 ( Agac graflar): Cevre icermeyen graflara aga¢ graf denir. Ornegin her
yol graf, yildiz graf ve iki kiimeli graf birer agac graftir.

>—y———

.

Sekil 2.48. Agag graf 6rnekleri
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3. MATERYAL ve YONTEM

3.1. Tor Diigiimleri

Tamm 3.1.1: Bir diigiim (veya halka), eger bir asikar tor iizerinde arakesit noktalari

olmaksizin ¢izilebilen bir diigiime denkse o diigiime (veya halkaya) tor diiglimii denir

(Murasugi 1996).

Tamim 3.1.2: Bir T asikar toru, (X, Y)-diizleminde m:(x—2)*+Yy* =1 ¢emberinin y -

ekseni etrafinda déndiiriimesiyle elde edilir. Bu ¢ember (2,0) merkezlidir ve 1 br

N

0

yarigaphdir (Sekil 3.1).

Sekil 3.1. R? de (2,0) merkezli ve 1 br yarigapl gember (Murasugi 1996)

Asikar toru elde etmenin bir diger yolu, taban1 C; birim ¢emberi ve iistii C, birim
cemberi olan bir silindir almaktir (Sekil 3.2.(a)). Daha sonra R3 de C, ve C,yi birlikte
yapistirip silindirin merkez ekseninde bir C agikar diigimii elde etmektir (Sekil 3.2.(b))
(Eger C, ve C, Sekil 3.2.(c)’deki gibi yapistirilirsa elde edilen C ’nin bir agikar diigiime
denk olmadigina ve bdylece torun asikar tor olamayacagina dikkat edilmelidir)
(Murasugi 1996).

Bir tor diigiimii asagidaki gibi de ifade edilebilir (Murasugi 1996):
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(a) (L) (<)

Sekil 3.2. Asikar tor ve asikar olmayan tor (Murasugi 1996)

Yukaridaki silindir daha agikca tabani xy-diizleminde bir birim ¢ember ve yiiksekligi 1
birim uzunlukta olarak ifade edilebilir. Tabandaki C, ve istteki C, c¢emberlerine
sirastyla A, A,...,A, ve By, B,.., B ; noktalar1 atansin. Yardimect koordinatlar

asagidaki gibidir. Sekil 3.3.(a)’ya da bakiniz.

Ac= (1,0, 0), A;=(Cos 27” Sin 27”,0)...,Ar-1: (Cos AT ;1)7[,Sin 20 =07 4
r
Bo= (1,0,1), By= (cos =, sin =%, 1), ..., Br1=(Cos Ar-97 g, 2=z
r r

a ‘I“'ﬂ
(b) (c}
Sekil 3.3. Tor diigiimiiniin elde edilmesi (Murasugi 1996)

Silindir {izerinde «, dogrulariyla, A ve B, (k=0,1..,r—1) noktalar: birbirlerine

baglansinlar. Daha sonra tabandaki C, sabit tutularak silindir, 2 radyan aciyla z-
r

ekseninin tist kismindaki bir donme ile biikiilsiin. (Bu durumda q pozitif ya da negatif
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bir tamsayidir.) Sekil 3.3.(b)’de q=2 ve r =3 durumu gosterilmektedir. Buna karsilik

Sekil 3.3.(c)’de 0 =-2 ve r =3 durumu gosterilmistir.

Sonug olarak C,’in (X,Y,0) noktasi ile C,’nin (X,Y,1) noktas: 6zdeslendi (basit bir
yapistirma ile). (Onceki gibi C merkezi, asikar diigiim olur.) Bu yapistirma, yiizeyinde
bir diigiime (veya halkaya) dontisen «,a;,...,,; I -daire kesmeleri ile bir asikar T
toru olusturur. Yiizeyde elde edilen bu diigiime (veya halkaya) (q,r) -tor diigiimii (veya

halkasi) denir ve K, seklinde gosterilir (Sekil 3.4) (Murasugi 1996).

I,y

Sekil 3.4. K 5 tor diigiimiiniin orijinal sekli (Murasugi 1996)

T asikar torunu bigimlendirmek i¢in orijinal olarak kullanilan m ¢emberi bir kez daha
g0z Oniine alinsin. Ayrica K’nin T {izerinde bulunan diskin sinir1 oldugu kabul edilsin

(Sekil 3.5).

Sekil 3.5. K, o ve K, o tor diigiimleri (Murasugi 1996)

Bu m ve K asikar diigiimleri veya T {izerindeki bu diiglimlerin birkagindan ibaret olan
bir asikar halka yukarida ifade edildigi gibi bir tor diigiimii degildir. Aslinda r=0

durumuna karsilik gelen diigiim (veya halka) tipleri géz oniine alinirsa, m bir (1,0) —tor



60

digiimii olur. Yani K, olusur. Diger K, digiimiine de bir (0,0)-tor diigiimii denir

(Murasugi 1996).

Yukaridaki tanimlamalarda yonlendirme hari¢ tutulmustur. Bununla birlikte her bir ¢
dogru parcasini A’den B ’ye dogru yonlendirmek suretiyle bir K, = tor diigiimiine
yonlendirme verilebilir. Bu yonlendirilmis tor diigiimii K(q,r) ile gosterilir. Ayrica
eger her bir ¢ ’nin yonlendirmesi ters g¢evrilirse elde edilen yonlendirilmis tor diigiimii

K(—q,—T) ile gosterilir (Murasugi 1996).

Ornek 3.1: Sekil 3.6°da verilen K(3,2) ve K(-3,-2) tor diigiimleri sag-el yonca

yaprag (trefoil) diigiimiine denktir.

K(3,2) K(-3,-2)

Sekil 3.6. K(3,2) ve K(—3,—2) tor diigtimleri (Murasugi 1996)

K(q,r), q,r>0 diigiimiiniin Sekil 3.7’de gosterildigi gibi bir regiiler diyagrama sahip
oldugu bilinmektedir (Murasugi 1996).

7 twists

Sekil 3.7. K(q, r) tor diigiimiiniin regiiler diyagrami (Murasugi 1996)
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Bir K, tor diigiimiinden (yonlendirilmis) ya K(qg,r) ya da K(-q,-r) tor

ar
diigiimlerinin elde edilebilecegi bilinmektedir. Bununla birlikte K tor halkasindan,
bunlardan biri olan yonlendirilmis tor halkasmni elde etmek de miimkiindiir. Ornegin;
=4 ve r=2, ve @,’m yukariya dogru bir yonlendirmeye, buna karsilik «,’in de
asagiya dogru bir yonlendirmeye sahip oldugu kabul edilsin (Sekil 3.8.(a)) (Murasugi
1996).

Sekil 3.8. Tor halkasinin elde edilmesi

Boylece yukarida tanimlandigi gibi uc¢ noktalar 6zdeslenerek yonlendirilmis bir tor
halkasi elde edilir (Sekil 3.8.(b) ve (c)). Bununla beraber bu tor halkasi ne K(4,2) ne de
K(—4,-2) dir. Ustelik K(q,r) tipli yonlendirilmis bir tor halkasi olusturacak bir ¢ ve
' mevcut degildir. Boyle bir karigikliktan ka¢inmak icin bundan sonra yukarida
tamimlandig1 gibi yalniz bir yénlendirme verilmis K(Q,r) yonlendirilmis tor diigiimleri
veya halkalari g6z Oniine alinacaktir (Murasugi 1996). Tor halkasinin bir Grnegi

asagidadir:

Sekil 3.9. Bir tor halkas1 6rnegi (Kawauchi 1996)
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3.2. Diigiimler ve Graflar

Tamm 3.2.1: D, bir K diigiimii i¢in bir regiiler diyagram ve K', K diigiimii i¢in bir
regiiler izdiisim olsun. K' diizlemsel bir graf olarak diisliniilebilir. Grafin kose

noktalar1, K nin gegitlerine karsilik gelir (Sekil 3.10) (Leung 2008).

Sekil 3.10. Dama desenli bigimde renklendirilmis graflar (Leung 2008)

Diizlem tizerindeki bu graflar daha etraflica incelenirse K’ izdiistimiiniin diizlemi birkag
bolgeye ayirdig1 goriiliir. En dista bulunan bolgeden baglanarak bolgeler, ya siyah ya da
beyaz ile renklendirilir. En distaki (sinirsiz) bolge siyah ile renklendirilsin. Aslinda
komsu bolgeler asla ayni renk olmayacak sekilde yani bir kenarin her iki yanindaki
renkler uyusmayacak sekilde bolgeler renklendirilir. Sonra her bir beyaz bolge icinde
bir nokta secilir. Bu noktalara beyaz bolgelerin merkezleri denir. Eger iki beyaz bolge
ortak gegcite sahipseler o zaman bu beyaz bolgelerin iki merkezi kenarlar vasitasiyla
birlestirilir. Her bir kenar sirasiyla bir ortak gegite karsilik gelir. Boylelikle K’ den G
diizlemsel grafi elde edilir (Leung 2008). Sekil 3.10°daki iki K’ izdiisimiine karsilik
gelen iki diizlemsel graf olusur (Sekil 3.11). Wikipedia kaynaklarina gore (Anonymous
2012) Jordan egri teoremi bu yontemin iyi tanimli oldugunu belirtir. Olusan sekile, 4-

birlesme degerli orijinal grafin medial grafi denir.
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VANV

Sekil 3.11. Iki diizlem graf 6rnegi (Leung 2008)

Bununla birlikte uygun bir diizlemsel graf i¢in diigiimiin bazi karakteristiklerinin
somutlastirilmasinda izdiisimden ziyade regiiler diyagramin kullanilmasina ihtiyag
duyulur. Boylece bir gegitte alt gegitler ve iist gecitler diigtiniiliir. Ya bir alt gecit ya da
bir {ist gecit i¢in her bir kenar lizerinde + ya da — isareti belirlemeye calisilir. Bu islem

asagidaki sekilde gosterildigi gibi yapilir (Sekil 3.12) (Leung 2008):

t » \ / /
Sekil 3.12. Bir diigiimiin regiiler izdiigiimiine karsilik gelen diizlemsel grafin
kenarlarmin ya bir alt gegit ya da bir iist gegit i¢in isaretlendirilmesi kurali (Leung 2008)

Dikkat edilirse her bir resim igindeki yatay ¢izgi, gecitin i¢inden gecen kenardir (Sekil
3.11°deki kenara karsilik gelen kenardir). Graf iginde + ya da — belirlendikten sonra
Sekil 3.11°deki iki diizlemsel graf i¢in isaretlendirilmis diizlemsel graflar elde edilir
(Sekil 3.13):
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Sekil 3.13. Isaretlendirilmis diizlemsel graf 6rnekleri (Leung 2008)

Yukaridaki islemin tersine isaretlendirilmis rastgele bir diizlemsel grafdan bir digiim

diyagrami kurulabilir (Leung 2008):

Istenilen diigiimii olusturmak igin ilk olarak G’nin her bir kenarinin merkezinde kiiciik
bir “X” isareti konulur (Sekil 3.14.(b)). Bu “X” isaretlerinin birinin u¢ noktalarindan bir
komsu “X” isaretinin u¢ noktalarna ulasincaya kadar G’nin kenarlari boyunca takip
eden dort ¢izgi c¢izilir. Her bir “X” isaretinde bu islem gerceklestirilirse goriilmeye
baslanilacak sey, bir diigiimiin bir izdiisiimiidiir fakat gegitlerin karakteri hakkinda bilgi
vermez (Sekil 3.14.(c)). Simdi bu diizlemsel bélgeler (yeni sekillendirilmis projektif
diyagram vasitasiyla ilgili bolgenin boliimlerinden elde edilen), daha 6nce irdelendigi
gibi hangi rengin uygulanacagina karar verilen ayni1 metod kullanilarak ya siyah ya da
beyaz ile renklendirilir. Boylelikle orijinal grafin isaretlerinden uygun gecis noktasi
bilgisine ulagilabilir. Kolayca goriilebilecegi gibi siyah ve beyaz sekildeki renklendirme,
gecit bilgisi eklendiginde ortadan kalkar ve bodylece istenilen diiglim diyagrami elde

edilir (Sekil 3.14.(d)) (Leung 2008).

O halde her bir isaretlendirilmis diizlemsel graf i¢in karsilik gelen bir regiiler diigiim
diyagrami vardir (Sekil 3.14.(a) ile Sekil 3.14.(d) arasindaki iliskiye bakiniz). Bununla
birlikte iki farkli diizlemsel grafin, yukaridaki islem yardimiyla elde edilen iki denk

olmayan diigime neden oldugu mutlaka dogru degildir.



65

+{+ 1+

Ll
.

(a)

=

_ 7

(c) (d)

_

Sekil 3.14. Isaretlendirilmis bir diizlemsel grafa karsilik gelen diigiimiin regiiler
diyagraminin elde edilmesi (Leung 2008)

Aslinda yukaridaki yaklasim, oldukga kii¢iik bir sayida kenara sahip olan ve daha sonra
kenar sayis1 artan graflarla baslayan tim diiglimlerin regiiler diyagramlarimin bir
tablosunu olusturmak i¢in kullanilan metodlardan birisidir. Bu yolla Tait ve Little, 11
gecite kadar sahip olan diiglimlerin regiiler diyagramlarimin hemen hemen bir tam

tablosunu olusturdular. Son yillarda bu tablo yeniden diizenlendi (Leung 2008).

Sekil 3.15°de 4-kenara kadar sahip olan baglantili diizlemsel graflar ve onlara karsilik
gelen diigiimler (ve halkalar) gosterilmistir. Kenarlarin sayisi, diigiimiin regiiler
diyagramimin gegitlerinin sayisina esittir. Netlik i¢in kenarlara isaretler verilmemistir.
Ciinkii onlar diiglimlerin regiiler diyagramlar1 degildir, fakat daha ziyade onlarin

izdiistimleridir (Leung 2008).
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Sekil 3.15. Bazi baglantili diizlemsel graflar ile onlara karsilik gelen diigiimlerin
(halkalarin) regiiler izdiistim 6rnekleri (Leung 2008)

Tamm 3.2.2 (Medial yap1): G diizlemsel graf (diizlem i¢inde bu grafin bir gémiilmesi
ile birlikte olan bir G grafi manasinda) olsun. Medial graf M(G), Sekil 3.16°da
gosterildigi gibi su sekilde elde edilir (Kauffman 1989): G nin her bir kenar1 “X” carpim
semboliiyle isaretlendirilir. Bu semboller, herhangi birinden baslanilmak suretiyle G’ nin
kenarina paralel olacak, G’nin karsilasilan kose noktasi atlanilacak ve bir sonraki
mevcut sembolle birlestirilecek sekilde birbirlerine baglanirlar. Her bir sembol, medial

grafdaki bir kose noktasini belirtir.
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Sekil 3.16. Bir grafa karsilik gelen medial grafin elde edilmesi (Kauffman 1989)

Elde edilen medial graf M(G), 4-birlesme degerlidir. Yani bir bakima o, her bir kdse
noktasinda yerel bicimde sunulan dort kenara sahiptir. M(G)’nin kenarlarinin bazilar
ilmekler olabilirler. Diizlemde gomiilen bu tip bir grafa bir evren denir (Kauffman
1989).

Medial yapmin bir tersi vardir (Kauffman 1989): Diizlemdeki her bir baglantili evren
U’ya M(G(U)) = U olacak sekilde bir diizlemsel graf G(U) birlestirilebilir. Ters islem
Sekil 3.17°de gosterildi. Ilk olarak evren, smirsiz bolge gdlgesiz olacak sekilde dama
desenli bi¢imde golgelendirilir ve bir kenar1 paylasan iki bolge zit gblgelere sahiptirler.
O zaman bir G (U) grafi, U'nun golgeli bolgeleri ile birebir karsilik gelecek sekilde kose
noktalar ile bicimlendirilir. Her ne zaman karsilik gelen bolgeler bir sembolii paylagirsa

0 zaman G (U)’daki iki kdse noktasi bir kenar ile birlestirilirler.

Sekil 3.17. Medial yapisi verilen bir grafin elde edilmesi (Kauffman 1989)



68

Onerme 3.1: Baglantili diizlemsel graflarin kiimesi, baglantili evrenlerin kiimesi ile

birebir karsilik gelir (Kauffman 1989).

Ornek 3.2: G iiggen grafinin M mediali trefoil evrendir (Kauffman 1989).

A\

G M

Teorem 3.1: Diiglim evrenleri diizlemsel graflara birebir karsilik gelir (Kauffman
1988).

Ispat: Smirlanmanmis bélge taranmayacak sekilde her bir evren taransin. U evreninden
['(U) grafi asagidaki sekilde elde edilir: I'(U)’ nun koseleri U’nun taranmig bolgelerine
karsilik gelirse taranmis bolgeyi taranmamis bdlgeye baglayan, gecitlerden gegen ve
koseleri birbirine baglayan egriler I'(U)’nun kenarlarin1 gosterecektir. Bu sekilde elde
edilen graf I'(U) ile gosterilsin. Bir G grafi verildiginde G’nin her bir kenar1 iizerine
+—><——- seklinde bir kavsak isareti yerlestirilirse ve Sekil 3.18’de gosterildigi gibi
her bir koseye bu kavsaklar baglanirsa G grafi bir V(G) evrenine birlestirilmis olur.
r(V(G6)) =G ve V(I'(U)) = U oldugunu dogrulamak kolaydir. Dolayistyla bu ispati

tamamlar (Kauffman 1988).

5D &b D
<G>' @ C@'wc)

Sekil 3.18. Diigiim evrenleri ile diizlemsel graflarin birebir karsilik geldiklerine iliskin
bir 6rnek (Kauffman 1988)



69

Taranmamis bolgelerden olusturulan bir graf, taranmis bolgelerden olusturulan bir grafa

izomorftur (Kauffman 1988). 8,7 diigiimiiniin bir 6rnegi i¢in Sekil 3.19’a bakiniz.

Isomorphic graph and
dual graph

Sekil 3.19. 8;, diigiimiiniin izomorfik ve dual graflarinin elde edilmesi (Kauffman
1988)

Sekil 3.20°de oldugu gibi bir alterne halkanin taranmis diyagraminda her bir gegitte
taranan bolgelerin hepsi ayni tiptedir (A ve B burada parantezi tanimlamak i¢in ayni

ayrimdir) (Kauffman 1988).

————
e

e
tip A

B

""’J-tip B

Sekil 3.20. Bir alterne halkanin taranmis diyagraminda her bir gegitin durumu
(Kauffman 1988)

Diiglimlerin ve halkalarin diyagramlarmin isaretlendirilmis diizlemsel graflara birebir
karsilik geldigine dikkat edilirse burada (+) bir A kanalina (-) de bir B kanalina karsilik
gelecek sekilde isaretler grafin kenarlari iizerine yerlestirilir (Sekil 3.21) (Kauffman

1988).
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Sekil 3.21. Isaretlendirilmis graflarin nasil elde edilebileceginin kurali (Kauffman 1988)

Yukarida tanimlanan iglemi test etmek igin ilk dnce Reidemeister hareketlerinin bir graf

versiyonu incelenebilir (Sekil 3.22) (Kauffman 1988).

Y = =
L === o=~ !

III

Sekil 3.22. Reidemeister hareketlerinin bir graf versiyonu (Kauffman 1988)

3.3. Tutte Polinomu

Bir graf, (V, E) cifti ile tanimlanir. Burada V ile kése noktalarinin kiimesi ve E € V X V
ile de kenarlar kiimesi gosterilir. Sadece yonlendirilmemis graflar diistiniiliirse v,w € V

ve (v,w) € E i¢in (v,w) ile (w,v) aymdir. Bir ilmek, ayn1 kose noktalar1 arasinda
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olusan kenardir, yani (v,v) € E dir. Bir koprii, iki ya da daha fazla kdse noktalariyla

taginmast ayrilmis (yani onlar arasinda artik bir yol bulunmayan) bir kenardir.

() R

Ilmek Ko&prii (kistak)
(a) (k)

Sekil 3.23. ilmek ve koprii (kistak) sekilleri

G grafinin verilen bir e kenari i¢gin; G grafindan e kenarmin silinmesiyle (deletion) elde
edilen graf G —e ile gosterilir, e kenarmin bir kdse noktasina biiziilmesiyle

(contraction) elde edilen graf G /e ile gosterilir (Sekil 3.24) (Haggard et al. 2008).

DELETION: CONTRACTION:
G o G- G ¥ v Gla
e a e a a
k4 z z v=aw
. 3 . . N
sdge vartex
deletion identification

Sekil 3.24. Silme (deletion) ve biiziilme (contraction) islemleri (Haggard et al. 2008)

Tamim 3.3.1: G, kose noktalarinin kiimesi V(G) ve kenar noktalarinin kiimesi E(G)
olan bir graf olsun. G grafinin bir e kenari; eger kendi bir kose noktasina birlesiyor ise
bir ilmek (loop) ve e’nin G’den silinmesi bu grafin bilesenlerinin sayisini artirtyorsa bir
kistak (isthmus) olarak adlandirilir. G grafinin T(G; x,y) seklinde gosterilen Tutte

polinomu asagidaki aksiyomlar yardimiyla tek bir sekilde tanimlanir (Jablan et al.
2010):

1) Eger e kenar1 bir ilmek ya da kistak degilse

T(G;x,y)=T(G —e;x,y) +T(G/e; x,y) dir.
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ii) Eger e kenar1 bir kistak ise T(G; x,y) = xT(G/e; x,y) dir.
iii) Eger e kenari bir ilmek ise T(G; x,y) = yT(G — e; x,y) dir.
iv) Eger G grafinin kenarlar1 yoksa T(G; x,y) = 1 dir.

T(G; x,y)’nin x ve y’ye bagl iki degiskenli bir polinom oldugu agiktir.

Tamim 3.3.2: Bir ¢ = (V, E) grafinin Tutte polinomu, asagida tanimlandig1 gibi bir iki
degiskenli polinomdur (Haggard et al. 2008):

1, E(G)=0
xT(G/e), e € E ve e bir koprii ise
yT(G —e), e € E ve e bir ilmek ise
T(G—e)+T(G/e), e €E vee birkopriyadailmek degilse

T(G) = {

3.4. Tutte Polinomunun Kullanim Alanlar:

(x, y)-diizleminin ¢esitli noktalarinda ve ¢izgilerinde Tutte polinomu, matematigin ve
fizigin farkli alanlarinda onlarin kendi dogruluklar1 iginde calisilan nicelikleri
degerlendirir. Tutte polinomunun ¢ekiciligi bu nicelikleri analiz etmek i¢in sagladigi

destekten gelmektedir (Bollobas 1998).

Tutte polinomu bir graf ile, bir matris ile ya da daha ziyade bir matroid ile
birlestirilebilen iki degiskenli bir polinomdur. Onun bir¢ok bilim alaninda ¢ok ilging
uygulamalari vardir. Ornegin; kombinatorik olasilik, istatistiksel mekanik, bilgisayar
bilimi ve biyoloji gibi. Bu polinom W. T. Tutte tarafindan tanitildi. Tutte polinomunun
birka¢ esdeger tanimi vardir. Whitney’in sirali polinomu, Tutte’nin kendi dikromatik
polinomu ve basit fonksiyonlar altinda Fortuin-Kasteleyn’in rastgele kiime modeli gibi.
Bu aslinda verilen bir biiyiikliigiin ve baglantili bilesenlerinin kenar kiimelerinin sayisi
i¢cin matroidlere en yakin genellemeler tireten bir fonksiyondur. Ayrica Tutte polinomu,

silme-biiziilme indirgemesi ile tanimlanabilen en genel graf sabitidir (Bollobas 1998).
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Verilen sonlu bir G grafinin Tutte polinomu T(G;x,y), grafin silme-biiziilme
indirgenmesiyle ilgili bir esas oOzelligi saglar. Bundan dolayr bir silme-biiziilme
indirgenmesine bagli herhangi bir nicel graf sabiti, sonunda Tutte polinomunun bir
degeri olur. Bu polinom olduk¢a ilgingtir. Ciinkii grafin bir¢ok kombinatorik, dizin
haline getirilmis ve cebirsel ozellikleri—koprii olusturmus agaglarin sayisi, koprii
olusturmus baglantili alt graflarin sayisi, kdprii olusturmus ormanlarin sayist ve grafin
devirli olmayan konumlarinin sayisi gibi-Tutte polinomunun 6zel degerleri olarak
distiniiliip arastirilabilirler. Ayrica Tutte polinomundan olusan bir bagka sey de
reliability ve kromatik polinomlarinin yeniden elde edilmesidir. Tutte polinomu Potts
modeli, persolasyon, Abelyan Sandpile modeli gibi istatistiksel mekanik modelleriyle
de ¢ok ilging baglantilara sahiptir (Tullio et al. 2010).

Bilindigi gibi kdse noktalari kiimesi V(G) ve kenarlar1 kiimesi E(G) olan bir graf
G = (V(G),E(G)) seklinde gosterilir. Daha sade olarak G = (V, E) seklinde gosterilir.
Ayrica E,, ile n kdse noktali ve kenar1 olmayan graf, K,, ile n kdse noktas1 tizerindeki
tam graf gosterilir. Eger V(A) = V(G) sart1 saglaniyorsa bir ¢ = (V(G), E(G)) grafinin
bir A = (V(4),E(A)) alt grafina, koprii olusturmus (spanning) denir. Ozellikle G’nin
bir koprii olusturmus alt agaci, bir aga¢ olan G’nin bir koprii olusturmus alt grafidir.
G’nin bir koprii olusturmus ormani, bir orman olan G’nin bir koprii olusturmus alt
ormanidir. Bir G grafinin kdprii olusturmus agaglarinin sayisina G nin tamligi denir ve
7(G) ile gosterilir. Sistem gelistiginde tamlig1 ¢calismak ilgingtir. Daha agik bir ifadeyle
|V(G,)| = o sartin1 saglayan, 7(G,) tamhiga sahip sonlu graflarin verilen bir (G,,);51

dizisi i¢in

. log 7(Gy)
V@me V(G|

limit degerine (eger varsa) (G, ),»1 dizisinin koprii olusturmus agaglarmin asimptotik
gelisim sabiti denir. Sonu¢ olarak k(G), G’nin baglantili bilesenlerinin sayis1 olsun

(Tullio et al. 2010).
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Tamim 3.4.1: Yonlendirilmemis bir G = (V, E) grafi i¢in Tutte polinomu

T(Gix,y) = ) (¢ = DEDKE (y — yersiaiiy

ACE

seklinde tanimlanabilir. Burada k(A4), (V,A) grafinin baglantili bilesenlerinin sayisini
gosterir. Bu tanimda T'(G; x,y)’nin x ve y’ye bagl iyi tanimli bir fonksiyon oldugu
agiktir. Ayni tanim r(A4) = |V| — k(A4), (V, A) grafinin mertebesi (ranki) olmak {izere
biraz daha farkli bir gosterim kullanilarak verilebilir. O halde Whitney’in siral iiretici

fonksiyonu

R(G:x,y) = z X7 (E)=T(A)y |Al=T(4)

ACE
olarak tanimlanir. iki fonksiyon degiskenlerin basit bir degisimi altinda denktir:
T(G;x,y) =R(G;x—1,y—1).
Tutte’nin dikromatik polinomu Q (G; x, y) bir bagka basit degisimin sonucudur:
T(G;x,y) = (x — 1D)*DQ(G;x — 1,y — 1).

Bir bagka tanim silme-biiziilme indirgemesi kullanimidir (Tullio et al. 2010). Bu tanim

daha once verildi.

Cebirsel graf teorisindeki calismalardan bagimsiz olarak Potts, 1952°de istatistiksel
mekanikteki kesin modellerin boliim fonksiyonunu g¢alismaya basladi. Rastgele kiime
modeli tizerindeki Fortuin ve Kasteleyn’in ¢alismalart —Potts modelinin bir genellemesi-
Potts modeli ile Tutte polinomu arasinda bir baglanti oldugunu gdsteren

benzerlestirilmis bir agiklama saglar (Farr 2007).

[statistiksel mekanikten gelen rastgele kiime modeli yine bir baska denk tanimi saglar:
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Z(q,w) = Ypck qk(F)WIFI

polinomu,

TG xy) = (x - D@y - D VZ[(x - D@ -1,y - 1]
degisimi altinda T'(G; x, y) polinomuna denktir (Sokal 2005).

Tanim 3.4.2: A, G’nin koprii olusturmus bir alt grafi olsun. O zaman A’nin mertebesi

r(A) ve boslugu n(A4) asagidaki sekilde tanimlanir (Tullio et al. 2010):

r(A) = [V(A)| = k(A) = V()] — k(4)
n(4) = |[E(A)| = r(4)
= [E(D)| = V(A + k(A).

Tamm 3.4.3 (Koprii olusturmus alt graflar): G = (V, E) bir graf olsun. G’nin Tutte
polinomu T'(G; x, y),

T(G;x,y) = Z (x — 1)T@-TA (y — 1)nA)
ACG

seklinde tanimlanir. Burada toplam, G’nin tiim koprii olusturmus A alt graflar tizerinde

gecerlidir (Tullio et al. 2010).

Tamim 3.4.4: iki G ve H grafinin birlesimi G * H’nmin bir noktasi, G’nin bir v kose
noktast ve H’nin bir w kdse noktas1t G * H’nin bir tek kdse noktasi iginde saptanarak

elde edilir. Asagidaki 6zellik Tanim 3.4.3 kullanilarak kolayca ispatlanabilir:
T(G*H;x,y)=T(G;x,y)T(H; x,y).

Bu 6zellige Tutte polinomunun multiplicative (¢oklukla ilgili olan) 6zelligi denir (Tullio
et al. 2010).
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Teorem 3.2: G = (V, E) baglantili bir graf olsun ve onun Tutte polinomu T(G; x, y) ile
gosterilsin. O halde

(1) T(G;1,1) = 7(6);

(2) T(G; 1,2), G’nin koprii olusturmus baglantili alt graflarinin sayisidir;

(3) T(G; 2,1), G’nin koprii olusturmus ormanlarinin sayisidir;

(4) T(G;2,1) = 2/,

(5) T(G;2,0), G’nin devirli olmayan konumlarinin sayisidir yani konumlar

yonlendirilmis devirlere sahip degildirler (Tullio et al. 2010).

Tutte polinomunun baska bir ilging tarafi, ondan baslanarak graf ile baglantili olan diger

Reliability polinom ve Kromatik polinom gibi ilging polinomlarin elde edilebilmesidir:

R(G, p) reliability polinomunun hesaplanmasinda G’nin her bir kenarinin bagimsiz bir
sekilde p olasilikla aktif (ya da acik) olarak ya da 1 — p olasilikla aktif olmayan (kapali)
olarak secildigi kabul edilsin. O halde R(G,p) olasilik gibi tanimlanir 6yle ki bu
gelisigiizel model igerisinde G’nin her kdse nokta ciftleri arasinda aktif kenarlarin bir

yolu vardir (Tullio et al. 2010).

Renklendirilebilme hususunda G ’nin kdse noktalarinin uygun (ya da kabul edilebilir) bir
A-renklendirmesinin G’nin kose noktalarina A renklerinin atanmasi anlamindadir. Bu
yontemde komsu kose noktalar1 farkli renklere sahiptirler. Eger G grafi uygun bir A-
renklendirmesine izin veriyorsa G grafi A-renklendirilebilir denir. G grafinin kromatik
sayist y(G), A-renklendirilebilir seklindeki A degerlerinin minumumu olarak tanimlanir.
Eger y(G) =21 ve G grafinin herhangi bir A-renklendirmesi, V(G)’nin aymi
par¢alanmasini meydana getiriyorsa (ayni renkli kdse noktalar: ayni sinif i¢indedirler) G
bir tek sekilde A-renklendirilebilirdir. Kromatik polinom y (G, 4), biitiin A degerleri igin
G'nin uygun A renklendirmelerinin sayisini verir. Unlii 4-renk teoremi; eger G
diizlemsel bir graf ise o halde y(G,4) > 0 oldugunu ifade eder. Tutte polinomu ile olan
iliski asagidaki teoremle verilir (Tullio et al. 2010):



77

Teorem 3.3: G = (V, E) bir graf olsun. O halde

(1) R(G,p) = pV@I=1(1 — p)E@I-V@I+1T(G; 1, ﬁ) dir.

2) x(G, 1) = (=1)"@kET(G; 1 — ,0) dir.

Son olarak bir grafin Tutte polinomu ve onun tizerinde kurulan Ising modeli arasindaki
iyi bilinen iligski hatirlanirsa (Tullio et al. 2010); burada Ising modeli, Q = 2 i¢in Q-
Potts modelinin 6zel bir durumu olarak elde edilir. Ferromagnetizmanin iinlii Ising
modeli, G grafinin kse noktalar1 tizerinde diizenlenmis dénmeler olarak adlandirilan
farkli degiskenlerden olusur. Her bir donme +1 degerlerini alabilir ve sadece
kendilerine en yakim komsulariyla birbirlerini etkilerler. iki komsu i ve j kose
noktalarindaki déonmelerin konfigiirasyonu eger donmeler zit degerlere sahipseler | > 0
enerjisine ve eger degerler ayni iseler —/ enerjisine sahiptir. |V (G)| = N olsun ve
6 = (04, ...,0y), 0; € {+1} degerine sahip donmelerin konfigiirasyonunu gostersin. O

halde ¢ konfigiirasyonu i¢indeki sistemin toplam enerjisi
E(6) = —] Xi~joi0;

dir. Burada i~j gosterimi i ve j’nin G’deki komsu kdse noktalari olduklar1 anlamina

gelir. T derecede belirli bir konfigiirasyonun olasiligi
- 1 -
P(6) = Lexp(~BE(3))

ile verilir. Burada B, kabul edilmis Olgiilere uygun bir sekilde g = 1/(kgT) olarak
tanimlanmis “ters derecedir” ve kp Boltzmann sabitini gosterir. Istatistiksel fizikte
alisildigr {lizere yukaridaki bir olasiik hesaplama sistemine, dagitim yapan

normallestirilmis Z sabiti boliim fonksiyonu denir:

Z = Yz exp(—BE(9)).
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G grafi tlizerindeki Ising modelinin boliim fonksiyonunun Z’nin (x — 1)(y — 1) = 2
hiperbolii tizerindeki T(G;x,y) Tutte polinomunun hesaplanmasiyla elde edildigi

bilinir. Daha agik bir ifadeyle, asagidaki bagint1 saglanir:

_ _ e2Pl1q
7 = 2(9251 —1IV@I l)e ﬁle(G”T(G;ezﬁ]_lrezﬁj)'

3.4.1. Ozellikler

Tutte polinomu, baglantili bilesenler iginde ¢arpanlarina ayrilir. Eger G, H ve H' ayrik
graflarinin birlesimi ise o halde
T(G;x,y) =TH;x,y)T(H';x,y)
dir. Eger G grafi diizlemsel ve G* onun dual grafi ise o zaman
T(G;x,y) =T(G"y,x)
dir. Ozelikle bir diizlemsel grafin kromatik polinomu, onun dualinin flow polinomudur
(Tutte 2004).

3.4.2. Kromatik polinom

T(G; x,y) Tutte polinomu y = 0 i¢in kromatik polinoma doniisiir:
P(G; 1) = (=1)VI=K@k@T(G; 1 - 4,0)

dir. Burada k(G), G grafinin baglantili bilesenlerinin sayisin1 gosterir. A tamsayisi i¢in
P(G; A1) kromatik polinomunun degeri, A renklerinin bir kiimesinin kullanildigi G’nin
kose noktalarinin renklerinin sayisina esit olur. P(G; 1) ’nin renklerin kiimesine baglh
olmadig1 agiktir. Daha az agik olan sey onun tamsay: katsayili bir polinomun A degeri

icin olusan degeri oldugudur. Bunu gérmek icin sunlar elde edilmelidir:

(1) Eger G n-tane kose noktasina sahip ve hi¢ kenar1 yoksa o zaman P(G; A1) = A™ dir.
(2) Eger G bir ilmek igeriyorsa o zaman P(G; 1) = 0 dur.
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(3) Eger e ilmek olmayan bir kenar ise P(G; A1) = P(G —e; 1) — P(G /e, A) dir.

Yukaridaki verilen {i¢ sart bir dizi kenar silme ve biiziilme indirgemesi uygulayarak
P(G; A)’y1 hesaplamaya olanak verir. Fakat bu sartlar farkli bir kenar silme ve biiziilme
dizisinin ayni degeri verecegini garanti edemezler. Garanti, indirgemeden bagimsiz

olarak P(G; A)’nin bir seyleri saymas gerceginden gelir. Ozellikle
T(6;2,0) = (=D"IP(G;-1)

devirli olmayan konumlarin sayisini verir (Tutte 2004).

3.4.3. Jones polinomu

G grafi diizlemsel ise xy = 1 hiperbolii boyunca Tutte polinomu bir alterne diiglimiin

Jones polinomunu verir (Jaeger et al. 1990).

3.4.4. Ozel noktalar

(1) T(G; 2,1) ormanlarin sayisini verir yani devirsiz kenar alt kiimelerinin sayisini verir.
(2) T(G; 1,1) koprii olusturmus agaglarin sayisina esittir.

(3) T(G; 1,2) Tutte polinomu, baglantili koprii olusturmus alt graflarin sayisini verir.

(4) T(G;0,2) G’nin gii¢lii bir sekilde baglantili konumlarinin sayisini verir.

(5) Eger G grafi, x X y koordinat sistemi grafi ise o zaman 2T (G; 3,3) T-tetrominoesli
4x enli ve 4y uzunluklu bir dikdortgeni kaplamak igin gerekli olan yollarin sayisina esit
olur (Las Vergnas 1980).

3.4.5. Potts ve Ising modelleri

(x — 1)(y — 1) = 2 ile tanimlanan hiperbol boyunca Tutte polinomu istatistiksel fizikte

calisilan Ising modelinin boliim fonksiyonuna doniisiir. Daha genel olarak her pozitif g
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tamsayisi i¢in (x — 1)(y — 1) = q denklemiyle tammlanan H, hiperbolii boyunca Tutte
polinomu, g-yap1 Potts modelinin boliim fonksiyonuna donisiir. Potts modelinin ¢atisi
altinda analiz edilmis ¢esitli fiziksel nicelikler H,’nun spesifik pargalarina dontstr

(Welsh and Merino 2000).

Potts modeli ve Tutte diizlemi arasindaki iliskiler:

Potts model Tutte polinomu

Ferromagnetizm o H, ’nun pozitif dalt

Antiferromagnetizm = y > 0 ile H, nun negatif dali

Yiiksek 1s1 derecesi 0 e y = 1’e H, nun asimptotu

Diisiik 1s1 dereceli ferromagnetik ... x = 1’e H, nun pozitif dalinin asimptotu
Sifir 1s1 dereceli antiferromagnetik - q-renklendirilmis graf yanix =1—¢q,y =0

3.4.6. Flow polinomu

T(G; x,y) Tutte polinomu x = 0 i¢in kombinatorik ¢alismalarindaki flow polinomuna
dondistir. Baglantili yonlendirilmemis bir G grafi ve k tamsayisi i¢in bir higbiryerde —
sifir k-flow, G’nin rastgele bir konumunun kenarlarina atanan 1,2, ...,k —1 “flow”
degerlerinden biridir dyle ki; her bir kose noktasina giren ve ¢ikan toplam flow k
modiiliine esittir. Flow polinomu C;(k) higbiryerde —sifir k-flowlarinin sayisini
gosterir. Bu deger ayrintili bir sekilde kromatik polinom ile baglantilidir. Aslinda G
diizlemsel graf ise G’nin kromatik polinomu onun dual grafi ¢*’in flow polinomuna

denktir. Bu durum su teoremle verilebilir:

Teorem 3.4 (Tutte): C(G,k) =k 1x(G* k) esitliginin Tutte polinomuna olan
baglantis1 C(G, k) = (—1)™ "*1T(0,1 — k) ile verilir (Tutte 2004).
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3.4.7. Reliability polinomu

T(G; x,y) Tutte polinomu x = 1 igin network teorisinde ¢alisilan biitiin donem sonuna
ait Reliability polinomuna doniisiir. p olasilikli her kenar1 kaldirilan bir baglantili G
grafi icin bu rastgele kenar aksakliklarina bagli bir network’ii bi¢cimlendirir. O halde
Reliability polinomu, kenarlarin aksamasindan sonra G grafindaki kdse nokta ciftlerinin
baglantili kalma olasiligint veren bir R(G,p) fonksiyondur (p degiskenli bir

polinomdur). Tutte polinomu ile olan baglantisi
1
R(G,p) = (A —-p)" ' p"IT(G; L)
ile verilir (Tutte 2004).

3.4.8. Dikromatik polinom

Tutte, kromatik polinomun daha kapali bir genellestirilmisi olan 2-degiskenli

dikromatik polinomunu da tanimlamistir. Bu polinom

QG;u,v) = Z u€A) plAl-CcA+v|

ACE

seklindedir. Burada c(A), koprii olusturmus alt graf (V, A)’nin baglantili bilesenlerinin

sayisidir. Bu polinom
Q(G;u,v) =u°R(G;u,v)

ile verilen corank-nullity polinomu ile iligkilidir. Burada ¢, G grafinin bilesenlerinin
sayisidir. Dikromatik polinom matroidlere genellestirilemez ¢linkii ¢ bir matroid 6zelligi
degildir: Ayn1 matroidli farkli graflar farkli sayilarda bilesenlere sahip olabilirler (Tutte
2004).
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3.4.9. Gauss eliminasyonu

Bazi smirli orneklerde eninde sonunda Tutte polinomu polinom zamani iginde
hesaplanabilir. Ciinkii Gauss eliminasyonu verimli bir sekilde matris operasyonlar;
determinant ve Pfaffian’1 hesaplar. Bu algoritmalar kendi énemli sonuglarini cebirsel
graf teorisinden ve istatistiksel mekanikten alirlar. T(G; 1,1) degeri, bir baglantili grafin
koprii olusturmus agaglarinin sayist 7(G)’ye esittir. Bu, cebirsel graf teorisinin ilk
zamanlarinda Kirchhoff’un matris-aga¢ teoremi adiyla bilinen G’nin Laplasyan
matrisinin bir maksimal temel alt matrisinin determinantinin bir sonucu olarak polinom
zamani icinde hesaplanabilirdir. Benzer sekilde T'(G; —1,—1) igin bisiklet uzayinin

boyutu polinom zamani i¢inde Gauss eliminasyonu ile hesaplanabilir.

Diizlemsel graflar i¢in Ising modelinin bdlim fonksiyonu yani (x — 1)(y — 1) = 2
hiperboliindeki Tutte polinomu, FKT algoritmas: araciligiyla verimli bir sekilde
hesaplanabilir ve bir Pfaffian olarak agiklanabilir. Bu fikir Fisher, Kasteleyn ve
Temperley tarafindan bir diizlemsel kafes modelinin dimer Ortiilerinin sayisini

hesaplamak i¢in gelistirildi (Anonymous 2012).

3.5. isaretlendirilmis Graflar icin Tutte Polinomu

Isaretlendirilmis bir graf G olsun. e, G’nin bir kenar1 olsun ve bu kenarmn (+ ya da —)
isareti sign(e) ile gosterilsin. e kenar1 bir kistak ya da bir ilmek olabilir. G igindeki
pozitif kistaklarin sayis1 i, = i,(G) ile, negatif kistaklarin sayist i_ =i_(G) ile
gosterilsin. Benzer sekilde [, =1,(G) ve l_=1_(G), G’deki pozitif ve negatif

ilmeklerin sayisin1 gostersin.

Isaretlendirilmis graflar i¢in tanimlanan silme-biiziilme ve deger verme formiilleri
vasitasiyla Q[G] = Q[G](a, b, d) seklinde bir polinom tanimlanabilir (Kauffman 1989).

Burada
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X=a+bdveY=ad+b

seklindeki kisaltma islemleri kullanilir. Buradaki a ve b degiskenleri, Boliim 2.8.4’iin
Sonu¢ kisminda anlatilan Kauffman parantez polinomundaki degiskenlerle aynidir.
Kauffman bu degiskenleri biiylik harf kullanarak gostermis olsa da ilgili ¢aligmalarda
daha oOnceki alisgkanlik devam ettirilip kii¢iik harflerle gosterime devam edilecektir.
Kauffman’in ¢alistigi diyagram asagida goriilmektedir. Q[G] polinomu i¢in asagidaki

formiiller tanimlanabilir:

(1) G igindeki ne bir ilmek ne de bir kistak olan bir e kenar1 igin bir silme-biiziilme

uclisi G, G', G" olsun. O halde

Eger sign(e) < 0ise Q[G] = aQ[G'] + b[G"']
Eger sign(e) > 0 ise Q[G] = bQ[G'] + a[G"] olur.

(2) Eger G’nin her kenar1 ya bir kistak ya da bir ilmekse ve G baglantili ise o zaman

Q[G] = X+*+-yi-*1+ olur.

(3) Eger G grafi, G1 ve G2 graflarinin ayrik birlesimi ise o zaman

Q[G] = dQ[G1]Q[G2] olur.

Q [w—oio—] = AQ[—.—-] + BQ[—O 0——]

o] [—o—-_—o—] = so[—o—-] + AQ[—. o—]
[ — =[]

o [4—] = xaf+]

a [—o—"‘—o] = xo[—o] , Q[—O;.] = YO[—.]




84

Tiim isaretlendirilmis graflar i¢in tanimlanan Q[G] polinomunun varligini olusturmak
amaciyla Q[G] polinomu i¢in bir koprii olusturmus aga¢ genislemesi bulunmalidir.
Gelecek iki 6nerme, Q[G] polinomunun; halka diyagramlari i¢in parantez polinomunu,
rastgele graflarin sabit isareti i¢in de dikromatik ve Tutte polinomlart gibi &zel

durumlart icerdigini gosterir (Kauffman 1989).

Onerme 3.2: G isaretlendirilmis diizlemsel graf olsun. K[G] medial yap1 araciligiyla
olusturulan G grafiyla iligkili halka diyagrami olsun. O halde < K[G] > Kauffman

parantez polinomu olmak iizere Q[G] =< K[G] > olur.

Onerme 3.3: Tiim kenarlar1 pozitif isaretler alan isaretlendirilmis bir graf G olsun.
Z[G](q,v), isaretlendirilmemis graf altinda yatan dikromatik polinomu gostersin. N,
G’nin kose noktalarinin sayisin1 ve ¢, G grafinin bilesenlerinin sayisin1 gdstermek
sartryla

N+c

Z[G](q,v) = qTQ[G](q"%v, 1, q%)

esitligi ~ saglanir.  Tutte  polinomu ile  dikromatik polinom birbirlerine
dondistiiriilebildikleri i¢in bu durum Tutte polinomu T (G; x, y) nin, Q[G] polinomunun

0zel bir hali oldugunu gosterir.

Hatirlatma: X = a + bd, Y = ad + b olmak iizere d’nin varlig1
aX — a® = bY — b?

sartina denktir. a, b, X,Y degiskenleri lizerindeki bu sinirlamanin, Q[G] polinomu i¢in
indirgeme iyi taniml1 olsun diye gerekli oldugunu gérmek kolaydir. Ornegin; iki pozitif
ve bir negatif isaretli kenarlara sahip bir iicgen grafi i¢in Q[G] polinomunun asagidaki

iki hesaplamasi g6z oniine alinsin (Kauffman 1989):
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A o
@afe] = aa[y] + e[ N]
asa[ 7] + & O-] + ex
= ABY + A’X + BXY.

{b]G[G] =aa[Z2,] + aq['a]

= AX? + B%Q [ ./_:] -l-BAQ[b‘]

= AXZ + B?X + ABY .

i

[k bakista bulunan bu iki sonucun birbirlerinden farkl1 olduklar1 gériilse de aslinda

bY + a? = aX + b? = a’X + bXY = aX? + b*X

oldugundan her iki sikta bulunan bu sonuglar esittir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Diigiimlerin Tutte Polinomu

Bir K digimiinin Tutte polinomunun, Bolim 3.3’de verilen Tutte polinomu
tanimindan yararlanarak nasil bulunacagi asagidaki ornekte gosterilmistir: ilk 6nce
verilen digimiin  regiiler diyagramindan diigiime ait medial graf (evren)
olusturulacaktir. Daha sonra elde edilen medial graf, bir dnceki boliimde tanimlanan
renklendirme yoOntemiyle bolgeleri siyah ya da beyaz olacak sekilde taranacaktir.
Taranmis grafdan elde edilen diigiime ait izomorfik graf {izerinden Tutte polinomu

hesaplacaktir.

Ornek 4.1: 4, diigiimiiniin Tutte polinomu su sekildedir:

4,
A \\
«
S A
bR k
// -"\ ___,u-"’_ﬂ_ﬁ_r
& . + e
‘/ M, " ,__/K —
/"‘ - _- —
4+ - T
- - L L 4 - _-'# —

xC 7 = ) (%> y(i )

xx(®))  x(®)  y(®) X (® ) yo (®))

x2.1 x. 1 .1 xw. 1 s i

=>TGx,y)=x>+y>+xy+x+y
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4.2. (2,n)-Tor Diigiimlerinin Tutte Polinomu

Bu béliimde Sekil 4.1°de baz1 drnekleri verilen (2,n)—tor diigiimleri incelenecektir.
(2,n)—tor diigiimlerinin, izomorfik ve dual graflari olusturulacak ve bu graflar

tizerinden Tutte polinomlar1 hesaplanarak bunlarin sonuglar tartisilacaktir.

NeR e oL e:

Sekil 4.1. (2, n)-tor diigiimii 6rnekleri

Bu boéliimde incelenecek olan (2,n)-tor diigiimlerinin regiiler diyagramlari, onlarin
izomorfik ve dual graflar asagidaki gibi etiketlendirilerek bu sekildeki isimlendirilmis

halleri 6rneklerde kullanilacaktir.

(2,n)-tor diigiimlerinin regiiler divagramlari

D S
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(2,n)-tor diigiimlerinin izomorfik graflari

K, 3 ve K; 5 tor diiglimlerinin grafi G, ile gosterilsin:

h- ar
Cw RN

K, 5 ve K; 5 tor diigiimlerinin grafi G, ile gosterilsin:

Gz

K, 7 ve K; ; tor diiglimlerinin grafi G3 ile gosterilsin:
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(2,n)-tor diigiimlerinin dual graflar

K, 3 Ve K 5 tor diigiimlerinin grafinin duali G; ile gosterilsin:

K, 5 Ve K; 5 tor diigiimlerinin grafinin duali G ile gdsterilsin:

K37 ve K;  tor diigiimlerinin grafinin duali G3 ile gosterilsin:

&
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Ornek 4.2: K, 3 ve K; 5 tor diigiimlerinin grafi G; igin Tutte polinomu hesaplansin.

(e (™D xC - v (-

Ea i

*
n

>T(Gx,y)=x>+x+y

Ornek 4.3: K, 5 ve K 5 tor diiglimlerinin grafi G, i¢in Tutte polinomu hesaplansin.

<; - =7

x )
| 7 Y
. € ) x ,_/;,

| | | | T e
x.x.x(/) x.x(/:] I(/) 3 (e ) ¥ ()
xoxw. . x gy ) . 2. 2 Coffly ) - (i ) a1 .1

ST Gyxy)=x*+x3+x2+x+y



Ornek 4.4: K, 7 ve K; , tor diiglimlerinin grafi G3 i¢in Tutte polinomu hesaplansin.

-
."'-.

L.l ) O & & .} % 5 1) .}

.1 .1 r*.1
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:>T(G3pry) :x6+x5+x4+x3+x2+x+y
Sonug¢ 4.1: (2, n)-tor diigiimlerinin izomorfik graflari i¢in Tutte polinomu;
T(G;x,y) =x" 14+ x"2 4+ x" 3 4 4 x" Ny

n-1
= T(G;x,y) =y+2xk
k=1

esitligi ile elde edilir.

Ispat: n = 3 icin

T(/\;x,y)=x>4+x+y
=y+Xiixk

dogru oldugu Ornek 4.2°de gésterildi.
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n=2t+1(t€Z")igin

T( O’x,y) =X2t+x2t_1+x2t_2+"'+x2 +x+y

<y T

dogru oldugu kabul edilsin.

n=2(t+1)+1=2t+3(t€eZ")igin dogru oldugu gosterilsin.

2t + 3 kenarly diizlemn graf
2t + 2 kenaly dizlan graf

2 + 1 kenarly

L

./- diizlem graf
% ( ) \/] .
I (@ )) ¥ (x( @ )) yi®)
| . |
242 L g v 1

xI+E g

T( ij ;x,y) = X202 4 x2tH o x2t 4 X2+ x+y

2643)-1
=y + D
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O halde her n =3,5,7,9,..,2t + 1 (t € Z") igin (2,n)-tor diigiimlerinin izomorfik

graflarinin Tutte polinomlarinin

T(G;x,y) =x" 1 +x™ 2+ x" 3 4 4 x" Ty

n-1
= T(G;x,y) = y+2xk
k=1

seklinde oldugu tiimevarim yontemiyle ispatlanmis olur.

Ornek 4.5: K, 5 ve K3 5 tor diigiimlerinin dual grafi G; i¢in Tutte polinomu hesaplansin.

x (o ) yiod Y.y (o)

= T(G;x,y)=x+y+y?

Ornek 4.6: K, 5 ve K; s tor diigiimlerinin dual grafi G, igin Tutte polinomu hesaplansin.
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= - @ 7

ad + @ :—’(@} }'-}ft@}

a,//,o + Q ¥ Q} }'-}ftg} }'-}'-}'Ei‘))

ER D] yiol v.yiod :-’-:-'-:-fili-u} :-’-:-'-}'-:-'Eiﬂ}

x.1 .1l yia yia i

> T(Grux,y)=x+y+y>+y3+y*

Ornek 4.7: K,, ve K;, tor diigiimlerinin dual grafi G; i¢in yukarida gosterilen

yontemle Tutte polinomunu hesaplanirsa

TGhx,y)=x+y+y?+y3+y*+y°>+y°

elde edilir.
Sonug 4.2: (2,n)-tor diigiimlerinin dual graflari i¢in Tutte polinomu;

TG ;x,y) =xy™ "+ -+ yn—z + yn_1
n-1
= T(G';x,y) = x+zyk
k=1

esitligi ile elde edilir.
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Ispat: Sonug 4.1’in ispatina benzer sekilde tiimevarim ydntemiyle ispatlanir.

Sonug 4.3: Sonug 4.1 ve 4.2°den T(G; x,y) = T(G'; y, x) oldugu goriiliir.

4.3. (2,n)-Tor Diigiimlerinin isaretlendirilmis Graflarinin Tutte Polinomu

Bu bolimde (2,n)—tor diigiimlerinin, Boliim 3.2°de agiklandig1 gibi (+) ya da (-)
isaretleri kullanilarak isaretlendirilmis graflari olusturulacak ve daha sonra bu graflarin

Boliim 3.5’de agiklandig gibi Tutte polinomlar1 hesaplanacaktir.

Ornek 4.8: K, 5 tor diiglimiiniin isaretlendirilmis grafi i¢in Tutte polinomu hesaplansin.

QIG1=aQl ¢ 1+bQ[ 6= ]

=a¥? + baQ[ l.____h-]"‘bb'!?[ O]
Q[Gs] = a¥Y? + abY + b*X

Ornek 4.9: K3 3 tor diiglimiiniin isaretlendirilmis grafi i¢in Tutte polinomu hesaplansin.
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+
QIGi] = aQ[&___» 1+ bQ[ 1
+

+

=aaQ[ O 1+ abQ[ - = 1+bXx2
+

QlGi] = a®Y + abX + bX*

Ornek 4.10: K,s tor diiglimiiniin isaretlendirilmis grafi i¢in Tutte polinomu

-0

hesaplansin.
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oles1=aoth,  P1vrerl T
=a¥* + baQ[ 1 ?_ 1+ bb@[ B. ]
=a¥* + ba¥? + b*aQ[ h 1+ b6°bQ[ O ]

=a¥* + ba¥?® + b*a¥? + b*aQ[ L/. 1+ b*bQI O 1

QlG:] = a¥* + ab¥? + ab®Y* + ab®Y + b*X

Ornek 4.11: K;s tor digimiiniin isaretlendirilmis grafi i¢in Tutte polinomu

- O

hesaplansin.
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Gs]—ﬂQ[@HbQ[t\ ?

+

=aa[ k]+aw[ ]+,I;.Jsr-’L
—a mg[@ﬁamg[t 1+ abXx?® + bx*

=a?aQ[ O 1+ a®bg[ L.]—ﬂ‘bxl + abXx?® + bx*
+

Q[G:] = a*Y + a*bX + a*bX* + abX® + bX*?

Ornek 4.12: K, ; tor diiglimiiniin, yukarida gosterilen yontemle isaretlendirilmis grafi

i¢in Tutte polinomunu hesaplanirsa

Q[Gg] = aY® + abY® + ab?Y* + ab3Y? + ab*Y? + ab®Y + ab®X

elde edilir.

Ornek 4.13: K; ; tor diiglimiiniin, yukarida gosterilen yontemle isaretlendirilmis grafi

icin Tutte polinomunu hesaplanirsa

Q[GZ] = bX® + abX® + a?bX* + a®bX® + a*bX? + a®bX + a®Y

elde edilir.

Sonu¢ 4.4: Tiim kenarlar (-) isareti alan K, ,, tor diiglimlerinin isaretlendirilmis graflari

i¢cin Tutte polinomu;

n—1
QlG]=a <Z bk-lyn-k> +b"1X

k=1
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seklinde elde edilir.

Sonug 4.5: Tiim kenarlar: (+) isareti alan K ,, tor diiglimlerinin isaretlendirilmis graflar:

i¢cin Tutte polinomu;

n—1
QIG*1=b (Z ak—lxn—k> +a™y

k=1
seklinde elde edilir.

Sonug¢ 4.6: Sonug 4.4 ve 4.5’den Q[G] # Q[G™] oldugu goriiliir.

Sonu¢ 4.7: (2,n)—tor diigiimlerinin isaretlendirilmis graflarmin  Q[G] Tutte
polinomunda; X =a3 Y=a3 ve b=a"! almmsa (2,n)—tor diigiimlerinin

Kauffman parantez polinomuna ulasilir.
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu tezde bir graf teorisi sabiti olan Tutte polinomunun diiglim teorisinde nasil bir
uygulama alan1 bulabilecegi sorusuna cevap arandi. Bu amagla diiglim ve graf
kavramlar1 tanimlandiktan sonra ilk olarak bir diigiim ile bir graf arasindaki iliski
incelendi. Daha sonra Tutte polinomunun tanimi verilerek bir graf teorisi sabiti olan

Tutte polinomunun nasil hesaplandig: incelendi.

Ozellikle (2,n)-tor diigiimlerinin Tutte polinomlarinin nasil hesaplanacagi ve bu
hesaplamalarin sonuglarinin bir genellestirilmesinin olusturulup olusturulamayacagi
arastirildi. (2, n)-tor diiglimlerinin Tutte polinomlar1 hesaplandi ve bu hesaplamalar i¢in
baz1 genel formiiller verildi. ilk olarak (2, n)-tor diigiimlerinin regiiler diyagramlarindan
yararlanilarak izomorfik ve dual graflar1 elde edildi. Bu graflarin Tutte polinomlari,
silme-biiziilme islemleri vasitasiyla tanimlanabilen indirgeme formiilleriyle diyagramsal
olarak hesaplandi. (2,n)-tor diigiimlerinin izomorfik ve dual graflarmin Tutte
polinomlar1 i¢in elde edilen genel formiillerin birbirine esit olduklart sonucuna ulagildi.
Daha sonra (2, n)-tor diigiimlerinin isaretlendirilmis graflari elde edilerek bu graflarin
Tutte polinomlar1 hesaplandi. Bu isaretlendirilmis graflarin Tutte polinomlar1 i¢in iki
genellestirme elde edildi. Ayrica Tutte polinomunun, matematik ve diger bilim
dallarinda kendisine bulmus oldugu uygulama alanlar1 gosterilerek yerli arastirmacilar
icin Tiirk¢e bir kaynak olusturulabilmesi hedeflendi. Calismalar neticesinde elde edilen

bulgular asagidaki sonuclarla 6zetlendi.
Sonug 1: (2, n)-tor diigiimlerinin izomorfik graflari i¢in Tutte polinomu;
T(G;x,y) =x" 1+ x" 2 4 x"3 4 ... 4 xVy

n-1
= T(G;x,y) =y+Zx"
k=1

esitligi ile elde edilir.
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Sonug¢ 2: (2, n)-tor diigiimlerinin dual graflari i¢in Tutte polinomu;
T(G';x,y) = xy™ "+ -+ y" 2 4 yn1
n—-1
= T(G;x,y) = x+2y"
k=1
esitligi ile elde edilir.
Sonug 3: Sonug 1 ve 2°den T(G; x,y) = T(G'; y, x) oldugu goriliir.

Sonu¢ 4: Tim kenarlar (-) isareti alan K, ,, tor diigiimlerinin isaretlendirilmis graflar

i¢in Tutte polinomu;

n—1
0[G] = a (Z bk—lyn—k> + iy

k=1

seklinde elde edilir.

Sonuc 5: Tiim kenarlar1 (+) isareti alan K3 ,, tor diiglimlerinin isaretlendirilmis graflari

i¢cin Tutte polinomu;

n—1
QlG*1=b <Z ak-lxn-k> +a"y

k=1

seklinde elde edilir.

Sonug 6: Sonug 4 ve 5’den Q[G] # Q[G*] oldugu goriiliir.
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Sonug 7: (2,n)—tor diigiimlerinin isaretlendirilmis graflariin Q[G] Tutte polinomunda;
X=a3 Y=a3 ve b=a! alimrsa (2,n)—tor diigiimlerinin Kauffman parantez

polinomuna ulasilir.

Ayrica bu sonuglar iizerinden yola ¢ikilarak (2,n)—tor diigiimlerinin graflarinin, Tutte
polinomu ile baglantili olan diger tiim graf polinomlarmin da genellestirilmisi elde
edilebilir. Ornegin; Onerme 3.3’den yola cikilarak (2,n)—tor diigiimlerinin, tiim
kenarlar pozitif isaretler alan graflari i¢in Dikromatik polinomlar1 hesaplanabilir. Tim
kenarlar1 (+) isareti alan K;, tor diigiimlerinin isaretlendirilmis graflar1 i¢in Tutte

polinomlarinin;

n—1
QIG*1=b (Z ak—lxn—k> +a" Y

k=1

seklinde elde edilebilecegi sonucu bulunmustu. Bu graflarin birka¢ 6rnegi asagida

gosterilmistir.

K3 3 tor diiglimiiniin isaretlendirilmis grafi,

—»

- b

K; s tor diigiimiiniin isaretlendirilmis grafi,
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Onerme 3.3’de G tiim kenarlar1 pozitif isaretler alan isaretlendirilmis bir graf,
Z|G](q,v) isaretlendirilmemis graf altinda yatan dikromatik polinom, N, G’nin kose
noktalarinin sayist ve ¢, G grafinin bilesenlerinin sayisin1  gdstermek sartiyla

isaretlendirilmis graflar icin tanimlanan Tutte polinomu ile Dikromatik polinom

arasindaki iligki

N+c

2161(q,v) = q Z Q[G)(q" v, 1,42)

bagintist ile verilmistir. Ayrica isaretlendirilmis graflarin Tutte polinomu Q[G] i¢in
X =a+bd ve Y =ad + b seklindeki kisaltma islemlerinin kullanilabilecegi Bolim

3.5’de anlatilmisti. Biitiin bu iliskilerden yararlanilarak asagidaki islemler yapilabilir:

n-1
Q"] =b (Z ak-lxn-k> +a"ly

k=1
Q[G*] = b(XRZ a* 1 (a + bd)**) + a™ (ad + b).

N+c 1 1
= 2161 = q 7 Q[6'] (720, 1,2)

216 =q ¢ ([1 (2;;;% (472v)

k—1 1\n—k

(q_%v + 1q5)

n-1

o

1 1
(q‘quf+—1)>
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(2,n)—tor diigiimlerinin, tiim kenarlar1 pozitif isaretler alan graflar1 icin Dikromatik
polinomlar1 (1) nolu bagmti ile elde edilir. Ornegin K;3 tor diigiimiiniin

isaretlendirilmis grafi G; i¢in;

3
3+3 1k 1 1\37k
Z[Gil=q 2 (KZ 2 v"‘l(q 2v+q2) )
2

1 1 1 -1 1
Z[G;] = ¢ ([(q v+ q2) +qv(q v+ q2)|+q 73 + q‘lvz)

1-3
+q2zv¥l(v+1)

ZIGil =q®* (g2 +2v+q+ g W +v+q wd + g v?)
Z[G;] = ¢*(3qv* +3v + q + q7'v?)
Z[Gs] = 3q*v? + 3q3v + q* + ¢%v3

dikromatik polinomu elde edilir.

Bu tezden asagidaki makale iiretilmistir:

Sahin, A. and Kopuzlu A. and Ugur T., 2015. On Tutte Polynomials of (2,n)-Torus
Knots. Applied Mathematical Sciences 9 (15), 747-759.
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