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OZET

WIJSMAN YAKINSAKLIK

Dért boliimden olugan bu ¢alismanin ilk béliimiinde temel tanim ve teoremler ver-
ilmistir.

Ikinei boliimde Istatistiksel yakinsakhk kavrami ve bazi icerme teoremleri incelen-
mistir.

Ukiineii boliimde kiime dizilerinin istatistiksel yakinsaklig: ile kuvvetli toplanabilir-
ligi arasindald iligkiler incelenmistir.

Dérdiincii boliimde ise kitme dizilerinin a. dereceden yakmsakh@, o. dereceden
istatistiksel yakinsaklik, a. dereceden kuvvetli toplanabilir kitme dizileri incelenmigtir.
Anahtar Kelimeler: Istatistiksel yakinsaklik, Cesiro toplanabilme, Wijsman

yakinsaklik.
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SUMMARY

WIISMAN CONVERGENCE

In the first chapter of this thesis that consists of four chapters, we give some fun-
damental definitions and theorems.

In the second chapter, we give the concepts of statistical convergence and some
inclusion theorems.

In the third chapter, we examine the relation between the statistically convergence
and strongly summability of the sequences of sets.

In the fourth chapter, we give convergence of order «, statistical convergence and
strongly summability of order a of the sequences of sets.

Keywords: Statistical convergence, Cesaro summability, Wijsman convergence.
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SIMGELER LiSTESI

Bu calismada kullamlan baz simgeler, agiklamalar ile birlikte asagida sunulmustur.

e E a =2

h.h.k

Dogal sayilar ciimlesi

Kompleks sayilar ctimlesi

Reel sayilar ciimlesi

C iizerinde tanimli biitiin diziler uzay
Kompleks terimli simirh diziler uzay:
Kompleks terimli yakinsak diziler uzay:
Kompleks terimli sifira yakinsak diziler uzayi
E 'min dogal yogunlugu

Istatistiksel yakinsak diziler uzay:

a. dereceden istatistiksel yakmsak diziler uzay1

Hemen hemen her k icin



1. GIRiS
1.1 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu béliimde daha sonraki béliimlerde kullanacagimiz bazi temel tamm ve teoremleri

verecegiz.

Tanim 1.1.1 X bos olmayan bir ciimle ve K reel veya kompleks sayilar cismi olsun.

+: X xX—-X

K x X —- X
fonksiyonlar agagidaki ozellikleri saglhyorsa, X ciimlesine K cismi {izerinde bir vektor

(lineer) uzay1 ach verilir. Her A\, p € K ve z,y,2z € X icin

LDz+y=y+z

L3) Vz € X i¢in x + 8 = x olacak sekilde bir § € X vardir.
L4) Herbir z € X igin 2 + (—z) = 8 olacak sekilde bir —z € X vardur.

)
L2) (z+y)+z=2+(y+2)
)

LEYle=n

L6) A(z+y) =z + My

LTy A+ p)z =z + px
) A

L8) A (uzx) = (Ap) z dir [1].

Tanim 1.1.2 X, K cismi {izerinde bir lineer uzay olsun.
I X - K
fonksiyonu asaghidaki ézellikleri saghyorsa, ||.|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve

(X,]].]|) ikilisine de bir normlu uzay adi verilir.

N1) |jz]| = 0, (z € X)

N2) |lz]| =0 <=z =6, (z € X)

N3) |laz| = |af ||z, (@ € K,z € X)

N4 |z +yll < llzll + llyll; (=,y € X) dir [1].

Bir (X, ||.||) normlu uzay: tam ise, yani bu uzaydan ahnan her Cauchy dizisi bu

uzayin bir noktasma yakinsiyorsa bu normlu uzaya, Banach uzay: ad verilir.

1



Kompleks terimli tiim z = (z3,), (k = 1,2, 3, ...) dizilerinin ciimlesini w ile gdstere-

cefiz. w ; z = (2x), y = (yx) ve « bir skaler olmak iizere

T4y = (T +ys)

ar = (o)

seklinde tammlanan iglemler altinda bir lineer uzaydir.

Bu calismada sik sik kullanacagumiz

log = {3: =il 2 = lzx| < oo}
sinarls,
&= {x =) :1i;:£n;z:k mevcut}
yakinsak ve
Cop = {gc =} :1i}1ﬂn$k = 0}
sifir dizilerinin uzay
]| = sup |z (1.1)

normu ile birer Banach uzayidir.

Teorem 1.1.3 Bir X Banach uzaymin bir Y alt uzaymim tam olmasi icin gerek ve

yeter sart Y’ nin X ’ de kapal olmasidir [1].

Teorem 1.1.4 (X, d) bir metrik uzay, M C X ve M, M’ nin kapamgim gostersin. Bu
durumda @ € M olmasi i¢in gerek ve yeter sart z,, — z olacak gekilde M ’ de bir (z,,)

dizisinin mevcut olmasidir [1].

Tanim 1.1.5 Eger A = @ veya A’dan, n € ZT = {1,2,3, ...} olmak iizere, {1, 2, 3, ..., n}
kiimesine birebir érten bir f fonksiyonu ve bir n € Z' sayis1 varsa A kiimesine sonlu
kiime denir. Eger birebir 6rten bir f : A — ZT fonksiyonu varsa A kiimesine saylabilir

Eiime denir [1].

Tanum 1.1.6 (X,d) bir metrik uzay, z € X ve r pozitif bir reel say1 olsun. =z
merkezli r yarigaph bir a¢ik yuvar, X ’ in 2’ e uzaklklar1 r ’den daha kii¢iik olan

biitiin noktalarmdan meydana gelen
B(z,) = {y € X : d(,y) <r}

2



alt kiimesi olarak tanimlamr [1].

Tanum 1.1.7 (X, d) bir metrik uzay, £ € X ve r pozitif bir reel say1 olsun. x merkezli
r yaricaplh bir kapal: yuvar, X ’in z ’e uzaklklan r ’den daha kii¢iik ya da esit olan

biitiin noktalarindan meydana gelen
Blz,rl={ye X : d(z,y) <r}
alt ciimlesi olarak tammlamr [1].

Tanim 1.1.8 Bir X metrik uzay1 ve bunun bir Af altctimlesini gézdniine alalim. Eger
M ciimlesi her bir noktasimin etrafinda bir yuvar igeriyorsa M climlesine agiktir denir.

A, X ciimlesinin bir alt ciimlesi olsun. Eger, A ciimlesinin X ’deki tiimleyeni, yani
Af=X —4
acik ise A ctimlesine kapalidir denir [1].

Tamim 1.1.9 X bir metrik uzay ve A, X ’in bir alt ciimlesi olsun. X ’in A’ y»1 iceren

kapal ciimlelerinin en kiiciigiine A’ nin kapanigi denir ve A ile gésterilir [1].

Tanim 1.1.10 Bir X metrik uzaymm bir M alt ciimlesi verildiginde M = X ise, A/
ciimlesine X ’ de yogundur denir. Eger X uzay1 X ’ de yogun, sayilabilir bir alt climleye

sahipse ayrilabilirdir denir [1].

Tamim 1.1.11 Bir (X,d) metrik uzaymmda bir (z,) dizisi gbz 6niine alahm. Eger her

¢ > 0 sayisma kargilik, her m, n > N icin
d{Bamstn) € €

olacak sekilde bir N = N () dogal sayis1 bulunabiliyorsa, (z,) dizisine bir Cauchy

dizisi denir [1].

Tanim 1.1.12 Bir (X, d) bir metrik uzay, € X ve S, X nin bir alt kiimesi olsun.

Eger her £ > 0 icin
{B(z;)\{e}} NS #0

oluyorsa x € X noktasma S nin bir yigilma (accumulation, cluster) noktas: denir [1].



2. ISTATISTIKSEL YAKINSAKLIK

Istatistiksel yakinsaklik tanimi Fast [2] tarafindan kisa bir not olarak verildi. Schoen-
berg [3] istatistiksel yakinsakligi toplanabilme metodu olarak inceledi ve istatistiksel
yakinsakligin baz temel ozelliklerini verdi. Her iki matematikci de simrh, istatistiksel
yalansak bir dizinin Cesaro toplanabilir oldugunu ifade ettiler. Daha sonra istatistiksel

yakinsaklik Buck [4], Connor [5], Salat [6], Fridy [7] tarafindan ¢ahgildi.
Bu béliimde istatistiksel yakinsaklik ve 6zellikleri incelenecektir.
2.1 Dogal Yogunluk ve Istatistiksel Yakinsaklik

Bir E C N olmak iizere z € N ciimlesine ait bir z sayisina egit ya da 2’ den daha
kiiciik olan biitiin pozitif tamsayilarm sayis: £(2) ile gosterilsin. Ornegin bir F ciimlesi
2,4,6,... cift tamsayilarindan olusuyorsa E(1) = 0, E(2) = 1, E(6) = 3, E(7) = 3,
E(15/2) = 3,... du. Gergekten z > 0 ise E(z) = [|%|] dir. Diger taraftan a; € N

olmak iizere E = (a;)32; ciimlesi icin F(a;) = j ’ dir.

Tanmm 2.1.1 Bir E ciimlesinin asimptotik yogunlugu

n—od

En
81(E) = liminf ()
n
olarak tamimlamir. (E(n)/n) dizisi bir limite sahip ise £ ciimlesinin dogal yogunlugu

J(F) = lim i

n—00 i

scklinde tammlamr. Efer §(E) = 0 ise E cilimlesine sifir yogunluklu ciimle denir [8].

Teorem 2.1.2 Her bir n icin a, € N ve (a,) — +oco olmak iizere, E = (a,) ise bu
taktirde;
§1(F) = liminf -

=00 (I,
dir. Eger §(F) mevcut ise,
5(E) = lim —

—r 00 Q‘,n
dir [8].
fspat. (&) dizisi (222 )dizisinin bir alt dizisidir. Buradan

E (n) k

< lim inf
g,

lim inf



elde edilir. Eger n, n > a; olacak sekilde bir tamsay1 ve a;, F ciimlesindeki n’ den

biiyiik en kiigiik tamsay ise bu taktirde ap_; <n < a; ve

k Em) _k k-1 k k-1

,__Aﬂ..___.__<_.;

|
ar, n ag n n n T

elde edilir. Boylece,

ﬁ_&n)_,[] (n — oo,k — oo igin)
aj. n

olur.

Tanim 2.1.3 Eger © = (z;) dizisinin terimleri sifir yogunluklu bir ciimle hari¢ diger
biitiin &’ lar i¢in bir P ozelligini saghyorsa, (z;) dizisi hemen hemen her k icin P

ozelligini saghyor denir ve “h.h.k.” geklinde gosterilir [7].

Sifir yogunluklu ciimle tammmindan esinlenilerek istatistiksel yakinsak dizi tanmi

agagdaki sekilde verilir.

Tanmim 2.1.4 z = (z;) kompleks sayilarm bir dizisi olsun. Eger her € > 0 i¢in, kiime
sembolii disindaki dikey cizgiler kiimenin eleman sayisim1 gostermek iizere

fhem et o ¢ i — ] e vy (2.1)
T

n—oo

yani h.h.k. icin |z — L| < ¢ ise = (x3) dizisi L sayisina istatistiksel yakinsaktir
denir. z = () dizisinin L’ ye istatistiksel yakmsak olmas1 halinde S — limz = L veya
zr — L(S) yazlr [7].

Istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 S ile gosterilir. L = 0 olmast halinde Sy, yani

sifira istatistiksel yakinsak dizilerin uzay1 elde edilir. Buna gore

” z = (2p) : limypoo = [{k <m0t |2 — L| > €} =0,

her £ > 0 ve enaz bir L i¢in
dir. Agikea goriilebilecegi gibi yakimmsak her dizi istatistiksel yakinsaktir. Bunu goster-
mek icin z; — 2 alalm. Bu durumda her £ > 0 igin k > kg iken |z, — z| < £ olacak
sekilde bir kg € N vardir. Demek ki ancak k < kg i¢in |z — z| > ¢ olur. Halbuki

1
lim —

n—o00 1,

1
H{Hk<n:|zx—z| > e} £ lim Ek(]:O



dir. Fakat bu iddianin tersi dogru degildir, yani istatistiksel yakinsak her dizi yakisak
degildir. Gergekten

e, B=m® =128 ...
1, k#£m?

Iy =

seklinde tammlanan xz = (z;) dizisi igin S — limxz = 1 dir, ancak ¢ ¢ [l ve bu
nedenle (z;,) dizisi yakmsak degildir. Sinurli bir dizi de istatistiksel yakimsak olmayabilir.
Gergekten

»= (1,0,1,0, 1,0, ..)

dizisi sirhdir ancak istatistiksel yakinsak degildir.
Bir dizi istatistiksel yakinsak ise istatistiksel limiti tektir, yani S — limz = L,
S — limx = Ly ise L; = Ly dir.

Teorem 2.1.5 z = (z3), y = (yx) € S, ve a € R olsun. Bu duruinda

i) 8 — limz = Ly ise S — lim(az) = aly
i1) S — limz = Ly, S — limy = Ly ise S — lim(z 4+ y) = Ly + Ly dir [2].

(i) — (i1) den istatistiksel yakinsak diziler uzaymm lineer uzay oldugu anlagilir.

Tanium 2.1.6 ¢ > 0 olsun. h.h.k. i¢in |z, — zx| < € olacak gekilde bir N = N (&) dogal
saylsl varsa, yani

1
lim —|[{k<n:|zx—zn| 2} =0

n—oo 1

ise z = (z;,) dizisine istatistiksel Cauchy dizisi denir [7].

Teorem 2.1.7 Bir z = (z;,) dizisi istatistiksel yakinsak ise aym zamanda istatistiksel

Cauchy dizisidir [7].

Ispat. Burada, “yakmsak bir dizi Cauchy dizisidir” teoreminin ispatma benzer
bir yol takip edilecektir. S — limz, = L ve € > 0 olsun. Bu durumda, h.h.k. igin
|zx — L] < £ dir.

Eger N, |zy — L| < £ olacak sekilde secilirse,

&

5~ °

£
|mk—$N|=|$k—L+L—$N|§|$k—L|+\$N—L|<§—I~

(h.h.k.igin) elde edilir.



2.2 istatistiksel Yakinsaklik ve Kuvvetli Cesaro Toplanabilirlik

Bu kisimda, kuvvetli Cesaro toplanabilme ile istatistiksel yakmsaklik arasindaki

iligki incelenecektir.

Tamim 2.2.1 z = () kompleks sayilarmn bir dizisi olsun. Eger

1 n
lim — E #y.= 1
n,
k=1

olacak sekilde bir L sayisi varsa, x dizisi ' ye Cesaro toplanabilirdir denir. Cesaro
toplanabilir dizilerin ctimlesi ¢, ile gosterilecektir. Buna goére

1 n
aq {3: (zx) : lim - E (zx — L) =0, en az bir 1(;111}

k=1

dir. Eger z dizisi L’ ye Cesaro toplanabilir ise bu ¢y — limz = L yazlarak gosterilir

[9]-
Teorem 2.2.2 z = (z},) dizisi L’ ye yakinsak ise (z3) dizisi L’ ye o yakinsaktir [9].

Ispat. 2 = (z;,) dizisi L’ ye yakmsak olsun. Verilen herhangi bir ¢ > 0 say1s1 i¢in

k > Ny olunca |z; — L| < § olacak sekilde pozitif bir N; tamsayis1 meveuttur. Simdi;

1 i e
_Zwk—L = i Sl . —L}
n n
k=1
_ Ty F oo+ 1, — nl
a n
5 (z1 — L)+ ...+ (zn, — L)
- 7
g (ZEN1+1 = L) +s o (ilfn == L)
n
|.’L‘1 =3 L{ P |.1’,‘N1 =i L{
- i
_$_|a:N1+1 —L|+ ...+ |za — L
n
yazilabilir. K =maz{|z; — L|,...,|zn, — L|} ahnirsa, n > N i¢in
1+ ..+ x, —nlL < N K . (n—Nj)e
n n 2n
elde edilir. ¥ n > N icin i <3 NEI = olacak gsekilde N, bulabiliriz. Bu durumda n > Ny
icin
By bl — Bl eBa (n—Nj)e
7 -2 2n




olur. Ayrica %l < 1 oldugundan N = maz { N1, N2} almrsa her n > N icin

1 n
E;mk_L

bulunur. Bu da ispati tamamlar.

T+ ... + 2, — 0l

7 2

n

T =E

€
2

Bu teoremin tersi dogru degildir, yani ¢; yakmsak bir dizi yakinsak olmayabilir.
Gercekten (x,) = (1 + (—1)") dizisi i¢in 0y — limz = 1 dir [9]. Ancak bu dizi yakinsak
degildir.

Tanim 2.2.3 z = (z;) kompleks terimli bir dizi ve p > 0 reel bir say1 olsun. Eger

1 T
limEZ{wk—Llp:D
k=1

olacak sekilde bir L sayis1 varsa z dizisi L’ ye kuvvetli p-Cesaro toplanabilirdir denir.
Bu durumda w, — limz = L yazilir. Kuvvetli p-Cesaro yakinsak dizilerin ctimlesi w,

ile gosterilecektir [10]. Yani

RS 5o
Bl = {:r =) ¢ hmgz |zy — L|” =0, en az bir L 1g.m}

k=1

dir.

Teorem 2.2.4 0 < p < oo olsun. Bu taktirde

i) Bir L sayisma kuvvetli p-Cesaro yakinsak olan bir dizi L sayisma aym za-
manda istatistiksel yakimsaktir.

i1) Bir L sayisina istatistiksel yakimsak olan siurh bir dizi L sayisina aym za-

manda kuvvetli p—Cesaro yakinsaktir [5].

ispat.
i) z € wp ve lim Z |zx — L|” = 0 olsun. Bu takdirde verilen herhangi bir £ > 0
k=1
icin
li|$k“L|p = ']; Z |$k—L|p+l Z LSE‘,{;—LIP
n n n
k=1 1<k<n 1<k<n
|zx—L|<e fxp—L|=e

v

1
—eP{k<n:|z,— L] = e}
n



n
yazilabilir. Burada n — oo igin limit almirsa lim £ Z |zx — LI’ = 0 olmas:
k=1

hm%\{kén:lazk—HZsH:O

olimasim gerektirir, bir bagka ifadeyle w, — limz = L olmas1 S — limz; = L oldugu
sonucunu verir.

i1) Smurh bir z = (zy,) dizisi L sayisina istatistiksel yakmsak olsun ve E = ||z|| .+ L
diyelim. & > 0 verilsin. N, sayisim her n > N, icin

{rmim-nz ()

i

n

et
2EP

olacak gekilde secelim ve

po={rgns stz )

olarak tamimlayalim. Bu taktirde her n > N, i¢in

I DL S W

k<n k<n
kELn k¢ Ly
1/ ne IS5 E €
< M Epiaf)cirioe
i) (QEP % 2 _2+2

elde edilir. Buradan z = () dizisinin L sayisma kuvvetli p-Cesaro yakmsak oldugu

somicu cikar.

2.3 a. Dereceden istatistiksel Yakinsaklhik ve a.Dereceden Kuvvetli Cesaro

Toplanabilirlik

Bu boliimde «. dereceden istatistiksel yakmsaklik ve «. dereceden kuvvetli Cesaro

toplanabilirligini inceleyecegiz.
Tanim 2.3.1 0 < o < 1 olsun. Bir F kiimesinin a yogunlugu

5. (B) = hm%Hkgn:keEH

n—oo

ile tammlamr [4] (limit sonlu ya da sonsuz olabilir). Burada |[{k < n:k € E}| E’ nin

n’ den biiyiik olmayan elemanlarimn sayismi gostermektedir.



Eger z = (z1), @ ya gore sifir yogunluklu bir kiime hari¢ diger biitiin &’ lar i¢in
bir P(k) 6zelligini saghyorsa, o zaman bu dizi o’ ya gére hemen hemen her & igin P
ozelligini saghyor denir ve h.h.k (@) seklinde gosterilir.

N ’nin sonlu her altkiimesinin a—yogunlugu sifirdir ve 5, (E°) = 1 — 8, (E) esitligi

0 < a < 1 icin genelde dogru degildir. Bu esitlik sadece o = 1 igin saglamr [11].

Teorem 2.3.2 E C N herhangi bir kiime olsun. Bu durumda eger 0 < o < 5 < 1 ise
35 (E) < 8, (E) dir [11].

ispat. 0<a<pf<1olsun. Bu durumda n® < n? olacagmdan her n € N i¢in

L <L olur. Buna gore
T T

1 1
S lk<n:keB} <—|{k<n:ke B}

olup bu esitsizlikte n — oo i¢in limit alimirsa 64 (E) < 6, (E) elde edilir.
Buna gore 0 < a < f < 1igin eger E kiimesinin a—yogunlugu sifir ise S—yogunlugu
da sifirdir. Eger 0 < o < 1 gartim saglayan en az bir « i¢in E kiimesinin a—yogunlugu

sifir ise, E’ nin dogal yogunlugu da sifir olur [11].

Tanim 2.3.3 z = (z3,) € w ve 0 < o < 1 verilsin. Eger her ¢ > 0 igin

Bon [ s (e k] 2 )] =
n&

n—oo
olacak sekilde bir L kompleks sayis1 varsa, o zaman (z3) dizisi L' ye a. dereceden ista-
tistiksel yakinsaktir diyecegiz. (z) dizisinin L’ ye «. dereceden istatistiksel yakimsak
olmasi hali S¢ —lim @, = L olarak gosterilir. «. dereceden istatistiksel yakinsak biitiin
dizilerin kiimesi S* ile gosterilir [11].

Sy, a. dereceden sifira istatistiksel yakinsak dizilerin kiimesini gsterir.

Her oo € (0,1] igin S§ < S* oldugu acgiktir. . dereceden istatistiksel yakimsaklhk
a = 1 i¢in istatistiksel yakinsakhik ile aymidir. «. dereceden istatistiksel yakinsaklik

0 < o €1 i¢in iyl tanumlh, ancak « > 1 icin iyl tamimh degildir. Bunu gostermek icin

L, k=2
T = i T
0, E#2n
seklinde tammlanan x = (z;) dizisini gozoniine alahm. Buna goére o > 1 icin
fim — [(B <5 m—1 28] & Tu—r=4f
:u],l—yn‘}o 1% == e -Tk =€ - nl—ar{.lo 2na B
1
lim —{k<n: -0l >¢e} € 1 =0
ngrolo 1% ‘{ e lmk ‘ - }| - nEIolo 2ne
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saglanacagmdan z = (z;,) dizisi hem 1’ e ve hem de 0’ a o. dereceden istatistiksel
vakimsak, yani z = (z;) dizisi hem 1’ e ve hem de 0’ a «. dereceden istatistiksel

yakinsak olur ki bu miimkiin degildir.

Teorem 2.3.4 0 < a < 1 ve z = (x1), y = (yr) birer kompleks say1 dizileri olsunlar.
i) Eger 8¢ —limz;, = zg ve ¢ € C ise o zaman S* — lim cx;, = cxp 'dir.
i1) Eger S*—lim x; = g ve 8*—lim y;, = yo ise 0 zaman S —lim(z, +yi) = Zo+%o

dur [11].

ispat.

1) ¢ = 0 i¢in ispat agiktir. ¢ # 0 olsun. O zaman

{k £ |217k—$g| 2 i}’
le]

;?% [{k < n: (2 + ) — (20 + 20)| = €}

1 1
— HE < n:lezy — cxp| = = —
Lk <ns ey el 2 2} = &

egitsizliginden i) yi ve

1
E =
?-LQ‘

{knstn—zol> G+ {r<ns b —wl > 3}
n:|Ty— & = — |y EEn: = =
= k ol =3 e = Y yo_g

esitsizliginden 4i) yi elde ederiz.

Yakmsak her dizinin «. dereceden istatistiksel yakisak oldugunu gérmek kolaydir.
Yani 0 < a < 1igin e € §® ’dir. Ancak bu ifadenin tersi daima dogru degildir. Ornegin
z = (z,) dizisi

1, k=n?

I = (21)

0, &stn

olacak gekilde tammlansim. Daha agik bir ifade ile
(=) = (1,0,8, 1,0,0,0.8, 1.0,06,0,0,0,0,1,0,...)
olur ki bu dizinin yakinsak olmadig1 agiktir. Bununla birlikte
1 1
;l{ksn: lzx — 0| > e} < — (2v/n+1)

egitsizliginden % << 1igin §% — limx, = 0 elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

Tanmim 2.3.5 0 < o < 1 ve p € RT olsun. Eger



olacak gekilde bir L kompleks sayisi varsa, o zaman z = () dizisi «. dereceden kuvvetli
p—Cesaro toplanabilirdir denir. a. dereceden kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlik, @ =1
i¢in, kuvvetli p—Cesaro toplanabilirlige indirgenir. «. dereceden kuvvetli p— Cesaro

toplanabilir dizilerin uzay: wy ile gosterilir, yani

1 n
Wy = {’E = () nlgloloE Z |zx, — LI =0, en az bir L igin}
k=1

dir. 0 ’a o dereceden kuvvetli p— Cesaro toplanabilir dizilerin uzay: ise wy, ile goster-

ilecektir [11).
2.4 Temel Sonuglar

Teorem 2.4.1 0 < o < 8 < 1 olsun. Bu durumda 5@ C S? ve baz a < f#” lar i¢in bu
kapsama kesindir [11].

Ispat. 0 <a < B <1vex € S olsun. O zaman her € > 0 i¢in
.1 .1
lim — [{k<n:|o— Ll >} < lim — |[{k <n: |z — L| > e}
n— 00 ’n,ﬁ n—oo N
olur ve bu $* C S? oldugunu verir. Kapsamanin kesin oldugunu géstermek icin

1, k=n?ise
0, k#n?ise

seklinde tanmimlanan © = (z;) dizisini alalm. Bu durumda
b <nilo =02 e}l < @[] +1)
pp e =t = I == s

elde edilir. Buradan 1 < 4 <1 icin S# —limz; = 0 yani = € S” ancak

1

ne

|{k§n:]mk—0[2£}|2$&(2[\%ﬂ—1)

olmast nedeniyle 0 < a < 3 i¢in —; (2[¥/n] — 1) — oo (n — o0) olur ki, buradan z ¢ S*

elde edilir. Bu da istenileni verir.
Eger Teorem 2.4.1 ’de 3 = 1 alinirsa, agagidaki sonucu elde edilir.

Sonuc 2.4.2 Eger 0 < a < 1 igin bir dizi L sayisina «. dereceden istatistiksel

yakinsak ise, o zaman bu dizi L’ ye istatistiksel yakmsaktir, yani ¢ C S *dir [11].
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Teorem 2.4.1 ’den agafidaki sonuclar elde edebiliriz.

Sonug 2.4.3
i) S% = 5% olmasi icin gerek ve yeter gart a = /8 olmasidir.

i1) §° = S olmas: i¢in gerek ve yeter sart o = 1 olmasidir [11].
Bir sonraki teoremin ispat1 tanimdan agiktir.

Teorem 2.4.4 0 < « < 1 ve x = (z,) dizisi L’ ye «. dereceden istatistiksel yakisak

ise lim g, = L olacak sekilde z = (z;) dizisinin bir (y;) alt dizisi vardmr [11].

Teorem 2.4.5 0 < o < § < 1 ve p bir pozitif reel say1 olmasi durumunda w3 C wg

'dir ve baz1 ¢ < 3’ lar icin bu kapsama kesindir.

Ispat. z = (zx) € ws olsun ve 0 < o < B <1 verilsin. p € R olmak iizere

S

k=1

yazabiliriz. Bu da w$ C wf oldugunu verir.
Kapsamanin kesin oldugunu gostermek icin @ = (z;) dizisi (2.2)" deki gibi tanim-

lansin. Bu durumda

2
Zm—mp W2

nf—3

yazilabilir. £ < 8 <1 igin n — oo iken ﬁ, + — 0 oldugundan wﬁ — limz, = 0, yani
3

TV

= wg olur, ancak 0 < a < § icin

3 .
23Yn IS—L

- ne

n
|z — O

k=1

23m

ve n — oo iken 25 — 0o oldugundan z ¢ wy elde edilir. Bu da ispati tamamlar.

Asagidaki sonu¢ Teorem 2.4.5° in bir sonucudur.

Sonug 2.4.6 0 < a < 3 <1 vepe R olsun. Bu durumda
i) wy = wg olmasi igin gerek ve yeter sart o = /3 olmasidir.

i) Her oo € (0,1] ve 0 < p < o0 igin wyy € w,’ dir [11].
Teorem 2.4.70 < a < 1ve 0 < p < ¢ < oo olsun. Bu durumda w] C wy olur [3].

13



Teorem 2.4.7 de @ = 1 almursa 0 < p < ¢ < o0 igin w, C wp olur [3].

Teorem 2480 < o < f < 1ve0 < p < oo olsun. Eger bir dizi L sayisina c.
dereceden kuvvetli Cesaro toplanabilir ise bu durumda L’ ye 3. dereceden istatistiksel

yakimsaktir [11].
Ispat. Herhangi bir z = () dizisi ve £ > 0 igin,
Z['J;k—ﬂp >{k<n: |z — L|” > e}|e?
k=1

ve buradan

T

il 1
— — L > —|{{k<n:|ln—-LF> P
na;\iﬂk & na|{ <n:lmy F > e}|e
1
> ﬁl{k <n:l|r— L > e}| e
elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
Eger Teorem 2.4.8 de S = « alirsak asagidaki sonucu elde ederiz.

Sonug 2.4.9 0 <a<1ve0 < p < oo olsun. Bir dizi L ’ ye a. dereceden kuvvethi

Cesaro toplanabilir ise bu durumda L’ ye a. dereceden istatistiksel yakmsaktir [11].
Bu sonugta o = 1 alinirsa bilinen L ’ ye kuvvetli Cesaro toplanabilir olan bir dizi

L’ ye istatistiksel yakimsaktir sonucu elde edilir. Ayrica biliyoruz ki L’ ye istatistiksel

yakinsak olan simirh bir dizi L’ ye kuvvetli Cesaro toplanabilirdir.

Uyar1
Teorem 2.4.8 'in tersinin genelde dogru olmadigini belirtelim. Bir bagka ifadeyle
0 < @ < 1 i¢in . dereceden istatistiksel yakmsak smirll bir dizinin . dereceden

kuvvetli Cesaro toplanabilir olmas1 gerekmesz.

L k+4md
I = \/E 7&
1, k=m?

seklinde tammlanan x = (zx) dizisi iddiamz destekleyen bir drnek olur. 2 € I, olup,

% < a < 1 sartm saglayan her « icin z € S* olacagh aqiktir. Oncelikle her pozitif

n > 2 igin

.
DIt

14



esitsizligi saglamr. H, = {k<n:k#m? m=1273, ..} tammlayalm ve p = 1

alalim. Bu durumda

) laf = Z|’fﬂ_ Szl + D |zl

keH, k¢ H,
1<k<n 1<k<n
- SR I oLy
ke H,
1<k<n 1<k<n

olur ve buradan

1 1. o e 1
== !alp = =N | = ¥ —
ne n‘*; n“;\/ﬁ

k=
1 1
> —y/n= =
ne ne 3

+ — oo olacagmdan p = 1 olmak {izere

elde edilir. 0 < a < % icin n — oo iken—=
noo 2

z & w® bulunur. Béylece p = 1 olmak iizere her 1 < a < £ icin z € S* — w? oldugu
b ¥ 3 2 p

sonucu ¢ikar.

Sonug 2.4.10 0 < @ < 1 ve p € RT olsun. Bu durumda wy, CS'dir. Efer 0 < <1
ise kapsama kesindir [11].

Ispat. Sonuc 2.4.9 ve 2.4.2 den wy C S oldugunu biliyoruz. Kapsamanin kesin
oldugunu géstermek igin z = (), (2.1)" deki gibi tammlansimn.
Bu durumda S —limzy =0, z € Sancak p=1vel <a < % i¢in = ¢ wy olacafh

kolayca goriilebilir. Gergekten,

1 1 x=~, o /7
EZ‘I}“_OFZ}}?Z'MPEF
k=1 k=1

N

olup, p=1lve 0 << % i¢in n — oo iken X% — oo oldugundan z ¢ wg elde edilir.

Sonucg olarak p=1ve 0 < a < % icin z € S— wy”’ dir. Bu da ispat1 tamamlar.



2.5 Wijsman Yakinsaklik

Kiimelerin dizisinin limiti kavramum ilk olarak 1902 de Painleve tarafindan ver-
ilmigtir. Bu kavram Kuratowski tarafindan popiiler hale gelmis olmasindan dolay1 bu
limite dizinin Kuratowski limiti denir. Painleve tarafindan verilen kiime yakinsakhig
uzun bir matematiksel tarihe sahip olmasma ragmen son 30 yilda optimizasyondaki
yaklasimlar, denklem sistemleri ve bunlarla ilgili konularla ilgilenmek i¢in bityitk bir

arac olarak goriilmeye baglamstir.

Tanimm 2.5.1 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir z € X ve bog olmayan X ’

in A alt kitmesi i¢in 2 noktasmin A kiimesine uzakhg

d(z, A) = infp(z, a)

seklinde tammlanir [12].
Tanim 2.5.2 {A;}, bir (X, p) metrik uzaymda kiimelerin bir dizisi olsun. {A}

dizisinin alt ve iist limiti agagidaki gibidir:
liminf Ay == {z € X : I(az) C (As), ax — z}
ve
limsup Ay :={z € X : 3(k;) Iaw,) C (Ax,), ax, — T}

Burada (k;) dizisi dogal sayilarm artan bir dizisidir ve bir alt dizi i¢in indis kilmesini
temsil eder.

{A.} alt kiimelerinin bir dizisinin bir alt limiti a; € A, elemanlarindan olusan
dizilerin limitlerinin kitmesidir ve iist limit ise béyle dizilerin cluster noktalarimn kiime-
sidir. Alt ve iist limitler agikar olarak kapalidir. Agiktir ki liminf Aj C limsup A; ve
{A.} alt kiimelerinin tist ve alt limiti ve bu limitlerin {Zk} kapaniglan cakigir. Ciinkii
d(z, Ay) = d(z, A) dir.

X in A alt kiimesine, eger A = liminf A, = limsup A;, = lim A, ise {A,} dizisinin
kiime limiti veya limiti denir. Alternatif olarak literatiirde bu anlamdaki yakmsakhga

Painleve-Kuratowski yakinsakligl, topolojik yakinsakhk veya kapah yakmsakhk denir.
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Ay alt kitmelerinin herhangi bir azalan dizisinin bu kiimelerin kapamslarmimn kesigim-
lerine egit olan bir limiti vardir.

Eger n > m durumunda A, C A, ise

lim A_i; =1 Ek
k>0

bir iist limit bos olabilir. (a; € A elemanlarnin bir chister noktasma sahip olan dizisi
yoktur.) {az} singleton dizilerine dair kiime limiti meveut oldugunda ya bogtur

(a), elemanlarmin dizisi yakimsak degildir) veya dizinin limiti bir singletondur [12].

Tanim 2.5.3 X in bos olamayan Ay alt kiimelerinden olusan {A;} dizisi i¢in

liminf Ay, = {m e X: klimd(:.c,Ak) = 0},

ve

limsup A, = {T eX: 1i}1cn‘infd($,Ak) — U}
elde edilir [13].
Tanmim 2.5.4 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bos olmayan A, A; € X
kapali alt kitmeleri igin eger herbir 2 € X i¢in klim dp(z) = d(z) ise {A} dizisi A’ ya

Wijsman yakinsaktir denir. Burada d,, d : X — R7 fonksiyonlan d(z) = d(z, A) ve
dy(z) = d(z, A) seklinde tanimhdir. Bu durumda W —lim A = A yazihir [12,13].

Ornek 2.5.5 (z,y) diizlemindeki gemberlerin dizisini gozéniine alahm. Bu dizi

Ar = {(z,y) : 22 + y* — 2ky = 0} seklindedir. k& — oo iken dizi z— eksenine yani
A= {(z,y) : y = 0} kiimesine Wijsman yalkinsaktir.

(X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan A;, C X kapah alt kiimeleri
icin eger herbir = € X igin sup, |d(z, Ay)| < oo ise { A} dizisine smurhdir denir.

Simdi Cauchy Wijsman yakmsak dizisini tammlayalim.

Tanim 2.5.6 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan A; C X kapah

alt kiimeleri icin efer di(z) bir Cauchy dizisi ise { Ax } dizisine Wijsman Cauchy dizisidir
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denir. Yani her £ > 0 herbir z € X ve m,n > ky i¢cin  |dn(z) — dn(2)] < € olacak
sekilde pozitif bir ky tamsayisi vardir [12,13].
Eger d(z, Ax) — d(z, A) noktasal yakmsakh@ diizgiin yakinsakhkla degistirilirse

uzun bir zamandir bilinen Hausdorft yakinsakhg elde edilir.

Tanim 2.5.7 (X, p) bir metrik uzay olsun. X ’in kapah alt kiimelerinin bir A, dizisine

efer

lim sup |di(z) — d(z)| =0

k—ooex

ise X’ in kapah bir A alt kiimesine Hausdorff yakmsaktir denir [12,13].

Bu dui‘umd& A = H—lim A, yazilir. Kiime dizilerinin yakmsakliklarinin Hausdorff
ve Wijsman tammlar: kiimelerin kapali olmasm gerektirir. Ciinkii aksi durumda limit
kiimelerinin iyi tamimh olmasima gerek kalmaz.

Kolayca gosterebilirizki herhangi bir X metrik uzayinda
Hausdorff yakmsakhik = Wijsman yakinsaklik = Kuratowski yakimsakhk

tir.
Kuratowski yakisaklk uzakhik fonksiyonlarmin noktasal yakinsakhgm gerektirmek
zorunda degildir ve hatta noktasal yakimsaklik sonlu bir limite sahip oldugunda limitin

hir uzaklik fonksiyonu olmasma gerek yoltur.
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3. KUME DIZILERINDE ISTATIKSEL YAKINSAKLIK VE KUVVETLI
TOPLANABILIRLIK

3.1. Kiime Dizilerinin Istatistiksel Yakinsakhg

Bu boliunde kiime dizilerinin Kuratowski, Wijsman ve Hausdorff istatistiksel yakin-

sakligmi tanimlayacagiz.

Tanim 3.1.1 (X p) bir metrik uzay olsun. X in bog olmayan Aj, kapal alt kiimelerinin
{A,} dizisi i¢in { Ay} nin istatistiksel alt limiti

st —liminf Ay = {z € X : A(k), 3(ar,) C (Ax), st —limay =z}
ve istatistiksel iist limiti
st —limsup A, = {z € X : 3(k;), Iar,) C (Ay,), st —limay, = z}
seklinde tanmimlamr [14].
Tamim 3.1.2 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan A; € X kapah

alt kiimeleri icin eger

st —limsup A, = st — liminf Ay = A

ise {A;} dizisi A ya Kuratowski istatistiksel yakmsaktir denir. Bu durumda
st — lim Ay = A seklinde gosterilir [14].

{Ax} alt kiimeler dizisinin alt istatistiksel limiti ax € Ay elemanlarindan olugan
dizilerin istatistiksel limitlerin kiimesidir ve iist istatistiksel limit ise boyle dizilerin

cluster noktalarimn kiimesidir.

Tanum 3.1.3 (X, p} bir metrik uzay olsun. Herhangi bos olmayan kapah A, Ay C X
alt kiimeleri icin eger { d(z, Ax)}, d(z, A) ya istatistiksel yakinsak ise {Ax} dizisi

A’ ya Wijsman istatistiksel yakmsak denir. Her bir ¢ > 0 ve her z € X i¢in

fires [ < s |0, A)—dlz, 45| = €]| = 0 (3.1)

n—0o0 T,
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baska bir ifadeyle |d(z, Ax) — d(z, A)| < & h.h.k.Bu durumda st—limy Ay = A seklinde
gosterilir [14].

Aciktir ki eger (3.1) deki egitsizlik sonlu sayidaki titm &’ lar igin saglanirsa
W —limA, = A olur. Buradan W — lim A, = A ise st — limy Ar = A oldugu

anlagihr.

Ornek 3.1.4 X = R olsun ve {A;} dizisini

A {reR:2<z <k}, efer k> 2vek tam kare ise,
k=

{1}, diger durumlarda,
seklinde tammlayalim. Bu dizi Wijsman yakimsak degildir fakat

L1k < (e, 40) - (o, (1) 2 2} < 2

den dolay1 bu dizi A = {1}’ ¢ Wijsman istatistiksel yakinsaktir.

Ornek 3.1.5 X = R? ve {A,} dizisini

{le R (g~ 1)2+y* =1}, eger k tam kare ise,
{(0,0)}, diger durumlarda,

Ap =

seklinde tammlayalim. Bu dizi A = {(0,0)}’ a Wijsman istatistiksel yakmsaktir fakat

Wijsman yakmsak degildir.
Tanim 3.1.6 (X, p) bir metrik uzay olsun. X in bog olmayan A, kapah alt kiimeleri

icin eger € > 0 icin,

1
lim —
n—00 1,

:0?

{k <n: sup|d(z, Ay) — d(z, A)| = g}

zeX

yani sup |d(z, Ay) —d(z, A)| < & h.hk. ise {A;} dizisi X ’ in kapal alt kiimesine
zeX
Hausdorff istatistiksel yakmmsaktir denir. Bu durumda sty — lim A, = A geklinde

gosterilir [14].

Tanim 3.1.7 (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bos olmayan kapah A; € X

alt kiimeleri icin eger her € > 0 ve her = € X icin,
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fie e« |l i) — Al A 2 s} =0

n—oo
olacak sekilde bir N = N(¢) says1 varsa {A;} dizisine Wijsman istatistiksel Cauchy
dizisidir denir [14].

Teorem 3.1.8 (X, p) bir metrik uzay olsun. Asagidaki dnermeler denktir.

i) { A} Wijsman istatistiksel yakimsak dizidir.

it) {Ax} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) {Ax} h.h.k. i¢in Ay = Bp olacak gekilde bir Wijsman yakinsak {B}} dizisi
mevcut olacak sekilde bir dizidir [14].

Ispat. Kabul edelimki st — limy Ay = A ve ¢ > 0 olsun. Bu taktirde h.h.k. i¢in
|d(z, Ax) —d(z, A)| < £ dir. Eger N, h.h.k. igin |d(z, Ay) — d(z, A)| < § olacak

sekilde secilirse

|d(z, Ap) — d(z, An)| < |d(z, Ag) — d(z, A)| + |d(z, Ay) — d(z, A)| < —;——}— -;—

elde edilir. Boylece { A} Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir. Simdide kabul edelim
ki (#3) dogru olsun ve h.h.k. i¢in J = [d(z, An) — 1,d(z, Ayx) + 1] araligh d(z, A;) yn
kapsayacak sekilde N sayisim secelim. Benzer sekilde h.h.k. icin
J' = [d(z, An,) — 3, d(z, An,) + 1] arah@ d(z, Ar)’y1 kapsayacak sekilde Ny’yi secelim.

Burada h.h.k. icin J; = J N J" arahg d(z, Ag)'v1 kapsar. Gergekten

{k<n:dz,A)¢INT}t={k<n:dz Ay) ¢ JJU{k<n:d(=z A) ¢ J'}

béylece

lim s |{b < s dla,A) & I Y|

n—oo T,

1
< lim—

n—oo YL

s il A @ T 5 ]im% R £n: da, A & 'Y =0

yazilabilir.
Buna gore Ji, h.h.k. igin d(z, Ax)’y1 kapsayan ve uzunlugu 1’e esit veya kiiciik olan
kapali bir aralikti. Simdi de h.h.k. icin J” = [d(z, An,) — 1,d(z, An,) + 1] arabih
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d(z, Ax)'n1 kapsayacak gekilde N3 sayism secerek ilerleyelim. Boylece bir tnceki yak-
lasimla h.h.k. icin Jy, = J; N J” arah@ d(z, Ay)’v1 kapsayacaktir ve J,'nin uzunlugu %’
den kiiciik veya esit olacaktir. Bu siirece devam edilirse tiimevarim yéntemiyle herbir m
icin Jnp1 C J,, olacak sekilde ( J,,) kapah araliklar dizisi insa ederiz ve J,,,’ nin uzun-
lugu 27! den biiyiik degildir ve h.h.k. igin d(z, Ay) € J,, dir. Yigilmg (kiimelenmis)
Araliklar Teoremi geregince MS_; J,, kilmesine egit olan bir n sayis1 vardir. h.h.k. icin

d(z, Ax) € J, kullamhrsa n > 15, iken

;1; ik <n:d(, A) & T} < % (3.2)

olacak gekilde artan bir {T,,} pozitif tamsay: dizisi segelim. n > T, ise tiim (Ag)
terimlerinden olusan bir C = (C}) alt dizisini tammlayalim éyle ki &k > Ty ve T,, <
k < Ty ise d(z, Ay) € J,, dir. Daha sonra

B, — {n}, eger A;,C nin bir terimi ise
Ap, diger durumlarda
seklinde (By) dizisini tanimlayalm.
O halde lim B, = {n} dar. Eger ¢ > = > 0 ve k > T, ise bu taktirde ya
Ay = By = {n} demektir, ya da B, = A; € Jp ve |d(z,Bi) —d(z,{n})| £ JIm

nin uzunlugu 2'=™ den kiiciik veya egittir demektir. Ayrica A = By oldugunu iddia

ediyoruz. Bunu dogrulamak i¢in T,,, < k < T4 ise

(k<n:dz, A)#dz By} C{k <n:dlzA) ¢ J}

oldugunu yazalim.

Boylece (3.2) den

%Hk & : dlz, A 2l B} £ %Hk <n:diz, Ay ¢ T} < %

olur. Buna gore n — oo i¢in limit 0 dir ve h.h.k igin A, = B;, dir. Bu nedenle
(i1) , (iiz)’ 1 gerektirir. Son olarak (ii7)’ iin saglandigini yani h.h.k. igin Ay = By, ve
lim By, = {n} oldugunu kabul edelim.

£ > 0 olsun. Bu taktirde herbir n igin
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{k < n:|dz, Ax) — d(z, {n})| = €}
C [k <n:dle,By) #d(z, A} ULk < n:d(z, By) — d(z, {n})| = €}
olur.

lim B;, = {n} oldugundan dolay1 yukarida yazilan ikinci kiime sabit sayida eleman
ihtiva eder. Buna [ = [(¢) diyelim. Bu nedenle

1
Jim — [{k < n:|d(z, Ax) — d(z, {n})| > €}
1
< dimd (k< nd(e, By #dz, A)Y + Jim =0
n—oo T} n—oo

dir. Ciinkii h.h.k. icin A, = By, dir. Boylece (1) saglanir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.1.9. (X, p) bir metrik uzay ve { A}, X’ in bog olmayan kapali alt kiimelerinin
bir dizisi olsun. Eger {A,} Wijsman istatistiksel yakmsak ise {A;} Kuratowski istatis-
tiksel yakinsaktir [14].

Ispat. st — limsup Ay C st — liminf A, oldugunu géstermemiz yeterlidir.
z € st — limsup Ay ve ¢ > 0 verilsin. Bir Wijsman istatistiksel yakmsak dizi
aym zamanda Wijsman istatistiksel Cauchy dizisi oldugundan dolayr h.h.k. icin
|d(z, A) — d(z, An)| < § ve d(z, Ax) < § olacak sekilde bir N secelim. Bu durumda
h.h.k icin
d(z, Ax) < d(z, An) + |d(z, Ax) — d(z, An)| < €

elde edilir. Tammdan z € st — lim inf A;, bulunur ve bu da ispat1 tamamlar.

Teorem 3.1.10. (X, p) bir metrik uzay ve {Ax}, X’ in bos olmayan kapah alt
kilmelerinin bir dizisi olsun. Eger {4} Hausdorff istatistiksel yakinsak ise aym za-

manda Wijsman istatistiksel yakinsaktir [14].

3.2. Kuvvetli Toplanabilir Kiime Dizileri

Bu kisimda Kuratowski Cesaro toplanabilir, Wijsman toplanabilir ve Wijsman
kuvvetli toplanabilir kiime dizilerini tanimlayip Wijsman istatistiksel yakinsak ve

Wijsman kuvvetli toplanabilir kiime dizileri arasmdaki iliskiyi verecegiz.
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Tanim 3.2.1. (X, p) bir metrik uzay olsun. X’ in bog olmayan A; alt kiimelerinin

{ A} dizisi i¢in alt Cesaro ve iist Cesaro limit kavramlarim su sekilde tammlayahm.

1 T
(C,1) — liminf A; = {:r; € X : lim— Z d(z, Ax) = 0}
k=1

n—oofl
ve
(C,1) — limsup Ay = {x e X: li%ri'ggf% kz—;d(a:, Ag) = [)}
dir [14].

Tamm 3.2.2. (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan A, C X alt

kiimeleri i¢in eger

(C,1) — liminf Ay = (C,1) — limsup A

ise {A;} Kuratowski Cesaro toplanabilirdir denir [14].

Tanim 3.2.3.(X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan kapali 4, A, € X
alt kiimeleri icin eger {d(z, Ax)}, d(z, A)’ ya Cesaro toplanabilir ise yani herbir 2 € X

igin

ise {A,} dizisi A’ ya Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir [14].

Tanmm 3.2.4. (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bos olmayan kapah A,
A, C X alt kiimeleri icin efer {d(z, Ay)} dizisi d(z, A)’ ya kuvvetli toplanabilir ise

yani herbir z € X i¢in

lim =" |d(z, Ay) — d(z, A)| = 0
k=1

n—oafl

ise { Ay} dizisi A’ ya Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir [14].
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Tanmm 3.2.5. (X, p) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir bog olmayan kapal A,
A C X alt kiimeleri icin eger {d(x, A;)} dizisi d(z, A)’ ya kuvvetli p—toplanabilir ise

yani herbir p pozitif reel sayisi ve herbir z € X igin

-l
lim —
n—oa Tl

Z |d(z, Ay) — d(z, A)P =0

ise { A} dizisi A’ ya Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir [14].

Teorem 3.2.6. (X, p) bir metrik uzay ve p bir pozitif reel say1 olsun. Herhangi bir
bog olmayan kapah A, A, C X alt kiimeleri igin

a) Eger {Ax}, A’ya Wijsman kuvvetli p—Ceséro toplanabilir ise aym zamanda A’
va Wijsman istatistiksel yakimsaktir.

b) Eger { A} smurh ve A’ ya Wijsman istatistiksel yakinsak ise bu taktirde A’ ya
Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir [14].

Ispat. (a) Herhangi bir {A;} icin bir £ > 0 verilsin. Bu taktirde

Y ld(z, Ax) — d(m, A)F > e|{k < n:|d(z, Ay) — d(z, AP > e}

dir.

Buradan {Ax}, A’ ya Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilir ise A’ ya Wijsman
istatistiksel yakinsak olacag anlagilir.

(b) { A} smurh ve A’ ya Wijsman istatistiksel yakinsak olsun. {4;} smrh oldugun-
dan sup;, |d(z, Ax)| + d(z, A) = M alahm. & > 0 verilsin ve her n > N, i¢in

£
2M*7

%Hk < n:ld(z, Ay) —d(z, A)| = (—;)%H <

olacak sekilde N, secelim ve

W=

Lo={k<n: |dz A) — d,4) = )

}

alalim. =

-
2

Boylece
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3 ld(a, Ax) — e, AYP
k=1,

= | X A —dw AP+ Y A dla, AP
k€ Ly k<n;k¢ Ln
n2M¥P n 2 2 2

olacagindan {A;} min A’ ya Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.
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4. KUME DIiZILERININ «. DERECEDEN WIJSMAN ISTATISTIKSEL
YAKINSAKLIGI

4.1. Kiime Dizilerinin a. Dereceden Istatistiksel Yakinsaklig

Bu bsliimde kiime dizilerinin «v. dereceden Wijsman istatistiksel yakinsakligimi tamm-
layacagiz.
Tanum 4.1.1 (X, p) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 olsun. Herhangi bir bog olmayan
kapali A, A, C X alt kiimeleri icin eger d(z, Ay), d(z, A) ya a. dereceden istatistiksel
yakmsak ise { A, } dizisi A’ ya a. dereceden Wijsman istatistiksel yakinsak denir. Yani

her bir £ > 0 ve her 2 € X i¢in

T % (= ¥ ¢ [dl, Ax) — dlis, A)] B £} = D (4.1)

yani |d(z, Ay) — d(z, A)| < € h.h.k.(a) dir. Bu durumda  st* — limy Ay = A seklinde

gosterilir.

Ornek 4.1.2 X = R olsun ve {A;} dizisini

A {zeR:2<z <k}, eferk>2vek tam kare ise,
k =
: {1}, diger durumlarda,

seklinde tamimlayalim. Bu dizi Wijsman yakinsak degildir fakat

%

}3_3 Hk <n: |d($1Ak) —d(m,{l})| > g}' & ?LQE

den dolay1 bu dizi % < a <1 icin st* — limy Ay = 1 dir.

Ornek 4.1.3 X = R? ve {4} dizisini

{(z,y) eR*: (z — 1) +y> =1}, effer k tam kare ise
{(0,0)}, diger durumlarda

Ay =

seklinde tamimlayalim. Bu dizi A = {(0,0)}" a «. dereceden Wijsman istatistiksel

yakinsaktir fakat Wijsman yakinsak degildir.

Tanum 4.1.4 (X, p) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 olsun. Herhangi bir bog olmayan

kapali A;, € X alt kiimeleri igin eger her € > 0 ve her z € X igin,
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lim = |{k < n : |d(z, Ag) — d(z, Aw)| > £} =0

n—oa T
olacak sekilde bir N = N(¢) sayis1 varsa {A;} dizisine a. dereceden Wijsman istatis-

tiksel Cauchy dizisidir denir.

Teorem 4.1.5 (X, p) bir metrik nzay olsun. Asagidaki énermeler denktir.

i) {Ar} . dereceden Wijsman istatistiksel yalansak dizidir.

i) {Ax} o dereceden Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir.

iii) {Ax} h.h.k.(a) igin A, = By, olacak sekilde bir Wijsman yakmsak {B)} dizisi
vardir.

Ispat. Kabul edelimki st — limyy Az = A ve £ > 0 olsun. Bu taktirde h.h.k.(«) i¢in
|d(z, Ay) — d(z, A)| < £ dir. Eger N, h.h.k.(a) igin |d(z, Ay) — d(z, A)| < § olacak
sekilde bir N sayis1 bulabiliriz.

€ E

d(z, A) — d(z, An)| < |d(z, Ar) — d(z, A)| + |d(z, Ax) — d(z, A)| < 513
elde edilir. Boylece {A;} a. dereceden Wijsman istatistiksel Cauchy dizisidir. Simdi
de (i4) dogru oldugunu kabul edelim ve h.h.k.(¢) i¢in J = [d(z, Ay) — 1, d(z, Ax) + 1]
arahig1 d(z, Ay)’ y1 kapsayacak sekilde N sayisim secelim. Benzer gekilde h.h.k.(c) igin
= [d(m,ANz) — 5, d(z, An,) + %] aralf1 d(z, Ay)’ y1 kapsayacak sekilde Ny’ yi sece-

lim. Burada h.h.k.(a) igin J, = J N J" arahg d(z, A;,)’ y1 kapsar. Gergekten

{k<n:dlz,Ay) ¢ INT}={k<n:d(z,Ay) ¢ JFU{k <n:d(z, Ax) ¢ J'}

béylece

lim — [{k < n: d(z, Ay) ¢ TN Y

n—oo T}

1 1
£ limg {k <n:d(z,As) ¢ J} + lim o Hk<n:d(z A;) ¢ J'} =0

yazilabilir.

Buna gore Ji, h.h.k.(a) igin d(z, Ay)’ y1 kapsayan ve uzunlugu 1'e egit veya kiiciik
olan kapal bir araliktir. Simdi de h.h.k.(a) igin J” = [d(z, Ay,) — §,d(z, An;) + 7] ar-
aligh d(z, Ay)’ 1 kapsayacak gekilde Nj sayisinu secerek ilerleyelim. Boylece bir énceki
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yaklagmmla h.h.k.(a) icin Jy = J; N J” aralg d(z, Ax)’y1 kapsayacaktir ve Jy" nin
uzunlugu % ' den kiiciik veya esit olacaktir. Bu siirece devam edilirse tiimevarim yon-
temiyle herbir m igin J,,.1 C J,, olacak sekilde ( J,,) kapali araliklar dizisi insa ederiz
ve J,' nin uzunlugu 2™~ den biiyiik degildir ve h.h.k.(a) icin d(z, Ax) € J, dir.
Yigilmig (kiimelenmis) Araliklar Teoremi geregince Np_; J,, kiimesine esit olan bir 7

sayist vardir. h.h.k.(a) icin d(z, Ag) € J, kallamlirsa n > T, iken

1

k< (e, Ay) € TH < &)

olacak sekilde artan bir {T,,} pozitif tamsay1 dizisi secelim. n > T;, ise tim (Ay)
terimlerinden olugan bir C' = (Cy) alt dizisini tamimlayalun éyle ki & > T3 olacak
sekilde ve T, < k < Ty,41 ise d(z, Ay) € J, dir. Daha sonra
B, — {n}, eger A;,C nin bir terimi ise,
Ay, diger durumlarda,

seklinde (B;) dizisini tanimlayalim.

O halde lim B, = {n} diir. Eger ¢ > = > 0 ve k > T, ise bu taktirde ya
A, = B, = {n} demektir, ya da By = Ax € Jn ve |d(z, By) —d(z,{n})| < Jn
nin uzunlugu 2= ’ den kiigiik veya esit olacaktir. Ayrica A, = B), oldugunu iddia

ediyoruz. Bunu dogrulamak i¢in 7., < k < 1},,4, ise

{k<n:d(x, Ay) #d(z,By)} C{k<n:d(z A) ¢ J}

oldugunu yazalm.

Béylece (4.2) den

1 1 i

L |k <n (o, A) # (o BIY| < (k<2 d(e, A € T} <
olur. Buna gére n — oo ig¢in limit 0 dir ve h.h.k.(a) igin A, = By, dir. Bu nedenle
(#) , (43i)’ nin gerektirir. Son olarak (44)’iin saglandigini yani h.h.k.(a) icin Ay = By
ve lim B, = {n} oldugunu kabul edelim.

e > 0 olsun. Bu taktirde herbir n igin

29



(b < n: [d@, Ax) - d@, {11)] 2 €}
C Hk<n:d(z,By) #d(z, A} U {k < n:|d(z, B:) —d(z, {n})| = &}

dir.
lim By, = {n} oldugundan dolay1 yukarida yazilan ikinci kiime sabit sayida eleman
ihtiva eder. Buna [ = [(¢) diyelim. Bu nedenle

lim % Ik < n: |d(z, Ay) — d(z, {n})] = e}

1 !
< Mo [{k <n:d(e, By) # dz, A} + lim —= =0

n—oa 1%

dir. Ciinkii h.h.k.(a) igin A, = By, dir. Boylece (i) saglanir ve ispat tamamlamr.
4.2. o. Dereceden Kuvvetli Toplanabilir Kiime Dizileri

Bu kisinda «. dereceden Kuratowski Cesaro toplanabilir ve a. dereceden Wijs-
man kuvvetli toplanabilir kiime dizilerini tammlayip c. dereceden Wijsman istatistik-
sel yakinsak ve a. dereceden Wijsman kuvvetli toplanabilir kiime dizileri arasindaki

iligkiyi verecegiz.

Tanim 4.2.1. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < a < 1 olsun. X’ in bos olmayan Aj, alt
kiimelerinin {A;} dizisi igin a. dereceden alt Cesaro ve iist Cesaro limit kavramlarini

su sekilde tammlayalim.

1 el
(C,1,) — liminf A = {:E € X : lim ——-Z d(z, Ay) = 0}
k=1

n—wo‘na
ve
1 n
(C,1,a) — limsup A, = {SIZ €4 : linini— Z d(z, Ay) = O}
n—ea 1Y
k=1
dir.

Tanim 4.2.2. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 olsun. Herhangi bir bog olmayan

A, C X alt kiimeleri igin eger
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(C,1,a) — liminf Ay = (C,1, ) — limsup A

ise {Ar} @. dereceden Kuratowski Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanmm 4.2.3. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 olsun. Herhangi bir bos olmayan
kapah A, A, C X alt kiimeleri icin eger {d(z, Ax)}, d(z, A)’ ya a. dereceden Cesaro

toplanabilir ise yani herbir z € X icin

lim — Z d(z, Ag) = d(z, A)
ise { Ay} dizisi A’ ya a. dereceden Wijsman Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanum 4.2.4. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < o < 1 olsun. Herhangi bir bos olmayan
kapalh A, A, C X alt kiimeleri igin eger {d(z, Ay)} dizisi d(z, A)’ ya «. dereceden

kuvvetli toplanabilir ise yani herbir z € X igin

hm—Z|d$ Ap) —d(z,A)| =0

n—o0 1%

ise { A} dizisi A’ ya o. dereceden Wijsman kuvvetli Cesaro toplanabilirdir denir.

Tanun 4.2.5. (X, p) bir metrik uzay ve 0 < @ < 1 olsun. Herhangi bir bog olmayan
kapali A, A; C X alt kiimeleri icin efer {d(z, Ax)} dizisi d(z, A)’ ya «. dereceden

kuvvetli p—toplanabilir ise yani herbir p pozitif reel sayis1 ve herbir z € X igin

lim — Z d(x, A) — d(z, A)[P =0

N—+00 ’ﬂ,
k=1

ise {Ax} dizisi A’ ya o dereceden Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir denir.

Teorem 4.2.6. (X,p) bir metrik uzay, p bir pozitif reel say1 ve 0 < a < 1 olsun.
Herhangi bir bog olmayan kapah A, A; C X alt kiimeleri igin
a)0<a<f<lvel<p<ooolsun. Eger {4}, A’ ya a. dereceden Wijsman
kuvvetli p—Cesaro toplanabilir bu durumda A’ ya . dereceden Wijsman istatistiksel
yakinsaktir.
b) Eger {Ar} siurh ve A’ ya a. dereceden Wijsman istatistiksel yakinsak ise bu

taktirde A’ ya . dereceden Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.
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Ispat. (a) Herhangi bir {A4;} icin bir £ > 0 verilsin. Bu taktirde

N ld(z, Ax) —d(z, A > & [{k < n: |d(z, A) — d(z, A)| > e}

dir. Buradan

T 1
% 3" ld(z, 44) — d(z, AP > — |d(z, 4) ~ d(z, A)| & > n—lﬁ d(z, Ay) — d(z, A)| &
k=1 ’

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.

(b) {Ax} sinrh ve A’ ya o dereceden Wijsman istatistiksel yakimsak olsun. {A4;}
simirh oldugundan sup;, |d(z, Ax)| + d(z, A) = M alahm. ¢ > 0 verilsin ve her n > N,
icin

3

nﬂ

=
fer

2MF

{b<n: ldo, A - do, 4) 2 )P} <

olacak sekilde N, secelim ve
Lo ={k<n:|d(s,A4) - d(z, 4)] = (5)7 |

alalim.

Boylece

2 d(z, Ay) — d(z, A)[P

= d(x A —d(z, AP+ ) d(z, A) — d(z, A)F
k<n;k¢ L,

e 1n S

EmMPy—E_%

no QMP ne 2 2

&

+o-=¢

b ™

olacagindan {A,}, A’ ya a. dereceden Wijsman kuvvetli p—Cesaro toplanabilirdir.
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5. SONUC.

Bu tezde Istatistiksel yakmsakhk ve Cesaro toplanabilirlik kavramlarmin tanm ve
teoremleri verilmigtir. Colak [11] tarafindan verilen c. dereceden istatistiksel yakinsak-
Lig1 ve av. dereceden kuvvetli toplanabilme iligkileri incelenmigtir.

Nuray ve Rhoades [14] tarafindan tamimlanan kiime dizilerinin istatistiksel yakim-
saklik kavrami incelenerek kiime dizilerinin . dereceden istatistiksel yakinsakhg tanim-

lanmis ve a. dereceden kuvvetli toplanabilme teorisi ile iligkileri aciklanmaya caligilmigtar.
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