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MOTOR OPERATORLERININ GEOMETRISI UZERINE
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Tez Danismani: Prof. Dr. Erhan ATA

OZET

Bu tezde ilk olarak kuaterniyonlar, dual sayilar, dual vektorler ve dual kuaterniyonlar

ele alinarak bunlarla ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir.

Daha sonra dual kuaterniyon vektorleri yardimiyla vida hareketleri ve 6zel durumlari

(kayma ve donme hareketleri) incelenerek vida operatorleri bulunmustur.

Son olarak vida hareketinin daha gelismis (genel) hali olan motor hareketi incelenerck
motor operatorii elde edilmistir. Motor operatorii yardimiyla da ardisitk motor hareketleri

verilmistir.

Gerek vida hareketleri ve gerckse motor hareketi Maple programi yardimiyla

orneklendirilmis bu hareketlerle ilgili sekiller elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Kuaterniyonlar, Dual sayilar, Dual kuaterniyonlar, Vida hareketi, motor
hareketi.



ON THE GEOMETRY OF MOTOR OPERATORS

Abdurrahim KENAR
Mathematics, M. S. Thesis, 2015
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SUMMARY

This thesis firstly deals with quaternions, dual numbers, dual vectors and dual
quaternions by giving basic definitions and explaining related concepts.

Next, by investigating screw motion and some special cases (sliding and rotation
motions) screw operators are calculated.

Finally, by investigating motor motion, which is the more advanced and general form of
the screw motion, the motor operator is obtained.

Screw motion, as well as motor motion, is illustrated by examples and figures generated
by the maple software.

Key Words: Quaternions, Dual Numbers, Dual Quaternions, Screw motion, Motor motion.
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1. BOLUM

1.1. Kuaterniyonlar
Bir kuaterniyon q=a+bi+cj+dk =(a,b,c,d); a,b,c,d € R bigimindedir. Burada
i’=j*=k’*=ijk=-1 dir.

g kuaterniyonu reel (skaler) ve imajiner (vektorel) olmak tizere iki kisma ayrilir. g nun

reel kismi Req=a ve g nun vektorel kismi Imqg =bi+cj+dk dir.
Buna gore  =a-+bi+cj+dk kuaterniyonu  =Req+ Im( bi¢iminde de yazilabilir.

Eger Req=0=q=Imqg=bi+cj+dk olur. Bu durumda q’ya kuaterniyon vektor
veya kuaterniyonik vektor ad1 verilir (Parker, 2009).
1.2. Eslenik

Herhangi bir q=a+bi+cj+dk kuaterniyonunun eslenigi q=a— (bi+cj +dk)

bigiminde tamimlanir. Buradan q=Req—Imq olur. Buna gore

q+g=2a=a=19Req=9t9
2 2
q—q = (a+bi+cj+dk)— (a—bi—cj—dk) = Imq:% bulunur.  Ayrica

g=q< geR<q=Req olur (Parker, 2009).
1.3. Toplam-Fark

Herhangi iki p ve g kuaterniyonlari igin
q=a +bi+cj+dk , p=a,+bi+c,j+d,k olsun.
p ve g kuaterniyonlarinin toplami ve farki asagidaki gibidir.
P+a=(a +a,)+ (b +b,)i+(c +¢,)j+(d; +dy)k
=Rep+Req+Imp+Imq

=Re(p+q)+Im(p+q) ve



pP-a=(a—a)+({-b,)i+(c—c,)j+(d —d,)k
=Rep—-Reg+Imp-Img
p—gq=Re(p—q)+Im(p—q) olur (Vicci, 2001).

Tim kuaterniyonlarin kiimesini H ile gosterecegiz. Buna gore H kiimesi toplama

islemiyle birlikte bir Abel grubu olur. Yani (H,+) ikilisi bir Abel grubudur. Burada H’da ‘+’
isleminin birim elemanm1 0=0+0i+0j+0k =(0,0,0,0) ve Yge H ’ nin ‘+ islemine gore

tersi —( € H dir (Parker, 2009).
1.4. H Uzerinde Skalerle Carpma islemi
- IRxH - H
(1,9) > A.g=A.(a+bi+cj+dk)
A.q=Aa+ Abi+ Acj+ Adk (1.9=0.1)
bigiminde tanimlanir. Bu islemle birlikte {H,+, (R, +,-),-} sistemi bir reel vektdr uzayidir. Bu

uzayin standart bazi {l, L], k} dir. Buna gore H uzayinin R cismi lizerindeki boyutu 4 olur.
Bundan sonra A.q skaler ¢arpiminin yerine A( ifadesini kullanacagiz.
Herhangi bir g =a+bi+cj+dk kuaterniyonu
g=(a+bi)+(c+di)j
q=2+2,);Z,=a+bi,Z,=c+di

biciminde de tek tiirlii olarak yazilabilir. Bu yazilis A’nin C kompleks sayilar cismi {lizerinde bir

vektor uzay1 olmasina imkan saglar. Buna gore,

- :CxH —->H
(W,q) > wq=w(z,+2,])

WQ =Wz, + Wz, ] =Wz, +Wz, ]



skalerle ¢arpma islemiyle birlikte {H ,+H(C,+,), } sistemi bir kompleks vektor uzay olur. Bu

uzayin standart bazi {1, J} ve boylece H’ nin C cismi iizerindeki boyutu 2 olur (Hacisalihoglu,

1983).
1.5. Kuaterniyon Carpimi

H kuaterniyonlar uzayr iizerinde yeni bir islem olan kuaterniyon c¢arpimini

(kuaterniyonik ¢arpim) tanimlayalim.
- HxH —>H
(@, p) > ap=(a +bi+c j+dk)(a, +bi+c,j+d.k)
=aa, —(bb, +cc, +dd,)+(ab, +ba, +cd, —dc,)i |
(a1C2 +Ca, + d1b2 _bldz) J + (a1d2 + d1a2 + blcz _C1bz)k
=RegRe p-<Imqg,Imp>+ReqIimp+Re pImg+Imgximp
Bu islem asagidaki 6zelliklere sahiptir.
1) Kapalilik 6zeligi
ii) Birlesme 6zeligi: Herhangi p, g, r kuaterniyonlari igin
(pa)r = p(ar)
iii) Sagdan ve soldan ¢arpma igleminin toplama iglemi {izerine dagilma 6zelligi
Herhangi p,q,r € H kuaterniyonlari i¢in
(p+a)r=pr+qr ve p(q+r)=pq+ pr
O halde H kuaterniyonlar uzay1 bir CEBIR yapisina sahip olur.
Vp,q e H icin pg=qp oldugundan H cebiri degismeli degildir.
Kuaterniyon ¢arpiminin H iizerindeki birim eleman1 1=1+0i+0j +0k duir.

Sonug olarak A cebiri birimli fakat degismeli olmayan bir cebirdir.



Genel olarak pq=gp oldugunu biliyoruz. Fakat 6zel olarak p=Rep+Imp
g=Req+Imq kuaterniyonlar1 icin Imp=0 veya Imgq=0 ya da {Im p, Im q}lineer

bagimli olmas1 durumunda pg=gp olur (Vicci, 2001).
Buna gére p=Re p—Im p oldugundan pp = pp bulunur.

Teorem 1.5.1. Herhangi A, iz € R skalerleri ve herhangi p,q e H kuaterniyonlar1 igin
asagidaki 6zellikler saglanir (Parker, 2009).

1) Ap+uq=Ap+uq
2) pg=ap

1.6. Bir Kuaterniyonun Normu

H iizerinde norm fonksiyonu
H:H >R

q->[q=/aq =aa

bi¢ciminde tanimlanir. Buna gére q=Req+ Imq=a+bi+cj +dk kuaterniyonu igin

lq =M=\/(Req+lmq)(Req—lmq)

:\/’(Req)2+ <Img,Imq>

- \/(Re q)° +[Im q||2

=Ja®+b?+¢%+d? reel sayisina ¢ nun normu denir.

Eger |q| =1ise ¢ birim kuaterniyondur (Parker, 2009).



1.7. Birim Kuaterniyonun Kutupsal Formu

g=a+bi+cj+dk herhangi bir birim kuaterniyon olsun. Buna  gore

|q|2 =a’+b*+c®+d* =1 olur. Burada

cos @ = a alimirsa €0s* @+sin*d=1=sin@=+1-a’ oldugundan

sin@ =+/b? +c?+d? bulunur.

Boylece g =a+Dbi+cj+dk birim kuaterniyonu

:a+w,\¢bz+cz+dz
Jb? +¢? +d?

—cosf+Ssing

— eS.B

biciminde yazilabilir. Burada;
— _,2 —_— —_— —
[S|=1ve S =85 =-<5,5>=—1 dir
Eger ¢ birim kuaterniyon degilse ¢ nun kutupsal formu,

o =|i birim kuaterniyon olacagindan (= |q| 0o = |q| (cosé, +Ssin 6,) = |q|e§‘9

q
bi¢iminde olur (Parker, 2009).

1.8. Birim Kuaterniyonun Kuvveti

Herhangi bir q € H birim kuaterniyonunun
q=cos@+Ssin@=e% biciminde yazilabilecegini biliyoruz.
teR igin q' = (COSB+§Sin 0)' = (egg)t olacagindan

— q' =cos(td) + Ssin(td) =e%? olur (Parker, 2009).

Teorem 1.8.1. Herhangi p,q e H kuaterniyonlar i¢in asagidaki 6zellikler saglanir
(Parker, 2009).



) |p|=0< p=0
2) [p+a[<[p|+|al
3) | pa|=|ap|=|pl|a| =al|p|
1.9. Bir Kuaterniyonun Carpmaya Gore Tersi

Herhangi #0e€H kuaterniyonu igin ¢ nun tersi q‘l ile gosterilir ve qa =|q|2

ifadesinden " =% elde edilir.

Eger q=a+bi+cj+dk =Req-+Imq alirsak

4 Reg-Img  a-(bi+cj+dk)
Re2q+|||mq||2 a’+b*+c*+d?

_ M — M = i olur (Parker, 2009).

o 19 _lal _
af ol ol

jaf

_1‘ _

bulunur. Buna gore |q| = ‘a‘ oldugundan ‘q

Teorem 1.9.1. Herhangi p,q € H kuaterniyonlarinin tersleri sirasi ile p’1 ve q‘l ise
( Pq )71 = q’l p’l dir (Parker, 2009).

Tamm 1.9.1. Herhangi p,q € H kuaterniyonlar i¢in p ile ¢ kuaterniyonlar1 benzerdir

gerek ve yeter kosul bir r #0 e H kuaterniyonu i¢in rp = gr esitliginin saglanmasidir.

Bu tanimda rp =qr esitliginin her iki yan1 sagdan r ile garpilirsa Q= I’pl’_l elde
edilir (Parker, 2009).

Lemma: Herhangi p ve g kuaterniyonlar1 benzerdir gerek ve yeter kosul Re p=Req
ve | p|=|q| dir (Wood, 1985).

Sonugc: Eger p ile ¢ kuaterniyonlar1 benzer ise B ile a kuaterniyonlar1 da benzerdir.

1.10. Kuaterniyonlarim Matris Gosterimi

Bir T:H — Hom(H,H) déniisiimiinde g € H igin



T,:H—>H lineer doniistimiinii tanimlayalim. Burada 7 bir izomorfizmdir.
p—>T,(p)=pq
Simdi T, lineer dontisimiine karsihk gelen matrisi bulalim.

H’nin C kompleks sayilar cismi {izerinde 2-boyutlu oldugunu ve {l, j} kiimesinin

kompleks standart bazi oldugunu biliyoruz.
Buna gore

T, =1lg=g=a+bi+cj+dk=(a+bi)+(c+di)j=z+wj

T,(D=19=j(z+wj)=jz+ jwj=2j+W]j =—W+Z] den

Tq(l)—ZW1T—ZWbl
{Tq(j)}_{—v_v EM:‘ q{_v‘v z}

T, ile g arasinda bir izomorfizm oldugundan (T, ~ q) T, yerine ¢ alinabilir. Buna gére

g kuaterniyonuna karsilik gelen kompleks matris

z W
q=z+wWj=| — _j
-W z

a+bi c+di
S , |o* = detq=a®+b? +¢ +d? bulunur.
—c+di a-hi

Benzer sekilde A’ nin R iizerinde 4-boyutlu oldugunu ve {1, I J, k} kiimesinin A nin

reel standart baz1 oldugunu biliyoruz. Buna gore herhangi bir ¢ kuaterniyonu i¢in

T, =a+bi+cj+dk T, a b ¢ dn
T,(()=-b+ai-dj+ck den T, (1) _ b a -d c|li
T,(J) =—c+di+aj—bk T |-c d a -bfj
T, (k) =—d —ci+bj +ak TK| [-d b a]k



a b ¢ d
b a -d ¢ .
= Tq ~(= reel matris karsilig1 bulunur (Zhang, 1997).
-c d a -b
-d ¢ b a

Teorem 1.10.1. Herhangi bir  =Req+Imqg=cosfd+ Ssing=e%
birim kuaterniyonu i¢in

L,:R*>R*, v L, (v)=qvq

doniisiimii v vektoriinii ¢ birim kuaterniyonunun S ekseni etrafinda 26 radyanlik ag1 kadar

dondiiriir. Buna gore asagidaki sekil verilebilir.

O (orijin noktasi)

Sekil 1.1. Kuaterniyonlarla dénme.

Burada w=1L,(v) = qvq oldugundan (Parker, 2009)

w=(Re* q—|Im q||2)v+ 2Req(ImgxVv)+2<Imgq,v>Imq bulunur.
1.11. Kuaterniyon Operatorii

Herhangi iki birim kuaterniyon vektorleri a: ve Ho olmak iizere

o= < a3 Ay

%A% dir.
a, Aby

— 050, +S,.5in ), oldugunu biliyoruz. Burada S, =




4%

ol

Sekil 1.2. Kuaterniyon operatorii.

Dolayisiyla yukaridaki sekilde goriildiigii gibi {%, bT), ST,} bir sag sistem olusturur.

(ay xby) =l x 2, =—(c0s 4, + S, 5in 6,)
Ve

()" = @ —-a, ve (b)) =-b, oldugundan
)

0 =Dy x () " = () " @, = (0 x2,)

g, =€0s6, +S,5in 6, olur. Buradan

0, birim kuaterniyondur. Buna gére

R—>H

0 — d, =C0s6, +§(;sin 6,

operatdriine kuaterniyon operatorii denir. Buradan

0y = @ X (50’)*1 = bj =0, X % ve (, = (bio’)’l X g = % = Eo x(, esitlikleri bulunur.

Buradan sunu soyleyebiliriz.
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b, =0q, x aT) esitliginde aT) ve (,” 1 soldan ¢arptigimizda b, ’1 elde ediyoruz. Yani aj 1

S, ckseni etrafinda 26, kadar dondiiriiyoruz. Benzer sekilde % = &x g, icinde benzer seyler

sOylenebilir (Hacisalihoglu, 1983)

—

Sonu¢: q =cosO+Ssin@ olmak iizere S’a dik bir P diizlemi iginde yatan bir «

vektdriinii, ¢ ile soldan ¢arpmak demek o’yr S etrafinda pozitif yénde 26, kadar

déndiirmektir. o y1 q ile sagdan garpmak demek ise S etrafinda negatif yonde 26, kadar

dondiirmek demektir.

- — —

Ozel olarak P diizlemini geren vektorler olarak | ve j almrsa S=K olup P

diizlemindeki donmeler i¢in g =cosé& + ksing operatorii kullanilir. Bu durumda ¢ kuaterniyon

operatorii €27 =c0s 20 +isin20 kompleks say1 operatdrii ayni isi yapar (Hacisalihoglu,
1983).

- R

Sekil 1.3. Kompleks say1 operatorii.

Pl

20

R
fo
Q{Q

Sekil 1.4. Ozel kuaterniyon operatorii.
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2. BOLUM
2.1. Dual Sayilar

Tamm 2.2.1. ID={(a,a"):aa" eR}={a+sa":a,a R ve £#0,6" =0} dual

sayilar kiimesinin her bir A=(a, a*) —a+ea clemanma bir dual say1l denir. Bu kiime

iizerinde toplama ve carpma islemleri asagidaki gibi tanimlanir.
VA=a+ea , B=b+e&b eID igin (A B e ID)
A+B=(a+ea)+(b+sb)=(a+b)+e.(a +b)=(a+b,a +b")
AOB=(a+sa)O(b+eb)
=ab+e(ab” +a'b)
=(ab,ab” +a’b) olur.
Bu islemlerle birlikte (ID,+,®) tgliisii bir halkadir. Burada

ID 'nin ¢arpma islemine goére birim elemani (1,0)=1+&£0 ve ¢arpma islemi ID
iizerinde degismeli oldugundan /D halkasi birimli ve degisimli bir halkadir. Ayrica ¢arpma

islemi degismelidir.
(ID,+,®) halkast bir cisim degildir Cinki VA=a+e&a eID—{0}igin

4 (1a) 1 a _ PR L
A" =| —,— |=—+&— olacagindan A’ nin A" tersinin olabilmesi i¢in a#0 olmasi
a a a a

gerekir. Buna gore B=(0,0)=¢a €ID —{O} bigimindeki elemanlarin tersi yoktur

(Hacisalihoglu, 1983).

2.2. Dual Sayilarda Bolme

Herhangi A BelID (A#(0,a")) dual sayilari igin A® X =B denkleminin bir tek

¢Oziimii vardir. Gergekten
A=a+ea , X =x+&X , B=b+e&b" dersek;

(a+ea)O(x+ex)=b+eb
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ab"—a’b

oldugundan denklemin ¢oziimii X = X+&X = b +&( >—) olur. Burada X dual sayisi
a a

B dual sayisinin 4’ ya boliimiidiir.

Sonug olarak her ne kadar /D dual sayilar bir cisim olmasa da R reel sayilara izomorf

bir alt cismi ihtiva eder. Ger¢ekten (Hacisalihoglu, 1983)
f:ID—>R, (a,0)— f(a,0) = f(a+&0)=a doniisiimi bir lineer izomorfizmdir.

Tamm 2.2.2. Bir A=(a,a)=a+¢&a €ID dual sayisimn reel kismu ReA=a ve

dual kismi DuA=a  ile gosterilir. Buna gére A=ReA+gDUA biciminde de yazilabilir
(Hacisalihoglu, 1983)

Tamim 2.2.3. (ID,+,®) dual sayilar halkasinda (1,0)=1+&0 dual sayisina /D’ deki
reel birim ve (0,1) =0+ &1 dual sayisina da ID’ deki dual birim adi verilir (Hacisalihoglu,
1983).

Teorem 2.2.1. iki dual saymn carpinu sifir ise carpanlardan biri sifir olmak zorunda

degildir (Zhang, 1997).

2.3. Dual Sayilarin Matris Gosterimi

a a .
Teorem 2.3.1. (ID,+,®) dual sayilar halkasi ile M :{{O }:a,a ER}
a

matrislerinin kiimesi

f:ID>M, A=a+sa — f(A)
~ |a &
f(A)=f(a+ea)= {O :| doniisiimii altinda izomorftur.
a

Boylece M kiimesi de birimli ve degisimli bir halka olur (Hacisalihoglu, 1983).
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2.4. Dual Sayilar ile ilgili Temel Tanim Ve Teoremler

Tamm 2.4.1.Z = (X,X ) =X+&X dual sayilannin timiine dual diizlem ve her bir

(x,X") ikilisine de dual diizlemin bir noktasi denir (Hacisalihoglu, 1983)

Tamm 2.4.2. Herhangi bir Z =X+&X € ID dual sayisinin mutlak degeri (modiilii)

|Z| ile gosterilir ve |Z| = ‘X + 6‘X*‘ = |X| biciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.4.1. Herhangi Z =X +&X, ve Z,=X,+&X, dual sayilar igin
|lez| :|Zl||Zz| dir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.4.2. Herhangi Z, ve Z, dual sayilart igin |Zl+ZZ|S|Zl|+|ZZ| ticgen
esitsizligi saglanir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.4.3. Herhangi bir Z = X+¢eX dual sayisinin eslenigi Z ile gosterilir ve

Z = X—&X olarak tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.4.3. Herhangi Z,,Z, € ID dual sayilari i¢in asagidaki ozellikler saglanir
(Hacisalihoglu, 1983).

4) Z, #(0,X") i¢in

VR

)%
z,) z,

5)zZ=z|
6) Z+Z=2ReZ ,Z-7Z=2¢Duz

7VZ=7Z<ZeR, (DuZ =0)
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2.5. Dual Vektor Uzay

veE

ID dual sayilarin halkas1 olmak iizere;
ID® = IDXIDxID ={K= (A,AL,A):AelD,1<i 33} kiimesini tanimlayalim.
Bu kiime {izerinde tanimli toplama ve skalerle carpma islemleri
VA=(A,A,A)B=(B,B,,B,)elD’ ve VAeR icin (A B e ID%)
A+B=(A,A,A)+(B,B, B,

=(A+B,A +B,,A+B,)

AA= (A, A A)
=(AA,AA,, AA,) bigiminde tanimlaniyor (Hacisalihoglu, 1983).

Buna gore ID?, reel sayilar cismi iizerinde bir vektdr uzayr olur. Fakat 1D%, ID

iizerinde de vektor uzay1 aksiyomlarini sagladigi halde /D {izerinde bir vektér uzayr olmaz.

Ciinkii D bir cisim degil bir halkadir. iste bu durumda ID®, ID iizerinde bir modiil’ diir. Biz

buna /D-modiil diyoruz.

Dolayisiyla ID*, ID-modiil yapisiyla diisiiniildiiginde 1D®’iin elemanlarina dual

vektorler diyecegiz.

Bir A=(A,A,,A)eID® alahm. A, A, A € ID oldugundan
A=a+ea , A =a,+ea, , A =a,+e&a, dersek
A=(a,+za,,a, +£d,,8, +£a,)
A=(a, 8, a)+e(a],a;,8;)

A=a+ea olur. Burada a=(a,a,,a,) ve a =(a,a,,a,) vektorleri R® vektor

uzaymin elemanlaridir.

Teorem 2.5.1. 1D —modiil R®’e izomorf bir alt cisim ihtiva eder.
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Gergekten

f:ID° >R®, A=(a,0)=a+e0— f(A)=f(a0)=f(a+s0)=a donisimi

bir lineer izomorfizmdir.

Dolayistyla 1D*” iin bir alt ciimlesi R*’e izomorftur. R® bir cisim oldugundan ID* iin

bu alt climlesi de bir cisim olur (Hacisalihoglu, 1983).
Tanim 2.5.1. Herhangi A=a+ea ve B=b+eb dual vektorleri icin

<> ID*XID®* — ID déniisiimii
(A B) »><AB>=<a+ea ,b+eb >,
:<5,5>+g[<5,ﬁ>+<§,5>J

biciminde tanimlanir ve reel vektdr uzayindaki i¢ ¢arpim fonksiyonunun aksiyomlarini saglar

(Hacisalihoglu, 1983).
Tanmm 2.5.2. ID® dual vektér uzay: iizerinde norm fonksiyonu ||.||ID . ID* > 1D ,

A=a+ea — ‘K‘ID = \f< K,K> bigiminde tanimlanir. Burada‘Z\‘ID dual sayisina A dual

vektoriiniin normu denir ve kisaca ‘Z\‘ ile gosterilir. Buna gore
W —J<AA>=\<atea atea > =\/< 5,5>+g[< 8,8 >+< a*,5>}
a,a

\z\\=\a\+gﬁ . (@=0)

2

—

al +2¢<aa’ > (&% = 0oldugundan)

:\K\ =a+¢ebelD dir

2
- <aa > -2 - =
Burada ‘a‘ +te—m—| = ‘a‘ +2¢<a,a > dir (Ata ve Yayli, 2008).

g
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Tamm 2.5.3. Herhangi bir Ae ID® icin ‘K‘ =(L,0)=1+¢£0 ise A ya birim dual

vektor denir (Vicci, 2001).
Simdi bir A=a+ga" dual vektor alalim.

= |z <aa > ) . - . ) .
‘A‘=‘a‘+g ‘# oldugunu biliyoruz. A’nin birim dual vektor olmasi igin
4

‘K‘ =(1,0) olmalidir. Buradan

- <a,a > - - .
‘a‘ =1 ve T =0 olacagindan ‘a‘ =1ve <a,a >=0 elde ederiz.
4

- =3 = A
Herhangi bir A= (0,2 ) dual vektérii igin U = — birim dual vektordiir.

A
Simdi de U vektériiniin bilesenlerini bulalim.
L = = <aa > 5 .
A=a+¢eca , (a=0) alalm. ‘A‘ = ‘a‘ + ST oldugunu biliyoruz.
a
O halde eslenik ile carpim yapilirsa
- <aa >
I e
GoA_ atea a+ea a
W . <aa > o) <aad >
! - <a,a > _ !
‘a‘—h?f ‘a‘+8 i ‘a‘ & =
g g a
== S <a,a >
‘a‘ at+e ‘a‘ a ————
4
= olur.

-2
g
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. a- a’ <aa >- a
Buradan U =—a+¢&| — -———a bulunur. Burada; reel kissm |—|=1 ve
S 4
a a <aa >- ,
<= 1=~ ——3—a> =0 oldugundan bu durum bize
CHE
U vektoriiniin gergekten bir birim dual vektdr oldugunu gosterir.
— a a <aa >a
Ayrlca U=—+¢ BT |
A B [ e
— - a’—-ka| - = : - -
U=u+eg¢ T =U+e&U olurkiburada U/ =1 ve <u,u >=0 dir.
q
= A e
Boylece U = ‘r = A= ‘A‘U bigiminde yazabiliriz. Yine
A
— = e | <aa’ > . . -~ <aa >
A=a+c¢a :‘A‘=‘a‘+g— Ifadesinde az‘a‘ ve K=——"—— alimrsa

g g

‘,_5\" = a(1+ 8k) olarak da yazilabilir.

O halde A= ‘N U= a(1+ gk)ﬁ olur (Ata ve Yayl, 2008).

Tamm 2.5.4. {)Z elID’ ‘)Z‘ =(1, O)} kiimesine 1D —modiil de birim dual kiire adi

verilir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.5.2. (E.Study Teoremi): A= ;(+5? € ID —modiil olmak tizere denklemi

‘_A.‘ =(1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalari ile R®’ deki yonlii dogrular birebir eslenir.

Bu teoreme gore, herhangi bir A=x+e&x birim dual vektériine R’ de dogrultmani X
ve gectigi nokta M olmak iizere X =mAax olan bir dogru karsilik gelir. Buradaki X ,

dogrunun gegtigi nokta olan M’ den bagimsizdir.
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0
Sekil 2.1. Yonlii dogru.

A=X+é&x

X =0omAa X

Tersine olarak R*’ de dogrultmani i ve gectigi nokta 9 olan bir yonli dogru

verildiginde buna karsilik 1D — modiil’de birim dual vektor bulalim.

0

Sekil 2.2. Yonlii dogru.

Dogrunun denklemi;

X_ylzy_yz Z_ys

= = A olur.
X X, X3

B

Eger X birim vektor degilse Z; = aliriz. X =Y A X olarak tanimlayalim.

X
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Bu durumda ‘)Z‘ =1lve < Y, T >=0 oldugundan A=X +&X" birim dual vektorii

elde edilir (Bewegungen ve Umlegungen, 1891).

2.6. Pliicker Dogru Koordinatlar

R®> deki {i, I, k} standart bazina gére

X =xi+X%,]+xK ve X =x"i+ X, ]+ X, K vektorleri igin
(X, X7) = (%, X0, X33 X0 X, X, ) yazabiliriz,

(Y,T) ikilisinin 6 bilesenine normlanmamis homojen olmayan pliicker dogru

koordinatlar1 denir.

Eger 6 >0 olmakiizere X =&8X ve X~ =&X" alinirsa bu ikilinin olusturdugu alti

bilesene normlanmamis homojen pliicker dogru koordinatlar1 denir (Pottmann ve Wallner,
2001).

Teorem 2.6.1. P baslangi¢ noktasina gore R*’ deki yonlii dogruyu belirten dual vektor

A=X + g(ﬁj AX + T) dir (Bewegungen ve Umlegungen, 1891).

— — — — A ..
Tamim 2.6.1. Herhangi bir A=a+ga e ID — modiil olmak tizere U = — birim dual

A
vektoriine A’ nin ekseni denir.

<aa > — - = - A
Burada kK = ————— reel sayisma A=a+ca dual vektoriiniin adimi veya yiikselisi

—2
g

denir. k sayisini ii¢ farkli durumda ele alabiliriz.

i) k=sonlu=a=#0 ve a” %0 dir. Bu durumda A=a+ga’ dual vektdriine has

dual veya vida denir.

ii) k=0= K: aU dir. Bu durumda A=a+ga" dual vektori U ekseni ile cakisik
bir dogrudur.

iii) k=0 = a=0 dir. Budurumda A sif dual vektordiir (Hacisalihoglu, 1983).
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2.7. Dual Aq1

A=atea ve B=b+egb® birim dual vektorleri arasindaki dual agl p=p+ €(p*
dual sayisidir. Burada

<a,b>=cosp ve ¢ ise A ile B birim dual vektdrlerine karsilik gelen dogrular

arasindaki dik uzakliktir. Buna gore
<K,§ >=< 54—8;,64—5? >
=< 5,5>+g(< 5,F>+<§,5>)
=CoS@p—gp Sing

=cos(p+ 8(0*) =cos¢ olur.

Dual aginin daha iyi kavranabilmesi i¢in asagidaki sekil verilebilir:

Sekil 2.3. Dual ag1.

Tamm 2.7.1. g=¢p+ S(p* dual sayismna , A ve B birim dual vektérleri arasindaki acl

denir.
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Eger A ve B birim dual vektdrler degilse U= ‘T , V=
A

| ol

eksenleri birim dual

B

vektorlerdir. u ile v birim dual vektorleri arasindaki dual ag1 ¢ ise
<A B>= ‘KHg‘ cos ¢
elde edilir.

Bu son formiilden yararlanarak R*> deki yonlii dogrularin birbirlerine gére durumlari

incelenebilir.

i) < A B >=sirf dual <:>COS¢)=0<:>(/)=% ve ¢ #0

Bu durumda A ve B’ nin belirttigi dogrular dik fakat ayriktir. Yani aykiri dik

dogrulardir.
ii) < A B>=sifreel ¢ =0

Bu durumda yénlii iki dogru kesisir. <d,b" >+<a",b >=0 ifadesi bu iki dogrunun

kesisme kosuludur.
iiil) < AB>=0<0c0s¢p=0 ve ¢ =O<:>g0:% ve ¢ =0
Bu durumda dogrular birbirini dik olarak keser.
iv) <AB>=010<¢p=0
Bu durumda dogrular paralel ve ayn1 yonliidiir.
V) <AB>=-10 <=7
Bu durumda dogrular paralel ve zit yonliidiir (Hacisalihoglu, 1983).

Tanim 2.7.2. Herhangi A, B € ID — modiil olmak iizere

A=§.+8§* ve B=6+86* icin
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A IDXID® - ID?, (A,B) > AAB=adAb+s(@Ab +a Ab) olarak tammlanir

(Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.7.1. K ve E iki has dual vektor olsunlar. Bu durumda K/\E = 6 = K ile

B’ nin eksenleri cakisiktir (Hacisalihoglu, 1983).

—_ = =

Tammm 2.7.3. Herhangi A,B,C e ID—modiil olsun. A= a+g§ , B =5+5F ,

C=C+ec olmak iizere
f 1 ID°xID*xID®* - ID, (A, B,C) — f (A B,C)=< AAB,C > olmak iizere
<AAB,C>= <5/\5,6>+g[<§/\5,6>J+<5/\F,5>+<5A5,§>
bi¢ciminde tanimlanir (Hacisalihoglu, 1983).

Teorem 2.7.2. A , B ,6 has dual vektorler olsunlar.

<AAB,C>=0< A , B ,6 has dual vektorlerinin eksenleri ya paraleldir ya da ortak
bir normale sahiptir. Karma ¢arpimin agagidaki 6zellikleri vardir (Hacisalihoglu, 1983).

i) <K/\§,6> = <§/\6,z\> =<6/\K,§>

ii) <K/\§,6> = <K,§/\6 >

iii) < AAB,C>= —<AAB,C>=<AAB,C>=0

iv) KA(@AE): <AC>B-<AB>C

V) KA(§A6)+§A(G/\K)+6/\(Z\/\§) =0

vi) <Z/\§,6/\B> = <K,6 ><§,5>—<K,5 ><§,6>
2.8. Dual Vektorlerin Lineer Bagimhhgi, Lineer Bagimsizhig1 Ve Bazlar

Tanim 2.8.1. A B,C e ID—modiil has dual vektorler ve 4 =c +&c e 1D,1<i<3
olmak iizere ﬂiﬂ+ﬂ?§+ﬂgé -0 esitliginde her 4 =0 (1<i<3) ise {_A',ﬁ,E} lineer

bagimsizdir (Hacisalihoglu, 1983).



23

Eger en az bir A #0 ise {A, B, C} lineer bagimlidir.

Teorem 28.1. A=a+ea i¢cin az0= {K} kiimesi lineer bagimsizdir

(Hacisalihoglu, 1983)

Tanim 2.8.2. A B,C birim dual vektdrlere R®’de karsihk gelen yonlii dogrular bir

—_

noktada dik olarak kesisirlerse ﬂ, B, C° ye ortonormal dual vektorler denir (Hacisalihoglu,

1983).
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3. BOLUM

3.1. Dual Kuaterniyonlar

Tanim 3.1.1. Bir dual kuaterniyon,

p=a +bﬁ+ Clj +dlE ve =4, +b27+ C2]+d2R iki kuaterniyon ve & dual birim

olmak iizere,
Q=p+eq
Q=(a +bi+c j+d,k)+s(a, +b,i+c, j+d,k)
= (a,+£a,)+ (b, +&b))i+(c +ec,) j+(d, +&d, )k
— Q=A+Bi+Cj+DkK scklinde yazlabilir. Buradaki A=a, +&a,, B=b +&b,
C=c,+¢&C, ve D=d, +&d, dual sayilarina Q’ nun dual bilesenleri denir.

Q dual kuaterniyonunda skaler kism1 Re Q ve vektorel kismi ImQ ile gosterirsek

ReQ=A=a +sca,=Rep+cReq ve ImQ=Bi+Cj+Dk=Imp+elmq
olacagindan Q=ReQ+1ImQ bigiminde yazilabilir (Parker, 2009). Yine bir dual kuaterniyon
asagidaki gibi de yazilabilir:

Q=a +hi+c, j+dk+a,(e)+b, (i) +c, (e ) +d,(ek)

Burada ki a,b;,c;,d;,a,,b,,C,,d, reel sayilarma Q dual kuaterniyonun sekiz temel

elemani1 denir. Dolayisiyla bir Q dual kuaterniyonu en genel formda birbirinden bagimsiz sekiz

reel sayiya ihtiya¢ duyar (Yang ve Freudenstein, 1964).
Tium dual kuaterniyonlarin kiimesini H,; ile gosterecegiz.

3.2. Dual Kuaterniyonlar Uzerinde Temel Islemler

Esitlik: Herhangi iki Q, =ReQ, +ImQ, ve Q, =ReQ, +ImQ, dual kuaterniyonunun

esit olmasi i¢in gerek ve yeter kosul ReQ, =ReQ, ve ImQ, =ImQ, olmasidir.

Toplama-Cikarma: Herhangi Q,=ReQ,+ImQ, ve Q,=ReQ,+ImQ, dual

kuaterniyonlariin toplami ve farki
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Q,£Q, =(ReQ, £ReQ,) +(ImQ, £ ImQ,) bi¢iminde tanimlanir.

Carpma: Herhangi Q, =ReQ, +ImQ, ve Q, =ReQ, +ImQ, dual kuaterniyonlarinin

carpimi

Q,=p,+&0,=ReQ,+ImQ, ve Q, =p, +&0, =ReQ, +ImQ, olmak iizere
Qle :(p1+8q1)(p2+8q2)

QQ, =(p.p,) +&(q,p, + p,d,)

=ReQ,ReQ,—<ImQ,,ImQ, >+ReQ, ImQ, + ReQ, ImQ, + ImQ,xImQ,
bi¢ciminde tanimlanir (Yang ve Freudenstein, 1964).
Sonuclar

1) Genel olarak dual kuaterniyon c¢arpimi yine bir dual kuaterniyonu verir. Fakat

Q,=p,+&0, ve Q,=p,+&0, dual kuaterniyonlart i¢in p,d, + p,0, =0 sarti saglanirsa

Q,Q, = p,p, olur.

2) Genel olarak dual kuaterniyon ¢arpimi degisimli degildir. Eger Q veya P bir dual say1

ise 0 zaman QP = PQ olur.
Ayrica Q ile P orantili ise yine QP = PQ dir.
3) Dual kuaterniyon ¢arpimi birlesimlidir. Yani,
(QP)R =Q(PR) dir.
4) Dual kuaterniyon ¢arpimi toplama iizerine dagilimlidir.
Q(P+R)=(QP)+(QR)
5) Bir Q=p+¢£0=ReQ+ImQ dual kuaterniyonunun eslenigi Q ile gosterilir.
Burada Q= p+eq =ReQ-ImQ dir.
Eger p=Rep+Imp ve g=Req+Imq alinirsa,

Q=p+eq=(Rep+Imp)+e(Req+Imq)
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=(Rep+&Req)+(Imp+eIlmq) olacagindan;

Q=(Rep+&Req)—(Im p+&Imq) olur ki (Parker, 2009).
Buradan, herhangi iki

Q,=ReQ,+ImQ, , Q,=ReQ, +ImQ, dual kuaterniyonlari igin
Q,+Q,=(ReQ, +ReQ,)+(ImQ, +ImQ,) olacagindan
(Q+Q,)=(ReQ,+ReQ,)—-(IMQ,+ImQ,) =Q, +Q, olur.
Simdi de iki dual kuaterniyonun ¢arpiminin eslenigine bakalim.

Herhangi iki Q,=p,+¢0q,, Q, = p, +&0, dual kuaterniyonlari igin

QQ, =p,p, +&(pa, +9p,) oldugunu biliyoruz.

Buna gore,

(Qle) =P.b; +g( p.a, +0, pz)

=D, Py +&[ G, P+ PG ]

= (@) = Q_2 Q_1 olur.

6) Herhangi bir Q dual kuaterniyonun normu |Q| ile gosterilir ve

|Q| = xé Q6 = @ bi¢ciminde tanimlanir.

Herhangi bir Q = A+ Bi + C] + Dk dual kuaterniyonun normu

Q=yQQ=VA’+B*+C?+D? ol Eger A=a+ea’, B=b+eb’,

C=c+e&c ve D=d+e&d” alirsak

Q| =1/a% +b? +¢? +d? +£(aa" +bb" +cc”+dd”) bulunur.

Gorildigi gibi |Q| bir reel say1 degil bir dual sayidir. Burada
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Re(|Q) =d?+a”+b*+c? ve Du(Q|) =2(dd” +aa” +bb" +cc”) olur.
Simdi de Ql ve Q2 gibi herhangi iki dual kuaterniyonun ¢arpiminin normuna bakalim.
|Q1 x Qz| = (Ql X Qz) X (Ql ><Qz) “den

|Q.:xQ,|=|Q,||Q,| bulunur.

7) Herhangi bir Q dual kuaterniyonun tersi (inversi ) Q_1 = % olarak tanimlanir.

Eger Q=A+ BT+C]+DR biciminde alirsak 6:A—(BT+C]+ DE) ve

|Q| = \/AZ +B?+C?+D? olacagindan

Q'l=%=j\_2(Bljcijk)2 olur. Burada A=a+¢a ,B=b+e&b",C=c+ec”
A°+B“+C°+D

ve D=d +e&d” yerlerine yazilirsa

Ql- a—bi—cj-dk e 1
JaZ+b2+c?+d?  Jai+b?+c2+d?

aa +bb +cc +dd”
a’+b%+c?+d?

{(a*—b*f—c*]—dﬁ)— (a—bf—c]—dﬁ)}

elde edilir. Ayrica

QQ0*'=Q'0=1 oldugundan ‘QQfl‘ =1= |Q| ‘Qfl‘ =1 ve ‘Q_l‘ = ﬁ bulunur

(Hacisalihoglu, 1983).
8) Dual Kuaterniyonlarin Boliimii:
Herhangi bir P dual kuaterniyonunu bir Q dual kuaterniyonuna bélmek demek

RXQ=P=R =PxQ " ve QxR, =P = R, =Q'xP esitliklerindeki R, ve R, dual

kuaterniyonlarimi bulmak demektir.
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Genel olarak dual kuaterniyonlar kuaterniyon carpimina gore degisimli olmadigindan
R, ve R, farkli dual kuaterniyonlardir. Burada R,’e P’ nin sagdan boliimi, R,’ ye de P’ nin

soldan boliimii denir (Yang ve Freudenstein, 1964).
3.3. Birim Dual Kuaterniyon

Herhangi bir Q dual kuaterniyonu igin |Q| =1 ise Q’ ya birim dual kuaterniyon adi

verilir. Eger Q birim dual kuaterniyonunu Q = A+ Bi -+ C] +DK biciminde alirsak;

Q=1=+A?+B?+C?+D? =1
— A*+B*+C*+D’ =1
olur. Burada A=a+¢&a ,B=b+&b", C=c+&c” ve D=d +&d” dersek
a’+b’+c*+d *=1
aa +bb" +cc +dd” =0 bulunur.

Ayrica  Q=A+Bi+Cj+Dk birim dual kuaterniyonu Q=COS¢+ gsin @
formunda yazilabilir. Burada
Bi+C j+DKk

W birim dual vektori Q
B °+C°+D

cosg=A, sing=yB2+C2+D? ve S, =

nun eksenidir.

Eger A=a+ea,B=b+eb’.C=c+ec” ve D=d+ed”, S,=5+¢s,

® =@+ &g alirsak;
cosd=A=a+ga
=cos(gp+ep )=a+ea
=C0Sg—sp sing=a+ca

—cosg=a, —¢ sing=a
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= ¢=arccosa, ¢ =

— - = BT+C]+DR
Sp=S+¢&s = "den

\JB?2+C?+D?
. (a2+b2+c2+d2) .

S= (bi+c]+dR) ve

Jb?+c? +d?

CaT+bj+ck  (dd”+aa +bb +cc’)(@i+b"j+cTk)

Ja? +b% + ¢ Ja? +b% +c?(d *+a’ +b? +c?)?

S

+dd*(a7+b]+cﬁ) _ d?(dd” +aa" +bb" +cc’)(ai +bj+ckK)
m \/(a2+b2+cz)3\/d2+a2+b2+cz

elde edilir (Yang, 1963).

3.4. Cizgi Kuaterniyonu

Herhangi bir Q = A+ Bi+ C] + Dk dual kuaterniyonunda A=a+sga igin a8 =0

almirsa Q = A+ Bi + C] + DK dual kuateriyonuna bir ¢izgi kuaterniyonu ad1 verilir.

Eger Q c¢izgi kuaterniyonu i¢in |Q| =1 ise Q’ ya birim ¢izgi kuaterniyonu denir. Birim

dual kuaterniyonlarda oldugu gibi birim ¢izgi kuaterniyonu da
Q=cos®+S,sin®
formunda yazilabilir. Burada @ =0 oldugundan
cos®=A=a=>cos(p+e¢ )=a
= C0S¢p—s&p Sing=a
=cosg=a, ¢ sing=0
= ¢ =arccosa

olur. Benzer sekilde g birim dual vektorii de yazilabilir (Dimentberg, 1965).
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Tammm 3.4.1. Herhangi Q ve P dual kuaterniyonlart icin Q=Imq, P=Imp

(Reg=Re p=0) ise Q ve P’ ye birer dual vektor adi verilir.

Q ve P birim dual vektdrleri igin
Q:Iquﬂzgwg? ve P=|mp=§=6+e§ ; a,;,B,EeFﬁ olsun. Dual

kuaterniyonlarin kuaterniyon ¢arpimi géz 6niinde bulundurularak

QP=Imgqimp=AB=—<AB> elde edilir Benzer sckilde A ve B dual

vektorlerinin skaler ve vektorel carpimlart asagidaki gibidir (Ata ve Yayli, 2008).
<AB>=< Imqg,Im p >=< a,b> +€(§/\6+5/\F) (skaler carpim)

AAB= ImgalIm p:éA6+g(§/\6+é/\F) (vektorel carpim)
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4, BOLUM
4.1. Vida Hareketi

A ve B birim dual vektdrleri arasindaki dual aci ®=¢+ep olmak iizere p#0 ve

¢ #0 olsun. Buna gore

AB:—<K,§>+K/\§

——cos®+S,sind ; S, = AnB
|A~B

yazabiliriz. Ayrica
(AB)=—-cos®—-S,sin®

= —(cos®+S,sin®) Q=cosd+S, sind

ﬁ =—Q ve ﬁ =BA, (A*=-A, (B)* =—B oldugundan

Q=-BA=A=BQ ve B=QA eclde edilir. Burada Q birim dual kuaterniyonuna

oteleme kismi ¢*, donme kismi ¢, adim — ve (vida) ekseni g olan bir vida operatorii adi
verilir. Vida operatorii vida ekseni ve dual a¢1 tarafindan belirlenebildiginden,
Q(S,, D) =cosd+S, sind

formunda da yazilabilir.

E-Study teoreminden A ve B birim dual vektérlerine R® uzayinda aykirt iki yonlii

dogru yani kesismeyen ve paralel olmayan iki yonlii dogru karsilik gelir. Bunlar sirasiyla 0, ve
d, dogrulari olsun. B= QK esitligi bize sunu ifade eder. B birim dual vektort, A birim dual

vektdriinden bir vida operatériiyle elde edilebilir. Benzer durum A= EQ iginde sOylenebilir.
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A’ nin B konumuna gelmesi i¢in iki yol vardir. Birinci yol A’ nin g vida ekseni
etrafinda dondiiriiliip sonra ¢ kadar otelenmesidir. Bunu sembolik olarak B :[qu]K ile

gosterebiliriz. Burada q otelemeyi ve (|, donmeyi gosterir.

Ikinci yol ise ¢* kadar Otelenip sonra dondiiriilmesidir. Bunu B:[qu]R ile

gosterelim. Oysa Q =0, q =, oldugundan bu iki yol arasinda higbir fark yoktur.

O halde sonug olarak sunu soyleyebiliriz. Vida hareketinde bir birim dual vektoriin ilk

konumundan son konumunu veren hareketi yoldan bagimsizdir.

Sekil 4.1. Vida operatorii.

Simdi de vida hareketinin 6zel halleri olarak elde edilen donme ve 6teleme hareketlerini

inceleyelim.

4.1.1. Donme hareketi

Herhangi iki birim dual vektor A ve B ve bunlara karsilik gelen dogrular sirasi ile d,

ve d2 olsun.

Burada d, nd, ={0} ve £(d,,d,)=¢ ise ¢ =0 olur. Bu durumda A ve B birim

¢izgi kuaterniyonudur. Bu durumda

Q=cosd + gsin ®, D=¢+ep vida operatorii



33

Q=cos¢+ g sin ¢ bigiminde olur.

O halde B=QA ifadesi A birim dual vektoriine karsilik gelen d, dogrusuna S,

ekseni etrafinda ¢ kadar donme yaptirarak B birim dual vektoriine karsihk gelen d,

dogrusunu elde etmek anlamindadir.

@l

Sekil 4.2. Donme hareketi.

4.1.2. Oteleme hareketi

A ve B birim dual vektorleri arasimdaki agt ®=0+&¢" olsun. Bu birim dual

vektorlere sirastyla karsilik gelen d, ve d, dogrulari birbirlerine paraleldir.
Q=cos D + g Sin®d, D=¢+s¢ vida operatdriinde
¢ =0 alimrsa Q=cos(&¢’) + gsin (e¢") ve burada

cos(sp ) =cos0—gp sin0=1 ve sin(gp)=sin0+ecp cosO=eg oldugundan

Q:1+§g¢* = 1+8¢*§ bulunur.

O halde B=QA ifadesi A birim dual vektériine karsilik gelen 0, dogrusuna S,

ekseni yoOniinde ¢* kadar Oteleme yaptirarak B birim dual vektoriine karsilik gelen d,

dogrusunu elde etmek anlamindadir.
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Sekil 4.3. Oteleme hareketi.

Asagidaki 6rneklerde Maple programi yardimiyla vida hareketleri (donme, Oteleme,

donme ve 6teleme) elde edilmistir.

Ornek 4.1.1. (Dénme Hareketi):
A=(UN2,1/42,0)+2(-1/42,1/42,0)

Ve

B= -1/ \/5 1/ \/E ,0)+e(—1/ \/E ,—1/ \/E ,0) birim dual kuaterniyonunun belirttigi
dogrunun Q :(0, 0,1) ekseni etrafinda @=/2 radyan dondiirilmesiyle elde edilen

dogrunun bulunmasi ( Burada teleme sifirdir):
> restart:
> with(geom3d):
> point(0,0,0,1), point(z,0,0,2), point(A,1,1,1);
0,z, A
> dsegment(seg,0,z);
seg
> v:=[0,0,1];
v:=1[0,0, 1]

> line(l,[0,A]);
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l

> line(s,[0,z]);

N

> plane(p,[A,V]);

p

> rotation(11,l,evalf(Pi/2),s);
11

>draw([I(color=red), 11(color=blue), s(color=black)]);

5
..
< e

Ornek 4.1.2. (Oteleme Hareketi):
A=(UN2,1/42,0)+2(-1/42,1/42,0)

\

B=(1/2,1/2,0)+&(-5/2,5//2,0) birim dual kuaterniyonunun belirttigi
dogrunun § = (O, 0,1) ekseni etrafinda  ¢@° =4 br kadar 6telenen dogruyu bulalim ( Burada

donme agist sifirdir):
> restart:

> with(geom3d):



> point(0,0,0,0), point(z,0,0,5), point(A,1,1,0);
0,z A

> dsegment(seg,0,z);

seg

>v:=[0,0,1];

v:=1[0,0,1]
> line(l,[0,A]);
I

> line(s,|0,z]);

> plane(p,[A,v]);

p

> translation(11,1,seg);

11
>draw([p(color=gray,style=surface),l(color=blue,thickness=1),

11(color=black,thickness=1),s(color=red,thickness=1)]);

Sp
B
_—_—_————3-_—_‘—-
Y
ety
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Ornek 4.1.3. (Vida Hareketi):
A=(UN2,1/42,0)+5(-1/42,1/2,0)

Ve

B= -1/ \E 1/ ﬁ ,0)+&(-5/ \E ,—5/ \E ,5/ \E) birim dual kuaterniyonunun
belirttigi dogrunun g = (0, 0,1) ekseni etrafinda ¢ = /2 radyan dondiiriilmesi ve ¢" =4br

kadar telenmesiyle elde edilen dogruyu bulalim:
> with(geom3d):
> point(0,0,0,0), point(z,0,0,5), point(A,1,1,0);
0,z A
> dsegment(seg,0,z);
seg

>v:=[0,0,1];

v:=1[0,0, 1]
> line(l,[0,A]);
[

> line(s,[0,z]);

> plane(p,[A,v]);

p

> rotation(11,L,evalf(Pi/2),s);
1

> translation(12,11,seg);

2

>draw(|p(color=gray,style=surface,transparency=0.75),1
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(color=red),l1(color=blue),12(color=blue),s(color=black)]);

4.2. Motor Hareketi
4.2.1. Motor gosterimi

Bir motor, bir yonlii dogru ve bu dogru tizerindeki bir bitis noktasindan olusur. Bir
yonlii dogru ise birim dogru vektor (birim dual vektdr) veya isaretli Pliicker koordinatlariyla
ifade edilebilir. Bdylece motor gdsterimi bir dual vektor veya isaretli Pliicker koordinatlar

olarak kargimiza ¢ikar.

Uzayda E ve F noktalarindan gegen yonlii dogru, bir
K:g+5% , ‘g‘=l ve g(; a;’=6

birim dogru vektor tarafindan ifade edilebilir. Burada aj , a; e R® vektorleri sirasiyla yonlii

dogrunun O —Xyz referans ¢atisinin orijinine gore dogrultman ve moment vektorleridir.

E birim dogru vektoriinde %, a; eR’ oldugundan A, alti tane parametreden olusur.

Ayrica ‘g‘ =1 ve aT) a; =0 sartlarindan dolay1 bu alti parametrenin iki tanesi bagimli yani

A, * n dort tane bagimsiz parametresi vardir.
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Sekil 4.4. Motor gosterimi.

R bir referans noktasi, H noktasi R’ den motora ¢izilen dikmenin ayagi ve H’den E bitisg
noktasina olan uzaklik k olsun. k uzaklig1 yonlii dogru {izerindeki bitis noktasi 6telemesidir. Bu
uzaklik A’den E noktasina olan yon ile yonlii dogrunun yonii arasindaki uyuma gore pozitif

veya negatif olabilir.

R referans noktasi uzayda herhangi bir nokta olarak alinabilir. Fakat 6zel olarak referans

catisinin orijini kabul edilir.

Reel kismu sifir olmayan herhangi bir A=a+ea  dual vektdr bir motor olarak

— A
nitelenebilir. Buna gére A, = —; birim dual vektordiir. Buradan

A
A-|AA

LoaT )
‘a‘+g— A

a

a1 +2k) A sz;TZ elde edilir
a

Boylece yonlii dogru, bitis noktasi ve bitis noktasi otelemesi kolayca hesaplanabilir.
Eger Pitch; bitis noktasi uzaklig1 olarak alinirsa motor gosterimi bir vida operatdriine benzer

olur. Bu benzerligin avantaji vidalara uygulanabilen koordinat doniisiim formiillerinin, referans
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noktalar1 da dontistiiriildiigli takdirde motorlara da uygulanabilir olmasidir. Bitis noktasinin E

konum vektori

L ana + k-2(ra)la| dir
‘a‘( )

Genellemeyi bozmadan, referans noktast koordinat sisteminin orijini olarak kabul

edilirse r =0 olacagindan bitis noktasinin E konum vektori

;%(aﬁm\a\a) olur

Boylece bir motor

/X:\é\ 1+ k) A,
—a+e(@) : a=[ala, . @) =[d(a+ka,)

bigiminde de ifade edilebilir. Burada A dual vektoriin boyunun ‘5‘ (1+£K) olduguna dikkat
edilmelidir.

Eger referans noktast R yerine R olarak alinirsa yeni motor gdsterimi kolayca

hesaplanabilir. (Sekil 4.5 R’ den R noktasina referans noktasinin degisimi)

R’ den R noktasina keyfi bir vektor F, 7z ve m' diizlemleri ise sirastyla R ve R

noktalarindan gegen ve motora dik olan diizlemler olsun. 7 ve 7' diizlemleri arasindaki en

1-- ,
kisa (HM = ‘Tr.a) uzaklig1 bitis noktasi telemesinin degisimidir. Buna gére R noktasina
4

gdre yeni motor gdsterimi

1 -
A(R‘) = Ag) —g_—r(r.a)a olur.
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Sekil 4.5. Referans noktasi degigimi.

-
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\

—

4.2.2. Motorun geometrik ozellikleri

Bu bolimde motorlar, nokta-dogrular ve yonlendirilmis dogrularin &zellikleri

karsilastiriliyor.

1) Uzayda bir motorun konumu, doérdii bagimsiz alti parametreyle belirlenir. Fakat bir
nokta-dogrunun konumu bes bagimsiz parametreyle belirlenir. Bir dogru, P° de Klein

Quadratic denilen dort boyutlu M, kuadratik manifoldunu bir noktayla eslestirebilir. Ug

boyutlu R® oklidyen uzaydaki her dogru iki zit yonlendirmeye sahip oldugundan Klein

Quadratigin her noktas: T° in iki yonlii noktasina karsilik gelir.

2) R®’iin motorlarinin kiimesi, R*’ iin nokta-dogrularinin kiimesi ve T°in noktalarmimn
kiimesi arasinda birebir esleme vardir. K =0 ve ‘a‘ =1alindiginda bir motor, ortak es eksenli

yonlendirilmis dogrularla ayni koordinatlara sahiptir. Ayn1 dogru ile iligkili tiim motorlar K *nin

bir lineer fonksiyonu olarak ifade edilebilir.
A=(a,a, 2, (@) (@) (%))
= ‘5‘{(3-011 App 1 8gg, a;l + kam' a;2 + kaoz’ ags + kaoa)}

=‘5‘{(a01’ g2+ 8ga a;l’ aéziags) + k(O, 0,0, 81+ 8y aos)}
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= A(K) = A(0)+k\é\a . keRolur. Burada A(0) :\a\ (81, gpr g By B g
T® in bir noktasii gosterir. A(K)’ nin geometrik yorumu, A(0)noktasindan gegen ve U

vektoriine paralel olan bir hiper dogrudur.

3) R* iin aym yonlii dogrusuyla iligkili tiim motorlar T°” in ayni hiper dogrusunun

noktalariyla eslesebilir.
4.2.3. Motor yer degistirmesi
Bu béliimde point-line operatdrlerinin yaptigi, motor operatorleri i¢in genellestiriliyor.

4.2.4. Motor operatoriiniin tiiretilmesi

Bir motorun iki A ve B konumlarim sekil 4.6’ daki gibi diisiinelim. A,, B, birim

dogru vektorleri sirasiyla A ve B ile ayn1 eksenlidir. A ve B’ nin ortak dikmesi iizerinde

referans noktasi gibi herhangi bir nokta alarak A ve B’nin gosterimleri

A=a|(1+2k,) A,

B =|b|(1+ek,)B,

bi¢ciminde yazilabilir.

Sekil 4.6. Motor yer degistirmesi.
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A ve B’ nin skaler, vektorel ve kuaterniyonik carpimlar asagidaki gibidir:

<AB>= AB =ab|[1+&(k, +K,)] (AB,)
ANB =|ab|[1+ £(k, +k,)] (A A By)
AB = [ab|[1+ £(k, +K,)] (AB,)

Burada RE:—KEO#KABT), Kgozcosq), KAgozsin®§’ q)=¢+g¢*

dual ag1 ve S, ortak normal eksen olarak adlandirilan ortak dikme boyunca birim dogru
vektordiir. Buna gore asagidaki baginti elde edilir.

AB=-AB+AAB
= ‘55‘ [1+e(k, + kb)](—cos®+§sin q))
Boylece AB ’nin eslenigi

AB =|ab|[1+ &(k, +k,)](~cosd-Sysin®) (%)

dan

AB =-|a (1 +26k,)B(A)* veya AB=—|b[ (1+2¢k,)(B) *A olur. (¥) denklemini

g0z Oniine alarak

B(A)*=

| T

[1+e(k, —k,)](cos® + S, sin @)

|
|| T

[1+e(k, —k,)](CosD+Sysin®)A ()

veya benzer olarak

a

(B)*A= - [1+&(k, —k,)](cos® + S sin D)
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% [1+2(k, —k,)](COSD+ S, SiN®)B  (**¥)

bulunur. (**) denklemindeki

QA:‘b

= [1+&(k, —k,)](Cos @ + S, sin )

dual kuaterniyonuna A iizerinde motor operator denir. Burada

Q=cosd+ g Sin® birim dual kuaterniyonu vida operatériidiir. Buna gore

QA:‘b

a

[1+e(k, —k,)]Q

olur. Eger Ak =k, —k, ve ‘5‘ = ‘B‘ =1 alirsak

Qu =(1+AK)Q

dual kuaterniyonuna point-line operatorii adi verilir. Boylece bir motor yer degistirmesi

B=Q,A
bigiminde ifade edilebilir. Benzer sekilde A=BQ, bulunabilir.

Q, ve Qg motor operatdrleri vida ve dteleme operatérlerinden olusur. Ciinkii Q vida

operatorii, @ dual agis1 yardimiyla S, ortak normal ekseni etrafinda bir vida yer degistirmesini

gosterir. (1+ &Ak) dual sayist ise motor ekseni boyunca oteleme operatérii olarak katki

saglar.

Oteleme operatorii bir dual say1 ve dual sayilar, dual kuaterniyonlarla degismeli
oldugundan vida yer degistirmesi ile 6teleme operatdriiniin sirasi motor hareketinin sonucunu

degistirmez.
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Geometrik olarak B :QAE\ denkleminde Q, motor operatorii A’ ya soldan etki
ettiginde B motor konumuna ulagsmak igin A’nin g ekseni etrafinda ileri yonlii vida yer

degistirmesi yapmasina ve A motoru boyunca ileri yonlii Ak 6telemesine neden olur.

Benzer sekilde zngQB denkleminde Qg motor operatérii B’ ye sagdan

uygulandiginda A motor konumuna ulagmak i¢in S_ vida ekseni etrafinda geriye dogru bir

vida yer degistirmesine (—¢ kadar dénme ve —¢* kadar kayma) ve —AK kadar bir 6telemeye

neden olur.

4.2.5. Motor operatoriiniin tersi

Q, motor operatdriiniin tersi bir dual kuaterniyonunun tersi gibi hesaplanabilir. Buna

gore

(1—&Ak)(cos® — S sin d)

0, = :‘

Q[

Tl o

bulunur. Q,* de bir motor operatériidiir ve

B= Q AK — A= Q A_lg olur. Q A_l motor operatdriiniin ortak-normal ekseni —Sj

dir. —g , g ile ayn fakat ters yonliidiir.

4.2.6. Referans noktasi

Referans noktasi, ortak-normal eksen {izerinde kabul edildiginden Q vida yer

degistirmesinden sonra referans noktasi ortak-normal eksen iizerinde kalir ve her iki motor

tizerinde bulunan K, ve K, bitis noktas1 6telemeleri ortak-normal eksenden olgiiliir.

Eger referans noktasi ortak-normal eksen lizerinde degilse motor yer degistirme islemi

gecerli olur. Fakat referans noktas1 Q vida yer degistirmesiyle taginmasi gerekir.
A’nin referans noktasi P, olsun. B ’nin P, referans noktast
P, =gP,g+t

biciminde hesaplanabilir. Burada
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g :cos§+§sin§ , t=§sin9+(§A§)(1—cose)+0*§ , §=§+g§ dir.

4.2.7. Motor yer degistirmenin 6zellikleri

Q, :‘g (1+ &Ak)q denklemi bir motor operatoriiniin 3 , Ak, @, g tarafindan

D

belirlendigini gosterir. Bir birim dogru vektor dort tane bagimsiz parametreyle belirlense de g

R "1 dik olarak kestiginden Ki =0 veya Rg =0 skaler denklemleri yazilabilir.

Burada E , A’nin birim dogru operatoriidiir. Boylece g ‘nin bagimsiz parametre

sayisi 4’ den 2 ye diiser. Buna gore bir motor yer degistirmesi asagidaki 6zelliklere sahip olur:
A "ya bagh bir Q, motor yer degistirmesi i¢in
1) Q4 motor yer degistirmesinin g ortak-normal ekseni A ’y1 bir sag acida keser.
2) g iki bagimsiz parametreyle belirlenir.

3) Herhangi bir Q, motor operatdriiniin ortak-normal ekseni iizerinde caligabilen tim

motorlar ve bunlardan elde edilen biitiin motorlar ortak-normal ekseni ortogonal olarak keserler.

Uzerinde ¢alistign bir motora eslik eden merkezi normal eksenlerin tamami R.SD =0
sartin1 saglamak zorundadir. Merkezi normal eksenler dogru kongriiansi olustururlar. Benzer

sekilde Q, ile iizerinde islem yapilabilen motorlar i¢in es eksenli dogrularin tamami da dogru

kongriiansi olusturur.

Q, motor operatdriinin tanimindan bir motorun aym veya zit yonli
yonlendirmelerinde paralel olduklarindan singiiler durumlar ortaya ¢ikar. Boyle durumda iki

motor konumlar1 arasinda sonsuz ortak-normaller vardir.

Singiiler durumlarin belirsizliklerini ortadan kaldirmak igin iki bitis noktasinin orta

noktasindan gecen ortak-normal eksen motorlarin ortak-normal ekseni olarak tanimlanir.

Uzaydaki tiim motorlar verilen bir motor ilizerinde motor yer degistirme isleminin bir

sonucu olarak ifade edilebilir ve bu motorlarin her biri bir tek motor operatoriine karsilik gelir.
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Bu durumda asagidaki teorem ifade edilebilir.

Teorem 4.2.1. Motor yer degistirmelerinin

{Q NS Q(g) : gﬂ =0 , A bir motor } kiimesi ve uzaydaki tiim motorlarin kiimesi

arasindaki doniisiim birebirdir (Hacisalihoglu, 1983).

4.2.8. Motorlarin lineer birlesimi

Ai A2 A1 motorlart i¢in A+1 A (L<i<n) olsun. Bu motorlarin lineer

birlesimi
g — E.FKZ.-F---"‘K
E:K+Q1K+QZE+...+Qn-lK > den

B=(1+Q,+Q,Q,+..+Q,.,Q.,..Q)A

olur.

\AH

|+l

[1+ e(k..—k ](cos®, +S, sin®,)

oldugundan

0 )A bulunur. Béylece A ° den B’ ye motor yer degistirmesine

B= (1+Z A“l

kargilik gelen Q , motor operatorii

Q, —1+Z AXl

1 al
A1+ eAK)g, Ak =K, —K

:1+nz "

i=1

bi¢giminde elde edilir.

= |<’:li | 1+ &k, )E; motor gdsterimiyle B lineer kombinasyonu
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E:Zn“|ai|(1+gki)ﬁ

biciminde ifade edilebilir. Ozel olarak n =2 igin

B:E+E olur.

A =Q,A yazarsak

E = (1+Q1)E
- {1+ %) 1+ eAk)(cos @, + S, sin®,) | A
&
veE
3, 5|2 -
Q, =1+|=|(1+eAk)cos D, + S, |=|(1+ sAk) SIn D,
a
3, <2 ;
=1+|=|(1+sAk) cos D, + Sy, | ==| (L+ sAk) sin D,
& &
bulunur.

Q, ve Q, motor operatorlerinin (S,), ortak- normal cksenleri aymdir ve A ile A,

nin lineer kombinasyonu bir silindiroid tizerinde kalir. Bu durumda B’ nin normu

EE (ﬁr +‘§2‘2 +2Ja,||a,|cos >, + 5(2@2 k, +

+2Ja,| k, +2[a[a,|(k, +k,)cos g~ 2Ja;[ay|  sin g

olur. Burada ¢ acive ¢ da E ile EO’ 1 birlestiren dik uzakliktir. O halde B motorunun
bitis noktas1 uzaklig1

. 2la] K, +2Jay| k, +2Ja][a](, +k,)cos g~ 2[a][a,] ¢ sin g

° ol +uf + 2fa ] cos
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bulunur. Eger ¢ =0 (diizlemsel durumda) ise paralel olmayan iki motorun lineer

kombinasyonlar1 motorlarin bir demetini olusturur.
Eger Kk =K, ise k,> den motorlarin pencil’i (ayn1 noktadan gegen dogrularin
olusturdugu demet) bir invaryant bitig noktas1 uzakligina sahiptir.

4.2.9. iki motor arasindaki uzakhk

Motor operatorii iki motor arasindaki uzakligi bulmak icin kullanilabilir. A ve B iki
motor olsun. Genellemeyi bozmadan bunlarin referans noktalarini referans catisinin orijin

noktasinda kabul edilebilir.

oém‘
W)

222"

>

Ze

Sekil 4.7. Iki motor arasindaki uzaklik.

Yer degistirme operatoriinii hesaplamak i¢in referans noktasi orijinden ortak-normal S,

ekseni iizerinde yeni bir R noktasina degistirilebilir. R’ nin konum vektori A, ve B, birim

dogru vektorlerinin arakesit noktasi hesaplanarak elde edilebilir. Bu durumda A ve B

motorlarinin P referans noktasina gore koordinatlar

E = Qij QA = E(*A’)il
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bi¢iminde hesaplanabilir. ® dual agisi ve AK skaleri Q,’ dan elde edilebilir ve motor
uzakligim1 degerlendirmek icin kullanilir. $oyle ki @, iki birlesik yonli dogru arasindaki

uzakligi ve Ak , motor boyunca 6telemenin biiyiikligiinii ifade eder.

4.2.10. iki motor operatériiniin kesisimi

—

A=a+ea ve B=Db+¢b" kesisen iki motor olsun. Buna gore

| >
w!

B o Reabisa_ |32 b by o
5 R

>|

olur.

A ve B motorlarmin bitis noktasi £ olsun. £ ara kesit noktasinin konum vektorii

E:é(ém?)mé a‘é)Zé(B/\E+k5‘6‘6)
4 b
— 12

=2 (ana” vk, ffa) =B B + i[5

bulunur. Son denklemin b” ile i¢ carpimindan

%(1_\5\2)(5@’ +k;[aa) =0, a-Jp)K, =0
a

elde edilir. Buradan

 __Ll@nra)b
ST

olur. Boylece ara kesit noktasinin konum vektorii

— 1|- = (5.A§).6~
.=—>|ara ————="—a

ab
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bulunur.

Asagidaki ornekte verilen motorlar icin elde edilen motor hareketi Maple programi

yardimiyla elde edilmistir.

Ornek 4.2.1. (Motor Hareketi):

A=a+ea =(LLD)+£(0,L]) =i+(1+e)j+@L+e)k
ve

B=D+eb = (0,L)+£@QL0)=¢i+(@+¢)j+k motorlart i¢in elde edilen motor
hareketinin bulunmasi.

> restart;

> with(LinearAlgebra):

>x:=<x_1,x 2,x 3>;

>yi=<y_Ly_2,y_3>;
e 1]

x=|x_2
L xij B

1
y=|y2
|3 ]

>N :=x -> VectorNorm(x,2);
N = x— LinearAlgebra:-VectorNorm(x, 2)
>d := (X,y) -> DotProduct(x,y);
d = (x, y) — LinearAlgebra:-DotProduct(x, y)

> f1 :=x -> (x)/(N(x));



g X
fl:=x N(x)

> 2 1= (%, Y) > 1) * (NN 2 (%Y (N(K) "33

yN()C) _ )Cd(x,y)
N(x)2 N(x)3

2:=(xy)—

> ¢ := (X,y) > CrossProduct(x,y);
¢ = (x, y) = LinearAlgebra:-CrossProduct(x, y)
>k = (5y) -> (A (N 2;

d(x, y)
N()c)2

k= (x,y)—

> 1= (x, y) > ey 6y *NO*/(NX)A2;

c(x,y) +k(x,y) N(x) x
N(x)?

r=(xy)—

> a:=<1,1,1>;

a =

1
1
1

> al:=<0,1,1>;

> A:=a+tepsilon*al;

1
A=|1+¢
1 +¢

> f1(a);

52



> f2(a,al);

2 /3
9
1
g V3

1
9ﬁ_

> AQ:=f1(a)+epsilon*f2(a,al);

> Kk(a,al);

2

3

>r(a,al);

A0 =

U)|>—A

b)|»—~

o[

1

3

3—§gﬁ

%ﬁ+%eﬁ

+
©|l\)

o[
5

T3 +geds
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> b:=<0,1,1>;

B0 = ?
2
> ¢(b,b1);
-1
1
-1
> k(b,b1);
1
2

>r(b,bl);

1
28 2
J2 +—¢eJ2




|>_a
RS

l\)|>~ o
&=

> v:=c(f1(a),f1(b));

> v1:=c(f2(a,al),f1(b))+c(f1(a),£2(b,b1));

vl =

> s:=f1(v);

l\)|>—

> s1:=f2(v,v1);

l\)|>—

sl =

> rp:=c(s,sl);

Ead

R

7

%r
fr

0

=32
=37

%ﬁﬁ

R
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rp =

= = =

> p(A):=A-epsilon*k(a,rp)*a;

> p(B):=B-epsilon*k(b,rp)*b;

> q0:=-d(f1(a),f1(b));
a0=-3 32

> ql:=-c(f1(a),f1(b));
0
RERE
=32

> q2:=-d(f1(a),f2(b,b1))-d(f2(a,al),f1(b));
a2i= -3V

> q3:=-c(f1(a),f2(b,b1))-c(f2(a,al),f1(b));

m

,_.
+
[\.)|w t\>|w N|_

[¢2]

(¢2]
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%ﬁV?
1
q3 = -%\/?\/7

o
> lambda:=(N(b))/(N(a));
A= V3VZ
> lambdal:=(-(N(b))"*2*d(a,al)+(N(a))"2*d(b,b1))/(N(b)*(N(a))"3);
M= -=o 32
> Q1:=-lambda*q0-epsilon*(lambda*q2+lambdal*q0);
01=2+ %

> Q2:=-lambda*ql-epsilon*(lambda*q3+lambdal*q1l);

1,
3
1 7
Q2= "3 + e
14
3 9
> Q:=Q1+Q2;
1
3
2 4 1,7
0= 3 + ) e+ 3 + 9 €
14
3 9
> with(geom3d):

> point(0,0,0,0),point(ra,2/9*sqrt(3),-1/3+2/9*sqrt(3),1/3+2/9*sqrt(3)),



point(rb,-1/2+2/3,1/2+2/3+1/4*sqrt(2),-1/2+2/3+1/4*sqrt(2));
o, ra, rb

> a:=[1/sqrt(3),1/sqrt(3),1/sqrt(3)];

a =

RN
> b:=[0,1/sqrt(2),1/sqrt(2)];
b:=[0,%ﬁ,%ﬁ]

> w:=[0,-1/sqrt(2),1/sqrt(2)];
w:=[0, %ﬁ%ﬁ]

> point(a2,0,-1/3,1/3),point(K,-1/2,0,-1);
a2, K

> point(b2,-1/2,1/3,-2/3);

b2

> line(S,[K,w]);

S

> line(A1,[a2,a]);

Al

> line(B1,[b2,b]);

BI

> intersection(i,A1,S);

> projection(b1,rb,B1);
bl

> plane(pa,[a2,w]);

58



59

pa
>draw([pa,S(thickness=1),A1(color=red,thickness=1),B1(color=black,thickness=1),

i(color=blue),b2(color=red),ra(color=yellow),b1(color=yellow)]);

5
Sp
R
T
0’ o] E
______—::_—___—:::’:::—;.:;L-:—-_— __________
o ﬂ——ﬁ_%_ —
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