


DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAYLAR UZERINE

Emel KARACA

YUKSEK LISANS TEZi
MATEMATIK ANABILIM DALI

GAZi UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

OCAK 2015



Emel KARACA tarafindan hazirlanan “DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAYLAR UZERINE”
adli tez calismasi asagidaki jiiri tarafindan OY BIRLIGI ile Gazi Universitesi MATEMATIK
Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS TEZI olarak kabul edilmistir.

Damsman: Prof. Dr. Mustafa CALISKAN

Matematik, Gazi Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum — ceeeeiieininnnniiee

Baskan : Prof. Dr. Baki KARLIGA

Matematik, Gazi Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum — croorssssseseeseseeeeees

Uye : Prof. Dr. F. Nejat EKMEKCI

Matematik, Ankara Universitesi

Bu tezin, kapsam ve kalite olarak Yiiksek Lisans Tezi oldugunu onayliyorum —~ crcoesscesssssseseeseee

Tez Savunma Tarihi: 12/01/2015

Jiri tarafindan kabul edilen bu tezin Yiiksek Lisans Tezi olmasi icin gerekli sartlar1 yerine

getirdigini onayliyorum.

Prof. Dr. Seref SAGIROGLU

Fen Bilimleri Enstitiisii Mudura



ETiK BEYAN

Gazi Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisi Tez Yazim Kurallarina uygun olarak

hazirladigim bu tez ¢alismasinda;

Tez i¢inde sundugum verileri, bilgileri ve dokiimanlar1 akademik ve etik kurallar
cercevesinde elde ettigimi,

Tiim bilgi, belge, degerlendirme ve sonuglar1 bilimsel etik ve ahlak kurallarina uygun
olarak sundugumu,

Tez c¢alismasinda yararlandigim eserlerin tiimiine uygun atifta bulunarak kaynak
gosterdigimi,

Kullanilan verilerde herhangi bir degisiklik yapmadigima,

Bu tezde sundugum calismanin 6zgiin oldugunu,

bildirir, aksi bir durumda aleyhime dogabilecek tiim hak kayiplarini kabullendigimi beyan

ederim.

Emel Karaca
13.01.2015






DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAYLAR UZERINE
(Yiksek Lisans Tezi)

Emel KARACA

GAZI UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU
Ocak 2015

OZET

Jeodezik spray, matematigin ¢ok g¢esitli dallarinda uygulamasi olmasi nedeniyle
matematikte énemli bir yer tutmaktadir. Bu tez galismasinda ilk olarak 3-boyutlu Oklid
uzayiyla ilgili bilgilere yer verildi. Egrilik ve burulmanin geometrik anlamlar1 goz oniine
alindi. Daha sonra, J.A.Thorpe tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen “Bir «
egrisinin @ tabii liftinin X jeodezik spraymnin bir integral egrisi olabilmesi i¢in gerek ve
yeter sart & nin M {izerinde bir jeodezik olmasidir” teoreminin Frenet vektorlerine ve sabit
pol egrisine uygulamalarindan elde edilen sonuglar verildi. Dual uzay ile ilgili baz1 tanim
ve teoremler iizerinde duruldu. Son olarak, dual uzayda bir a egrisinin & tabii lifti ve
jeodezik spray kavramlari verildi. J.A.Thorpe tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen
“Bir a egrisinin & tabii liftinin X jeodezik sprayinin bir integral egrisi olabilmesi igin gerek
ve yeter sart @ nin M iizerinde bir jeodezik olmasidir” teoreminin dual uzayda Frenet
vektorlerine ve sabit pol egrisine uygulamalar1 yapildi. Bundan bagka, Dual uzayda bu lift
egrilerinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki jeodezik spraylarm birer integral egrisi olmasi
icin esas egriye ait bazi neticeler elde edilmistir.
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ABSTRACT

Geodesic spray has a very important place in mathematics since it has many applications in
various branches of mathematics. In this thesis, firstly, it is given some information about
Euclidean space. The geometric meanings of curvature and torsion are taken into
consideration. Then, the applications of “The natural lift @ of a curve « is an integral curve
of the geodesic spray X if and only if a is a geodesic on M” which was given by J.A.
Thorpe are given for Frenet vectors and the fixed centrode in Euclidean space. The
definitions and theorems are given in dual space. Finally, the natural curve of a and
geodesic sprays are defined in dual space. The applications of “The natural lift & of a curve
a is an integral curve of the geodesic spray X if and only if « is a geodesic on M” are
given for Frenet vectors and the fixed centrode in dual space. Some results are obtained
depending on the assumption the natural lift curves should be the integral curve of the
geodesic spray on the bundle in Dual space.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu ¢alismada kullanilmis simgeler agiklamalari ile birlikte agsagida sunulmustur.
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1. GIRIS

Bu c¢alismanin orijini J.A.Thorpe’nin 1979 yilinda yazdigr “Elementary Topics in
Differential Geometry” kitabindaki bir teoreme dayanmaktadir. Bu teoremin ifadesi sudur;
“Bir a egrisinin & tabii liftinin X jeodezik sprayinin bir integral egrisi olabilmesi igin gerek

ve yeter sart a nin M iizerinde bir jeodezik olmasidir.”

1984 yilinda Mustafa Caliskan, A.ihsan Sivridag ve H. Hilmi Hacisalihoglu ¢alismalarinda
3-boyutlu Oklid uzaymnda bir a egrisinin @ tabii liftini ve jeodezik spray kavramlarini
tanitmislardir. Bir egrinin tegetler, asli normaller ve binormallerinin kiiresel gostergelerine
ve sabit pol egrisine ait tabii lift egrileri lizerinde durmuslardir. Bundan baska, bu lift
egrilerinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki jeodezik spraylarm birer integral egrisi olmasi

icin esas egriye ait bazi ilging neticeler elde etmiglerdir.

2011 yilinda Evren Ergiin ve Mustafa Caliskan 3-boyutlu Minkowski uzayinda jeodezik

spraylar ile ilgili galismalar yapmislardir.

Bu tez ¢alismasinda, ilk olarak Dual uzayda bir a egrisinin & tabii lifti ve jeodezik spray
kavramlari tanitilmigtir. Daha sonra J.A.Thorpe tarafindan verilen “Bir a egrisinin & tabii
liftinin X jeodezik sprayimnin bir integral egrisi olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart « nin M
tizerinde bir jeodezik olmasidir” teoremi Dual uzayda ispatlanmistir ve bir egrinin tegetler,
asli normaller, binormallerinin kiiresel gostergelerine ve sabit pol egrisine uygulamalari
yapilmistir. Bundan baska, Dual uzayda bu lift egrilerinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki
jeodezik spraylarin birer integral egrisi olmasi i¢in esas egriye ait bazi neticeler elde

edilmistir.






2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu béliimde, 3-boyutlu Oklid uzay1 ve Dual uzaya ait temel kavramlara ve ileriki

boliimlerde kullanilacak bazi teoremlerin ispatlarina yer verilmistir.

2.1. Oklid Uzay1

2.1.1. Tanim

A bos olmayan bir climle, V de F cismi iizerinde vektdr uzayir olsun. f:Ax A —V

fonksiyonu asagidaki aksiyomlari saglarsa A ya V ile birlestirilmis afin uzay denir.

A: VP, Q,R € Aigin f(P,Q) + f(Q,R) = f (P,R),
A,V PEeEA, Va € Vigin f(P,Q) = a olacak sekilde bir tek Q € A noktas1 vardir.

2.1.2. Tanim

A, V ile birlesen bir afin uzay olsun. Py, P;,..., B, € A noktalari i¢in {PyP;, PyP,,..., PyP,}
ciimlesi V nin bir bazi ise {P,, Py,..., B,} nokta (n+1)-lisine A afin uzaymn bir afin ¢atis
denir. Burada P, noktasina ¢atinin baslangi¢ noktasi ve P;, 1< i < n, noktalarina da ¢atinin
birim noktalar1 denir. Boy V = n ise A ya n-boyutlu bir afin uzay denir.

2.1.3. Tanim

A, V ile birlestirilmis afin uzay olsun.

<,> V XV — IR

fonksiyonu asagidaki 6zellikleri saglarsa bu fonksiyona bir i¢ ¢arpim fonksiyonu denir:
VX, Y,Z€Vigin

i) bilineerlik aksiyomu,

<ax+by, z>=a<x,z>+b<yz>
<x,ay+bz>=a<xy>+tb<x,z>



i) simetri aksiyomu,

<xy>=<yx>

iii) pozitif tanimlilik,
<xx>=>0<x,x>=0e=x=0.

2.1.4. Tanim

V X,Y € IR™ olmak tlizere,

<,>:IR" X IR"— IR
< X,Y >= Zin=1 XiYi

seklinde tanimli fonksiyon bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur. Bu i¢ ¢arpima /R™ de standart i¢
carpim veya Oklid i¢ carpim denir. Standart i¢ carpimin tanimli oldugu IR™ vektor uzayi

ile birlesen afin uzaya n-boyutlu standart Oklid uzay1 denir ve E™ ile gosterilir.

2.1.5. Tanim

X € E™ noktasinin afin koordinat sistemine gore koordinatlari (x4, x,,...,x,) olsun.

x;: E"—IR,1< i < n, fonksiyonuna E™ nin i-yinci koordinat fonksiyonu denir.

2.1.6. Tanim

d: E" X E"— IR, d(X, Y) = /X", (¥;_x;)? seklinde tanimli d fonksiyonuna E™ Oklid
uzayinda uzaklik fonksiyonu ve d(X,Y) € IR sayisina da X ile Y noktalar1 arasindaki uzaklik
denir.

2.1.1. Teorem

E™ de uzaklik fonksiyonu bir metriktir.



2.1.7. Tanim

dE"XE"— IR
(X, y) — d(x, y) =[xyl

bigiminde tanimlanan d fonksiyonuna E™ de Oklid metrigi denir.

2.1.8. Tanim

IR™ i¢ ¢arpim uzayu ile birlesen Oklid uzay:r E™ olmak iizere {P,, P;, ..., B,} nokta (n+1)-
lisi i¢in, {PyP;, PyP,, ...,PyP,} climlesi E™ nin ortonormal bazi1 ise {P,, Pi,..., B}
ciimlesine E™ nin Oklid catis1 (dik gat1) denir.

2.1.9. Tanim

a:l c IR—E™, a(t) = (a,(t), ay(t),..., a,(t) diferensiyellenebilir fonksiyonuna E™ de bir
egri denir. Burada | araligina a egrisinin parametre araligi ve t € | degiskenine de a
egrisinin parametresi denir.

2.1.10. Tanim

a: | c IR—E™ diferensiyellenebilir bir egri olsun.

la'll: 1— IR, [l&'[|(t) =[la’(®)]] seklinde tamimli |[a@’|| fonksiyonuna skaler hiz

fonksiyonu, ||a’(t)|| € IR sayisina a egrisinin a(t) noktasindaki skaler hizi,

vy _da _ da® dap®  dan®
a(t)_dtlt_( e ' dt 7 dt e

vektoriine de a egrisinin hiz vektorii denir.

2.1.11. Tanim

McCE™ egrisi verilsin. M egrisinin M€ M noktasindaki tanjant uzayr diye, m € M

noktasinda M nin hiz vektorlerini i¢ine alan Ty, (M) = V(M) vektor uzayina denir. m € M



secilmis bir nokta olmak tizere, E™ in T),(m) ile birlesen alt afin uzayma da, M egrisinin

me M noktasindaki teget dogrusu denir.
2.1.12. Tanim

a: | € IR—E™ egrisi i¢in ||a’(s)||= 1 ise egriye birim hizli egri ve bu durumda s € |

parametresine de egrinin yay parametresi denir.
2.1.13. Tanim

a: | c IR—E" biregri ve @, b € | i¢in

by

s=["lla’(&)llds (2.2)
reel sayisina a egrisinin @(a) ile a(b) noktalari arasindaki yay uzunlugu denir.

2.1.14. Tanim

a: 1 c IR—E™biregrive  ={a’, a”, a",...,a™} ciimlesi lineer bagimsiz olsun.

a® € S,{¢}, k>r

olmak {izere ¢ ciimlesinden Gram Schmidt ortogonallestirme yontemi ile elde edilen
{V1(s), V5(3),..., V,(s)} ortonormal sistemine a egrisinin a(S) noktasindaki Serret-Frenet r-
ayaklisi, VV;, 1<i <r, vektoriine de Serret- Frenet vektori denir.

2.1.15. Tanim

a: | c IR—E™ egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklist;

1) s € | yay parametresi ise



o (5.2 )
)

V,(s)=B(s)xN(s)
v (s) = a (s)xa'(s)
O G )

2) s € | yay parametresi degilse

seklinde verilir [3].

2.1.2. Teorem

M c E™ egrisinin Frenet r-ayaklisi koordinat komsulugundan bagimsizdir [3].

fspat

M egrisinin iki koordinat komsulugu (I, a) ve (J, 8) olsun. Bu durumda

h=a 1of :J— |

parametre degisimi mevcuttur. Bu durumda

B'(5)€ Sp{a’(h(s))} veya S,{B’(s)}= Sp{a'(h(s))}

dir. Diger taraftan,

B'(s) = h'(s) a’(h(s))
B'(s) = h'(s) 2 (h(s)) + h'(s) @' (h(s))

dir.
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Sp{B'(s), B'(8)} = Sp{a’(h(s)), @’ (h(s))}

elde edilir. Benzer diisiince ile,

Sp{B(S),....6D(5)} = Sp{a’(h(s)),..., aD(h(s)}, 1<i<r
bulunur. Boylece, Gramm-Schmidt metodu ile

{a'(0(s)),..., aP ()}, {B'(5),--.BT ()}

sistemlerinden bir tek {V1,..., V;.} ortonormal sitemi elde edilebilir.
2.1.16. Tanim

M c E™ egrisinin a(S)€ M noktasindaki Frenet r-ayaklist {V;(s),..., V;-(s)} olsun. Bu

durumda, a(s) segilmis bir nokta olmak iizere E™ in,

Sp{Vi(s),.... ()}, p<=r

vektor uzay1 ile birlesen afin altuzayma, a(s) noktasinda, M egrisinin p-yinci oskiilator

hiperdiizlemi denir.
2.1.17. Tanim
a:lc IR—E™ egrisinin Frenet r-ayaklisi {V;(S), V5(S),..., V,(s)} olsun.

kiil— IR, 1<i<r

s— k;(s) = < Vi'(s), Vi1 (5)>

seklinde tanimli k; fonksiyonuna a egrisinin i-yinci egrilik fonksiyonu, VS€E I igin k;(S)€

IR sayisina da a egrisinin (S) noktasindaki i-yinci egriligi denir.



2.1.2. Teorem

a:lc IR—E™ egrisinin Frenet r-ayaklis1 {V;(S), V,(S),..., V,(S)}, i-yinci egriligi k;(s) olsun.

Bu durumda Frenet vektorleri ile bunlarin tirev vektorleri arasinda

Vll (s)= ki (S)Vz (s)
Vil (8) ==k 1 (S)Vi4 () + ki (S)V,,4(5)
V, (s) =k, (s)V,(s)

bagintis1 vardir.

n= 3 halinde a egrisinin a(S) noktasindaki Frenet 3-ayaklist {T, N, B } ile gosterilir.

Burada T ye teget vektor, N ye asli normal vektér ve B ye de binormal vektor denir. a
egrisinin birinci ve ikinci egrilikleri de sirasiyla k ve T ile gosterilir ve k ya egrinin egriligi,

T ya da burulmasi adi verilir. Bu durumda

T'(s) = k()N (s)
N'(s) = —x(s)T(s) +7(s)B(s) (2.2)
B (s) =—7(S)N(s) |

olur.

Diger taraftan, bir @ egrisi tizerinde a(S) noktasi egriyi ¢izerken bu noktadaki {T, N, B }
Frenet 3-ayaklisinin, her s aninda (bir eksen etrafinda) ani bir helis hareketi yaptigi kabul
edilir ve bu eksene egrinin a(S) noktasindaki Darboux (ani donme) ekseni denir. Bu

eksenin yon ve dogrultusunu veren vektor,

W=NA N'",
W =1tT+ B (2.3)

dir ve bu vektore Darboux vektori denir.

W ile B arasindaki a¢1 ¢ ile gosterilirse
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T

sing=—,  cosp = m (2.4)

wl’

yazilir. W Darboux vektorii yoniindeki birim vektor C ile gosterilirse

T K
Iwil Iwil

olur. Burada k ve T nun yerine Es. 2.1°deki esitlikleri yazilirsa

C =singT +cos¢B (2.5)

bulunur.

2.1.3. Teorem

a:1—E3 egrisinin diizlemsel bir egri olmas igin gerek ve yeter sart 7= 0 olmasidir [3].
fspat

Kabul edelim ki a birim hizli diizlemsel bir egri olsun. Bu durumda Vs € I igin a(S)
noktalarinin tiimii bir E diizlemi i¢inde bulunur. Diizlemin normali g, diizlem tizerindeki
herhangi bir nokta p olsun. Bu durumda

<a(s)—p,q>=0

olur. Bu ifadenin tiirevi alinirsa

<a'(s),g>+<a(s)—p, q >=0,
<a'(s),q>=0

olur ve tekrar tiirev alinirsa

<a'(s),g>=0
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bulunur. Buradan g vektoriiniin T ve N ye dik oldugu goriiliir. Bu durumda q vektorii B ye

paralel olur. Dolayisiyla

B(s):$”3—”

seklinde alinabilir. Bu ifadenin tiirevi alinirsa
B'=0 = B'(s) = —t(s)N(s)
=(s)=0
elde edilir. Tersine kabul edelim ki 7(s) = 0 olsun. B’(s) = —7(s)N(s) idi. Buradan

B'(s) =0,
B(s) = ¢ = sabit

olur. Simdi

F:I1—IR
s—F(s)=< a(s) —a(0),B(s) >

fonksiyonu tanimlansin. s$=0 ise F(0) = 0 dir. F nin s ye gore tiirevi alinirsa

F's)=< a’'(s),B(s)>+ < a'(s) — a(0), B'(s)>
=< T(s),B(s) >+<T(s),—k(s)N(s) >
=0,

F(s)=sbht.

Buna gore
< a(s)—a(0),B(s) >=0

esitligi, a egrisinin a(0) noktasindan gegen ve B vektorine dik olan diizlem iginde

oldugunu gosterir.
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2.1.18. Tanim
a. |—E™ egrisinin a(s) noktasindaki 1. Ve 2. egrilikleri sirasiyla k, (s) ve k,(s) olsun.

Hy:1— IR

k1(s)
k2 (s)

s—H,(s) =
seklinde tanimli H, fonksiyonuna a egrisinin 1-inci harmonik egriligi denir [3].
2.1.19. Tanim
. |—E™ egrisinin a(s) noktasindaki hiz vektorii, sabit bir U vektorii ile sabit agi
yapiyorsa egriye bir egilim ¢izgisi (helis), S,{U} ya da egilim c¢izgisinin egilim ekseni

denir [3].

2.1.4. Teorem

a: |—E3 egrisi bir egilim cizgisidir & H,(s)=sbt.

fspat

Kabul edelim ki a bir egilim ¢izgisi olsun. @ egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ¢atisi

{T(s), N(s), B(s) } olmak iizere, egilim ¢izgisi tanimina gére
< T(s),U >=cosd

olur. Bu ifadenin s ye gore tiirevi alinirsa

<T'(s),U>=0,

k< N(s),U>=0

bulunur. Bu durumda N ile U diktir. U € S,{ T(s), B(s)} oldugundan

U=aT(s)+b B(s)



seklinde yazilabilir. Bu ifade sirasiyla T ve B ile i¢ carpilirsa

{< UT(s)>= a = cosd
<U,B(s)>= b = sind

olur. Es. 2.6. dan,

U= cosg T(s) + sing B(s)

bulunur. Diger yandan

< N(s),U >=0

ifadesinin tiirevi alinir ve gerekli islemler yapilirsa

<N'(s),U>+ < N(s),U >=0,

< k(s)T(s) —t(s)B(s),U > =0,

k(s) <T(s),U>—-1(s) <B(s),U >=0,
k(s) cos¢ —1(s) sing =0,

k(s)
1(s)

H,(s)= sht.

= sht.,

elde edilir.

13

(2.6)

Tersine, kabul edelim ki Vs € | i¢in H;(S) = sbt. olsun. Iddia ediliyor ki a bir egilim

cizgisidir. H,(s) = sbt. ise H;(s )= tang alinabilir. Buradan

K(s) _ sind . )
) cose cosgx (s) — singz(s) =0
olur. Simdi

U =cos¢T(s) + singB(s)
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vektorlini tanimlayalim. A¢inin sabit oldugu dikkate alinir ve tiirev alinirsa

U'=cos¢ T' +sing B',

U’ = (cosgx (s) — singz(s))N(s)
olur ve norm alinirsa
15| =0= T =sh.
oldugu goriiliir. Diger yandan
<@&(s),U>=<T(s),U >
= < T(s),cospT(s) + singB(s) >
= C0S¢ = sht.

olur ki bu da a nin bir egilim ¢izgisi olmas1 demektir.

2.1.5. Teorem

a :| —E3 egrisinin dogru olmast igin gerek ve yeter sart « = 0 olmasidir [3].
fspat

a : 1—E3 birim hizli egrisinin egriligi

<) = [la" @)

dir. Bu durumda
k(s)=0e|a’)| =0,
©a'(s)=0,=2a'(s)=b.

a(s)=bs +c, b, c e IR.

2.1.20. Tanim
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E™, n- boyutlu Oklid uzayinda Vp € M i¢in Vfl, # 0 olmak iizere M = {x€ E" f : U—
IR, f(x) =c, celIR,f dif.bilir fonk., U agik alt cimle } seklinde tanimlanan bos olmayan

M cilimlesine (n— 1) —boyutlu yiizey ((n— 1)- ylizey) veya hiperyiizey denir [3].

2.2. Egriliklerin Geometrik Anlamlari

Egrilikler, oskiilator hiperdiizlemlerin degisme oranlarint 6lgerler. n = 3 6zel halinde
oskiilator hiperdiizlemler, egriliklerle daha yakindan incelenebilir. Bunun i¢in, egrinin

koordinat fonksiyonlari ele alinirsa;
M c E3 egrisi, a = (aq, ay, a3), a; € C°(1, IR), 1< i < 3,

olmak iizere, (I, @) koordinat komsulugu ile verilsin. $Simdi, a;, 1< i < 3, fonksiyonlarini

Taylor serisine s, € I nin bir komsulugunda acalim. Ozel olarak s,= 0 alinirsa,

da; da;? 52
(li(S) = (li(O) + d_sl |0.S + d_slz |0. o1 + —

yani,

a®) = a0) +s.a'(0)+3. ") +Z . a"(0) + ...

dir. Diger taraftan, a@(0) noktasindaki Frenet 3-ayaklisi {T,, Ny, By} ise S€l yay-

parametresi olmak tizere,

o (0)=T,
o (0) =k (O)N,
@ (0) =K O, + 52 Ny +k Ok, 08,

dir. Buna gore,

as) = a(0) + [ 5 ks (0 +..] TO) + [a(©) 5 + = k'5(0) +...] N(O) + [k1(0) k2(0) =
+...] B(0) (2.7)

elde edilir.



16

Simdi sy= 0 noktasinin bir € komsulugunda egriyi ele alalim. € un dyle bir kiigiik degerini
secelim ki s # 0 fakat s2 = s3 = s* = ... = s™=...= 0 olsun. O zaman bu egriyi @(s) ile

gosterirsek Es. 2.7’ den
a(s) = a(0) +s T(0)

olur. @(s) egrisi egrinin en iyi lineer yaklagimidir. Bu egri a(s) egrisinin s,= 0
noktasindaki teget dogrusudur.
So= 0 1n dyle bir € komgulugunu secelim ki s # 0, s? = 0 fakat s> = s* = ... = s"=...=0

olsun. O zaman yeni egri i¢in,
a(s) = a(0) + s T(0) + k1(0) 3 N(O)

olur. Bu egri ise parametrik ifadesi (s, k;(0) ;) olan bir parabol olup a(0) noktasindan
gecer. Dolayisiyla @(s) egrisine a(s) nin Kuadratik Yaklagimi denir. k;(0) egriliginin
sayesinde bu parabol tek olarak belli olur. Ayrica k;(0) = 0 olmas1 halinde bu egri bir
dogru olur. k;(0)—0 igin bu egri bir dogruya yaklasir. Su halde k; egriligi egrinin s,

noktasinda bir dogrudan (teget dogrusundan) ne kadar ayrildigin1 gosterir.

Egrinin daha genis bir yaklasimi ele alinsin. so= 0 1n dyle bir € komsulugunu segelim ki s

+ 0,52 #0ve s3# 0fakat s* = --- = s™=...=0 olsun. O zaman yeni egri igin,

&(9) = a(0) + (5= k1 (0)2) T(0) + ks (0) S + K1 (0) IN(O) + 1 (0) k5 (0) SB(0)
bi¢iminde olur. Bu egriye a(s) egrisinin Frenet Yaklagimi denir. Bu egri ii¢ boyutlu uzayda
a(0) dan geger.

Yani k,(0) = 0 i¢in bu egri a(s) in oskiilator diizleminde yatar, aksi halde bu diizlemden

uzaklasir. Su halde k, burulmasi egrinin bir diizlemden ne kadar saptigini 6lger [3].
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2.3. Bir Egrinin Kiiresel Gostergeleri

2.3.1 Tanim

3-boyutlu Oklid uzay1, E® de bir a egrisi S€ | yay parametresi ile verilsin. a egrisinin birim
teget vektori T olmak iizere, ﬁa = T alindiginda, P noktas1 a egrisini ¢izerken, Q
noktasinin birim kiire ylizeyi lizerinde egriye a egrisinin birinci kiiresel gostergesi veya

tegetler gostergesi adi verilir.
a egrisinin tegetler gostergesini (T) ile gdsterelim.

(T) nin denklemi,

ar=T

dir ve (T) nin parametresine s, dersek s # s olup yay elementi ise
dsp =[|T"||. ds

olacaktir.

Bir a egrisinin egriligi, tegetler gostergesinin yay elementinin, esas egrinin yay

elementine oranidir.
2.3.2. Tanim

3-boyutlu Oklid uzay1, E3 de bir a egrisi S€ | yay parametresi ile verilsin. a egrisinin birim
asli normal vektorii N olsun. a egrisini ¢izilirken, N vektoriiniin u¢ noktalart climlesinin
birim kiire yiizeyi iizerinde meydana getirdigi egriye a egrisinin ikinci kiiresel gostergesi

veya asli normaller gostergesi adi verilir.

« egrisinin asli normaller gostergesini (N) ile gosterelim.
(N) nin denklemi,
ay =N

dir ve (N) nin parametresine sy dersek sy # s olup yay elementi ise
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dsy = |IN'||. ds
olacaktir.
2.3.4. Tanim

3-boyutlu Oklid uzay1, E3 de bir a egrisi S€ | yay parametresi ile verilsin. a egrisinin bir P
noktasindaki binormal vektorii B olmak iizere, PR = B ve komsu iki binormal vektorii
arasindaki a¢1 Ad olmak lizere P noktast a egrisini ¢izerken, R noktasinin birim kiire
yiizeyi iizerinde egriye a egrisinin liclincii kiiresel gostergesi veya binormaller gostergesi

adi verilir.

« egrisinin binormaller gostergesini (B) ile gosterelim.

(B) nin denklemi,

ag =B

dir ve (B) nin parametresine s dersek sz # s olup yay elementi ise
dsg = [|B'l|. ds

olacaktir.

Bir a egrisinin burulmasi, binormaller gostergesinin yay elementinin, esas egrinin yay

elementine oranidir.
2.3.4. Tanim

O merkezli sabit bir kiire S ve hareketli bir kiire $*? olsun. T, N, B ii¢-ayaklismin
hareketinden bahsedecek oldugumuzdan {0; T, N, B} sistemi S$*2 kiiresini temsil etsin. S?
sabit kiiresini de {0; El, Ez, §3} ortonormal koordinat sistemi olarak alabiliriz. Bu

durumda, S*2 nin S? ye gére bir parametreli kiiresel hareketi, a egrisinin verilmesi ile belli
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olur. $*?/ S? hareketinin her t aninda, S*2 de sabit bir P*, S? de sabit bir P noktas1 vardir,

oyleki, bu noktalara, sirasi ile, hareketli pol ve sabit pol noktalar1 denir.

2.3.5. Tanim

a egrisinin ¢izilebilmesi igin gerekli olan S$*2/ §2 hareketi boyunca P* ve P noktalarmin ait
olduklan kiireler iizerindeki geometrik yerlerine, sirasi ile, hareketli pol egrisi ve sabit pol
egrisi ad1 verilir. Bu egrileri (P*) ve (P) ile gdstermek adettir. $*2/ S? hareketinin kapali
olmasi halinde (P*) ve (P) pol egrileri de kapali olurlar. (P*) ve (P) egrileri arasinda su

minasebet mevcuttur:

(1) (P*) ve (P) egrileri her t aninda birbirlerine tegettirler.

(if) (P*) ve (P) egrilerinin yay uzunluklari birbirlerine esittir.
Bu iki bagint1 su sekilde de ifade edilebilir:
(P*) hareketli pol egrisi (P) sabit pol egrisi lizerinde kaymaksizin yuvarlanir [3].

2.4. Jeodezik Spraylarin ve Tabii Lift Egrilerinin Bazi1 Karakterizasyonlari
2.4.1. Tanim

E™ de bir hiperyilizey M ve a: 1-M bir egri olsun. X, M fizerinde bir tanjant vektor alani

olmak iizere eger her t € [ i¢in,

d

—(a(®) = X(a())

ise a ya X in bir integral egrisi denir. M nin p noktasindaki tanjant uzay1 T,,M olmak iizere
TM=UTyM, peM

dir.
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2.4.2. Tanim

a: | =M bir egri olmak iizere
a(t) = (a(®).a®) = (a®)law

seklinde tanimlanan @: 1 — TM egrisine TM {izerinde a nin tabii lifti denir. Buna gore

da d,. .
28 = L (6(O) ay= Doy @)

dir.
2.4.3. Tanim
M yiizeyinin birim normal vektor alan1 N olmak tizere VX € y(M) i¢in

S(X) = DyN

seklinde tanimli S doniisiimiine M {izerinde Sekil Operatorii (Weingarten Doniistimii)

denir.

2.4.4. Tanim
DyY =DyY +< S(X),Y >N
seklinde tanimlanan denkleme de M iizerinde Gauss Denklemi denir. Burada; D Gauss

anlaminda kovaryant tiirev operatorii olup, bu operator M iizerinde bir Riemann

konneksiyonudur.

a : 1— M c E3 egrisinin birim teget vektorii T olsun.

D,T=0

ise a egrisine E3 de bir jeodezik egri,

BT =0
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ise a egrisine M iizerinde bir jeodezik egri denir [3].

2.4.5. Tanim

v € TM diferensiyellenebilir vektor alaninda X € y(TM) olmak tizere

X(v)=- <v, S(v)> N|,

seklinde tanimlanan X vektor alanina TM manifoldu tizerinde jeodezik spray denir.
2.4.1. Teorem

Bir a egrisinin @ tabii liftinin X jeodezik spraymin bir integral egrisi olmasi igin gerek ve

yeter sart & nin M {izerinde bir jeodezik olmasidir [1].
fspat

Kabul edelim ki a egrisinin & tabii lifti X jeodezik spraymin bir integral egrisi olsun. Bu

durumda,

@) = X(@()

dir. X, TM iizerinde bir jeodezik spray oldugundan
X(a(®) = —< a(t).S(a(t)> Nlac)

dir. Tabii lift tanimindan

H&(O)aw=—< &gy SEE)age) > Nlag
bulunur. Son esitlik her a(t) igin dogru oldugundan

Dy @(® = =< d(t), S(@®)>N
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yazilir. Yani

D ity @(t) = D yipya(t) + < a(t), S(a(t)>N

dir. Buradan da

Dyira()=0

bulunur. Tersine, kabul edelim ki a, M tizerinde bir jeodezik olsun. O halde
5oe('t)d(t) =0

dir. Gauss denkleminden,

Doipy@(®)layt < a(t), S(a(t)> Nlgw =0

dir. X bir jeodezik spray oldugu i¢in,

%(d(t))la(t) —X(@ () la@=0,

(& ()agy = X@) o
yazilir. Tabii lift tanimindan
(@) = X(@()

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

2.4.1. Bir a e@risinin tanjant vektoriiniin kiiresel gostergesinin tabii lifti

Bir a egrisinin a tegetler gostergesinin @y tabii liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi

olmasi durumunda
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D¢, ar =0

dir. Gauss denkleminden

Dy, ar+< ar, S(ar)>T(s)=0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

Dy ar+|larll*T(s) =0,
D kaN + k;*T(s) = 0,

= (ksN) + k;*T(s) = 0
ast
bulunur. Tiirev alinirsa,

(k2 — k)T + ,’:—jN—kZBZO

elde edilir. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,

k> — k=0, (k;=0,1)

Ja g, (ky # 0)
k1

k,=0.
O halde k=1 ve k,= 0 dir. Bu da a egrisinin birim ¢ember oldugunu gosterir.
2.4.1. Sonug

Bir a egrisinin birim ¢ember olmasi igin gerek ve yeter sart ay nin @y tabii liftinin, T(S?)

tanjant demeti lizerindeki bir jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasidir [1].
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2.4.2. Bir a egrisinin asli normal vektoriiniin kiiresel gostergesinin tabii lifti

Bir a egrisinin ay asli normaller gostergesinin &y tabii liftinin jeodezik spraym bir

integral egrisi olmas1 durumunda

EdeN = O
dir. Gauss denkleminden
Dy ay+< dy , S(ay)>N(s) =0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

Dy, antllayl|*N(s) =0,
Dy (k1 T+k,B) + (ki + k,*)N =0,

(ki T+;B) + (Ky® + kPN =0

bulunur. w Darboux vektorii olmak iizere

Iwll? = ky* + k,°

yazilir. Tlrev alinirsa,

—ky T+ (lwl® = [IWlI)N +k;B=0

elde edilir. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,

kl = 0, (kl == Sbt)
kz = 0 (kz = Sbt)

O halde k; =k,= 0 veya k,*+ k,*= 1 dir. Bu da a egrisi bir dairesel helis oldugunu

gosterir.
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2.4.2. Sonug

Bir a egrisinin bir dairesel helis olmasi igin gerek ve yeter sart ay nin a, tabii liftinin,

T(S?) tanjant demeti iizerindeki bir jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasidir [1].
2.4.3. Bir a egrisinin binormal vektorlerinin kiiresel gostergesinin tabii lifti

Bir a egrisinin ag tegetler gostergesinin @y tabii liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi

olmas1 durumunda

Dy, 5 = 0

dir. Gauss denkleminden

Dy bp + < dg, S(ag)>B(s) =0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,
= (@) *llas B = 0

dir. Tiirev alinirsa,

kT + (i—i)N + (k% — k,)B =0

elde edilir. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,

ky =0,

2 g,

ko

k,> —k,=0

bulunur. O halde k; = 0 ve k,=1 dir. Bu da bu sartlar1 saglayan bir « egrisinin olmadigin

gosterir.
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2.4.3. Sonug

ag binormaller gdstergesinin @y tabii liftinin T(S?) tanjant demeti {izerindeki bir jeodezik

spraym bir integral egrisi olmasini saglayan bir « egrisi yoktur [1].
2.4.4. Sabit pol egrisinin tabii lifti

Bir a egrisinin a sabit pol egrisinin & tabii liftinin jeodezik spraym bir integral egrisi

olmasi durumunda

Dy e =0

dir. Gauss denkleminden

Dy ¢+ < ac,S(ac)>C=0

dir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

Dagic * llécl2C =0

yazilir. Tiirev alinirsa,
(Dcos®—D2sind+@3sin®)T + (k; Dcos®+k, Psin®)N+(—Psin®—P?cos®+@3cos®)B=0
elde edilir. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,
Dcos®—PZsind+d3sind = 0,

k, ®cosd+k,Psind =0,
—@sin®—P?cos®+P3cosd = 0

elde edilir. Buradan @ = 0 veya k; = k, = 0 dur.

& =0 oldugunda k,/k, sabittir. Dolayisiyla a bir helistir.
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ki =k, =0 ise a bir dogrudur. Bu durumda ¢6ziim yoktur.
2.4.4. Sonug

a egrisinin bir helis olmasi igin gerek ve yeter sart a. nin @ tabii liftinin, T(S?) tanjant
demeti iizerindeki bir jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasidir [1].

2.5. Dual Uzay

2.5.1. Tanim

(ID3,+) abel grubu ID dual sayilar halkas: iizerinde bir modiildiir. Bu modiile ID-Modiil

denir. Kisaca ID3 ile de gosterilebilir.

2.5.2. Tanim

ID - Modiilde her bir A dual vektorii A=d +ed* ile veyad = (d, a*) seklinde belirtilir.

2.5.3. Tanim

Bir A=d + a* dual vektériiniin normu, ||d|| = /1 < @, @ > | ve ||@|| # 0 olmak iizere
<a,a >
llall

141l =l +

ile tanimlanir.

2.5.4. Tanim
{X =%+ex*1||X||=(1,0), % ¥*€ IE3} ciimlesine ID - Modiil de birim dual kiire denir.
2.5.1. Teorem (E.Study Doniigtimii)

ID-Modiil de denklemi ||4|| = (1,0) olan birim dual kiirenin dual noktalari IR® deki yonlii

dogrulara birebir karsilik gelir [5].
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2.5.5. Tanim

- =

A=d +ea*, B=b + eb* € ID? olmak iizere
f: ID3x ID3 - ID3
(4,B) > f(4, B)=< A B >=< G +ea*,b +eb* >
=<d b>+e[< a',b> +<d, b >]

carpimina A ve B dual vektdrlerinin i¢ carpimi (dual i¢ ¢arpim) denir.

Bir a(s) egrisi icin T, N, B dual Frenet vektérleri W dual Darboux vektérii k ve 7 dual
egrilik ve dual torsiyon olmak iizere; a(s) egrisinin teget, asli normal ve binormal

vektorleri;

S
+ et*,

~3l
+y

N =7 + en*,

B=Db+eb*

seklinde tanimlidir. Ayrica dual torsiyon ve dual egrilik,

K = kytek,*,

T=kytek,™

seklindedir. Buradan

t'=kqm,

#'= —k,T+k,b,
b'= —k,,

t*= kyn*,

n* = b—k, t*+k,b*,

!
b* = —n—k,n*

yazilir.
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3.DUAL UZAYDA JEODEZIK SPRAYLAR UZERINE

3.1. Jeodezik Spraylarin ve Tabii Lift Egrilerinin Baz1 Karakterizasyonlari
3.1.1. Tanim

Dual uzayda bir hiperyiizey M ve a:l-M bir egri olsun. X, M iizerinde bir tanjant vektor

alani olmak tizere eger her t € [ i¢in,

= (a(t) = X(a()

ise a ya X in bir integral egrisi denir. M nin p noktasindaki tanjant uzayr T,M olmak iizere
TM =UT,M, peM

dir.

3.1.2. Tanim

a:l- M bir egri olmak lizere

a(t) = (a(t).a) = a(Oqe

seklinde tanimlanan &: I — TM egrisine TM lizerinde a nin tabii lifti denir. Buna gore
= 2 @O)la=D g d®

dir.

3.1.3. Tanim

v € TM diferensiyellenebilir vektor alanini ve X € y(TM) olmak tizere

X(v) =-<v, S(v)> N|,

seklinde tanimlanan X vektor alanina TM manifoldu tizerinde jeodezik spray denir.
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3.1.1. Teorem

a birim dual kiire lizerinde bir egri olsun. Bir «a egrisinin @ tabii liftinin X jeodezik
sprayinin bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter sart @ nin M iizerinde bir jeodezik
olmasidir.

fspat

Kabul edelim ki a(t) = a;(t) + ea™;(t) egrisinin a tabii lifti X jeodezik spraymin bir

integral egrisi olsun. Bu durumda,

@)l = X(@W) = (@O +rea’s O

dir. X, birim dual kiire iizerinde bir jeodezik spray oldugundan
X(a(t)=—< a(t).S(a(t))> Nlq

dir. Tabii lift tanimindan

@ (D) la@y=—< &(®)ay SEE)aw > Nlag)
bulunur. Son esitlik her a(t) i¢in dogru oldugundan
Dyipya(t) = —< a(t), S(a(t))>N

yazilir. Yani

Dyiry@(t) = Dy (t) +< a(t),S(a(t)>N

dir. Buradan da

Ea(t)d(t) = 0
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bulunur. Tersine, kabul edelim ki a, birim dual kiire lizerinde bir geodesic olsun. O halde
D a(t)d(t) =0

dir. Gauss denkleminden,

Daity@(®)]aqeyt< a(t),S(a(t))> Nlg)=0

dir.

&)y ~X(@() = 0,

d, . vy

E(a(t))la(t) - X((X(t))|a(t)
yazilir. Tabii lift tanimindan

d, _

—(@(®) = X(a(t)

bulunur ki bu da ispat1 tamamlar.

3.1.1. Dual uzayda bir a egrisinin tanjant vektoriiniin kiiresel gostergesinin tabii lifti

@, birim dual kiire {izerinde bir egri olsun. Bir a egrisinin a; tegetler gostergesinin ar

tabii liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi olmast durumunda
Dyptr =0

dir. Gauss denkleminden

Dy, dr+ < ar,S(ar)>T(s) =0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,
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Dy dir+llarll*T(s) =0,
Dy ((ky+eky *)(n+en*)) + [l cr||? (tet*) = O,

= ((ky*eky ) (n+en*)) + [l || (tet*) = 0

T

yazilir. Bazi cebirsel hesaplamalardan sonra,

t(—kyth?y — eky* )+ n(ire L) +h(k, +e (o key + 1)) + (G AN (—ky+h? 1)+ kyb*) = 0
1 1 1 1

bulunur. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,

_k1+k21 - Skl* = 0,

k k
_1+£ 1*
ke  kyq

ky +¢(

:01

kl*

k_1k2+1):0,

O halde k, =0 ve k; =1 dir. Dual uzayda bu sartlar1 saglayan bir a egrisi yoktur.

3.1.1. Sonug

Dual uzayda ay tegetler gostergesinin @y tabii liftinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki bir

jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasini saglayan bir a egrisi yoktur.

3.1.2. Dual uzayda bir a egrisinin asli normal vektoriiniin kiiresel gostergesinin tabii

lifti

@, birim dual kiire lizerinde bir egri olsun. Bir a egrisinin a asli normaller gostergesinin

ay tabii liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasi durumunda

DdeN =0
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dir. Gauss denkleminden
Dy, an+ < ay,S(ay)> N(s) =0
yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

Dy n+llaylI*N(s) =0,
Dy (= (kg +eky *)(t+et*) + (kp+ek,*)(b+eb®)) + [lay[|?(n+en*) =0,

%(—(kﬁfkl*)(t%t*) + (kytek,*)(b+eb™)) + llay|*(n+en*) =0

yazilir. Bazi cebirsel hesaplamalardan sonra,

t(—ky — eky*) + n(llwl® — [w]|? — ky) + e(ky*ky+k,*ky)) + b(ko+ek,*) + t5(—eky) +
n*(—k2,+e(|wll® — k?,)) + k,b* =0

bulunur. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,

—k, — eky*=0, (k,*=sbt)

Iwll® = lwll* =k, =0,
ky*ky+k,*k, = 0,

k, +ek,*=0, (k,=sbt., k,*=sht.)
k,=0,

k?, =0,

Iwll® — k2, =0,

k,=0 (k,=sht.)

bulunur. O halde k,=k;= 0 veya k?,+k?, = 1dir. Bu da a egrisinin birim dual kiire

iizerinde bir dairesel helis oldugunu gosterir.
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3.1.2. Sonug

Dual uzayda a egrisinin birim dual kiire iizerinde bir dairesel helis olmasi i¢in gerek ve
yeter sart ay nin ay tabii lifti, T(S?) tanjant demeti iizerindeki bir jeodezik sprayin bir

integral egrisi olmasidir.

3.1.3. Dual uzayda bir a egrisinin binormal vektoriiniin kiiresel gostergesinin tabii
lifti

@, birim dual kiire tizerinde bir egri olsun. Bir a egrisinin ag binormaller gostergesinin &g

tabii liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasi durumunda
Dy, = 0

dir. Gauss denkleminden

Dy dp+ < @p,S(dg)> B(s) =0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

Dy dp+|lag|l*B(s) = 0,
DdB(—(k2+£k2*)(n+£n*)+k22(b+eb*)) =0,

é(—kzn—s(kzn*ﬂcz*n)) +k,2(b+eb*) =0

yazilir. Baz1 cebirsel hesaplamalardan sonra,

e —e55) + n(_i;_z_gkz*) + bky? — kpre(ky*—1)) + tillye) + ni(—22) +

ko ko

b*e(k,” — k,) =0

bulunur. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan,
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— e~ ek* =0,

k,* — ky+e(k,*—1) =0,
ky=0,

ek _

=0

bulunur. O halde k; =0 ve k,=1 bulunur. Bu sartlar1 saglayan a egrisinin varligindan s6z

edilemez.

3.1.3. Sonug

Dual uzayda ap binormaller gdstergesinin @y tabii liftinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki
bir jeodezik spraymn integral egrisi olmasini saglayan bir a egrisinin var oldugu
sOylenemez.

3.1.4. Dual uzayda sabit pol egrisinin kiiresel gostergesinin tabii lifti

a, birim dual kiire tizerinde bir egri olsun. Bir a egrisinin a sabit pol egrisinin & tabii

liftinin jeodezik sprayin bir integral egrisi olmasi durumunda
Dy e =0

dir. Gauss denkleminden

Dy dc+< ac,S(ac)> C(s) =0

yazilir. Birim kiire i¢in S = I, oldugundan,

(@) *llacli*C =0

dsc

yazilir. Burada C = sin(¢p+&¢*)T + cos(dp+e¢p*)B dir. Bazi cebirsel hesaplamalardan sonra,
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T (—sin(g+ed*)(d + e +)? +(g+ed*)cos(p+ed*) + sin(+ed*) (¢ + e )*) +
N(ky (¢+e4*)cos( g+ed*) + ky(¢+ep*)sin( +e¢*)) +
B(—cos( g+e¢*)(9 + ed *)* —sin(§+ed*)(g+eg*) + (¢ + e *)*cos(¢+e¢*)) = 0

bulunur. T, N, B lineer bagimsiz olduklarindan, @+e¢*=0 veya k;=k,=0. g+e¢* = 0

oldugundan % sabittir.
2

3.1.4. Sonug

a egrisi bir dual helis olmasi igin gerek ve yeter sart a. nin @, tabii lifti T(S?) tanjant

demeti lizerindeki bir jeodezik sprayin integral egrisi olmasidir.
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4. SONUC VE ONERILER

Bu tezde ilk olarak Oklid uzayinda bazi tanimlar verilmis ve bazi teoremler ispatlariyla
detayli olarak aciklanmustir. J.A.Thorpe tarafindan 3-boyutlu Oklid uzayinda verilen “Bir
a egrisinin a tabii liftinin X jeodezik sprayinin bir integral egrisi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart @ nin M {izerinde bir jeodezik olmasidir.” teoreminin Oklid uzaymnda Frenet
vektorlerine ve sabit pol egrisine uygulamalarindan elde edilen sonuglar verildi. Bir egrinin
tegetler, aslinormaller ve binormallerinin kiiresel gostergeleri ve sabit pol egrisine ait tabii
lift egrileri iizerinde duruldu. Bundan baska, bu lift egrilerinin T(S?) tanjant demeti
tizerindeki jeodezik spraylarin birer integral egrisi olmasi i¢in esas egriye ait bazi neticeler
verildi. Son boliimde ise Dual uzayda bir a egrisinin @ tabii lifti ve jeodezik spray
kavramlari tanimlandi. Daha sonra J.A.Thorpe tarafindan verilen “ Bir a egrisinin & tabii
liftinin X jeodezik sprayinin bir integral egrisi olabilmesi igin gerek ve yeter sart & nin M
tizerinde bir jeodezik olmasidir” teoremi Dual uzayda ispatlandi ve bir egrinin tegetler, asli
normaller, binormallerinin kiiresel gostergelerine ve sabit pol egrisine uygulamalar
yapildi. Bundan baska, Dual uzayda bu lift egrilerinin T(S?) tanjant demeti iizerindeki
jeodezik spraylarin birer integral egrisi olmasi i¢in esas egrinin varligina ve karakterine ait
bazi neticeler elde edildi. Yukarida verilen teoremin dual lorentz uzayinda ifade ve ispati

verilebilir ve uygulamasi bu uzayda yeniden yapilabilir.
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