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OZET

Richard link fonksiyonlar1 temelde biiylime egrileri ya da biiyiime modelleri
icerisinde yer alan uygulamali istatistigin 6nemli bir materyalidir. Calismamizda Richard
link fonksiyonlarinin genel yapisi lizerinde durularak bu yapi olasilik teorisi i¢cin 6nemli
olan dagilim fonksiyonu 6zelliklerini ihtiva edecek sekilde genisletilmistir. Bunun yani sira
biiylime egrilerinin temel 6zelliklerine Richard link fonksiyonunun sagladig: bir takim yeni
bulgularda eklenmistir.

Calismada elde edilen teorik sonuclar biiyiime modelleri agisindan oldukca
onemlidir. Ozellikle literatiirde giiniimiize kadar bir biiyiime modelinde biiyiimenin
yavasladig1 anlar model iizerinde belirlenememektedir. Bunun nedeni bilinen modellerin
siirekli bir artis gostererek biiylimenin tamamlanmasindan sonra stabil hale gelmesinden
kaynaklanmaktadir. Calismada bu probleme uygun bir sekilde ¢oziim getirilebilmistir.

Yine ¢aligmanmn literatiire kazandirdigi yenilik pozitif yar1 eksende tanimli bir
Richard dagiliminin sarmal hale getirilerek dairesel verilerde kullanilmasidir. Bu kazanim
calismanin son boliimiinde karinca verileri ile yapilan bir uygulama ile desteklenmistir.
Ayrica buna ilaveten uygulama icerisinde Richard ailesinin siirekli deformasyonu da

gerceklestirilmistir.

Anahtar kelimeler: Richard link fonksiyonu, Dagilim fonksiyonu, Biiylime modelleri,

Sarmal dagilimlar,
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SUMMARY

Richard Link Functions

Richard link functions are an important component of statistical applications in
growth models or in the basis of growth curves. In this, study, by focussing on the general
structure of Richard link functions, the structure is expanded in such a way as to include
the features of distribution function important for possibility theory. In addition, a set of
new findings provided by the Richard link function have been added to the basic features
of the growth curves.

The theoretical results obtained in this study are extremely important in terms of
growth models. To date in literature, the point at which growth has slowed in a growth
model has not been defined in the model. The reason for this is that by showing a
continuous increase, the known models are seen to become stable after growth has been
completed. The current study has been able to resolve this problem in an appropriate way.

Another new aspect of this study is that by making the identified Richard
distribution spiral in the positive half-axis, cyclical data was used. This benefit was
supported by an application made with Ant data in the final section of the study. However,

continuous deformation of the Richard family occurred within this additional application.

Key Words: Richard link function, Distribution function, Growth models, Wrapped

distribution
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1. GIRIS

Istatistik literatiiriinde link fonksiyonlar1 ilk olarak lojistik regresyon analizinde
kullanilmaya baglanmistir. Regresyon analizinde bagimli ve bagimsiz degiskenler arasinda
var olan iligkinin modelinin kurulmasi amaglanmaktadir. Ancak bagimli ve bagimsiz
degiskenlerin sayisal degisim araliklar1 birbirleri cinsinden olmadiginda bu iki degiskeni
ayni degisim araliginda tanimlayabilmek icin link fonksiyonlarindan yararlanilmaktadir.
Bu amag i¢in kullanilan bilinen link fonksiyonlarindan en ¢ok kullanilani lojistik link
fonksiyonudur. Lojistik link fonksiyonu reel diizlemin {(x,y):x €R, 0 <y <1}
bandinda yerlestiginden tiim reel eksende deger alabilen bagimsiz degisken degerlerini
[0,1] araligina daraltmaktadir. Lojistik link fonksiyonunun yani sira ayni amacgla S
(sigmoidal) egrilerin bircogu bu amacla kullanilabilmektedir. Bu durumda link fonksiyonu,
biiylime egrisi ve dagilim fonksiyonu ayni tiirlii egriler olmaktadir. Bu amagla kullanilan
S-egrilerinin analizin yapisma bagli olarak kullanish olabilmesi i¢in olduk¢a esnek bir
yapiya sahip olmasi gerekmektedir. Bu c¢alismadaki amacimiz, S-egrileri igerisinde
oldukca yiiksek bir esneklie sahip olan Richard egrilerinin link fonksiyonu olarak
kullanilabilmesini saglayarak Richard link fonksiyonlarmin yapisal 0Ozelliklerini
istatistiksel agidan degerlendirmektir.

Richard biiyiime modeli ilk olarak F. J. Richard tarafindan 1959 yilinda kaleme
alman “A Flexible Growth Function for Emprical Use” baglikli ¢calismasinda yer almis ve
bu konuyla ilgili olan arastirmacilarin incelemesine sunulmustur. Daha sonralar1 bu
konuyla ilgili literatiir genisletilmis ve basta A. Gregorczyk (1998) olmak {izere bir ¢ok
arastirmact 6nemli ¢alismalar yapmuistir.

Caligmanin amacina yonelik olarak calismanin ilk kisimlarinda lojistik regresyon
analizi ve bliylime modelleri hakkinda kisa tanimlayici bilgiler sunulacaktir.

Genel olarak biiytime egrileri biikiim noktasinm olup olmamasina gore iki sinifa
ayrilabilir. Sayet bliylime egrisi biikiim noktasina sahipse S-egrisi olup belli bir noktaya
kadar artan egime sahip olacak biikiim noktasindan sonra azalan bir egim godsterecektir.
Biiylime egrisi biikiim noktasina sahip degil ise baslangigtan itibaren azalan bir egime
sahip olacaktir. Bu tip biiyiime egrilerinde baslangicta egrinin egimi maksimum olup
ilerleyen degerler i¢in gittikge sifira yaklasir. Her iki tip biiyliime egrisi de artan degerlere
karsilik iist smirda bir asimptota sahip olacaktir. Ancak biikiim noktasina sahip olan bir

biiylime egrisi alt smirda da bir asimptota sahip olur. Biiyiime egrilerinde egrinin belli



zaman dilimindeki degerleriyle ilgilenildiginden analizlerde bu asimptot degerleri dikkate
almmamaktadir. Buna karsilik asimptot degerleri egrinin biikiim noktasini ve azalan egime
sahipse egimin azalma hizin etkilediginden olduk¢a 6nemlidir.

Lojistik regresyon modellerinin kullanilmas1 1845°1i yillara kadar dayanmaktadir.
Lojistik analiz ilk dnceleri siirekli, pozitif deger alan, artan ve sinirlt bir degiskenin zamana
bagl olarak incelenmesi amaciyla gelistirilmistir. On dokuzuncu yiizy1l istatistik¢ilerinin
arastirmalarmda yer alan bu Ozelliklere sahip en onemli sosyoekonomik degisken niifus
miktaridir. Bu bakimdan y = y(t), t > 0 anindaki niifus miktar1 olmak {izere, niifus
artisginin niifus biiyiikligiine bagh olacagi diisiiniilerek asagidaki diferansiyel model

diizenlenmistir,

ay(t) _
= Cy(t) (11)

Burada c reel sabittir. Diferansiyel denklemin ¢oziimii a integral sabiti olmak tizere

asagidaki sekilde elde edilir,

y(t) = aexp(ct) (1.2)

Bulunan ¢6ziim integral sabitinin se¢imine gore bir egri ailesi vermektedir. Bu egri
ailesi icerisinden hangi egrinin model olarak kullanilacagina karar verilmesi agamasinda
istatistiksel analizler devreye girmektedir. Bu kisimla ilgili literatiirdeki detayli calisma
Cramer (1991)’de bulunmaktadir.

Ayni1 kaynakta bulunan diger bir 6nemli bilgi ise, modele bir iist sinir ¢izgisinin
eklenmesidir. Biiyiimenin reel bir a sabitini asmamasi1 durumunda diferansiyel denklem

asagidaki sekilde diizenlenecek,

20 = cy®)a— y(©)] (13)

ve ¢oziim, a = 1 i¢in asagidaki sekilde olacaktir,

y(t) = _exp(citcat) (1.4)

1+exp(cq+cyt)



Burada c¢; ve ¢, reel sabitlerdir. Yukaridaki esitligin tersi disiliniildiigiinde

asagidaki esitlik elde edilir,
lnlf—y= ¢, + ¢t = A(t) (1.5)

Burada A(t) dogrusal olasilik modeli olarak adlandirilir. Dogrusal olasilik
modelinin ikinci tiirevinin sifira esit oldugu noktanin bulunmasi 6nemlidir. Bu nokta
dogrusal olasilik modelinin biikiim noktasi olup lojistik ayrimsamanin yapilabilmesi i¢in
gereklidir. Birgok dogrusal olasilik modelinde biikiim noktasi y = a/2 olarak elde
edilmektedir.

Yukarida anlatilan modelle ilgili literatiir on dokuzuncu yiizy1l kaynaklarinda yer
almaktadir. Bu ylizyilda 6nemli bir aragtirmaci olan Quetelet kendi 6grencisi olan Verhulst
ile birlikte yiirtittiikleri arastirmalarinda diferansiyel denklemi olusturarak lojistik inceleme
anlaminda ilk modeli kurmay1 basarmiglardir. Bu asamadan sonra, yarim yiizyil kadar,
uzun bir siire arastirmacilarin dikkatini ¢ekmeyen lojistik model yirminci yiizyilin
baslarinda Miner ve Pearl tarafindan tekrar ele alinarak popiilerligini kazanmistir. Yine
ayni yizyilda Reed, Berkson, Forrel, Aitchison ve Brown gibi arastirmacilar tarafindan
incelenen konu yirminci ylizyilin ortalarinda neredeyse giiniimiizdeki konumuna
kavusturulmustur [38]. Yirminci ylizyil literatiiriiniin bu konuyla ilgili son halkalarmi Theil
ve J. A. Anderson almaktadwr. Theil lojistik model yapisini ¢oklu grup lojistik
ayrimsamaya tastyarak genisletmis, Anderson ise model parametre tahminlerinin hangi
sartlar altinda var olacagini ispatlamaistir.

Yirmi birinci yiizyila gelindiginde M. Giircan ve Y. Oner tarafindan Richard link
fonksiyonu artik ¢oklu gurup lojistik ayrimsamada da kullanilmaya baslanmistir. 2001
yilinda yapilan bir ¢calismada Richard link fonksiyonu kullanilarak olabilirlik fonksiyonu
olusturulmus ve olabilirlik fonksiyonunun hangi sartlar altinda ¢oziimiiniin var oldugu
ispatlanmigstir [18].

Gliniimiiz biliminde bu konu hala giincelligini korumakta olup uygulama alanlar1
genisledikce bilim diinyasmnin ve bu konu ile ilgili arastirmacilarin daha fazla ilgisini

¢cekmektedir.



2. MATERYAL VE METOT

Diferansiyel denklem formunda verilen bliylime modelleri genel olarak asagidaki

denkleme genellestirilebilir,

2 = g(3)h(@) - h(y)] 2.1)
Burada h ve g fonksiyonlar1
h(0) = g(0) =0 (2.2)

sartin1 saglayacak sekilde artan fonksiyonlardir. Ayrica x — oo ve x - —oo sartlar1

altinda devamdaki limit 6zelligi saglanmaktadir [38],
y'(x) -0 (2.3)

Ozel olarak g(y) =cy ve h(y) =y olarak secelim. Bu durumda h ve g
fonksiyonlar1 lineer fonksiyonlar olup (2.2) 6zelligini saglarlar. Bu 6zel durumda (2.1)
denklemi dogal olarak (1.3) denklemine doniisecektir. Bu sayede denklemin ¢oziimii (1.4)
esitligi ile verilen lojistik model olmaktadir. Simdi devamda h ve g fonksiyonlarmnin gesitli

secimleriyle elde edilen biiytime egrilerini ele alalim.
2.1. Gompertz Biiyiime Egrileri

Gompertz biiyiime modeli ilk olarak 1825 yilinda iinli bilim adami Benjamin
Gompertz tarafindan bilim literatiiriine kazandirilmistir. Benjamin Gompertz 5 mart 1779
yilinda Londra’da dogmus ve 86 yasinda 14 temmuz 1865 yilinda yine Londra’da hayatini
kaybetmistir. Yaptig1 en dnemli ¢caligmalarindan biri olan 6liim oran1 kanunu daha sonralar1
Gompertz biiylime egrileri veya biliyiime modeli olarak iin kazanmistir. Benjamin
Gompertz’in 6liim orami esitlik (1.1) ile verilen biiyiime orani ¢ € R olmak {izere asagidaki

sekilde tanimlanmustir,



c__ 1

= (2.4)

Burada K reel sabittir. Bu model daha sonraki yillarda hatta giiniimiizde bile 6enmli
olmasinin en dnemli faktorlerinden birisi biiylimeyi gosteren esnekliginin kullanigh olmasi
yani, modelin biiylime verisine uygunlugunun lojistik biiylime egrisinden daha giiclii
olmasidir. Bu 6zelliginden dolayr Gompertz biiylime modeli 1964 yilinda A. K. Laird
tarafindan kanserli hiicrelerin incelenmesinde kullanilmistir [41]. A. K. Laird’in timor

biiylime modeli asagidaki sekilde olusturulmustur,

y(t) = Kexp{log(y(0)/K)exp(—ct)} (2.5)

Dikkat edilecek olursa t — o i¢in y(t) — K maksimum tiimér biiytikligi ve t = 0

i¢in baglangigtaki tiimér biiyiikligii y(0) olarak alinmustir.

Simdi biiylime modellerinin iireteci olan (2.1) denkleminde h ve g fonksiyonlarini

asagidaki sekilde secelim,
h(y) =Ilny, g(y) =cy (2.6.)

Bu durumda (2.1) esitligi ile verilen diferansiyel denklem,

ay® _ _a
O cy(t)In (y(t)),c >0,a>0 (2.7)

sekline doniisiir. Denklemin ¢ozlimii asagidaki sekilde elde edilecektir,
y(t) = aexp[—C exp(—ct)] (2.8))

Burada C € R diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde bulunan integral sabitidir.



2.2. Bertalanffy Biiyiime Egrileri

Karl Ludwing von Bertalanffy (1901-1972) Viyana yakmlarinda bulunan
Atzgerdorf bolgesinde dogmustur. Bugiin bile sistem teorisinin duayenlerinden biri olarak
goriilen iinlii bilim adami Bertalanfty agik sistemlerin kurucusu olarak bilinmektedir.
Bertalanffy 1934 yilinda yayinlanan “Biiyiime Yasast Konusunda Caligmalar” baslhkli
yaymninda gliniimiizde Bertalanffy biliylime modeli olarak adlandirilan modeli literatiire

kazandirmistir [6]. Bertalanffy biiyiime modeli (2.1) esitliginde,

h@y) =y, g(y) = A -m) ty™ (2.9)

seklinde alinacak olursa,

DO _ o1 —m)tym (el - yim) 2.10)

diferansiyel denkleminin ¢éziimiinden asagidaki formda elde edilir,
y(t) — [al—m _ Cexp(_ct)]l/(l—m) (2.11)

Burada a, C,c,m € R reel sabitler olmak iizere dort adet parametre bulunmaktadir.

Bu sabitler asagidaki sekilde segilecek olursa model lojistik modele indirgenecektir,

m=2, C=- (2.12)

«
2.3. Richard Biiyiime Egrileri

Richard egrileri lojistik modeller igerisinde 6zel bir yere sahip olup bu modelde
parametre sayist fazla oldugundan lojistik ayrimsamada daha 1iyi ayrimsama

yapabilmektedir. Richard egrisi (2.1) ile verilen genel diferansiyel denklem yapisinda,

h(y) = y™! (2.13)
g =k(m—1)""a'"y (2.14)



seklinde secilecek olursa diferansiyel denklem asagidaki formda elde edilecektir,

YO _ o (m 1) lad My (@71 - ymo) 2.15)

Buradan denklemin ¢6ziimii olan Richard biiyiime modeli,

y(t) = a{l + (m — 1)exp(—kt)}¥/0-™ (2.16)

degiskeni (1.5) esitligi ile verilen dogrusal olasilik modeli ile degistirilebilir. Bagimsiz
degiskenlerin lineer bir kombinasyonu olan A(x) modelde kullanilacak olursa (2.14) ile

verilen g (y) fonksiyonu asagidaki sekilde se¢ilmelidir,

gly) = 20 _ 2.17)

(m-1)a™m-1

Bu durumda (2.15) ile verilen diferansiyel denklem devamdaki sekli alacaktir,

dy Ay {am~1 — ym-1} (2.18)

dx  (m-1)am-1

Bu denklemin ¢6ziimii (2.16) ¢oziimiine benzer olarak asagidaki sekilde elde

edilebilir,

y(x)=af{l+ (m- l)exp(—A(x)}ﬁ (2.19)

Bu model m = 2 alindiginda standart lojistik modele rahatlikla doniisecektir. Her
biiylime egrisi gibi Richard egrisi de lojistik ayrimsama da kullanilabilmektedir. Bunun
icin biiyiime egrilerinin biikiim noktalar1 dikkate alinir. Biikiim noktasmin altinda kalan
noktalar sifir gurubuna istiinde kalan noktalar ise bir gurubuna seg¢ilmektedir. Richard
egrisinin biikiim noktasini bulabilmemiz i¢in ikinci tiirevini incelemeliyiz. Richard
egrisinin ikinci tiirevi asagidaki formdadir,

ay A
dx? (m-1)a™m-1

fam=t —mym-1) (2.20)



Ikinci tiirev sifira esitlenecek olursa asagidaki deger bulunacaktr,

Yo = am'/0=m) (2.21)

Bulunan bu deger dikkate alindiginda egrinin biikiim noktas1 asagidaki gibi

bulunur,

(2.22)

Dikkat edilecek olursa (2.16) modeli t > 0 reel degiskenine gore diizenlendiginden
zamana bagl bir biliylimeyi incelemek i¢in tasarlanmistir. Buna karsilik (2.19) modeli
zaman parametresinden ayrilarak yapilan gozlemlerin belirledigi degiskenlere bagl
tasarlanmigtir. Bu durumda (2.19) modeli bir lojistik ayrimsama modeli olarak
kullanilabilmektedir. Bu calismanin devaminda da Richard egrileri ayrimsama ig¢in
tasarlanmigtir. Diferansiyel denklemin ¢6zliimiinden elde edilen lojistik bir egrinin
parametresi integral sabitidir. Integral sabitinin dogrusal olasilik modeline bagh olarak
modele yerlestirilmesi yan1 sira diferansiyel denklemi olusturan fonksiyonlarin se¢iminde
bulunmasi da miimkiindiir. Lojistik ayrimsamada kullanilan Richard link fonksiyonunda bu
sekilde bulunan parametrenin hesaplanmasi da miimkiindiir. Biikiim parametresi hatali
smiflanmis gozlemler incelenerek bagimsiz degisken degerleri ile iligkilendirilerek lojistik
ayrimsama dinamik bir yapiya kavusturulabilir.

Richard link fonksiyonlar1 kullanilarak olusturulan ayrimsama modellerinde
parametre tahmininde bulunmak bilinen standart yontemlerle oldukc¢a giigtiir. Bu
hesaplamalar1 yapabilmek icin bilgisayar programlarmma ve ileri seviyede yazilan
algoritmalara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu nedenle on dokuzuncu yiizyilin tamaminda ve
yirminci ylizyilin ilk yarisna kadar bu incelemeler yeteri kadar gelisememis ancak
yirminci ylizyilin ikinci yarisinda ve bundan sonra hizli bir gelisme gostermistir.
Gilintimiizde gelistirilmis olan algoritmalar sayesinde bu hesaplamalar ¢ok rahat bir sekilde

yapilabilmektedir.

Model parametreleri tahmin edilirken aralik veya nokta tahminleri kullanilabilir.

Aralik tahmini kullanildiginda, parametre tahmini icin belirlenen aralikta genetik



algoritmalar kullanilarak kiiclik bir hata pay:r ile ardisik hesaplama yapan algoritmalar
kullanilabilmektedir. Bunun i¢in gerekli olan en 6nemli unsur dar bir aralik tahminidir.
Genellikle cevreyle ilgili modellerde parametrelerin tahmin araliklar1 oldukca
gliclesmektedir. Bu ise yapilan nokta tahminlerinin modelin uyumunu giiclestirmesini
saglamaktadir. Bu gibi durumlarda kullanilabilecek yontemlerden biri Bayes ¢ikarimi ve

Bootstrap teknigidir. (Holmes, 2001). (Gelman et al., 1995)

2.4. Richard Egri Ailesinin Siirekli Deformasyonu

Veri yapisina bagl olarak link fonksiyonlar1 ayrimsamayi1 bazen istenilen diizeyde
yapmayabilmektedir. Genellikle bu durum ilgilenilen bagimsiz degiskenlerin ¢oklugundan
ve veri yapisinin dagilimindan kaynaklanmaktadir. Secgilen lojistik ayrimsama modeli
verinin bir kismina uymakta ancak azimsanmayacak geri kalan kismina uymamaktadir. Bu
gibi durumlarda daha esnek yapiya sahip olan link fonksiyonlar1 tercih edilebilir. Ancak
link fonksiyonunun esnekliginin yeterli olmadig1 veri gruplarinda birden fazla model de
kullanilabilir. Bu ayni1 link fonksiyonu ailesi icerisinde model parametrelerinin veri
gruplarma adapte edilmesi ile miimkiin olabilmektedir. Bu bdliimdeki amacimiz Richard
link fonksiyonunun sekil parametresini degistirerek modelin veriye uyumunun artirilmasini
saglamaktir. Sekil parametresi degistirildikce Richard egrisi diizlemin daraltilmis bir
bandinda soldan saga dogru 6telemeyi gerceklestirecektir.

Simdi (2.16) esitliginde verilmis olan Richard link fonksiyonu reel diizlemin

asagida verilmis olan kapali bir alt araliginda yer almaktadir,

S={(x;y):x €EIR0<Y < a} (2.23)

Indis kiimesi olarak I = [0,1] arahgin alalim. m # 1 ve m € R parametresi

yardimiyla asagidaki degiskeni tanimlayalim,

T=— (2.24)

T 1+em

Tanimlanan bu degisken 7 € [0,1] indis araliginda yer alacaktir. Bu durumda
Richard link fonksiyonlarinin deformasyonunu asagida tanimlanan T(t,7):R X[ — S

dontistiiim ile gerceklestirebiliriz,



T (t,7) = f(t) (2.25)

Burada f,(t) fonksiyonu (2.16) esitligi ile verilen Richard link fonksiyonunun

parametresine gore diizenlenmis halidir.
Bu durumda t = 0 ve T = 1 i¢in sirasiyla asagidaki sinir egrileri elde edilecektir,
fo®) = y(t,t=0) (2.26)
@)=yt T=1) (2.27)
Oteleme, baslangig egrisi f,(x)’den baslayarak f; (x) egrisine kadar siirdiiriilebilir.

Bu islem Richard link fonksiyonlar1 i¢in 6nemli bir 6zelliktir. Model i¢in aranan optimal

link fonksiyonu asagida tanimlanan egri ailesi igerisinde bulunabilir,

R= {f(} (2.28)

Bu sonu¢ model arayisini dogal olarak R kiimesi lizerinde bir optimizasyon
problemine doniistiirmiis olur. Elde edilen sonug¢ lojistik ayrimsama problemi agisindan
literatiirde olduk¢a dnemli bir bulgudur. Bu ¢alisma Y. Oner, M. Giircan ve N. Halisdemir

tarafindan 2005 yilinda gergeklestirilmis ve ¢alismada asagidaki sonuglara erisilmistir [32],

a. R kiimesi igerisinde tiim Richard link fonksiyonlar: birbirlerine denktir,
b. 0 <t <1lvet; >19 >0+ > 1T >+ olmak iizere,
Ef={x: f,, @) <kk € R} (2.29)

seklinde tanimlanan kiimeler dlgiilebilendir ve aralarinda Ef < EX < -+ artan bir iliski
mevcuttur. Reel sayilarin keyfi bir araligi A olmak tizere, A kiimesi u; = (E; — E;_;)A
kiimelerinin birlesimi olarak yazilabilir.

c. R konveks kiimedir.
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2.5. Coklu Grup Lojistik Ayrimsama

Diizlemde S-egrisi seklinde tanimlanan link fonksiyonlarmmn tamami iki grup
ayrimsama yapabilmektedir. Ayrimsamada grup sayisi ikiden fazla oldugu durumda
ayrimsama coklu grup lojistik ayrimsama problemi admi almaktadir. Coklu grup lojistik
ayrimsama problemi iki grup ayrimsamaya gore daha karmasik bir yapiya sahiptir. Bunun
nedeni link fonksiyonlar1 icerisinde higbir egrinin birden fazla bilikiim noktasma sahip
olmamasidir. Literatiirde bu problem gruplarin ikiserli olarak birbirleriyle karsilastirilmasi
yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bunun i¢in ilk dnce sabit bir referans grubu alinmali ve
secilen referans grubuyla diger gruplarin arasinda ikili ayrimsama yapilarak referans
grubuna dahil olacak veriler belirlenir. Daha sonra ayni iglemler diger gruplar arasinda
stirdiiriilerek verilerin gruplara dahil olma olasiliklar1 bulunur. Verinin hangi gruba dahil
olma olasilig1 daha biiyiikse veri o gruba ait olmalidir.

Varsayalim ki ayrimsama igin lojistik veri By, -, B, gibi g-tane grupta yapilmak
istensin. Keyfi bir y; gozleminin B; grubuna ait olma olasiligin1 asagidaki sekilde

gosterelim,

Bu durumda bagimsiz degiskenlerin lineer bir kombinasyonu olan A(x) her bir
grup i¢in farkli katsayilarla A,(x),---,A,(x) g-tane almnarak asagidaki sekilde bir link

fonksiyonuna esitlenmektedir,
A;(x;) = log(a;j/a;1) (2.31)

Burada j = 1,2,---, g olmak iizere a;; olasiliklarin1 maksimum yapan x; gézlemi B;
grubuna atanmaktadir. x; gozleminin B; grubuna ait olabilmesi igin A4;(x;) — A, (x;) farki
timr = 1,2,---,g ver # j degerleri i¢cin pozitif olmaldir.

Bagimsiz degiskenlerin A;(x),::-,A,(x), g-tane lineer olasilik modeli gz Oniine

alindiginda a;; olasihigi asagidaki sekilde yazilabilir,

ai; = ;) {2 7 ()} (2.32)
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Burada y;(x;) ile (2.19) esitliginde A(x) yerine A;(x;) kullanilan Richard link
fonksiyonu gosterilmistir. Buna gore logaritmik olabilirlik fonksiyonu asagidaki sekilde

kurulur,
LogL = Zj’:l Yies;log aj (2.33)

Bu durumda olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan A;(x),---,A,(x) lineer
olasilik modelleri c¢oklu grup lojistik ayrimsamada kullanilabilir. (2.33) ile verilen
logaritmik olabilirlik fonksiyonunun hangi durumlarda ¢éziimiiniin var olacagi M. Giircan
ve Y. Oner tarafindan incelenmistir. Bu aragtirmada A;(x;) — A, (x;) farklarma gore
degerlendirme yapilarak veri pozitif olmasi, sifira esit olmasi ve negatif olmasina gore li¢
sinifa ayrilmistir. Sayet veri kiimesi i¢indeki tiim gozlemler i¢cin bu fark pozitif oluyorsa
veri grubu tam ayrimsamaya sahiptir. Bu durumda olabilirlik fonksiyonunun maksimum
degeri mevcut degildir. Baz1 gozlemler icin bu fark sifira esit oluyorsa yine olabilirlik
fonksiyonunun maksimum degeri mevcut degildir. Ancak olabilirlik fonksiyonunun
maksimum degerinin olabilmesi i¢in veri kiimesi igerisindeki en az bir gozlemde bu fark

negatif olmalidir [ 19 ].
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3. BULGULAR

Literatiirde kullanilan link fonksiyonlarimin biiyiik bir cogunlugu diizlemde S-egrisi
formunda yer almaktadwr. Bunun nedeni lineer bir regresyon modelinin olasilik terimi
haline getirilerek bagimli degiskenin olasilik dagilimina uygun sekle getirilebilmesidir. Bu
ozellikten yararlanarak ilk olarak devamdaki kisimda Richard link fonksiyonunu dagilim
fonksiyonu haline getirmeye calisacagiz.
3.1. Richard Yogunluk Fonksiyonu

(2.19)’da verilen Richard link fonksiyonu @ = 1 parametresi ile asagidaki formda

alinabilir,
F(x) = C{1 + (m — 1)exp(—kx)}/-m (3.1)
Bu durumda link fonksiyonunun birinci tiirevi su sekilde olacaktir,

) = Ch{1 + (m — Dexp(—kx)}™/ =™ exp(—kx) (3-2)

dx

Simdi bu fonksiyonun x = 0 pozitif yar1 eksende yogunluk fonksiyonu olabilmesi

icin asagidaki sart1 saglayacak sekilde sabitini bulalim,
fooo C k{1 + (m— 1exp(—kx)}™-m exp(—kx)dx = 1 (3.3)
C = k{1 —mVa-m}™
Bu durumda Richard yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde yazilabilir,
) =kf{1 - ml/(l‘m)}_l{l + (m — Dexp(=kx)}™ =™ exp(—kx) (3.4)

Buradan Richard dagilim fonksiyonu yogunluk fonksiyonu yardimiyla asagidaki

formda olacaktir,



F(x) = (1 —mY@ ™)1 + (m — Dexp(—kx))/A-m™ — m1/0-m} (3.5)

Bu dagilim fonksiyonunun 6zel durumda m = 0 i¢in k parametreli iistel dagilim

fonksiyonuna doniigsecektir.
3.2. Alt Araliklarda Tanimlanan Richard Dagihm

Pozitif yar1 eksende Richard dagiliminin yogunluk ve olasilik fonksiyonunu bir
onceki bolimde elde etmistik. X > 0 , X~Richard(k,m,x) sart1 altinda bu tesadiifi
degiskenin beklenen degeri elde edilememektedir. Ancak bu dagilimin ortalamasmin
bulunmasi istatistiksel analizdeki uygulamalar i¢in oldukc¢a 6nem arz etmektedir. Dagilim

fonksiyonu yardimiyla
EX = [°(1 - F(x))dx (3.6)
integrali beta integraline indirgenmekte ve bu durumda beta dagiliminin
parametresi sifira esit c¢ikmaktadir. Parametresi sifir olan beta dagilimi tanimli
olmadigindan bu beklenen deger hesaplanamamaktadir. Bu sorundan dolayr Richard
dagiliminin alt araliklarda tanimlanmasi bu problemi ortadan kaldirabilmektedir. Simdi

a,;T < X < a,T olmak iizere X~Richard(a,T,a,T,k,m,x) dagilimmin yogunluk ve

olasilik fonksiyonunu elde edelim. Bunun i¢in asagidaki integralin degerini hesaplayalim,
fUZZTT kexp(—kx){1 + (m — Dexp(—kx)}™/1-™dx = czl/(l_m) — cll/(l_m) (3.7
Burada c; ve c, sabitleri devamdaki sekilde olmaktadir,

ci =1+ (m—1Dexp(—ka;T)
c; =1+ (m—1Dexp(—ka,T)

Bu durumda yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde yazilir,
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kexp(—kx)

flx) = — —
/- 17am

{1+ (m— Dexp(—kx)}J™/a-m (3.8)

Buradan dagilim fonksiyonu devamdaki formda olacaktir,

1
= iy (1 G = Do/
1

/A _

— (1 + (m — 1)e kuT)1/a-m)} (3.9)

Dikkat edilecek olursa a; =0 ve a, 2 o0 icin yogunluk ve olasilik
fonksiyonlarmin X > 0, sart1 altinda X~Richard(k,m,x) dagilimmin yogunluk ve

olasilik fonksiyonlari ile ayn1 olacagi goriilmektedir.

Alt aralikta tanimlanan Richard dagilimmimn beklenen degerini yogunluk

fonksiyonunu kullanarak devamdaki sekilde elde edelim,

a,T

k
EX = —7ammy ] xe ™ {1+ (m — Dexp(—kn)}™/ "™ dx (3.10)
2 1

a, T

Kismi integrasyon kullanilirsa integral devamdaki formda olur,

azT
1 _ _
EX = a,Tey/ O™ — g, Te/C7™ - j {1+ (m— 1)e**¥}/0-m) gy (3.11)
alT

Burada C sabiti asagidaki sekilde alinmaktadir,

¢ = cM/mm _ 1/a-m)

Beklenen degerin icindeki integral sayisal olarak hesaplanacak olursa asagidaki

sekilde elde edilebilir,
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1 1/(1-m)

I = - le {1 + (m — Vexp(—k(aiT +j;T(a2 - al))} N — o (3.12)

Simdi pozitif yar1 eksende tanimli X~Richard(k,m,x) tesadiifi degiskenin
yogunluk ve olasilik fonksiyonu arasinda var olan iliskiyi kullanarak asagidaki teoremi

ifade edelim,

Teorem: Pozitif yar1 eksende tanimli Richard dagilimmin yogunluk ve olasilik

fonksiyonlar1 sirasiyla f(x) ve F(x) olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir,

k
_ _,m
Burada u(x) fonksiyonu asagidaki sekildedir,
u(x) = (1 —mYO"m)F(x) + m¥/0-m (3.14)

Buna ilaveten pozitif yar1 eksende tanimli Richard dagiliminin beklenen degeri

asagidaki esitlikle ifade edilebilir,

1-— 1 r
= ( km) + TG j(l —u™(x))dx (3.15)

0

EX

Ispat: f(x) ve F(x) fonksiyonlar: arasindaki esitlik tanimlarindan kolaylikla elde
edilebilmektedir. Bu esitlik yogunluk fonksiyonunun dagilim fonksiyonu cinsinden ifade
edilmesini saglamaktadir. Bu esitligin her iki tarafinda x > 0 i¢in integral alinacak olursa

yogunluk fonksiyonunun 6zelliginden devamdaki integral yazilabilir,

e}

j(u(x) —u™(x))dx = (

0

m— 1)(1 — m¥/@-m)y
k

(3.16)

Burada u(x) fonksiyonunda dagilim fonksiyonunun ifadesi yazilacak olursa,

16



1/(1-m)

Fx) =" (3.17)
esitligi elde edilir. Buna gore 1 — F(x) ifadesi asagidaki sekilde yazilabilir,
1-F(x) = —0 (3.18)
Bu durumda dagilimm beklenen degeri asagidaki formda yazilir,

EX = mfow(l —u(x))dx (3.19)

u(x) ve u™(x) fonksiyonlarinin farklarmin integrali yardimiyla asagidaki esitligi

yazabiliriz,

r 1-m)(1-mv0-m
(1-mYa-m)Ex — j (1 —u™(x))dx = ( ) - ) (3.20)
0
Buna gore istenen sonug asagidaki esitlikten elde edilecektir,
1 (1 —m)(1—mY/a-my ¢ -
EX =—— ml/(l_m){ - + j (1—um(x))dx (3.21)
0

Elde edilen esitlikten m = 0 icin Exp(k) parametreli iistel dagilimm beklenen
degeri olan 1/k rahatlikla elde edilebilmektedir. Ayni islemler alt araliklarda tanimlanan

Richard dagilimlar1 i¢in de yapilabilmektedir.
3.3. Pozitif Yar1 Eksende Tamimh Richard Dagiimindan Uretilen Sayilar
Richard dagilimi m ve k olmak iizere temelde iki parametreye sahiptir. Bu kisimda

bu parametrelerin sabit degerleri secilerek pozitif yari eksende tanimlanan dagilimin

sayisal degerleri incelenmeye calisilacaktir. Uretilen say1 tablolar1 % 1°lik olasilik
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artimlartyla diizenlenecektir. Dagilimdan iiretilen sayilar asagidaki esitlik yardimiyla elde

edilebilir,
X = %Ln (u(l ~ m1/(1_m)31-|;17111/(1_m))1_m — (3.22)

Burada 0 < u < 1 olasilik degeridir.

Tablo 1. k = 1 ve m = 0.5 i¢in Richard(1,0.5,x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

0.00 0.01 002 0.03 004 0.05 0.06 007 0.08 0.09
0.0 0 0.015 0.030 0.045 0.060 0.075 0.090 0.105 0.120 0.135
0.1 0.151 0.166 0.181 0.197 0.212 0.228 0.244 0.259 0.275 0.291
0.2 0.307 0.323 0.340 0.356 0373 0.389 0.406 0.423 0.440 0.458
0.3 0.475 0.493 0.510 0.528 0.546 0.565 0.583 0.602 0.621 0.640
0.4 0.660 0.679 0.699 0.720 0.740 0.761 0.728 0.803 0.825 0.847
0.5 0.870 0.893 0916 0.939 0964 0.988 1.013 1.039 1.065 1.091
0.6 1.118 1.146 1.174 1.203 1.233 1.264 1.295 1327 1.360 1.394
0.7 1.429 1466 1.503 1.542 1.581 1.623 1.666 1.711 1.757 1.806
0.8 1.857 1910 1966 2.026 2.088 2.155 2.226 2302 2386 2473
0.9 2.570 2.678 2.798 2933 3.0890 3.273 3.498 3.788 4.195 4.890

X= 1131
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Tablo 2. k =1 ve m = 1.5 igin Richard(1,1.5,x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.018 0.037 0.056 0.075 0.093 0.112 0.131 0.150 0.169
0.1 0.188 0.207 0.226 0.245 0.264 0.283 0.302 0.322 0.341 0.361
0.2 0.380 0.400 0.420 0.440 0460 0.480 0.500 0.520 0.541 0.561
0.3 0.528 0.603 0.624 0.645 0.667 0.688 0.710 0.732 0.754 0.777
0.4 0.799 0.822 0.845 0.868 0.892 0.916 0940 0.964 0.989 1.014
0.5 1.040 1.065 1.092 1.118 1.145 1.173 1.200 1.229 1.258 1.287
0.6 1.317 1.348 1.379 1.411 1443 1476 1.510 1.545 1.581 1.618
0.7 1.656 1.694 1.734 1.776 1818 1.862 1908 1.955 2.004 2.055
0.8 2.109 2.165 2.223 2285 2350 2419 2493 2571 2.656 2.747
0.9 2.847 2957 3.079 3.217 3.375 3.562 3.789 4.081 4491 5.188
X= 1293
Tablo 3.k = 1 ve m = 2.5 iin Richard(1,2.5,x) dagilimndan iiretilen sayisal degerler.
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.021 0.042 0.063 0.084 0.105 0.126 0.147 0.168 0.189
0.1 0.211 0.232 0.253 0.275 0296 0.317 0.339 0.361 0.382 0.404
0.2 0.426 0.448 0.470 0.492 0.514 0.536 0.558 0.581 0.604 0.626
0.3 0.649 0.672 0.695 0.719 0.742 0.766 0.790 0.814 0.838 0.862
0.4 0.887 0912 0.937 0962 0988 1.014 1.040 1.066 1.093 1.120
0.5 1.148 1.175 1.203 1.232 1261 1.290 1.320 1.350 1.381 1.412
0.6 1.144 1476 1.510 1.543 1578 1.613 1.648 1.685 1.723 1.761
0.7 1.801 1.841 1.883 1926 1970 2.016 2.063 2.112 2.163 2.216
0.8 2271 2329 2389 2453 2520 2.590 2.666 2.746 2.832 2925
0.9 3.026 3.138 3.261 3.401 3.561 3.749 3978 4272 4.683 5.382
X= 139
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Tablo 4.k = 1 ve m = 3.5 i¢in Richard(1,3.5, x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

000 001 002 0.03 0.04 005 006 007 008 0.09
00 |0 0.022 0.045 0.068 0.091 0.113 0.136 0.159 0.182 0.205
0.1 ]0.228 0.251 0.274 0297 0320 0.343 0366 0.389 0.413 0.436
02 [046 0483 0.507 0.531 0.554 0.578 0.602 0.627 0.651 0.675
0.3 [0.700 0.724 0.749 0.774 0.799 0.824 0.850 0.875 0.901 0.927
0.4 ]0.953 0.980 1.006 1.033 1.060 1.088 1.115 1.143 1.172 1.200
0.5 [1.229 1.258 1.2838 1.318 1.348 1379 1.410 1442 1474 1.507
0.6 |1.540 1.574 1.608 1.644 1.679 1.716 1.753 1.791 1.830 1.870
0.7 1911 1.953 1.996 2.040 2.086 2.133 2.182 2232 2284 2338
0.8 [2395 2454 2515 2580 2.648 2720 2.797 2.878 2.966 3.060
0.9 [3.162 3.275 3.400 3.541 3.702 3.891 4.122 4416 4.829 5.529
X= 1475
Tablo 5. k = 1 ve m = 6 i¢in Richard (1,6, x) dagilmndan iiretilen sayisal degerler.
000 0.01 0.02 0.03 0.04 005 006 007 008 0.09
00 |0 0.025 0.051 0.077 0.103 0.129 0.155 0.181 0.207 0.233
0.1 ]0.259 0.285 0311 0337 0363 0389 0415 0442 0.468 0.494
02 ]0.521 0.547 0.574 0.601 0.628 0.655 0.682 0.709 0.736 0.763
03 ]0.791 0.818 0.846 0.874 0902 0.930 0.958 0.987 1.015 1.044
0.4 |1.073 1.102 1.132 1.161 1.191 1222 1252 1.283 1.314 1.345
0.5 |1.377 1409 1.441 1474 1507 1540 1.574 1.608 1.643 1.678
0.6 |1.714 1751 1.788 1.825 1.864 1.903 1.943 1.983 2.025 2.067
0.7 |2.111 2155 2200 2247 2295 2345 2396 2449 2503 2.560
0.8 |2.619 2680 2744 2811 2882 2956 3.035 3.118 3.208 3.305
0.9 |3.409 3.524 3.652 3.794 3958 4.150 4382 4.679 5.093 5.796
X= 1597
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Tablo 6. k =1 ve m = 10 i¢in Richard (1,10, x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.029 0.058 0.087 0.116 0.145 0.175 0.204 0.233 0.262
0.1 0.291 0.321 0.350 0.379 0409 0438 0.468 0.497 0.527 0.557
0.2 0.586 0.616 0.646 0.676 0.706 0.736 0.766 0.796 0.827 0.857
0.3 0.888 0919 0949 0980 1.012 1.043 1.074 1.106 1.137 1.500
0.4 1.201 1.234 1266 1299 1.332 1.365 1.398 1.432 1.466 1.863
0.5 1.535 1.570 1.605 1.641 1.677 1.713 1.750 1.787 1.824 2.279
0.6 1.901 1941 1980 2.021 2.062 2.104 2.146 2.190 2234 2279
0.7 2.325 2372 2420 2470 2.520 2.573 2.626 2.682 2.739 2.798
0.8 2.859 2923 2990 3.059 3.132 3.209 3290 3376 3.468 3.567
0.9 3675 3.792 3921 4.067 4.232 4426 4.661 4960 5377 6.082
X = 1.7805

Tablo 7. k = 1 ve m = 20 igin Richard (1,20, x) dagilmindan iiretilen sayisal degerler.
0.00 0.01 0.02 0.03 004 0.05 006 007 0.08 0.09
00 |0 0.034 0.068 0.102 0.136 0.170 0.205 0.239 0.273 0.307
0.1 10341 0376 0410 0444 0479 0513 0.548 0.582 0.617 0.651
0.2 [0.686 0.720 0.755 0.790 0.825 0.860 0.895 0.930 0.965 1.001
03 |1.036 1.071 1.107 1.143 1.179 1.215 1.251 1.287 1.323 1.36
04 1397 1434 1471 1.508 1.546 1.583 1.621 1.660 1.698 1.737
05 | 1776 1.815 1.855 1.895 1.935 1976 2.017 2.059 2.101 2.143
0.6 |2.186 2.230 2274 2318 2.364 2409 2456 2.504 2.552 2.601
0.7 2651 2702 2.755 2.808 2.863 2919 2976 3.036 3.097 3.160
0.8 [3.225 3292 3.363 3436 3.513 3.593 3.678 3.768 3.864 3.966
09 [4.077 4.198 4.331 4480 4.649 4846 5.084 5.387 5.807 6.515

X =2.0005
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Tablo 8. k = 1 ve m = 30 i¢in Richard (1,30, x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0

0.373
0.749
1.130
1.521
1.929
2.367
2.859
3.457
4.332

0.037
0.411
0.787
1.169
1.561
1.971
2.413
2912
3.527
4.455

0.074
0.448
0.825
1.207
1.601
2.014
2.460
2.967
3.600
4.590

0.112
0.486
0.863
1.246
1.641
2.057
2.507
3.023
3.675
4.741

0.149
0.523
0.900
1.285
1.682
2.100
2.555
3.080
3.754
4913

0.186
0.561
0.939
1.324
1.722
2.143
2.604
3.139
3.837
5.112

0.224
0.598
0.977
1.363
1.763
2.187
2.653
3.199
3.924
5.352

0.261
0.636
1.015
1.402
1.804
2.232
2.703
3.261
4.016
5.657

0.298
0.673
1.053
1.442
1.846
2.276
2.754
3.324
4.114
6.079

0.336
0.711
1.091
1.481
1.887
2.321
2.806
3.389
4.219
6.789

X =

2.14

Tablo 9. k = 0.2 ve m = 2.5 i¢in Richard(0.2,2.5, x) dagilimindan iiretilen sayisal degerler.

0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

0.07

0.08

0.09

0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9

0
1.055
2.130
3.248
4.437
5.740
7.222
9.006
11.359
15.134

0.105
1.161
2.240
3.363
4.562
5.879
7.384
9.209
11.647
15.690

0.210
1.268
2.350
3.479
4.687
6.019
7.550
9.418
11.949
16.309

0.315
1.375
2.460
3.596
4.814
6.162
7.718
9.632
12.266
17.006

0.421
1.482
2.571
3.713
4.942
6.306
7.890
9.854
12.600
17.807

0.526
1.589
2.682
3.832
5.071
6.453
8.065
10.083
12.954
18.748

0.632
1.697
2.794
3.951
5.202
6.602
8.244
10.319
13.330
19.893

0.737
1.805
2.907
4.071
5.334
6.753
8.428
10.564
13.731
21.360

0.843
1.913
3.020
4.192
5.468
6.907
8.616
10.819
14.161
23.416

0.949
2.021
3.134
4314
5.603
7.063
8.808
11.083
14.627
26.911

X =

6.989
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Tablo 10. k = 0.02 ve m = 2.5 igin Richard(0.02,2.5,x) dagilimindan iiretilen degerler.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
00 |0 1.052 2.105 3.158 4.212 5.266 6.321 7.378 8.436 9.495
0.1 10.556 11.619  12.685 13.752  14.822  15.895 16.971 18.050  19.133  20.219
0.2 | 21.309 22404  23.503  24.606  25.715  26.829  27.948  29.073  30.204  31.342
0.3 | 32.486 33.638 34796 35963  37.138  38.321  39.513  40.714 41925  43.147
0.4 | 44379 45.622  46.877  48.144 49423  50.716  52.023  53.345  54.682  56.035
0.5 | 57.404 58792  60.197  61.622  63.068 64.534  66.023  67.536  69.073  70.637
0.6 | 72.228 73.849 75500  77.183 78901  80.656  82.449  84.284  86.163  88.088
0.7 | 90.064 92.093  94.180  96.329  98.544  100.832 103.198 105.649 108.193 110.839
0.8 | 113.596  116.477 119.495 122.665 126.007 129.544 133.301 137.313 141.619 146.273
0.9 | 151.340 156.907 163.095 170.068 178.071 187.481 198.930 213.605 234.167 269.112
X= 65.89
Tablo 11. k = 0.5 ve m = 2.5 i¢in Richard(0.5,2.5, x) dagilimindan iiretilen degerler.
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 0 0.042 0.084 0.126 0.168 0.210 0.252 0.295 0.337 0.379
0.1 0.422 0.464 0.507 0.550 0.592 0.635 0.678 0.722 0.765 0.808
0.2 0.852 0.896 0.940 0.984 1.028 1.073 1.117 1.162 1.208 1.253
0.3 1.299 1345 1.391 1.438 1485 1.532 1.580 1.628 1.677 1.725
0.4 1.775 1.824 1.875 1.925 1976 2.028 2.080 2.133 2.187 2.241
0.5 2.296 2351 2.407 2464 2522 2581 2.640 2.701 2.762 2.825
0.6 2.889 2953 3.020 3.087 3.156 3.226 3.297 3.371 3.446 3.523
0.7 3.602 3.683 3.767 3.853 3.941 4.033 4.127 4.225 4.327 4.433
0.8 4.543 4.659 4.779 4906 5.040 5.181 5332 5492 5.664 5.850
0.9 6.053 6.276 6.523 6.802 7.122 7.499 7.957 8.544 9.366 10.764
X= 279
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Tablo 12. k = 0.05 ve m = 2.5 i¢in Richard(0.05,2.5, x) dagilimindan iiretilen degerler.

0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

000 0.421 0.842 1.263 1.684 2.106 2.528 2.951 3.374 3.798
0.1 | 4.222 4.647 5.074 5.501 5.929 6.358 6.788 7.220 7.653 8.087
0.2 | 8.523 8.961 9.401 9.842 10.286 10.731 11.179 11.629 12.081 12.536
0.3 | 12.994 13.455 13918 14385 14.855 15328 15.805 16.285 16.770 17.258
04 | 17.751 18.248 18.750 19.257 19.769 20.286 20.809 21.338 21.872 22414
0.5 | 22.961 23.516 24.079 24.649 25227 25.813 26409 27.014 27.629 28.255
0.6 | 28.891 29.539 30.200 30.873 31.560 32.262 32979 33.713 34.465 35.235
0.7 | 36.025 36.837 37.672 38.531 39.417 40.333 41.279 42.259 43.277 44.335
0.8 | 45.438 46.590 47.798 49.066 50.403 51.817 53.320 54.925 56.647 58.509
0.9 | 60.536 62.763  65.238  68.027 71.228 74992 79.572 85.442 93.667 107.645

X = 27.96

3.4. Biiyiime Modellerinde Richard Link Fonksiyonunun Kullanilmasi

Biiyiime egrisi modellerinde kullanilan egriler diizlemde S-egrisi olarak
adlandirilmaktadir. Reel uygulamalarda bir biiyiime modeli temelde iki sekilde
incelenmektedir. Birincisi zamana baghh olarak gozlemlenen bir biiylime verisinin
modellenmesi ikincisi ise ilgilenilen bir takim bagimsiz degiskenlerin etkileri sonucunda
gozlemlenen bir biiyiime verisinin modellenmesidir. Zamana bagli olarak gdzlemlenen
biiylime verilerinde goézlemlenen canlinin veya bir organizmanin ilgilenilen boyut
biiytikligl dikkate alinmaktadir. Saglikli ¢ocuk gelisiminde boy uzunlugu, kilo miktar1
gibi degiskenler bu tip verilere 6rnek olarak gosterilebilir. Ilgili bir takim bagimsiz
degiskenlerin degisimi sonucu meydana gelen artimlarin incelenmesine ise daha c¢ok
farmakolojik arastirmalarda rastlanmaktadir. Ornek olarak bir ilacin etkin olan maddesinin
doza bagl olarak kandaki emilimi veya verilen ilaca bagli olarak hastada gdzlemlenen
degisiklikler verilebilir.

Buna ilaveten siklikla lojistik regresyon uygulamalarinda da biiylime egrileri
kullanilmaktadir. iki grup lojistik ayrimsamada reel degiskenlerin sifir ve bir gibi iki deger
alan bagimh degiskenle eslenmesinde link fonksiyonlar1 olduk¢a Onemlidir. S-egrisinin
verilere uygun olarak yapilandirilmasinda egrinin esnekliginin 6nemi oldukca fazladir.
Bundan dolay1 gerek biiylime egrilerinde gerekse lojistik regresyon analizinde kullanilan

link fonksiyonlarmin esnekligini artirict birden fazla parametreyle kullanilmasi 6nemlidir.
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S-egrileri siirekli artan bir egilim gostermesine karsilik belli bir seviyeden sonra
sabitlesmelidir. Dogal olarak biiyiimenin sonsuza kadar devam etmesi beklenemez. Ancak
yapiya bagh olarak S-egrisindeki bliytimenin ilk anlarda fazla daha sonra ise yavaslayarak
sabitlestigi gozlenmelidir. Bu durumda egrinin bir biikiilme noktasi mevcut olmalidir.
Genelde lojistik ayrimsama problemlerinde bu biikiilme noktasi esas alinarak ayrimsama
yapilmaktadir.

Baz1 biiylime modellerinde S-egrisi artan bir grafik gosterirken belli anlarda
duraklamaya sahip olmaktadir. Bu anlarinda belirlenmesi biiylimenin incelenmesi
acisindan oldukca Onemlidir. Veriden gdézlemlenemeyen bu anlar biiyiime modelinde
modelin yapisina bagli olarak bazi modellerde gozlemlenebilmektedir. Bir sonraki kisimda
bu 6zellige deginilecektir.

Sonug¢ olarak gerek biliylimenin gerekse lojistik ayrimsamanmn daha saglikli bir
sekilde yapilabilmesi i¢in secgilen link fonksiyonunun esnekliginin yeterince fazla olmasi
yani bu esnekligi gosterebilecek parametre g¢oklugunun modelde bulunmasi oldukca
onemlidir. Bilinen link fonksiyonlarinin igerisinde bu esneklige en fazla sahip olan link
fonksiyonu Richard link fonksiyonudur. Nadir olarak veri yapisinin 6zelliginden
kaynaklanan bazi1 durumlarda diger biiyiime egrilerinin de uyumu yeterli olabilmektedir.

Bu alt boliimde Richard link fonksiyonunun parametrelerinin veriye uygun olarak
nasil belirlenebilecegini gostermeye calisacagiz.

Model parametrelerinin tahmin edilmesinde kullanilan en 6nemli yontem hig stiphe
yoktur ki en kiiclik kareler yontemidir. Gauss Markov teoremine gore model
parametrelerinin en kii¢iik kareler tahmini minimum hatali tahmindir. Bu teorem Johann
Carl Friedrich Gauss ve Andrey Markov tarafindan ispatlanmistir. Johann Carl Friedrich
Gauss 30 Nisan 1777 tarihinde diinyaya gelmis alman matematikgidir. Oliimii 23 Subat
1855 tarihindedir. 78 yillik hayat1 boyunca matematik bilimine bir¢ok hizmette bulunmus
ender bilim adamlarindan birisidir. Andrey Markov ise 14 Mayis 1856 tarithinde dogmus
ve 66 yillik 6mrii boyunca sayisiz bir¢ok alanda bilime hizmet ederek 20 Haziran 1922
tarithinde hayatini kaybetmistir. Lineer modeller i¢in en iyi yansiz tahmin edici olarak
adlandirilan en kiiciik kareler yontemi bu giin dahi siklikla kullanilan en etkili yontemdir.

Yontemin igeriginde lineer denklem sistemi degisken sayisindan fazla sayida
denklem iceriyorsa kesin ¢6ziim olmadigindan ¢6ziim denklemleri minimum hatayla
saglayacak degerlerin bulunmasina dayanmaktadir. Lineer denklem sisteminin katsayilar

matrisi bu durumda karesel olmayip boyuna uzunlamasina bir matris olmaktadir. Tersi
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almamadig1r i¢in ama¢ denklem sistemini soldan katsayilar matrisinin transpozu ile
carparak katsayilar matrisini karesel hale getirmektir. Ger¢ekten bu sayede lineer denklem
sistemi karesel hale gelmekte ve katsayillar matrisinin tersi alinarak ¢6ziim
bulunabilmektedir.

Bazi uygulamalarda degisken sayis1 fazla buna karsilik denklem sistemini olusturan
denklem sayis1 degisken sayisindan az olabilmektedir. Bu durumda denklem sistemi soldan
katsayilar matrisinin transpozu ile ¢arpildiginda olusan karesel matris tam rankli olmayip
determinant: sifir ¢ikmaktadir. Bu durumda tersi alinamamakta ve denklem sistemi yine
coziilememektedir. Bu gibi durumlarda ise katsayilar matrisinin asal kosegen elemanlarina
minimum pozitif bir say1 eklenerek bu sorun ortadan kaldirilabilmektedir. Bu sekilde elde
edilen regresyon modellerine Rich regresyon modelleri denilmektedir.

Sonug¢ olarak en kiigiik kareler yontemi gerek lineer modellerde ve gerekse
lineerlestirilebilen modellerde halen kullanilan ve bilinen en etkili yOdntemdir.
Lineerlestirme yOntemi sayisal hesaplamalarda ¢oziilemeyen denklemlerin ardigik
hesaplamalarla yaklasik ¢oziimiiniin bulunmasimni saglayan etkili ve 6nemli bir yontemdir.
Bu yontemde denklemin lineer olmayan kismi genellikle Taylor serisine agilarak serinin
lineer olan ilk iki teriminin kullanilmas1 sayesinde lineer hale getirilmektedir. Bu sayede
coziilen denklemden bulunan sayisal deger bir sonraki adimda Taylor serisinde tekrar
kullanilarak denklem bir kere daha ¢dziilmektedir. Islemler ayn1 adimlarla tekrarlanarak
¢Ozlim duraganlasincaya kadar devam edilmektedir. Yontem temelde lineer olmayan bir
fonksiyonun reel bir degerinin zaten yaklasik olarak degerlendirilmesinden
kaynaklanmaktadir. Ornek olarak iistel veya tirigonometrik bir ifadenin kesin degeri zaten
bulunamamaktadir.

Richard link fonksiyonunda k parametresinin tahmin edilebilmesi i¢in hata kareler
toplami olusturularak sozii edilen yontem kullanilabilmektedir. Bu durumda Richard link

fonksiyonunun i-inci gozlem degeri i¢in degeri asagidaki sekilde olmak lizere,
9i = (1 + (m— 1) exp(=kox,))/~™ (3.23)

Taylor polinomu kullanilarak lineerlestirilmis hali,

9i ~ 9 (ko) + 2240 ( — k) (3.24)
dk
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seklinde kullanilabilir. Buradan hata kareler toplami fonksiyonu ve tiirevi asagidaki

sekilde elde edilecektir,

HKT = Zj(y,. —9,)? (3.25)

dHKT d9:(k
_ Z ¥ — 9, Vilko) _ 0 (3.26)

dk

Bu denklemin ¢oziimiinden k parametresi bulunarak bulunan bu deger Taylor
aciliminda tekrar kullanilarak ayni iglemler tekrarlanacaktir. Tiim bu iglemler yapilirken m
parametre degeri belirlenen sabit olarak kabul edilir. Bunun aksine k parametresinin
sabitlenen degeri icin m parametre degeri bulunmak isteniyorsa hata kareler toplamidan
m parametresine gore tlirev alinarak denklem ¢oziilmelidir. Bunun i¢in Taylor agilimi

asagidaki formda olmalidir,

dy;(my)

I (m —my) (3.26)

Vi = Ji(mo) +

Burada m parametresine gore tiirev,

Ao
d—i:; =1+ (m—1)exp(=kox )™ In(1+ (m — 1) exp(=kyx;))e ** (3.27)

seklinde olacaktir. Buradan hata kareler toplammin m parametresine gore

tiirevinden elde edilen denklem devamdaki sekilde olur,

dHI(T d
Z y] ,\ yl(mO) -0 (328)

Hata kareler toplami fonksiyonunda ¥; degerinin lineerlestirilmis seklinin
kullanildigina dikkat edilmelidir.
Richard link fonksiyonunun yapi itibari ile kullanilan iki parametresinden k

parametresinin egrinin sekli ile ilgili, m parametresinin ise egrinin konumuyla ilgili
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oldugunu biliyoruz. Bir onceki alt kisimda yer alan tablolara dikkat edildiginde Richard
link fonksiyonundan iiretilen sayilarin m parametresi degistikce buna baglh olarak
ortalamasmin pek fazla etkilenmedigini ancak ortalamanin k parametresine gore
degistigini gorebilmekteyiz.

Dogal olarak Richard link fonksiyonundan elde edilen dagilimin ortalamasimin
bulunamamasi bize bu yorumu analitik olarak yapma kolayligini1 saglayamamaktadir.
Ancak gorsel olarak iiretilen degerlerin ortalamasinin etkin bir sekilde k parametresine
bagli oldugunu buna karsilik m parametresinden ¢ok az miktarda etkilendigini
gorebilmekteyiz. Bu link fonksiyonunun analitik yapisindan kaynaklanan onemli bir
ozelliktir.

Model tahmini yapilirken m parametresi sabit tutuldugunda k parametresine gore
uyum aranabilmektedir. Bu sayede model i¢in uygun bir k degeri bulundugunda verilerin
modele daha iyi uyumunu saglayabilmek a¢isindan modeli m parametresine gore deforme
edebiliriz.

Dogal olarak her bir veri degeri i¢in farkli bir m parametre degeri bulmak model
yapisint karmasiklastiracaktir. Ancak incelemenin 6zii buna dayanmaktadir. Modelin
optimal uyumu i¢in bu yapilmalidir. Buna karsilik modelin belli bir hata pay1 goz oniine
alinabiliyorsa modele uymayan aykir1 degerler icin bu islemi yapmak daha uygun
olabilmektedir.

Oteleme parametresini asagidaki sekilde almamiz bunun igin yeterli olacaktir. Bu

durumda 7 parametresini,

1

T = m (329)

olarak alacak olursak m € (—o0,00) i¢in 7 € (0,1) araliginda degisir. Bu ise bize
hatali smiflanan bazi gézlemler i¢cin m degerinin dogru smiflama yapabilecek sekilde

degistirilebilecegini garanti etmektedir.
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3.5. Biiyiime Egrilerinde Duraklama Anlarinin Belirlenmesi

Biiyiime egrisi modellerinde kullanilan S-egrileri genellikle iistel yapida stirekli
fonksiyonlar olup artan oldugu araliklarda biikiim noktalarina sahip degildirler. Ancak
baz1 biiyiime verilerinde biiyiimenin gerceklesmedigi duraklama anlar1 bulunabilmektedir.
Boyle bir biiyiime verisini herhangi bir biiyiime modeliyle agiklamaya calistigimizda
veride var olan bu duraklama anlar1 kaybolmaktadir. Bu ise analizde olduk¢a 6nemli olan
bir bilgi kaybina neden olmaktadir. Ozellikle farmakolojik verilerde herhangi bir ilacin
meydana getirdigi etkiyi gézlemlerken meydana gelen etkinin artmamasi, etkinin istenen
seviyeye gelememesini saglamaktadir. Bu durumda arastirmaci bu duraklama anini tespit
ettiginde kullanilan ilacin dozunu artrrabilir veya bunun nedenini ilaca bagli olarak
arastirma imkanina sahip olabilir.

Bir biiyiime egrisi verisinde var olan duraklama anlarinin tespit edilmesi ancak
incelenen verilere ait modelin ikinci tiirevinin sifira esit olabilecegi noktalarin
bulunmasiyla miimkiin olabilmektedir. Bu noktalar bir biiyliime egrisinin ikinci tiirevi artan
oldugu aralikta higbir zaman sifira esit olmayacagindan biiylime egrisi yardimiyla elde
edilemez. Bu noktalarim tespiti i¢in verilere farkli bir modelin yaklasimi gerekmektedir. Bu
ise modelin yaklasiminin degerlendirilebildigi lineer pozitif operatorler yardimiyla
yapilabilir. Genelde modelin yaklagimi modelin uyum iyiligi olan regresyon kareler
toplam1 veya hata kareler toplami yardimiyla kiyaslanmaktadir. Ancak lineer pozitif
operatorlerde modelin yaklasimi model degeri ile gercek fonksiyon degerinin farkinin
mutlak degerinin maksimum sinirinin bulunmasiyla yapilmaktadir. Bu durumda fonksiyon
ile operatoriin sabit degerinin farki degerlendirilirken fonksiyonun tiirevlerinin de
kullanilmasmni miimkiin kilabilmektedir. Bu konu ile bilinen en onemli ilk kaynak
Voronovskaja’nin asimptotik formiiliidiir. 1932 yilinda yapilan bu caligmada asagidaki

asimptotik yaklagim elde edilmistir,

x(1—x
B, (f,x) =f(x)+(2—n)f”(x)+0(1/n) , n-o o (3.30)
Burada B, (f, x), n-inci dereceden Bernstein polinomu, f(x), 0 < x < 1 siirekli ve

ikinci mertebeden tiirevlenen bir fonksiyon ve 0(1/n) ise n - o i¢in sifira yaklasan hata

terimidir. E. Voronovskaja bu c¢aligmasini Moskova bilimler akademisinin 6nemli bir
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yayini olan Doklaud Akademia Nauk SSSR dergisinde yaymlamistir. Daha sonraki yillarda
bu konu ile ilgili baz1 ¢alismalara literatiirde rastlanabilmektedir. Ozellikle 2008 yilinda
yapilan bir calismada Bulgar arastirmaci Gancho T. Tachev, Voronovskaja’nin asimptotik
formiiliinii farkl sekilde yorumlayarak bazi sonuglara ulagabilmistir.

Konunun en genis ele alinig sekli M. Giircan tarafindan 2011 yilinda yapilan bir
calismayla ortaya konulmustur. Bu calismada fonksiyon ile herhangi keyfi mertebeden
tiirevlerinin lineer kombinasyonu ile yaklasim operatoriiniin degerinin farkinin mutlak
degeri bir list smir ile smirlandirilmistir. A. A. Shahbazov’un da i¢inde bulundugu bu
calismada onemli birgok sonu¢ elde edilebilmis ve literatiire kazandirimistir. A. A.
Shahbazov’un 2007 yilinda 6liimiinden sonra bu ¢alisma Shahbazov’un anisina ithafen
yayinlanmistir. Simdi devamda kisaca bu ifadelerden bahsedelim.

Kesikli parametreli {X,,;:n > 1} stokastik siirecinde her bir n > 1 i¢in X,, tesadiifi
degiskeni (n,x) parametreli dagilima sahip olsun. Yaklasimda kullanilacak olan lineer

paozitif operator,

L,(f,x) = Ef(X,) < o (3.31)

olarak tanimlansm. Burada f fonksiyonu [a,b] araliginda tanimli reel degerli
siirekli bir fonksiyon olup m-inci tiirevi f(™ € C[a,b] olarak almnsm. X, tesadiifi
degiskeninin k-inc1 momentini asagidaki sekilde gdsterelim,

by = by(n,x), k=01,--,m (3.32)

Bu durumda tek pozitif m tamsayilar1 i¢in asagidaki yaklasim yazilabilmektedir,

< (fBam + 8y )0 (1/5) (333)

Burada w,, (1/8) fonksiyonu, f(™ fonksiyonunun siireklilik modiiliidir,

Wy (1/8) = suppe—y<slf (x) = fF)I (3.34)

Benzer sekilde cift pozitif m tamsayilar1 i¢in asagidaki yaklasim yazilabilmektedir,
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m k)
L=y T b < b+ 6B (1/5) (335

Dikkat edilecek olursa toplamin terimleri fonksiyonun kendisi ile tiirevlerinden
olusmaktadir. Bu durum Voronovskaja’nin ifadesinin keyfi mertebeli tiirevlere
genisletilmis seklidir. Bu kisimda bizim kullanacagimiz ifade sadece ikinci tiirevle ilgili
olacagindan toplami1 m = 2 i¢in yazmamiz yeterli olacaktir. Tesadiifi degiskene ait by
momentleri de merkezi momentler olarak kullanilirsa istenen ifade rahatlikla elde

edilebilmektedir,

Lo (f,x) = f(X)— f”( )| > (b2 + 84/byby)w,(1/6) (3.36)

Burada merkezi birinci moment sifir olacagindan fonksiyonun birinci mertebeden
tiirevi toplamda bulunmamaktadir. Toplam ifadesi sadece fonksiyonun kendisi ve ikinci
tiirevinden ibaret olmaktadir. Bu ifade S,~Binom(n,x) olmak iizere X,, = S,,/n olarak

alindiginda,

b, = d Clt)) (3.37)
n

seklinde elde edilir. b, merkezi momenti ise asagidaki sekilde sinirlandirilabilir,

E(S, —nx)*

<1 (3.38)

S
by = E(—-—x)* =

Elde edilen bu ifadeler ilgilenilen esitsizlikte yerine yazilacak olursa asagidaki

sonu¢ elde edilecektir,

Baf) — )~ 2 )| < ”g

W, (1/vn) (3.39)
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Burada B, (f,x) Bernstein polinomu olup § =+vn ve x(1—x) < 1/4 olarak
almmistir. Elde edilen bu son esitsizlikten fonksiyonun ikinci tlirevi i¢in alt ve iist smir

degerleri asagidaki sekilde elde edilecektir,

1++3 x(1—x) _,
~an w2+Bn(frx)_f(x)STf (x)
- gf w, + B, (f,x) — () (3.40)

Elde edilen bu daraltilmig aralikta fonksiyonun ikinci tiirevi sifir degerini
alabiliyorsa bu aralikta bir biikiim noktasma sahip olacaktir. Biikiim noktalar1 biiyiime

modellerinde duraklama anlarma karsilik gelmektedir.

3.6. Biiyiime Egrisinin Duraklama Anlarina Gore Parcalanmasi

Richard link fonksiyonu ayni zamanda bir biiyiime egrisi modeli oldugu i¢in hi¢cbir
noktada biikiime sahip olamamaktadir. Ancak pozitif yar1 eksende tanimlanan Richard
dagilimi baslangic noktasinda biikiime sahip olabilmektedir. Bu 6zelliginden dolayr alt
araliklarda tanimlanan Richard dagilimlar1 pes pese eklenerek tam bir pozitif ekseni
ortebilir. Dogal olarak alt araliklarda tanimlanan dagilimlarm pes pese eklenerek yeni bir
bliylime modelinin olusturulmas1 dagilim fonksiyonu yapisini bozacak ancak biiylime
egrisi modeline duraklama anlarinin yerlestirilebilmesine olanak saglayacaktir.

Biiyiime egrisinin pozitif yar1 eksende tespit edilen duraklama anlar1 t4, t,, --- olsun.
Richard dagilimmin tanimli oldugu alt araliklart A; = [a;T, a;;4T] , j = 0,1, olarak
alalim. Bu durumda ilk duraklama ani ve ardisik duraklama anlar1 asagidaki sekilde alt

araliklarin u¢ noktalarma eslensin,

(ZoT:O,(ZjT: ],]= 1,2,"'

A; alt araliginda tanimli Richard dagilimmin olasilik fonksiyonu F;, j = 0,1,
olsun. I(A;) alt araligm karakteristik fonksiyonu olmak lizere bilyiime egrisi modeli

devamdaki bicimde yazilabilmektedir,
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F(x) = Z Ui+ FM)]1(4)) (3.41)
J

Benzer sekilde elde edilen bu biiylime egrisi modeli zamana bagli periyodik
verilerin incelenebilmesi i¢in de kullanilabilir. Ancak bu durumda serinin tespit edilen
kirilma noktalarinda olusturulan ¢ekirdek model azalan trend araliklarinda 1 — F seklinde
kullanilmalidir. Artan ve azalan trendlerin birlikte ele alindig1 durumda modelin ¢ekirdek

kismui,
1—a+ Qa-1F (3.42)

seklinde alinabilir. Burada «a parametresi azalan trend icin a = 0, artan trend i¢in ise
a = 1 olarak almacaktir. « = 1/2 olmasi durumu ise serinin duraganlhigini gosterecektir. a

parametresinin dagilimi belirlenebildiginde serinin duraganlik testi yapilabilir.
3.7. Sarmal Richard Dagilimi

Tesadiifi degiskenin periyodik oldugu durumlarda veya gozlem degerlerinin
periyodik oldugu durumlarda kullanilabilecek uygun olan dagilimlar dairesel dagilimlardir.
Dairesel dagilimlar son yillarda oldukga lizerinde durulan 6nemli konulardan birisidir. Bu
konuyla ilgili ilk tanimlama sarmal (wrapped) yogunluk fonksiyonudur. X > 0 ve [0,27]
periyod uzunluguna sahip olan ve periyodik deger alan siirekli bir degisken olsun.
Yogunluk fonksiyonu f(x) olmak iizere yogunluk fonksiyonunun pozitif yar1 eksen
iizerinden integrali bir olmalidir. Buna gore pozitif yar1 ekseni 2w uzunlugundaki pargalara

ayirdigimizi diisiinilirsek asagidaki toplami rahatlikla yazabiliriz,

e}

[0,0) = [0,27) + [277, 470) + -+ = Z [2km, (2k + 2)) (3.43)
k=0

Bu durumda pozitif yar1 eksende yogunluk fonksiyonunun integrali alt araliklarin

integrallerinin toplami seklinde yazilabilecektir,
o o (2k+2
f() f(x)dx = Zkz() fk(Tl' )T[f(X)dx

33



= E ; j flp + 2km)dep =1 (3.44)
k=0
0

Elde edilen bu sonugtan sarmal yogunluk fonksiyonu asagidaki sekilde

tanimlanabilmektedir,
fw(@) = k_of (¢ + 2km) (3.45)

Bu yogunluk fonksiyonu tiim reel eksende tanimlanmak istendiginde devamdaki

sekilde rahatlikla yazilabilmektedir,

fw(@) = Z:):_wf (¢ + 2km) (3.46)

Yogunluk fonksiyonunun periyodik veriye gore uyarlanmasi ile yogunluk
fonksiyonunun [—m, ] araliginda daraltilmasi farkli islemler olup birincisinde yogunluk
fonksiyonu periyod uzunluguna gore parcalanirken ikincisinde ise bir link fonksiyonu
kullanilarak fonksiyonun degisim araligi ilgilenilen araliga daraltilmaktadir. Bu sekilde

kullanilan en 6nemli link fonksiyonu,

cos
=059 (3.47)
1 —sing

topolojik es yapili (homeomorfizm) doniisiimdiir. Bu donilisim pozitif reel ekseni
[—m/2,m/2] arahgina daraltmaktadir.

Uygulanan yontem her tiirlii yogunluk fonksiyonu i¢in yapilabilir sekilde goziikse
de tesadiifi degigskenin gdézlem degerlerinin uygun olan sarmal dagilima uyum gostermesi
gerekmektedir. Bu nedenle uygulamada siklikla kullanilan diizgiin, normal, Cauchy gibi
dagilimlarin sarmal sekilde diizenlenmis bi¢imleri bulunmaktadir. Asagida sirasiyla sarmal
diizgiin, sarmal normal ve sarmal Cauchy dagilimlarinin yogunluk fonksiyonlar:

verilmistir,
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WU (p) = % (3.48)

1 o0 —(p — u — 2km)?
WN(p,u,0) = T Zk__ exp| 257 ] (3.49)
WC(QD, Do, V) = Z}?:—oo r

T(y2+(@+2km—@o)?)

1 sinhy

~ 2 coshy — cos(p — @g) (350)

Bunlara ilaveten sarmal dagilimlarin en yaygin kullanilanlarindan birisi de von
Misses dagilimidir. Bu dagilim Besses fonksiyonunun 6zelliginden yararlanilarak elde

edilmistir. Dagilimm yogunluk fonksiyonu asagidaki sekildedir,

exp(Kcos(x — )
21l (K)

Wf(x) = (3.51)

Burada I, (K) sifirmcei dereceli modifiye edilmis Bessel fonksiyonudur.

Simdi bu kisimda pozitif yar1 eksende tanimli olan Richard dagilimi i¢in ayni
uygulamay1 yapmaya c¢alisalim. X > 0 ve [0,2m] periyod uzunluguna sahip olan bir
tesadiifi degisken olsun. Richard yogunluk fonksiyonu f(x) olmak {izere sarmal yogunluk

fonksiyonu asagidaki sekilde yazilacaktir,

© ke—k(9+2nn) ® S/
— _ —-k(0+2nm)\ym/(1-m)
wf(6) ano ey (L (m = e ) (3.52)

Sarmal Richard yogunluk fonksiyonunun [0,2m] araligindaki integrali,

Oj W) do

Zoo {(1 + (m — l)e—(n+1)2krt)1/(1—m) —(1+ (m — l)e—ann)l/(l—m)}

o 1 — mu/a-m
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1
= —1 ey 7lll_>r2,[(1 + (m — 1)6.—(n+1)2krt)1/(1—m) _ ml/(l—m)] =1 (3.53)

olacak sekilde elde edilebilir. Sarmal Richard dagilimi ile alt araliklarda tanimlanan
Richard dagilimlar1 yapisal olarak benzerlik gostermektedirler. Her bir alt aralik ayni
periyot uzunluguna sahip olarak alindiginda ve dagilimlar, araliklar birbirini takip edecek
sekilde devam ettirildiginde pozitif yar1 eksende tanimli sarmal Richard dagilimi benzer

sekilde elde edilmis olacaktir. Ancak bu islemde katsayilar uygun sekilde degistirilmelidir.

3.8 Uygulama: Karinca Verileri ve Dagihm Fonksiyonunun Siirekli Deformasyonu

Kullanilarak Dairesel Richard Dagilimina Ait Uygulama

Istatistiksel analizin veri tiirleri icerisinde siirekli veriler ve bunlarin incelenmesi
onemli bir boliimii olusturmaktadir. Stirekli veriler icerisinde bir cember iizerinde yer alan
ac1 sal veriler siirekli veri tiirleri cinsinden sayilmakla birlikte siirekli verilerin analiz
metotlar1 ile incelenememektedir. Yirminci yiizyilin ikinci yarisindan itibaren kompleks
analizin yontemleri kullanilarak istatistiksel analiz metotlar1 icerisinde agisal verilere ait
yeni yontemler gelistirilebilmistir. Bu yontemlerin en dnemlilerinin basinda sarmal hale
getirilmis dagilim fonksiyonlar1 gelmektedir. Bu boliimde de karmnca verileri kullanilarak
bu verilere uyan sarmal Richard dagilimi olusturulacaktir. Karmca verileri karincalarin
gidis yonlerini gosteren acisal degerlerdir. Uygulamada 100 adet karincadan gozlenen ag1

degerleri kullanilacaktir. Veriler asagidaki tabloda gosterilmistir,
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Tablo 13. Karinca verileri

Sira Agt Frekans1 Sira Agt Frekans1 Sira Agt Frekansi
no: degeri no: degeri no: degeri

1 10 1 11 130 1 21 230 2
2 30 2 12 140 3 22 250 1
3 40 1 13 150 5 23 260 1
4 50 1 14 160 7 24 270 1
5 60 2 15 170 6 25 280 2
6 70 1 16 180 17 26 290 1
7 80 1 17 190 8 27 300 2
8 90 1 18 200 13 28 330 1
9 110 2 19 210 8 29 350 1
10 120 2 20 220 5 30 360 1

Yukaridaki tabloda gozlenen verilerin ortalamast 181.1 olarak hesaplanir. Sarmal
Richard dagilimi sonsuz toplam olarak tanimlandigindan hesaplamalarda toplam ifadesi
belli terim sayisinda birakilmalidir. Bu verilerde toplamin ilk bes terimi hesaplamaya dahil
edilmistir. Diger terimler 10~5den kiigiik oldugundan toplamda goz ardi edilmistir. Bu
durum  dikkate  almarak  sarmal = Richard  dagiliminmm  biiyiime  orani
k=1/5(181.1) = 0.001 olarak almmustir. Verinin deneysel dagilim fonksiyonu
olusturularak birikimli olasiliklar ve dagilimm sekil parametreleri asagidaki tabloda

hesaplanmastir,
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Tablo 14. Sarmal dagilimin sekil parametreleri

Sira no: Ac1 degeri Olasilig Birikimli olasilig1 m degeri
1 10 0.01 0.01 0.001
2 30 0.02 0.03 0.001
3 40 0.01 0.04 0.001
4 50 0.01 0.05 0.001
5 60 0.02 0.07 0.015
6 70 0.01 0.08 0.016
7 80 0.01 0.09 0.017
8 90 0.01 0.1 0.019
9 110 0.02 0.12 0.022
10 120 0.02 0.14 0.037
11 130 0.01 0.15 0.04
12 140 0.03 0.18 0.072
13 150 0.05 0.23 0.137
14 160 0.07 0.3 0.25
15 170 0.06 0.36 0.337
16 180 0.17 0.53 0.66
17 190 0.08 0.61 0.817
18 200 0.13 0.74 1.1
19 210 0.08 0.82 1.275
20 220 0.05 0.87 1.385
21 230 0.02 0.89 1.422
22 250 0.01 0.9 1.42
23 260 0.01 091 1.431
24 270 0.01 0.92 1.443
25 280 0.02 0.94 1.48
26 290 0.01 0.95 1.492
27 300 0.02 0.97 1.53
28 330 0.01 0.98 1.517
29 350 0.01 0.99 1.515
30 360 0.01 1 1.527

Sarmal Richard dagilimindan m degerine gore hesaplanan tahmini olasiliklar ve

hesaplanan mutlak hatalar asagidaki tabloda verilmistir,
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Tablo 15. Dagilimdan tahmin edilen olasilik degerleri

Sira no: Birikimli olasilig1 Tahmini olasilik Hata

1 0.01 0.0109 0.0009
2 0.03 0.0304 0.0004
3 0.04 0.04 0

4 0.05 0.049 0.001
5 0.07 0.0705 0.0005
6 0.08 0.0804 0.0004
7 0.09 0.0902 0.0002
8 0.1 0.1007 0.0007
9 0.12 0.1206 0.0006
10 0.14 0.1400 0

11 0.15 0.1506 0.0006
12 0.18 0.1807 0.0007
13 0.23 0.2303 0.0003
14 0.3 0.3049 0.0049
15 0.36 0.3604 0.0004
16 0.53 0.5307 0.0007
17 0.61 0.6101 0.0001
18 0.74 0.7408 0.0008
19 0.82 0.8200 0

20 0.87 0.8704 0.0004
21 0.89 0.8907 0.0007
22 0.9 0.900 0

23 0.91 0.9102 0.0002
24 0.92 0.9202 0.0002
25 0.94 0.9401 0.0001
26 0.95 0.9501 0.0001
27 0.97 0.9702 0.0002
28 0.98 0.9805 0.0005
29 0.99 0.99007 0.00007
30 1 0.9999 0.00001

Yukaridaki tabloda gosterilen mutlak hatalardan hata kareler toplam1 0.000030565
olarak hesaplanmistir. Asagida m degerlerinin tahmin edilmesi i¢in kullanilan program

kodlar1 bulunmaktadir,
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Tablo 16. m degerlerinin tahmininde kullanilan R program kodlar1

fy<-c(0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.001, 0.008, 0.015, 0.016, 0.017, 0.019, 0.0205, 0.022, 0.0295, 0.037, 0.04,
0.0506, 0.0612, 0.072, 0.085, 0.098, 0.111, 0.124, 0.137, 0.1531, 0.1692, 0.1853, 0.2014, 0.2175, 0.2336, 0.25, 0.2645,
0.279, 0.2935, 0.308, 0.3225, 0.337, 0.356, 0.375, 0.394, 0.413, 0.432, 0.451, 0.47, 0.489, 0.508, 0.527, 0.546, 0.565,
0.584, 0.603, 0.622, 0.641, 0.66, 0.6796, 0.6992, 0.7188, 0.7384, 0.758, 0.7776, 0.7972, 0.817, 0.8387, 0.8604, 0.8821,
0.9038, 0.9255, 0.9472, 0.9689, 0.9906, 1.0123, 1.034, 1.0557, 1.0774, 1.1, 1.1218, 1.1436, 1.1654, 1.1872, 1.209,
1.2308, 1.2526, 1.275, 1.297, 1.319, 1.341, 1.363, 1.385, 1.4035, 1.422, 1.42, 1.431, 1.443, 1.4615, 1.48, 1.492, 1.511,
1.53,1.517, 1.515, 1.527)

n=length(y)

z=rep(0,n)

b<-rep(0,n)

for (j in 1:m){

x[j1=G-1)/(n-1)

for (iin 1m){

a[i]=choose(n-1, (i-1))*(x[j1"G-1))*((1-x[j])"(n-1)) *y[i]

z=a

b[j]<-sum(z)

}

}
b

fb<-c(0.001, 0.00100424854855888, 0.00113802068173531, 0.00180052470531673, 0.00331245927552061,
0.00561234466720902, 0.00838380601428741, 0.0113284685182807, 0.0143278009497619, 0.0174547303680771,
0.0209027370847066, 0.0249023722901871, 0.0296610362110081, 0.0353324205344642, 0.0420082109392453,
0.0497225982302075, 0.0584628663102387, 0.0681821513670121, 0.0788119593236446, 0.090272659524541,
0.102480767036972,  0.115352725455213,  0.128805909458406,  0.142758282392712,  0.157128299759201,
0.171836241843541,  0.186807400389937,  0.20197672874415,  0.217293945409542,  0.232727806031232,
0.248268361977316,  0.263926443276231,  0.279730213222078,  0.295719283042687, 0.311937391834409,
0.328424930901183,  0.345212569244935,  0.362316942121271,  0.379738888957667,  0.397464200508521,
0.415466386671651,  0.433710697700441,  0.452158557035177,  0.470771670693021,  0.489515303072647,
0.508360474910409,  0.527285078790988,  0.546274079123699,  0.56531905359152,  0.584417351016014,
0.603571107228603,  0.622786298057135,  0.642071934198787,  0.661439427865225,  0.680902093577291,
0.700474693315699,  0.720172908941884,  0.740012631745047,  0.760009004778741,  0.780175233187815,
0.800521273572347,  0.821052598207721,  0.841769273810421,  0.862665575765474,  0.883730273180382,
0.90494758551022,  0.92629866375343,  0.947763331625242,  0.969321770759828,  0.990955864989829,
1.01265002206074, 1.0343914332208, 1.05616986537496, 1.0779771616252, 1.09980662371865, 1.12165235771704,
1.143508501624006, 1.16536806205628, 1.18722092128796, 1.20905049727267, 1.23082861276662,
1.25250843003824, 1.27401592439839, 1.29524139143039, 1.31603392292173, 1.33620341959782,
1.35553583247618, 1.37382658264772, 1.39093267738779, 1.40683458178288, 1.42168547683249,
1.43581376218089, 1.4496449807207, 1.46353207294668, 1.47752718544692, 1.49117339258061,
1.50341619659133, 1.51276809120929, 1.51806161943386, 1.52053050253067, 1.527)
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4. SONUC VE TARTISMA

Istatistik bilim dalinda &nemli bir yere sahip olan regresyon analizi, link
fonksiyonlari, biiyiime egrileri ve lojistik ayrimsama problemleri giiniimiiz biliminde halen
arastirilmaya devam edilen ve bir¢ok 6nemli arastirmacinin {izerinde durdugu konularin
basinda gelmektedir. Uygulama sahasinin genis olmasi konuya ayr1 bir Onem
kazandirmaktadir. Bu konuyla ilgili gelistirilen yeni yOntemler basta ekonomi, saglik
bilimleri, endiistri, sosyal bilimler olmak iizere diger bilim dallarinin arastirmacilari
tarafindan dikkatle takip edilmektedir.

Ekonomi ile ilgili alanlarda biliylime egrisi denildiginde, ekonomik biiylime, ticari
firmalarin sermaye artisi, liretim artisi gibi analizler ilk akla gelen inceleme sahalaridir.

Saglik bilimlerinde biiylime egrisi veya lojistik ayrimsama denildiginde, saglikli
bireyin gelisim ¢agindaki biiylimesinin incelenmesi, kan tahlillerinde kandaki incelenen
maddenin artisi, teshis icin gelen bireyin Ol¢liimlerine dayanarak hasta olup olmamasinin
karar1 gibi analizler ilk akla gelen inceleme alanlaridir. Bu gibi 6rnekler diger sahalarda da
siklikla verilebilir.

Yapilan caligmada Richard link fonksiyonlar1 incelenmistir. Richard link
fonksiyonlarmin gerek biiyiime egrileri olsun gerekse lojistik ayrimsama olsun her iki
alanda da basarili sonu¢ vermesinin 6nemli bir nedeni egrinin esnek bir yapiya sahip
olmasidir. Bu 6zelligi modelin veriye uyumunu artirarak istatistiksel incelemenin daha
saglikli sonu¢ vermesini saglamaktadir.

(Calismada sirastyla agagidaki analizlere yer verilmistir,

1. [0, 00) araliginda tanimlanan Richard yogunluk ve dagilim fonksiyonu,
2. Reel eksenin alt araliklarinda tanimlanan Richard yogunluk ve dagilim
fonksiyonu,
Biiyiime modellerinde Richard link fonksiyonunun kullanilmasi,
Biiyiime egrilerinde duraklama anlarinin belirlenmesi,
Biiyltime egrilerinin duraklama anlarmna gore pargcalanmasi,
Sarmal hale getirilmis Richard link fonksiyonunun incelenmesi,

Richard link fonksiyonunun reel diizlemin bir bandinda 6telenmesi,

® N kW

Richard link fonksiyonunun sekil parametresinin 6telemeye gore degistirilmesi.



Yukarida sekiz baslhk altinda toplanan analizler konunun daha ilerilere
tagmabilmesi igin sunulan basamaklardir. Ozellikle sarmal sekle getirilen Richard dagilimi
istatistik literatiirii icerisinde yeni yeni esaslandirilmaya bagslayan dairesel veriler icin
oldukca kullanigli bir sarmal dagilimdwr. Diger sarmal dagilimlardan ayrilan Onemli
ozelligi dagilim fonksiyonunun katsayisinin agik sekilde yazilabilmesidir. Bunun aksine
onemli sarmal dagilimlardan olan Von Misses dagiliminin normalleyen katsayis1 Bessel
denkleminden alman Bessel fonksiyonudur. Bessel fonksiyonunun analitik yapisinin
zorlugu bu dagilim fonksiyonunun kullanilabilirligini gli¢lestirmektedir.

Bunun yani sira alt araliklarda tanimlanan Richard dagilimlarinin siirekli bir sekilde
birbirlerine eklenebilmesi de bu dagilim i¢in oldukc¢a onemli bir 6zelliktir. Bu sayede bir
zaman serisi verisinin kirilma noktalarina gore incelenebilmesi analize oldukga biiyiik bir
deger katmaktadir.

Ayrica Richard link fonksiyonlarinin 6telenmesinde sekil parametresinin degisken
olarak alinmasi verinin dagilimmin yani sira sekil parametresinin dagilimmin da dnemini

ortaya koymustur.
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