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ÖZET

Doktora Tezi

KESİRLİ BASAMAKTAN LİNEER OLMAYAN BİR MODEL ÜZERİNE

Yusuf SOFUOĞLU

Ankara Üniversitesi
Fen Bilimleri Enstitüsü
Matematik Anabilim Dalı

Danı̧sman: Prof.Dr. Nuri ÖZALP

Bu tez dört bölümden oluşmaktadır.

Birinci bölüm giri̧s kısmına ayrılmı̧stır.

İkinci bölümde kesirli basamaktan türev ve integral operatörleri ile ilgili temel kavramlar
ve bazıözel fonksiyonlar verilmi̧s, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler için varlık
ve teklik teoremleri hatırlatılmı̧s, çözümlerin asimptotik kararlılı̆gıile ilgili sonuçlar ifade
edilmi̧stir. Ayrıca kesirli türev içeren matematiksel modellerde hafıza etkisine değinilmi̧stir.

Üçüncü bölümde iki dillilik ile ilgili, kesirli basamaktan lineer olmayan, iki bileşenli ve üç
bileşenli modeller ayrıayrıele alınmı̧stır. Bu modellerin denge noktalarıaraştırıldıktan
sonra denge noktalarının kararlılık analizi yapılmı̧stır. Ayrıca herbir model için simülasyon
yapılıp nümerik çözümleri verilmi̧stir.

Dördüncü bölümde, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler için bir monoton iteratif
teknik verilmi̧s ve iki bileşenli iki dillilik modeline uygulanmı̧stır.

Son bölüm ise elde edilen sonuçların analizine ayrılmı̧stır.

Mart 2015, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklemler, matematiksel modeller, kesirli
basamaktan lineer olmayan model, kararlılık, monoton iteratif teknik, iki dillilik, nümerik
çözümler, başlangıç değer problemi.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ON A NONLINEAR MODEL OF FRACTIONAL ORDER

Yusuf SOFUOĞLU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Nuri ÖZALP

This thesis consists of four chapters.

The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, basic concepts and some special functions on fractional integral
and derivatives are given, existence and uniqueness theorems for fractional differential
equations are stated and some results on asymptotic stability of solutions are expressed.
Also, memory effect in mathematical models including fractional differential equations is
referred.

In the third chapter, fractional order nonlinear models with two compenents and three
compenents on bilingualism are given, respectively. The equilibrium points of the models
are investigated and stability analysis of these points is performed. Also, simulation and
numerical solution of each model is given.

In the fourth chapter, a monotone iterative technique is defined for fractional order differ-
ential equations and the technique is applied to the bilingualism model with two compo-
nents.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

March 2015, 43 pages

Key Words: Fractional differential equations, mathematical models, fractional order
nonlinear model, stability, monotone iterative technique, bilingualism, numerical solutions,
initial value problem.
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Yusuf SOFUOĞLU
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ŞEKİLLER DİZİNİ
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1. GİRİŞ

Tamsayı olmayan basamaktan türev ve integral kavramları ilk olarak Leibniz ve

L’Hospital tarafından 1695 yılında ortaya konmuştur. Marquis de L’Hospital (1661-

1704)’ın 1695 yılındaWilhelm Leibniz (1646-1716)’e sorduğu “Tamsayıbasamaktan

türevler kesirli basamaktan türevlere geni̧sletilebilir mi ?”sorusu kesirli diferensiyelin

çıkı̧s tarihi olarak gösterilebilir.

Kesirli diferensiyel türev ve integralin tam olmayan (keyfi) basamaklara geni̧sletilmi̧s

bir şeklidir. Son yıllarda kesirli kalkülüs, teorik matematikte olduğu kadar uygu-

lamalarda da önemli bir yer edinmi̧stir. Buna rağmen kesirli kalkülüsü yeni bir

matematik teorisi olarak görmek mümkün değildir. Kesirli kalkülüsün temelleri

klasik kalkülüs kadar eskiye dayanmaktadır. Kesirli kalkülüs ile ilgili pekçok ki-

tap yazılmı̧s, bu kitaplarda kesirli kalkülüsün tarihi detaylıbir şekilde verilmi̧stir.

(Oldham ve Spanier 1974 , Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006)

Kesirli basamaktan türev içeren modeller çeşitli fiziksel ve biyolojik süreçler ile

dinamik sistemlerin kontrolü teorisinde tamsayıbasamaktan modellere göre daha

iyi sonuçlar vermektedir. Viskoelastik meteryaller, elektroanalitik kimya, biyolo-

jik sistemlerin elektrik iletkenliği ve sinir hücrelerinin i̧sleyi̧si gibi süreçlerin kesirli

basamaktan türevler yardımıyla modellenmesi ve simülasyonları, kesirli basamaktan

diferensiyel denklemlerin önemini arttırmaktadır. Özellikle birçok madde ve sürecin

hafıza ve kalıtsal özelliklerini açıklamak için kesirli operatörleri kullanmak uygun bir

yaklaşımdır, zira bu tip özellikler tamsayıbasamaktan türevde göz ardıedilmektedir.
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2. KESİRLİ BASAMAKTAN DİFERENSİYEL DENKLEMLER

Bu bölümde kesirli basamaktan türev ve integral operatörleri ile ilgili temel tanımlar

ile bu operatörlerin bazıözellikleri verilecek, ardından kesirli basamaktan diferen-

siyel denklemlerle ilgili bazıteoremler verilecektir.

2.1 Kesirli Operatörlerle İlgili BazıÖzel Fonksiyonlar

2.1.1 Gamma fonksiyonu

Kesirli diferensiyel ile doğrudan ili̧skili olan Gamma fonksiyonunu en basit anlamıyla

faktöriyelin bütün reel sayılara genelleştirilmesi olarak ifade edebiliriz. Gamma

fonksiyonu

Γ(z) =

∞∫
0

e−ttz−1dt

genelleştirilmi̧s integrali yardımıyla tanımlanır, bazen genelleştirilmiş faktöriyel fonk-

siyonu olarak da anılır. Gamma fonksiyonunun en temel özelliklerinden biri

Γ(z + 1) = zΓ(z) (2.1)

eşitliğidir. Bu ifade kısmi integrasyon yöntemi ile aşağıdaki şekilde kolayca ispat-

lanabilir.

Γ(z + 1) =

∞∫
0

e−ttzdt = [−e−ttz]t=∞t=0 + z

∞∫
0

e−ttz−1dt = zΓ(z).

Buradan Γ(1) = 1 olup (2.1) den z = 1, 2, 3, ... için

Γ(2) = 1.Γ(1) = 1 = 1!,

Γ(3) = 2.Γ(2) = 2.1! = 2!, (2.2)
...

Γ(z + 1) = zΓ(z) = z.(z − 1)! = z!

elde edilir (Podlubny 1999).
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2.1.2 Beta fonksiyonu

Gamma fonksiyonunun bazıkombinasyonlarıyerine aşağıda tanımlanan Beta fonksi-

yonunu kullanmak bir çok durumda daha uygun olabilir.

Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak üzere Beta fonksiyonu

B(z, w) =

1∫
0

τ z−1(1− τ)w−1dτ

şeklinde tanımlanır.

Laplace dönüşümü kullanarak Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasında aşağı-

daki gibi bir ili̧ski kurmak mümkündür. Bunun için

hz,w(t) =

t∫
0

τ z−1(1− τ)w−1dτ

integralini ele alalım. hz,w(t) fonksiyonunun tz−1 ile tw−1 in konvolüsyonu olduğu

ve hz,w(1) = B(z, w) olduğu açıktır. İki fonksiyonun konvolüsyonunun Laplace

dönüşümü o fonksiyonların Laplace dönüşümlerinin çarpımına eşit olduğundan, hz,w(t)

nin Laplace dönüşümü Hz,w(s) olmak üzere

Hz,w(s) =
Γ(z)

sz
.
Γ(w)

sz
=

Γ(z)Γ(w)

sz+w
(2.3)

elde edilir. Diğer yandan Γ(z)Γ(w) bir sabit olduğundan (2.3) ün sağ tarafının ters

Laplace dönüşümü yardımıyla hz,w(t) fonksiyonunu bulabiliriz. Yani

hz,w(t) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)
tz+w−1

olur. Burada t = 1 alırsak

B(z, w) =
Γ(z)Γ(w)

Γ(z + w)

elde edilmi̧s olur. Bu eşitlik nedeniyle B(z, w) = B(w, z) olduğunu da ayrıca ifade

edebiliriz (Podlubny 1999).
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2.1.3 Mittag-Leffl er fonksiyonu

Kesirli analizde çok önemli bir yeri olan iki parametreli Mittag-Leffl er fonksiyonu,

seri açılımıyardımıyla aşağıdaki şekilde tanımlanır.

Eα,β(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, (α > 0, β > 0).

Mittag-Leffl er fonksiyonlarıyardımıyla ifade edilebilecek bazıönemli fonksiyonlar

aşağıda verilmi̧stir.

E1,1(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(k + 1)
=

∞∑
k=0

zk

k!
= ez,

E1,2(z) =

∞∑
k=0

zk

Γ(k + 2)
=

∞∑
k=0

zk

(k + 1)!
=

1

z

∞∑
k=0

zk+1

(k + 1)!
=
ez − 1

z
,

E2,1(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 1)
=
∞∑
k=0

z2k

(2k)!
= cosh(z),

E2,2(z2) =
∞∑
k=0

z2k

Γ(2k + 2)
=

1

z

∞∑
k=0

z2k+1

(2k + 1)!
=

sinh(z)

z
.

2.2 Kesirli Basamaktan İntegral ve Diferensiyel Operatörler

Kesirli basamaktan integraller tamsayıbasamaktan n-katlıintegrallerin genelleşti-

rilmesi yardımıyla tanımlanmı̧stır. f fonksiyonu (a, t) sonlu aralı̆gında sürekli ve

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

Iaf(t) = D−1
a f(τ) =

t∫
a

f(τ)dτ

integrali sonludur ve t→ a iken değeri sıfıra eşittir.

Gerçekten τ = a+ y(t− a) dönüşümü yapılırsa ve ε = t− a alınırsa,

lim
t→a

t∫
a

f(τ)dτ = lim
t→a

(t− a)

1∫
0

f(a+ y(t− a))dy

= lim
ε→0

ε1−r
1∫

0

(εy)rf(a+ yε)y−rdy

≡ 0 (r < 1)

4



olur.
t∫

a

dtn−1

tn−1∫
a

...

t1∫
a

f(τ)dτ

n-katlıintegraline, f sürekli fonksiyonu için, bilinen
t∫

a

dt1

t1∫
a

f(τ)dτ =

t∫
a

f(τ)dτ

t∫
τ

dt1

eşitliği ardı̧sık olarak uygulanırsa,

Ina f(t) =
1

(n− 1)!

t∫
a

(t− τ)n−1f(τ)dτ

eşitliği elde edilir. Bu eşitliğin sağ tarafındaki (n− 1)! yerine, (2.2) den dolayı, Γ(n)

yazılabilir.

Tanım 2.1 f : (a,∞) → R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere,

f fonksiyonunun α > 0 basamaktan Riemann-Liouville kesirli integrali

Iαa f(t) =
1

Γ(α)

t∫
a

(t− τ)α−1f(τ)dτ , t > a

şeklinde tanımlanır.

Her ne kadar kesirli mertebeden türev operatörünün birçok tanımıvar ise de, Riemann-

Liouville ile Caputo tanımlarıen yaygın kullanıma sahip olduğundan bu iki tanımı

vereceğiz.

Tanım 2.2 f : (a,∞)→ R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere f

fonksiyonunun α > 0 (α reel) basamaktan Riemann-Liouville kesirli türevi

Dα
af(t) :=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ

şeklinde tanımlıdır. Burada n− 1, α nın tam kısmıolmak üzere n− 1 ≤ α < n olup

Γ Gamma fonksiyonunu göstermektedir.

Tanım 2.3 f : (a,∞)→ R sürekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak üzere f

fonksiyonunun α > 0 basamaktan Caputo türevi

Dα
a f(t) :=

1

Γ(n− α)

t∫
a

(t− τ)n−α−1f (n)(τ)dτ , (n− 1 < α < n)

5



şeklinde tanımlanır.

Burada, f fonksiyonunun [a, T ] aralı̆gında (n+1). basamaktan sürekli, sınırlıtürevlere

sahip olmasıdurumunda kesirli türev, α→ n için n. basamaktan klasik türev haline

gelir.

Gösterimde basitlik açısından Iαa , D
α
a , D

α
a ifadelerinde alt indisin yazılmadı̆gıdu-

rumlarda a = 0 kabul edilecektir.

Aşağıda Riemann-Liouville anlamında türev ve integralin bazıözellikleri verilmi̧stir

(Podlubny 1999).

(i) f ∈ C[0,∞) ve α > 0, β > 0 olsun. Riemann-Liouville kesirli integrali

Iα(Iβf(t)) = Iα+βf(t)

özelliğine sahiptir.

(ii) f ∈ C[0,∞) ve α > 0 ve t > 0 için

Dα(Iαf(t)) = f(t)

dir. Yani Riemann-Liouville kesirli türevi aynı basamaktan kesirli integralin sol

tersidir.

(iii) Eğer f fonksiyonunun α basamaktan kesirli türevi integrallenebilir ise,

Iα(Dαf(t)) = f(t)−
n∑
j=1

[Dα−jf(t)]t=0
tα−j

Γ(α− j + 1)

dir. Burada n = bαc+ 1 olup bαc , α nın tam değerini göstermektedir.

(iv) Bir c reel sabitinin Riemann-Liouville kesirli türevi

Dα(c) =
ct−α

Γ(1− α)

dir.
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2.3 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

Dα
af(t) :=

1

Γ(n− α)

dn

dtn

t∫
a

(t− τ)n−α−1f(τ)dτ , n− 1 ≤ α < n

diferensiyel operatörünü içeren diferensiyel denklemler birçok fiziksel olayımodelle-

mek için kullanılmı̧stır. Dα Riemann-Liouville türevini içeren

Dαx(t) = f(t, x(t))

kesirli diferensiyel denkleminin çözümünü elde etmek için

dα−k

dtα−k
x(t)|t=0 = bk, k = 1, 2, ..., n

ile verilen n tane başlangıç koşuluna ihtiyaç duyulmaktadır. Bu koşullarıelde et-

mek için x fonksiyonunun kesirli basamaktan türevlerine ihtiyaç vardır. Ancak, bu

türevlerin elde edilmesi her zaman mümkün olmadı̆gıgibi bu koşullara fiziksel anlam

vermek de olanaksızdır. Bu zorluklardan kurtulmak için Caputo (1967) tarafından

bir fikir ortaya konmuştur. Tn−1[x], x in 0 komşuluğundaki (n−1). dereceden Taylor

polinomu olmak üzere,

Dα(x− Tn−1[x])(t) = f(t, x(t))

denklemi

x(k)(0) = xk0, k = 0, 1, 2, ...n− 1

başlangıç değerleri ile birlikte ele alınabilir.

2.3.1 Çözümlerin varlı̆gıve tekliği

f ∈ C([0, T ]×R,R) ve 0 < α < 1 olmak üzere,

Dα(x(t)− x0) = f(t, x(t)) (2.4)

x(0) = x0

ile verilen Riemann-Liouville kesirli türevi içeren başlangıç değer problemi

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

t∫
a

(t− τ)α−1f(τ , x(τ))dτ , 0 ≤ t < T

7



Volterra kesirli integraline denktir. Yani f sürekli olarak kabul edildiği için (2.4)

ile verilen başlangıç değer probleminin her çözümü aynızamanda Volterra integral

denkleminin de bir çözümüdür (Lakshmikantham ve Vatsala 2007). Bu ifadenin tersi

de doğrudur.

(2.4) ile tanımlanan başlangıç değer probleminin çözümünün varlı̆gı ve tekliği ile

ilgili teoremleri vermeden önce bu teoremlerin ispatında kullanılacak bir tanım ve

bir lemma verelim (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Tanım 2.4 x ekseninin bir I alt aralı̆gından tanımlısürekli fonksiyonlardan oluşan

bir fonksiyon ailesi {fn(x)} olsun. Eğer her ε > 0 için

|x− x0| < δ

olduğunda

|fn(x)− fn(x0)| < ε, (∀n ∈ N)

olacak biçimde bir δ = δ(x0) > 0 bulunabiliyorsa, {fn(x)} ailesine eş-süreklidir

denir.

Lemma 2.1 Her ε > 0 için [0, T ] üzerinde tanımlısürekli xε(t),

Dα(xε(t)− xε(0)) = f(t, xε(t)), 0 < α < 1

xε(0) = x0

başlangıç değer probleminin çözümü olmak üzere 0 ≤ t ≤ T için |f(t, xε(t))| ≤ M

koşulu sağlanıyorsa, {xε(t)} fonksiyon ailesi 0 ≤ t ≤ T üzerinde eş-süreklidir.

Teorem 2.1 R0 = [(t, x) : 0 ≤ t ≤ a, |x − x0| ≤ b] için f ∈ C[R0, R] ve R0

üzerinde |f(t, x)| ≤ M olacak şekilde M ≥ 0 olsun. Bu durumda 0 ≤ t ≤ γ

üzerinde (2.4) başlangıç değer probleminin en az bir çözümü vardır. Burada γ =

min

(
a,

[
b

M
Γ(α + 1)

]1/α
)
, 0 < α < 1 dir.

İspat. δ > 0 olmak üzere x0(ε), [−δ, 0] üzerinde sürekli, x0(0) = 0, |x0(t)− x0| ≤ b

ve |Dα(x0(t)| ≤M koşullarınısağlayan bir fonksiyon olsun.
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γ1 = min(γ, ε) olmak üzere 0 < ε ≤ δ için [−δ, 0] üzerinde xε(t) = x0(t) ve [0, γ1]

üzerinde

xε(t) = x0 +
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s, xε(s− ε))ds (2.5)

olacak şekilde bir xε(t) fonksiyonu tanımlayalım. Bu durumda Dαxε(t) mevcuttur

ve γ1 in seçiminden dolayı

|xε(t)− x0| ≤
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s, xε(s− ε))ds

≤ M

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1ds =
Mγα

Γ(α + 1)
≤ b

dir.γ1 < γ olmasıdurumunda da (2.5) denklemi kullanılarak xε(t) fonksiyonu γ2 =

min(γ, 2ε) olmak üzere [−δ, γ2] üzerinde kesirli basamaktan sürekli türevlenebilir ve

|xε(t)−x0| ≤ b koşulunu sağlayacak şekilde geni̧sletilebilir. Bu şekilde devam edilirse

|xε(t) − x0| ≤ b koşulunu sağlayan, [−δ, γ] üzerinde tanımlı bir xε(t) fonksiyonu

tanımlanabilir. Bu fonksiyon, kesirli basamaktan sürekli türevlere sahip ve aynı

aralıkta (2.5) denklemini sağlayan bir fonksiyondur. Aynı zamanda R0 üzerinde

|f(t, xε(t− ε))| ≤M olduğundan |Dαx0(t)| ≤M dir. Bu durumda {xε(t)} ailesinin

eş-sürekli ve düzgün sınırlıfonksiyonların bir ailesi olduğu söylenebilir. Ascoli-Arzela

teoremi gereğince n → ∞ halinde ε1 > ε2 > ... > εn ve [−δ, 0] üzerinde x(t) =

limn→∞ xε(t) (düzgün) olacak şekilde bir {εn} dizisi mevcuttur. f düzgün sürekli

olduğundan n → ∞ halinde f(t, xε(t − ε)), f(t, x(t)) ye düzgün olarak yakınsar.

εn = ε ve γ1 = γ alınmasıyla ve (2.5) in terim terime integre edilmesiyle

x(t) = x0 +
1

Γ(α)

t∫
a

(t− s)α−1f(s, x(s))ds

elde edilir. Bu da (2.4) başlangıç değer probleminin bir x(t) çözümünün varlı̆gını

verir.

Teorem 2.2 R0 = [(t, x) : 0 ≤ t ≤ a, |x−x0| ≤ b] için f ∈ C[R0, R] ve R0 üzerinde

|f(t, x)| ≤ M olacak şekilde M ≥ 0 olsun. f, R0 üzerinde ikinci deği̧skenine göre

Lipschitz koşulunu sağlasın, yani

|f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ A|x1 − x2|
9



olsun. Bu durumda 0 ≤ t ≤ γ üzerinde (2.4) başlangıç değer probleminin tek bir

çözümü vardır. Burada γ = min

(
a,

[
b

M
Γ(α + 1)

]1/α
)
, 0 < α < 1 dir.

Bu teoremin ispatıiçin (Podlubny 1999) a bakılabilir.

2.3.2 Denge noktalarının asimptotik kararlılı̆gı

α ∈ (0, 1] olmak üzere

Dα
∗ x1(t) = f1(x1, x2, ..., xk)

Dα
∗ x2(t) = f2(x1, x2, ..., xk) (2.6)

...

Dα
∗ xk(t) = fk(x1, x2, ..., xk)

otonom sistemini

x1(0) = x01, x2(0) = x02, ... , xk(0) = x0k (2.7)

başlangıç değerleri ile birlikte göz önüne alalım. (2.6) sisteminin denge noktaları,

Dα
∗ xi(t) = 0 =⇒ fi(x

∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
k) = 0, i = 1, 2, ..., k

koşullarınısağlayan E∗ = (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k) noktalarıdır.

Denge noktalarının asimptotik kararlı̆gınıelde etmek için

xi(t) = x∗i + δi(t)

diyelim. xi(t), (2.6)-(2.7) başlangıç değer probleminin çözümü olduğundan

Dα
∗ (x∗i + δi) = fi(x

∗
1 + δ1, x

∗
2 + δ2, ..., x

∗
k + δk), i = 1, 2, ..., k

yani

Dα
∗ δi(t) = fi(x

∗
1 + δ1, x

∗
2 + δ2, ..., x

∗
k + δk), i = 1, 2, ..., k (2.8)

yazılabilir. ∗ denge noktasınıgöstermek üzere

fi(x
∗
1 + δ1, x

∗
2 + δ2, ..., x

∗
k + δk) = fi(x

∗
1, x
∗
2, ..., x

∗
k)

+
∂fi
∂x1

∣∣∣∣
∗
δ1 +

∂fi
∂x2

∣∣∣∣
∗
δ2 + ...+

∂fi
∂xk

∣∣∣∣
∗
δk

+...
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ve fi(x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k) = 0 olduğundan

fi(x
∗
1 + δ1, x

∗
2 + δ2, ..., x

∗
k + δk) '

∂fi
∂x1

∣∣∣∣
∗
δ1 +

∂fi
∂x2

∣∣∣∣
∗
δ2 + ...+

∂fi
∂xk

∣∣∣∣
∗
δk (2.9)

yazılabilir. (2.8) ve (2.9) dan

Dα
∗ δi(t) =

∂fi
∂x1

∣∣∣∣
∗
δ1 +

∂fi
∂x2

∣∣∣∣
∗
δ2 + ...+

∂fi
∂xk

∣∣∣∣
∗
δk, i = 1, 2, ..., k (2.10)

dır. Bu şekilde aşağıdaki indirgenmi̧s sistem elde edilir.

Dα
∗ δ = Jδ, δ =


δ1

δ2

...

δk

 , J(E∗) =


∂f1/∂x1 ∂f1/∂x2 ... ∂f1/∂xk

∂f2/∂x1 ∂f2/∂x2 ... ∂f2/∂xk
...

...
. . .

...

∂fk/∂x1 ∂fk/∂x2 ... ∂fk/∂xk

 (2.11)

ve

M−1JM = N, N =


λ1 ... ... 0

0 λ2 ... 0
...

...
. . .

...

0 0 0 λk

 (2.12)

dir. Burada λ1, λ2, ..., λk lar J Jakobiyan matrisin özdeğerleri, M ise özvektörüdür.

İndirgenmi̧s sistem

δi(0) = xi(0)− x∗i , i = 1, 2, ..., k

başlangıç değerlerine sahiptir. (2.11) ve (2.12) den

Dα
∗ δ = (MNM−1)δ ve Dα

∗ (M−1δ) = N(M−1δ)

olduğundan

Dα
∗ ξ = Nξ, ξ = M−1δ, ξ = [ξ1 ξ2 ... ξk]

T

elde edilir. O halde

Dα
∗ ξ1 = λ1ξ1, Dα

∗ ξ2 = λ2ξ2, ... , Dα
∗ ξk = λkξk (2.13)

sistemi mevcuttur. (2.13) ile verilen sistemin çözümü Mittag-Leffl er fonksiyonları

yardımıile

ξi(t) =
∞∑
n=0

(λi)
ntnα

Γ(nα + 1)
ξi(0) = Eα(λit

α)ξi(0), (i = 1, 2, ..., k)
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şeklinde elde edilir (Podlubny 1999).

Matignon (1996) tarafından elde edilen sonuçlar kullanılırsa,

| arg(λi)| >
απ

2
, (i = 1, 2, ..., k)

olduğunda ξi(t) azalandır. Böylece δi(t) de azalandır. Yani | arg(λi)| > απ
2
koşulları

tüm λi (i = 1, 2, ..., k) özdeğerleri için geçerliyse (x∗1, x
∗
2, ..., x

∗
k) denge noktalarıyerel

olarak asimptotik kararlıdır (Ahmed vd. 2007).

2.3.3 Kesirli türev içeren modellerde hafıza etkisi

Nüfus modellerinde bir nüfusun gelecekteki durumu geçmi̧steki durumuna bağlıdır.

Buna hafıza etkisi denir. Bir gecikme terimi eklenerek veya modelde kesirli türev

kullanarak nüfusun hafıza etkisi incelenebilir (Podlubny 1999, Machado 2014).

f ∈ C([0, T ] × R,R), 0 < q < 1 olmak üzere Caputo-tipi diferensiyel denklem ile

verilen aşağıdaki başlangıç değer problemini ele alalım.

Dqx(t) = f(t, x(t)) , x(0) = x0 (2.14)

x fonksiyonunun (2.14) başlangıç değer probleminin çözümü olması için gerek ve

yeter şart x in aşağıdaki Volterra intragral denkleminin çözümü olmasıdır.

x(t) = x0 +
1

Γ(q)

t∫
0

(t− τ)q−1f(τ , x(τ))dτ . (2.15)

q = 1 aldı̆gımızda (2.14) başlangıç değer problemindeki kesirli türev klasik türev

olur.

Şimdi t nin iki farklıdeğeri için, örneğin t1 < t2 olacak şekilde t1 ve t2 için x(t) yi

yazalım. İkincisinden birincisini çıkarırsak

x(t2)− x(t1) =
1

Γ(q)

t1∫
0

(
(t2 − τ)q−1 − (t1 − τ)q−1

)
f(τ , x(τ))dτ

+
1

Γ(q)

t2∫
t1

(t2 − τ)q−1f(τ , x(τ))dτ (2.16)
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olur. q = 1 için, yani klasik durum için, (2.16) eşitliğindeki birinci integral yok

olur. Bu, t ∈ [0, t1] için x(t) ile ilgili herhangi bir bilgiye ihtiyacımız yok demektir

ve gelecekteki davranı̧sınıhesaplamak için birinci mertebeden bir sistemin keyfi bir

noktadaki durumunu gözlemlemek yeterlidir.

Kesirli duruma gelince, yani 0 < q < 1 için, (2.16) eşitliğindeki ilk integral yok olmaz.

Böylece, t2 noktasındaki x çözümünü bulmak istediğimizde x(t) nin 0 başlangıç

noktasından t2 noktasına kadar olan geçmi̧sini dikkate almamız gerekir.

Açıkçasıbu gözlem böyle eşitlikler için nümerik yöntemler kurmada büyük etkiye

sahiptir. Dolayısıyla kesirli mertebeden diferensiyel denkemler hafıza içeren sistem-

lerin tanımlanmasında daha uygun bir yöntem iken; tamsayımertebeden denklem-

ler hafıza içermeyen sistemlerin modellenmesinde daha uygun araçlardır (Diethelm

2010).
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3. LİNEER OLMAYAN İKİ DİLLİLİK MODELLERİ

Tarih boyunca birçok ülkede farklıdil gruplarından insanlar sürekli etkileşim içerisinde

olmuşlardır. Bu etkileşim, örneğin Miami’de olduğu gibi İspanyolca-İngilizce arasında,

Montreal’de yaklaşık 200 yıldır İngilizce-Fransızca arasında , İsviçre’de yüzyıllardır

Almanca-Fransızca-İtalyanca arasında meydana gelmi̧stir ve ileti̧sim için ortak bir dil

ihtiyacıbelli bir seviyeye kadar iki dilliliği, hatta çok dilliliği ortaya çıkarmı̧stır (El-

Owaidy ve Ismail 2002). Wardaugh’a göre Whale dili, Galce ve İrlandaca yaşayan

diller olarak varlıklarınıdevam ettirmektedir ve bunlardan yanlızca birini konuşanlar

sayıca çok azdır (Wardaugh 1987).

Sanayileşme, göç ve kentleşme gibi faktörler, farklıdil gruplarıarasındaki etkileşimi

artırmı̧stır. Örneğin Avrupa’da ulus dilleri 1800’lerde 16 iken 1937’de 53’e çıkmı̧stır.

Diller arasında giderek artan bu etkileşim, çoğunluk dillerinin azınlık dilleri üzerinde

ciddi bir baskıkurmasına neden olmuştur (El-Owaidy ve Ismail 2002). İngilizce,

Çince, Rusça ve Japonca gibi bazıdiller, uluslararasıili̧skilerde ve ticaretteki rolleri

açısından önemini korurken, Fransızca ve İspanyolca gibi bazıdiller önemini kaybet-

mi̧s hatta daha az konuşulan bazıdiller giderek yok olmayla kaŗsıkaŗsıya kalmı̧stır

(Wagner 1981, Baggs ve Freedman 1990, El-Owaidy ve Ismail 2002).

Bu bölümde, bir dil konuşanlar ile iki dil konuşanların birarada bulunduğu toplu-

luklardaki dil gruplarının birbiri üzerindeki etkileşimini inceleyen bazımodeller ele

alınacaktır. Örneğin ABD ve Kanada’da sadece İngilizce konuşanların yanında

Almanca-İngilizce, Fransızca-İngilizce, İspanyolca-İngilizce gibi iki dil konuşan nüfus

gruplarıvardır (Baggs ve Freedman 1990, Baggs ve Freedman 1993, El-Owaidy ve

Ismail 2002).

Tek dil veya iki dil konuşanların nüfusundaki büyüme dinamiğini etkileyen birçok

faktör vardır. Tabii ki doğum ve ölüm oranları ile kültürel arka plan en büyük

faktörlerdendir. Bunun yanında sosyal faktörler başlıca öneme sahiptir. Lewis bir

dilin yayılmasında etkili olan dört sosyal etken tanımlar:

1. Davranı̧slar,
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2. Uluslararasıili̧skiler,

3. Modernleşme ve kültürel ideoloji,

4. Dini ve politik inançlar (Lewis 1982).

Dil gruplarıarasındaki etkileşimi belli parametrelere bağlıolarak matematiksel an-

lamda modelleme çalı̧smalarıFreedman öncülüğünde başlamı̧stır. Özellikle 1990’da

Baggs ile birlikte yayınladıklarıbir makale (Baggs ve Freedman 1990) bu konudaki

çalı̧smalar için önemli bir kaynak olma özelliği taşımaktadır.

Söz konusu çalı̧smada tek dilli grup ile iki dilli grubun etkileşimi, x1 tek dilli, x2 iki

dilli nüfus yoğunluğunu göstermek üzere aşağıdaki otonom adi diferensiyel denklem

sistemi ile ifade edilmi̧stir.
x′1(t) = (B1 −D1)x1(t)− L1x

2
1(t)− αx1(t)x2(t)

1 + x1(t)
+ P1B2x2(t)

x′2(t) = (P2B2 −D2)x2(t)− L2y
2
2(t) +

αx1(t)x2(t)

1 + x1(t)

Burada Bi, xi nin doğum oranı; Di + Lixi ise xi nin ölüm oranıdır (i = 1, 2). x2 ye

doğan çocukların P1 oranındaki kısmıx1 e katılmı̧s; P2 oranındaki kısmıise x2 de

kalmı̧stır. Ayrıca dil kazanımıyoluyla x1 den x2 ye geçi̧s, α dönüşüm parametresi

olmak üzere,
αx1(t)x2(t)

1 + x1(t)
terimi ile ifade edilmi̧stir.

3.1 İki Bileşenli İki Dillilik Modeli

Türkiye’de Türkçe konuşan tek dilli çoğunluğun yanısıra, Kürtçe, Arapça, Lazca,

vb. dillerden birini Türkçe’yle birlikte konuşan bazıiki dilli gruplar da mevcuttur.

Modelimizde, yalnızca Türkçe konuşan nüfus tek dilli bileşen olarak; Türkçe ile

birlikte anadilini de konuşan nüfus ise iki dilli bileşen olarak alınmı̧stır. Bu iki

bileşen arasındaki etkileşim, iki tane kesirli diferensiyel denklemden oluşan otonom

bir sistemle ifade edilmi̧stir. Bu bileşenlerin t ≥ 0 anındaki yoğunlukları, sırasıyla

x(t) ve y(t) ile temsil edilmi̧stir.

Modelde, çevrenin göç alma ve göç verme etkisi dikkate alınmamı̧stır. Ayrıca tek dilli

gruptan iki dilli gruba geçi̧sin olmadı̆gıvarsayılmı̧stır. Bir de, iki dilli ebeveynlerin
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doğan çocuklarının nüfusa tek dilli veya iki dilli olarak katılabileceği, fakat tek dilli

ebeveynlerin doğan çocuklarının nüfusa tek dilli olarak katılacağıvarsayılmı̧stır.

Tüm bu kabulleri dikkate aldı̆gımızda, 0 < q ≤ 1, Bi > Di (i = 1, 2), 0 < P1 < 1 ve

P2 = 1− P1 olmak üzere, modelimizi Dqx(t) = (B1 −D1)x(t)− L1x
2(t) + P1B2y(t)

Dqy(t) = (P2B2 −D2)y(t)− L2y
2(t)

(3.1)

şeklinde yazabiliriz. Burada P1, y’den nüfusa tek dilli olarak katılan çocukların

oranınıtemsil eder. B1 ve D1 +L1x sırasıyla x’in spesifik doğum ve ölüm oranlarını;

benzer şekildeB2 veD2+L2y de y’nin doğum ve ölüm oranlarınıgösterir. Ayrıca x ve

y’nin çevre taşıma kapasiteleri K1 =
B1 −D1

L1

, K2 =
B2 −D2

L2

olmak üzere sırasıyla

K1 veK2 ile ifade edilmi̧stir. İki dilli ebeveynlerin doğurduklarıçacukların yani B2x2

nin P1 oranındaki kısmının tek dilli nüfusa dahil olması, P1B2y(t) teriminin ikinci

denklemden çıkarılıp birinci denkleme eklenmesiyle ifade edilmi̧stir.

3.1.1 Denge noktalarıve kararlılık

Dqx(t) = 0, Dqy(t) = 0 ve Dqx(t) +Dqy(t) = 0 aldı̆gımızda, bu denklemleri temsil

eden eğrilerin kesi̧stiği noktalar yardımıyla denge noktalarınıbuluruz. Bu eğrileri

γ1ve γ2 ile gösterirsek,

γ1 : y =
x

P1B2

[L1x− (B1 −D1)]

γ2 : L1

[
x− B1 −D1

2L1

]2

+ L2

[
y − B2 −D2

2L2

]2

=
(B1 −D1)

4L1

2

+
(B2 −D2)

4L2

2

şeklindeki, (0, 0) ve (K1, 0) noktalarından geçen γ1 parabolü ile, merkezi (K1

2
, K2

2
)

olan ve (0, 0), (K1, 0), (0, K1), (K1, K2) noktalarından geçen γ2 elipsini elde ederiz.

Böylece negatif olmayan bileşenlere sahip denge noktalarıE0(0, 0), E1(K1, 0) ve

olasıE∗
(

1

2
K1 +

1

2

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

,
P2B2 −D2

L2

)
noktasıdır.

(3.1) sistemi için J(x∗, y∗) Jakobiyen matrisi

J(x∗, y∗) =

 B1 −D1 − 2L1x
∗ P1B2

0 P2B2 −D2 − 2L2y
∗


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şeklindedir. E0 daki Jakobiyen matris

J(E0) = J(0, 0) =

 B1 −D1 P1B2

0 P2B2 −D2


olur. Eğer J(E0) ın tüm λi (i = 1, 2) özdeğerleri |arg λi| > qπ

2
şartınısağlıyorsa bu

durumda E0 ın asimptotik kararlıolduğunu söyleyebileceğimizi biliyoruz (Matignon

1996, Ahmed vd 2007). det(J(E0)−λI) = 0 karakteristik denklemini çözdüğümüzde

(B1 − D1 − λ)(P2B2 − D2 − λ) = 0 denklemini elde ederiz. Bu denklemin kökleri

λ1 = B1 − D1 ve λ2 = P2B2 − D2 dir. B1 − D1 > 0 olduğunu kabul ettiğimizden

dolayıE0 kararsızdır. E0 ın kararlılı̆gının incelenmesindeki yolun aynısınıkullanarak

E1 in Jakobiyen matrisini

J(E1) =

 −(B1 −D1) P1B2

0 P2B2 −D2


olarak ve det(J(E1)− λI) = 0 karakteristik denkleminin özdeğerlerini λ1 = −(B1−

D1) ve λ2 = P2B2 − D2 olarak buluruz. λ1 = −(B1 − D1) < 0 olduğundan, E1 i

asimptotik kararlıyapan koşulu λ2 = P2B2 −D2 < 0 olarak tanımlayabiliriz.

Öte yandan, E0(0, 0) noktasıher iki nüfusun da olmaması; E1(K1, 0) noktası ise

iki dilli nüfusun olmamasıanlamına geldiğinden, bu denge noktalarıüzerinde çok

durmaya gerek yoktur. Dolayısıyla iki bileşeni de pozitif olan E∗ denge noktasının

analizi ile ilgileneceğiz, zira böyle bir denge noktasısosyolojik açıdan gerçek hayata

daha uygundur.

Şimdi E∗ denge noktasının varlı̆gı, tekliği ve kararlılı̆gınıaraştıracağız.

Teorem 3.1 Eğer
−L1K

2
1

4B2P1

<
K2

2
− 1

2

√
L1K

2
1 + L2K

2
2

L2

ise bu durumda E∗ vardır

ve tektir. Eğer
−L1K

2
1

4B2P1

≥ K2

2
− 1

2

√
L1K

2
1 + L2K

2
2

L2

ise bu durumda E∗ yoktur.

İspat. γ1 parabolünün tepe noktasıA
(
K1

2
,
−L1K

2
1

4B2P1

)
ve x =

K1

2
noktasının γ2

elipsi üzerindeki görüntüsü

B

K1

2
,
K2

2
− 1

2

√
L1K

2
1 + L2K

2
2

L2


17



noktasıdır. A ve B arasındaki ili̧ski bakımından üç durum söz konusudur.

Durum i) A = B. Bu durumda bu noktaların ikinci bileşenleri birbirine eşit olmalı,

yani

−L1K
2
1

4B2P1

=
K2

2
− 1

2

√
L1K

2
1 + L2K

2
2

L2

olmalı. Böylece γ1ve γ2 eğrilerinin kesi̧stiği negatif olmayan tek nokta (K1, 0) nok-

tasıdır (Şekil 3.1). Pozitif bileşenlere sahip bir E∗ denge noktasıaradı̆gımızdan ve

(K1, 0) noktasının ikinci bileşeni pozitif olmadı̆gından dolayıE∗ yoktur.

Şekil 3.1 Durum i

Durum ii) A noktasıB noktasının yukarısındadır. Bu durumda

−L1K
2
1

4B2P1

>
K2

2
− 1

2

√
L1K2

1 + L2K2
2

L2

eşitsizliği sağlanır ve Durum i’de olduğu gibi E∗ yoktur (Şekil 3.2).

Durum iii)A noktasıB noktasının aşağısındadır. Yani
−L1K

2
1

4B2P1

<
K2

2
−1

2

√
L1K

2
1 + L2K

2
2

L2

dir. Bu durumda E∗ vardır ve tektir (Şekil 3.3).

Teorem 3.2 Eğer P2B2 −D2 > 0 ise bu durumda E∗ asimptotik kararlıdır.
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Şekil 3.2 Durum ii

Şekil 3.3 Durum iii
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İspat. E∗ ın Jakobiyen matrisi

J(E∗) =

 −L1

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

P1B2

0 −(P2B2 −D2)


şeklindedir ve det(J(E∗)− λI) = 0 karakteristik denkleminin kökleri

λ1 = −L1

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

ve λ2 = −(P2B2 −D2)

dir. P2B2 − D2 > 0 olduğundan λ2 < 0 dır. Dolayısıyla, E∗ asimptotik kararlıdır.

3.1.2 Simülasyon ve nümerik çözüm

Demirci ve Özalp (2012)’de verilen aşağıdaki iki teorem, kesirli diferensiyel denklem

sisteminin çözümünün bulunmasında kullanılacaktır.

Teorem 3.3 ‖.‖, Rn üzerinde uygun bir normu göstersin.

R1 = [(t,X) : 0 ≤ t ≤ a ve ‖X −X0‖ ≤ b], f = (f1, f2, ..., fn)T ,X = (x1, x2, ..., xn)T

olmak üzere f ∈ C [R1, R
n] olsun ve R1 üzerinde ‖f(t,X)‖ ≤M olsun. Bu durumda

β = min

(
a,

[
b

M
Γ(α + 1)

]1/α
)
, 0 < q < 1 olmak üzere aşağıda başlangıç koşuluyla

verilen

DqX(t) = f(t,X(t)) (3.2)

X(0) = X0 (3.3)

kesirli diferensiyel denklem sisteminin 0 ≤ t ≤ β aralı̆gında en az bir çözümü vardır.

Teorem 3.4 (3.2)-(3.3) ile verilen q (0 < q < 1) mertebeli başlangıç değer prob-

lemini ele alalım. g(v,X∗(v)) = f(t− (tq − vΓ(q+ 1))1/q, X(t− (tq − vΓ(q+ 1))1/q))

olsun ve Teorem 3.3’ün koşullarısağlansın. Bu durumda

Dqx(t) = f(t, x(t))

x(0) = x0

sisteminin bir X(t) çözümü X(t) = X∗(t
q/Γ(q+1)) olarak verilebilir. Burada X∗(v),

X∗(0) = X0.

20



başlangıç koşuluyla verilen, tamsayımertebeden

d(X∗(v))

dv
= g (v,X∗(v))

diferensiyel denklem sisteminin bir çözümüdür.

Türkiye için beklenen değerler olarak B1 = 0.14, B2 = 0.2, D1 = D2 = 0.02,

P1 = 0.6, P2 = 0.4, L1 = L2 = 0.002 değerlerini alıp (3.1) sisteminde yazarsak ve

q = 0.9 alırsak

D0.9x = 0.12x− 0.002x2 + 0.12y (3.4)

D0.9y = 0.06y − 0.002y2

sistemini ve E∗(81.9615, 30) pozitif denge noktasınıbuluruz. Başlangıç koşullarını

(milyon cinsinden)

x(0) = 60, y(0) = 15 (3.5)

olarak alıp, (3.4)-(3.5) başlangıç değer problemini çözmek için Teorem 3.4’ü kul-

landı̆gımızda, kaŗsılık gelen tamsayımerteben sistemi

dx∗(v)

dv
= 0.12x∗(v)− 0.002x2

∗(v) + 0.12y∗(v) (3.6)

dy∗(v)

dv
= 0.06y∗(v)− 0.002y2

∗(v)

şeklinde; başlangıç koşullarınıda

x∗(0) = 60, y∗(0) = 15. (3.7)

olarak bulmuş oluruz.

Teorem 3.4’e göre tamsayımertebeden sistemin (x∗(v), y∗(v)) çözümü, kesirli mer-

tebeden (3.4)-(3.5) sisteminin (x∗(t
0.9/Γ(1.9)), y∗(t

0.9/Γ(1.9))) çözümüne kaŗsılık gelir.

Adams-Bashforth-Moulton yöntemini uyguladı̆gımızda sistemin nümerik çözümünü

Şekil 3.4’teki gibi elde ederiz. Şekilde x(t) ve y(t)’nin sırasıyla 81.9615 ve 30 nok-

talarına yakınsadı̆gıgörülür ki bu noktalar pozitif denge noktasıolan E∗ ın bileşen-

leridir. Yani, modeli oluştururken yapılan kabuller altında, Türkiye’deki tek dilli ve

iki dilli nüfus (ve elbetteki verilen simülatif değerlere göre) 81.9615 ve 30 (milyon)

noktalarında denge durumundadır.
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Şekil 3.4 (3.4)-(3.5) sisteminin çözümü

Son olarak, (3.6)-(3.7) sisteminin çözümü, (Diethelm vd. 2002)’de verilen direkt

yöntemle ayrıca elde edilebilir. Bu yöntem, (3.2)-(3.3) formundaki kesirli mertebe-

den başlangıç değer problemlerini çözmek için geli̧stirilmi̧s bir nümerik yöntemdir.

Yöntemin, (3.2)-(3.3) kesirli sistemimizdeki notasyona uygun genel programlama

kodu aşağıda verilmi̧stir.

h := T/N

m := dqe

FOR k := 1 TO N DO BEGIN

bk := kq − (k − 1)q

ak := (k + 1)q − 2kq+1 + (k − 1)q+1

END

FOR j := 1 TO N DO BEGIN

p1 := x0 + hq

Γ(q+1)

j−1∑
k1=0

bj−k1 f1(xk1 , yk1)

p2 := y0 + hq

Γ(q+1)

j−1∑
k2=0

bj−k2 f2(xk2 , yk2)

xj := x0 + hq

Γ(q+1)

×
(
f1(p1, p2) + ((j − 1)q+1 − (j − 1− q)jq) f1(x0, y0) +

j∑
k=1

aj−k+1f1(xk, yk)

)
yj := y0 + hq

Γ(q+1)

×
(
f2(p1, p2) + ((j − 1)q+1 − (j − 1− q)jq) f2(x0, y0) +

j∑
k=1

aj−k+1f2(xk, yk)

)
END
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Burada T, çözümü içinde arayacağımız aralı̆gın üst sınırını; N ise algoritmanın kaç

adımda uygulanacağını gösterir ve her iki sayı da pozitif tamsayıdır. Ayrıca fi

(i = 1, 2), (3.4) sistemindeki i. eşitliğin sağ yanınıtemsil eder. Tercih ettiğimiz bir

programlama diline göre yöntem, (3.4)-(3.5) sistemine uygulanmı̧s ve elde edilen

sonuç Şekil 3.4’te gösterilmi̧stir.

3.2 Üç Bileşenli İki Dillilik Modeli

Önceki kesimde farklıdilleri konuşsalar dahi, tek dil konuşanların tamamıbir bileşen

olarak ele alınıp bu bileşenin iki dilli bileşenle etkileşimi incelenmi̧sti. Bu kesimde ise

tek dil konuşanlar kendi içerisinde iki farklıdil grubuna ayrılarak, bu grupların hem

iki dilli grup ile hem de kendi aralarında gerçekleşen etkileşimi ele alınmı̧stır. İkisi

tek dilli, biri iki dilli olmak üzere üç bileşen arasındaki etkileşim kesirli mertebeden

diferensiyel denklemlerden oluşan otonom bir sistemle ifade edilmi̧stir. Çevredeki

diğer azınlık dillerinin etkileşimi dikkate alınmamı̧stır.

Modelimizde yaptı̆gımız kabuller aşağıda listelenmi̧stir.

1. Doğum ve ölüm sürekli i̧slemlerdir.

2. Tek dilli ebeveynlerin çocuklarınüfusa tek dilli olarak dahil olur.

3. İki dilli ailelerin çocuklarınüfusa tek dilli veya iki dilli olarak dahil olabilir.

4. Çevrenin göç almasıve göç vermesi dikkate alınmamı̧stır.

5. İki dillilikten tek dilliliğe geçi̧s vardır.

6. Baskın tek dillilikten iki dilliliğe geçi̧s yoktur.

(1) kabulü, orta ve büyük ölçekteki insan popülasyonlarında standart bir kabuldür.

(2), (3) ve (5) kabulleri Baggs-Freedman modellerinde de vardır. Göç vermenin

dahil edildiği model (Baggs ve Freedman 1990) çalı̧sılmı̧stır. Fakat, göç almanın

dahil edilmesi bu tür modeller için uygun değildir.

(6) kabulü bizim modelimizde kritik bir öneme sahiptir, çünkü özellikle son yıllarda

bazıpolitik, sosyal ve ekonomik sebeplerden ötürü azınlık dillerinin kullanımıihti-

yacının azaldı̆gınıkabul ediyoruz.
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Modelimiz, Fransızca ve İngilizce’nin konuşulduğu Kübek; Fransızca ve Flemence’nin

konuşulduğu Brüksel gibi yerler; veya İngilizce ve İspanyolca’nın konuşulduğu ABD

nin bazıbölgeleri için uygundur. Bunun yanında modelimiz özel olarak, Türkçe’nin

yaygın tek dil olarak kullanıldı̆gıve Kürtçe’nin Türkçe ile birlikte ikinci dil olarak

kullanıldı̆gıTürkiye’deki durumun bir modellenmesidir.

Türkçe konuşan baskın tek dilli bileşenin t ≥ 0 anındaki yoğunluğu x1(t) ile tem-

sil edilirken, iki dilli grubun yoğunluğu x2(t) ile; Kürtçe konuşan tek dilli grubun

yoğunluğu da x3(t) ile gösterilmi̧stir.

Bütün bu kabullerle birlikte modelimiz

Dqx1 = (B1 −D1)x1 − L1x
2
1 +

(
P1 −

P3x3

x1 + x2 + x3

)
B2x2

Dqx2 = (P2B2 −D2)x2 − L2x
2
2 +

x2x3

1 + x2 + x3

(
α +

βx1

1 + x1

)
(3.8)

Dqx3 = (B3 −D3)x3 − L3x
2
3 −

x2x3

1 + x2 + x3

(
α +

βx1

1 + x1

)
+

P3x3

x1 + x2 + x3

B2x2.

şeklinde ifade edilmi̧stir. Bi > Di olmak üzere bu sistemde, Bi ve Di + Lixi, xi

(i = 1, 2, 3) nin doğum ve ölüm oranlarıdır. P1 + P2 = 1, P3 ≤ P1 olmak üzere,

iki dilli ebeveynlerin doğurdukları çocukların yani B2x2 nin P2 oranındaki kısmı

iki dilli grupta kalırken; P1 oranındaki kısmı tek dilli gruplara dahil olmaktadır.

Bunun da
P3x3

x1 + x2 + x3

kısmıx3 e dahil olup, P1 −
P3x3

x1 + x2 + x3

oranındaki kısmı

x1 de kalmaktadır. Birim zamanda x3 tek dilli bileşeninin x2 iki dilli bileşenine geçi̧s

oranı
1

1 + x2 + x3

(α+
βx1

1 + x1

) şeklindedir (Freedman 1980, Baggs ve Freedman 1993,

Wyburn 2004, Wyburn ve Hayward 2008).

3.2.1 Denge noktalarıve kararlılık

Dqxi = 0 (i = 1, 2, 3) alırsak (3.8) sisteminin denge noktalarıE0(0, 0, 0), E1(K1, 0, 0),

E3(0, 0, K3), Ẽ(K1, 0, K3), Ê(x̂1, x̂2, 0) noktalarıve olasıĒ(x̄1, x̄2, x̄3) noktasıdır. Bu-

rada Ki =
Bi −Di

Li
, xi (i = 1, 2, 3) nin taşıma kapasitesidir. Ê nin sıfırdan farklı
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bileşenleri x̂1 =
1

2
K1 +

1

2

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

ve x̂2 =
P2B2 −D2

L2

dir.

ã11 = D1 −B1

ã12 = P1B2 −
P3B2K3

(K1 +K3)

ã22 = P2B2 −D2 +
K3

1 +K1

(
α +

βK1

1 +K1

)
ã32 = − K3

1 +K1

(
α +

βK1

1 +K1

)
+

P3B2K3

(K1 +K3)

ã33 = D3 −B3

olmak üzere J(Ẽ) nin Jakobiyen matrisi

J(Ẽ) =


ã11 ã12 0

0 ã22 0

0 ã32 ã33


olarak bulunmuş olup J(Ẽ) nin özdeğerleri λ̃1 = D1 − B1, λ̃2 = P2B2 − D2 +
K3

1 +K1

(
α +

βK1

1 +K1

)
ve λ̃3 = D3 −B3 dir.

Benzer şekilde

â11 = −L1

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

â12 = P1B2

â13 =

−P3B2

(
P2B2 −D2

L2

)
x̂1 + x̂2

â22 = −(P2B2 −D2)

â23 =

(
α +

βx̂1

1 + x̂1

)
x̂2

1 + x̂2

â33 = B3 −D3 −
(
α +

βx̂1

1 + x̂1

)
x̂2

1 + x̂2

+
P3B2x̂2

x̂1 + x̂2

olmak üzere Ê nin Jakobiyen matrisi

J(Ê) =


â11 â12 â13

0 â22 â23

0 0 â33


şeklinde olup J(Ê) nin özdeğerleri λ̂1 = −L1

√
K2

1 +
4P1B2(P2B2 −D2)

L1L2

, λ̂2 =

−(P2B2 −D2) ve λ̂3 = B3 −D3 −
(
α +

βx̂1

1 + x̂1

)
x̂2

1 + x̂2

+
P3B2x̂2

x̂1 + x̂2

dir.
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E0, E1, E3, Ẽ ve Ê denge noktalarının herbirinin en az bir sıfır bileşeni olduğundan

bu noktalar gerçek hayat durumları için uygun değildir. Bütün bileşenleri pozitif

olan denge noktalarıgerçek hayat durumlarına daha uygun olduğundan, x̄i > 0 (i =

1, 2, 3) olmak şartıyla Ē(x̄1, x̄2, x̄3) pozitif denge noktasının varlı̆gınıincelemeliyiz.

Baggs ve Freedman (1993)’de ispatlanmı̧s olan aşağıdaki sonuç bu amaçla verilmi̧stir.

Sonuç 3.1 Ĕger λ̃2 > 0 ve λ̂3 > 0 ise, bu durumda Ē pozitif denge noktasıvardır.

Şimdi Ē nin kararlılı̆gını inceleyelim. det(J(Ē) − λI) = 0 karakteristik denklemi

aşağıdaki eşitliği verir.

P (λ) = λ3 + A1λ
2 + A2λ+ A3 = 0

Burada

A1 = −(a11 + a22 + a33),

A2 = −a12a21 + a11a22 − a12a31 − a23a32 + a11a33 + a22a33,

A3 = a13a31a22 − a12a23a31 − a13a21a32 + a11a23a32 + a12a21a33 − a11a22a33,

a11 = B1 −D1 − 2L1x̄1,

a12 = P1B2 −
P3B2x̄3(x̄1 + x̄3)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2
,

a13 = −P3B2x̄2(x̄1 + x̄2)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2
,

a21 =
P3x̄2x̄3

(1 + x̄2 + x̄3)(1 + x̄1)2
,

a22 = P2B2 −D2 − 2L2x̄2 +
x̄3(1 + x̄3)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2

(
α +

βx̄1

1 + x̄1

)
,

a23 =
x̄2(1 + x̄2)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2

(
α +

βx̄1

1 + x̄1

)
,

a31 =
−βx̄2x̄3

(1 + x̄2 + x̄3)(1 + x̄1)2
− P3B2x̄2x̄3

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2
,

a32 = −
(
α +

βx̄1

1 + x̄1

)
x̄3(1 + x̄3)

(1 + x̄2 + x̄3)2
+
P3B2x̄3(x̄1 + x̄3)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2
,

a33 = B3 −D3 − 2L3x̄3 −
x̄2(1 + x̄2)

(1 + x̄2 + x̄3)2

(
α +

βx̄1

1 + x̄1

)
+
P3B2x̄2(x̄1 + x̄2)

(x̄1 + x̄2 + x̄3)2
.

şeklindedir.

Sonuç 3.2 D(P ), P (λ) = λ3 + A1λ
2 + A2λ + A3 polinomunun diskriminantı ol-

sun. Ĕger aşăgıdaki şartlardan biri săglanırsa bu durumda Ē pozitif denge noktası
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asimptotik kararlıdır.

i) D(P ) > 0, A1 > 0, A3 > 0 ve A1A2 > A3.

ii) D(P ) < 0, A1 ≥ 0, A2 ≥ 0, A3 > 0 ve q < 2
3
.

iii) D(P ) < 0, A1 < 0, A2 < 0 ve q > 2
3
.

İspat. Eğer denge noktasının Jakobiyen matrisinin bütün λ özdeğerleri |arg(λ)| >
qπ
2
şartınısağlarsa bu durumda denge noktasıasimptotik kararlıdır (Matignon 1996,

Ahmed vd. 2007). Ē denge noktasının Jakobiyen matrisinin tüm λ özdeğerleri

P (λ) = λ3 + A1λ
2 + A2λ + A3 polinom eşitliğinin kökleridir. Bu polinomun tüm

köklerine |arg(λ)| > qπ
2
eşitsizliğini sağlatan şartlar (Ahmed vd. 2006), D(P ) =

18A1A2A3 + (A1A2)2− 4A3A
3
1− 4A3

2− 27A2
3 olmak üzere i, ii ve iii de belirtilmi̧stir.

3.2.2 Simülasyon ve nümerik çözüm

(3.8) sisteminde, Türkiye için beklenen değerler olarak

B1 = 0.017, D1 = 0.006, L1 = 0.0001, P1 = 0.3,

B2 = 0.020, D2 = 0.007, L2 = 0.0004, P2 = 0.7,

B3 = 0.022, D3 = 0.007, L3 = 0.0001, P3 = 0.2,

α = β = 0.005,

değerlerini ve q = 0.9 alırsak, xi = xi(t) olmak üzere aşağıdaki sistemi elde etmi̧s

oluruz.

D0.9x1 = 0.011x1 − 0.0001x2
1 +

(
0.3− 0.2x3

x1 + x2 + x3

)
0.02x2

D0.9x2 = 0.007x2 − 0.0004x2
2 +

x2x3

1 + x2 + x3

(
0.005 +

0.005x1

1 + x1

)
(3.9)

D0.9x3 = 0.015x3 − 0.0001x2
3 −

x2x3

1 + x2 + x3

(
0.005 +

0.005x1

1 + x1

)
+

0.004x2x3

x1 + x2 + x3

.

Pozitif denge noktasıda Ē(121.35, 23.85, 8.50) olur.

X(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)),

X∗(τ) = (x∗1(τ), x∗2(τ), x∗3(τ)),

f ∗(τ ,X∗(τ)) = f(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q, X(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q)).
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olmak üzere

D0.9X(t) = f(t,X(t)),

dX∗(τ)

dτ
= f ∗(τ ,X∗(τ)),

olsun ve başlangıç koşullarıda milyon cinsinden

x1(0) = 60, x2(0) = 15, x3(0) = 0.5, (3.10)

olsun. Teorem 3.4 yardımıyla (3.9) sistemine kaŗsılık gelen tamsayımertebeden

sistem

dx∗1
dτ

= 0.011x∗1 − 0.0001x∗21 +

(
0.3− 0.2x∗3

x∗1 + x∗2 + x∗3

)
0.02x∗2

dx∗2
dτ

= 0.007x∗2 − 0.0004x∗22 +
x∗2x

∗
3

1 + x∗2 + x∗3

(
0.005 +

0.005x∗1
1 + x∗1

)
(3.11)

dx∗3
dτ

= 0.015x∗3 − 0.0001x∗23 −
x∗2x

∗
3

1 + x∗2 + x∗3

(
0.005 +

0.005x∗1
1 + x∗1

)
+

0.004x∗2x
∗
3

x∗1 + x∗2 + x∗3

şeklini alır ve başlangıç koşullarıx∗i = x∗i (τ) olmak üzere

x∗1(0) = 60, x∗2(0) = 15, x∗3(0) = 0.5, (3.12)

olur. (3.11) sistemi tamsayı mertebeden diferensiyel denklem sistemi olduğuna

göre, (3.11)-(3.12) başlangıç değer problemini çözmek için herhangi bir uygun yön-

tem kullanılabilir. Biz burada Adams-Bashforth-Moulton formüllerini kullandık.

Tamsayımertebeden olan (3.11)-(3.12) sisteminin (x∗1(τ), x∗2(τ), x∗3(τ)) çözümünü

bulduktan sonra, kesirli mertebeden (3.9)-(3.10) sistemine geri dönüş yapmak için

(Teorem 3.4’e göre), (3.11) sisteminde τ = t0.9/Γ(1.9) aldık. Yani kesirli mertebe-

den sistemin (x1(t), x2(t), x3(t)) çözümü, tamsayımertebeden (3.9)-(3.10) sisteminin

(x∗1(t0.9/Γ(1.9)), x∗2(t0.9/Γ(1.9)), x∗3(t0.9/Γ(1.9))) çözümüne kaŗsılık gelir. Böylece ke-

sirli mertebeden (3.9)-(3.10) sisteminin çözümünü şekil 3.5’te gösterildiği gibi bulmuş

oluruz. Burada x1(t), x2(t), x3(t) çözümleri, Ē pozitif denge noktasının ilgili bileşen-

lerine, yani sırasıyla 121.35, 23.85 ve 8.50 değerlerine yakınsar. Gerçekten Sonuç

3.2’nin birinci şartıvermi̧s olduğumuz değerler için sağlandı̆gından modelimizdeki

dil gruplarının üçü de asimptotik kararlıdır. Ayrıca, şekil 3.5’te görüleceği gibi, q

nun 1 e doğru arttırılmasıdurumunda nüfus denge noktasına daha hızlıyakınsarken,

q’nun azaltılmasıyakınsamayıyavaşlatmaktadır.

28



Şekil 3.5 (3.9)-(3.10) in çözümleri. q = 0.9 (– – ); q = 1(- - - )
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4. MONOTON İTERATİF TEKNİK İLE ÇÖZÜM

Monoton iteratif teknik, kapalıbir kümede, teorik olduğu kadar yapısal sonuçlar

öneren, etkin ve esnek bir mekanizmadır. Özellikle iterasyon şemaları, çözümlerin

niteliksel özelliklerinin araştırılmasında oldukça faydalıdır. Son yıllarda, bu yön-

temin özünü oluşturan fikirlerin bilhassa lineer olmayan çeşitli problemlerin biraraya

getirilmesinde büyük bir rol oynadı̆gıve çok değerli olduğu ispatlanmı̧stır (Ladde

vd. 1985).

Bu bölümde, monoton iteratif yöntem kullanarak Caputo tipi türevler içeren kesirli

mertebeden diferensiyel denklemleri çözmek için bir algoritma geli̧stirdik. Ayrıca

algoritmayıKesim 3.1’de verdiğimiz iki bileşenli iki dillilik modeline uyguladık.

4.1 Ön Bilgiler

Tanım 4.1 f ∈ C[J ×R,R] ve J = [0, T ] olmak üzere

u′ = f(t, u), u(0) = u0 (4.1)

başlangıç değer problemini (BDP) ele alalım. t ∈ J için w′ ≥ f(t, w), w(0) ≥ u0

eşitsizliğini sağlayan bir w ∈ C1[J,R] fonksiyonuna (4.1)’in bir üst çözümü; v′ ≤

f(t, w), v(0) ≤ u0 eşitsizliğini sağlayan bir v ∈ C1[J,R] fonksiyonuna da (4.1)’in

bir alt çözümü denir.

Tanım 4.2 r(t) ve ρ(t) (4.1)’in I = [t0, t0 + h] aralı̆gında herhangi iki çözümü

olsun. Eğer (4.1)’in I aralı̆gındaki her u(t) çözümü için u(t) ≤ r(t) ve ρ(t) ≤ u(t)

eşitsizlikleri t ∈ I için sağlanıyorsa, bu durumda r(t) ve ρ(t)’ye (4.1)’in sırasıyla

maximal ve minimal çözümleri denir.

Teorem 4.1 f ∈ C[J×R,R] ve v0, w0 (4.1)’in J aralı̆gında v0 ≤ w0 şartınısağlayan

alt ve üst çözümleri olsun. Ayrıca v0 ≤ ū ≤ u ≤ w0 ve M ≥ 0 olacak şekilde

f(t, u)− f(t, ū) ≥ −M(u− ū)
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olsun. Bu durumda v, w (4.1)’in sırasıyla minimal ve maximal çözümleri olmak

üzere J üzerinde, n → ∞ için vn → v, wn → w şeklinde düzgün ve monoton

yakınsak {vn}, {wn} dizileri vardır (Ladde vd. 1985).

Teorem 4.2 Eğer f , u ya göre artmayan fonksiyon ise bu durumda;

i) v′n+1 = f(t, vn), vn+1(0) = u0 ile verilen vn(t) iterasyonlarıve (2.1) in tek çözümü

u(t), (v2(t) ≥ v0(t)) olmak üzere

v0(t) ≤ v2(t) ≤ ... ≤ v2n(t) ≤ u(t) ≤ v2n+1(t) ≤ ... ≤ v3(t) ≤ v1(t)

eşitsizliğini sağlar. Ayrıca {v2n(t)}, {v2n+1(t)} alterne dizileri ρ(t) ve r(t) ye düzgün

monoton yakınsaktır ve ρ(t) ≤ u(t) ≤ r(t) dir;

veya

ii) w′n+1 = f(t, wn), wn+1(0) = u0 ile verilen wn(t) iterasyonları(2.1) in tek çözümü

u(t), (w2(t) ≤ w0(t)) olmak üzere

w1(t) ≤ w3(t) ≤ ... ≤ w2n+1(t) ≤ u(t) ≤ w2n(t) ≤ ... ≤ w2(t) ≤ w0(t)

eşitsizliğini sağlar. Ayrıca {w2n+1(t)}, {w2n(t)} alterne dizileri ρ̃(t) ve r̃(t) ye monoton

düzgün yakınsaktır ve ρ̃(t) ≤ u(t) ≤ r̃(t) dir (Ladde vd. 1985).

Sonuç 4.1 Theorem 4.2 nin kabullerine ek olarak, u1 ≥ u2 olacak şekilde f(t, u1)−

f(t, u2) ≥ −M(u1−u2) olsun. Bu durumda ρ(t) = u(t) = r(t) dir (Ladde vd. 1985).

f ∈ C[[0, T ]×R, R] olmak üzere

Dqu(t) = f(t, u(t)), u(0) = u0 (4.2)

ile verilen Caputo tipi kesirli mertebeden diferensiyel denklem içeren başlangıç değer

problemini ele alalım.

Teorem 4.3 R0 = [(t, u) : 0 ≤ u ≤ a ve |u− u0| ≤ b] olmak üzere f ∈ C[R0, R] ;

R0 da |f(t, u)| ≤M ve

f ∗(τ , u∗(τ)) = f(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q, u(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q)
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olsun. Bu durumda, u∗(τ)

du∗(τ)

dτ
= f ∗(τ , u∗(τ)) (4.3)

ile verilen tamsayımertebeden diferensiyel denkleminin çözümü olmak üzere, (4.2)

nin bir u(t) çözümü u(t) = u∗(tq/Γ(q + 1)) şeklindedir (Demirci 2012).

4.2 Temel Sonuçlar

Teorem 4.4 f ∈ C[[0, T ]×R, R] ; v0, w0 (4.2) in v0 ≤ w0 şartınısağlayan alt ve

üst çözümleri olsun. Ayrıca v0 ≤ ū ≤ u ≤ w0 ve M ≥ 0 olacak şekilde

f(t, u)− f(t, ū) ≥ −M(u− ū)

olsun. Bu durumda v ile w (4.2) nin sırasıyla minimal ve maximal çözümleri olmak

üzere J üzerinde, n→∞ için vn → v, wn → w şeklinde düzgün ve monoton yakın-

sak {vn}, {wn} dizileri vardır.

İspat. Kesirli diferensiyel denklemin (KDD) alt ve üst çözümleri, kesirli mertebeden

eşitsizlikleri sağlamalı, yani eğer v0, w0 (4.2) KDD nin alt ve üst çözümleri ise, bu

durumda Dqv0(t) ≤ f(t, v0(t)), v0(0) ≤ u0 ve Dqw0(t) ≥ f(t, w0(t)), w0(0) ≥ u0

eşitsizliklerini sağlamalarıgerekir. Aşağıdaki iterasyon dizilerini ele alalım.

Dqvn(t) = f(t, vn−1(t))−M(vn(t)− vn−1(t)), vn(0) = u0 (4.4)

Dqwn(t) = f(t, wn−1(t))−M(wn(t)− wn−1(t)), wn(0) = u0 (4.5)

Teorem 4.3’ten, (4.4) ile (4.5) e kaŗsılık gelen tamsayımertebeden diferensiyel den-

klemler

dv∗n(τ)

dτ
= f ∗(τ , v∗n−1(τ))−M(v∗n(τ)− v∗n−1(τ)), v∗n(0) = u0 (4.6)

dw∗n(τ)

dτ
= f ∗(τ , w∗n−1(τ))−M(w∗n(τ)− w∗n−1(τ)), w∗n(0) = u0 (4.7)

dir. Burada f ∗(τ , u∗(τ)) = f(t−(tq−τΓ(q+1))1/q, u(t−(tq−τΓ(q+1))1/q), w∗n(τ) =

wn(t−(tq−τΓ(q+1))1/q), v∗n(τ) = vn(t−(tq−τΓ(q+1))1/q) ve τ ∈ [0, T q/Γ(q+1)] dir.
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(4.6) ve (4.7) tamsayımertebeden diferensiyel denklemler olduğundan, Teorem 4.1

den, {v∗n(τ)}, {w∗n(τ)}monoton ve düzgün yakınsak dizileri vardır öyleki [0, T q/Γ(q+

1)] üzerinde n → ∞ için v∗n(τ) → ρ∗(τ), w∗n(τ) → r∗(τ) dir. Burada ρ∗(τ) ve r∗(τ)

(4.3) nin maximal ve minimal çözümleridir.

ρ(t) = ρ∗(tq/Γ(q + 1)), r(t) = r∗(tq/Γ(q + 1))

aldı̆gımızda ve yine Teorem 4.3 ten, n→∞ için J üzerinde vn → ρ, wn → r şeklinde

düzgün ve monoton yakınsama olduğunu ifade edebiliriz.

Teorem 4.5 Eğer f , u ya göre artmayan ise bu durumda Teorem 4.2 de verilen du-

rumlardan biri aşağıda verilen vn(t) ve wn(t) iterasyonlarıiçin J aralı̆gında sağlanır.

Dqvn+1(t) = f(t, vn(t)), vn+1(0) = u0 (4.8)

Dqwn+1(t) = f(t, wn(t)), wn+1(0) = u0 (4.9)

İspat. Teorem 4.3’e göre (4.8) ile (4.9) a kaŗsılık gelen tamsayımertebeden dife-

rensiyel denklemler

dv∗n+1(τ)

dτ
= f ∗(τ , v∗n(τ)), v∗n+1(0) = u0 (4.10)

dw∗n+1(τ)

dτ
= f ∗(τ , w∗n(τ)), w∗n+1(0) = u0. (4.11)

dir. (4.10) ve (4.11) tamsayımertebeden olduğundan Teorem 4.2 deki durumlardan

biri (4.10) ile (4.11) deki v∗n+1(τ) ve w∗n+1(τ) iterasyonlarıiçin sağlanır. Yani, ya;

i)

v∗i (τ) = vi(t), i = 1, 2, ..., 2n+ 1, u∗(τ) = u(t) (4.12)

olmak üzere J∗ = [0, T q/Γ(q + 1)] üzerinde v∗2(τ) ≥ v∗0(τ) olacak şekilde

v∗0(τ) ≤ v∗2(τ) ≤ ... ≤ v∗2n(τ) ≤ u∗(τ) ≤ v∗2n+1(τ) ≤ ... ≤ v∗3(τ) ≤ v∗1(τ) (4.13)

dir. Ayrıca J∗ üzerinde {v∗2n(τ)}, {v∗2n+1(τ)} alterne dizileri ρ∗(τ) ve r∗(τ) ye düzgün

ve monoton yakınsaktır ve ρ∗(τ) ≤ u∗(τ) ≤ r∗(τ) dir;

33



ya da

ii)J∗ üzerinde w∗2(τ) ≤ w∗0(τ) olmak şartıyla

w∗1(τ) ≤ w∗3(τ) ≤ ... ≤ w∗2n+1(τ) ≤ u∗(τ) ≤ w∗2n(τ) ≤ ... ≤ w∗2(τ) ≤ w∗0(τ).

Ayrıca, {w∗2n+1(τ)}, {w∗2n(τ)} alterne dizileri ρ̃∗(τ) ile r̃∗(τ) ye düzgün ve monoton

yakınsaktır ve ρ̃∗(τ) ≤ u∗(τ) ≤ r̃∗(τ) dir. Teorem 4.3, ve (4.12) ile (4.13) den, ya

i) J üzerinde v2(t) ≥ v0(t) olmak şartıyla v0(t) ≤ v2(t) ≤ ... ≤ v2n(t) ≤ u(t) ≤

v2n+1(t) ≤ ... ≤ v3(t) ≤ v1(t) dir; ya da

ii) J üzerinde w2(t) ≤ w0(t) olmak şartıyla w1(t) ≤ w3(t) ≤ ... ≤ w2n+1(t) ≤ u(t) ≤

w2n(t) ≤ ... ≤ w2(t) ≤ w0(t) dir.

Sonuç 4.2 Teorem 4.5 teki kabule u1 ≥ u2 olacak şekilde f(t, u1) − f(t, u2) ≥

−M(u1 − u2) şartınıda eklersek, J üzerinde ρ(t) = u(t) = r(t) olur.

4.3 Algoritma

(4.2) ile verilen Caputo tipi kesirli diferensiyel denklemli BDP problemini monoton

iteratif yöntem kullanarak çözmek için aşağıdaki algoritma izlenebilir.

1. Kesirli mertebeden (4.2) BDP nin tamsayımertebeden kaŗsılı̆gı

du∗(τ)

dτ
= f ∗(τ , u∗(τ)) (4.14)

şeklinde yazılır. Burada

f ∗(τ , u∗(τ)) = f(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q, u(t− (tq − τΓ(q + 1))1/q)

dir.

2. v0 ≤ ū∗ ≤ u∗ ≤ w0 olmak üzere f ∗(τ , u∗) − f ∗(τ , ū∗) ≥ −M(u∗ − ū∗) eşit-

sizliğinden (tek-yanlıLipschitz şartı) M ≥ 0 sayısıbulunur.

3. (4.14) için üst ve alt çözümler, yani w0(τ) ve v0(τ) bulunur (bunlardan sadece

birisi de kullanılabilir).
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4. v1, v2, ..., vn ve w1, w2, ..., wn iterasyonlarınıardı̧sık olarak bulmak için aşağı-

daki iterasyon dizileri kullanılır.

v′n(τ) = f ∗(τ , vn−1(τ))−M(vn(τ)− vn−1(τ)), vn(0) = u0 (4.15)

w′n(τ) = f ∗(τ , wn−1(τ))−M(wn(τ)− wn−1(τ)), wn(0) = u0 (4.16)

5. (4.15) ve (4.16) tamsayımertebeden lineer diferensiyel denklemler olduğundan,

çözümleri

vn(τ) = e−Mτ

u0 +

τ∫
0

eMs [f ∗(s, vn−1(s)) +Mvn−1(s)] ds

 (4.17)

wn(τ) = e−Mτ

u0 +

τ∫
0

eMs [f ∗(s, wn−1(s)) +Mwn−1(s)] ds

 (4.18)

olarak bulunur.

6. (4.17) ve (4.18) in limitleri sırasıile ρ∗(τ) ve r∗(τ) minimal ve maximal çözüm-

lerini vereceğinden dolayı, tamsayımertebeden BDP nin çözümü bu yaklaşım-

lardan biri olarak alınabilir. Eğer teklik şartlarısağlanırsa bu durumda min-

imal ve maksimal çözüm aynıolacağından dolayı, u∗(τ) (4.3) BDP nin tek

çözümüdür.

7. u(t) = u∗(tq/Γ(q+ 1)), kesirli mertebeden (4.2) diferensiyel denkleminin çözü-

müdür.

4.4 Yöntemin İki Bileşenli İki Dillilik Modeline Uygulanması

Önceki kesimde verdiğimiz algoritmayıKesim 3.1’de verilen iki bileşenli iki dillilik

modeline uygulayalım. Modeli,

Dqx(t) = (B1 −D1)x(t)− L1x
2(t) + P1B2y(t) (4.19)

Dqy(t) = (P2B2 −D2)y(t)− L2y
2(t)

şeklinde, kesirli mertebeden iki tane diferensiyel denklemden oluşan bir sistemle ifade

etmi̧stik.
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Kesirli mertebeden (4.19) sisteminin tamsayımertebeden kaŗsılı̆gı, Teorem 4.3’e göre

dx∗(τ)

dτ
= (B1 −D1)x∗(τ)− L1x

∗2(τ) + P1B2y
∗(τ) (4.20)

dy∗(τ)

dτ
= (P2B2 −D2)y∗(τ)− L2y

∗2(τ)

şeklindedir. Burada başlangıç koşullarıx∗(0) = x0, y∗(0) = y0 olup x(t) = x∗(tq/Γ(q+

1)) ve y(t) = y∗(tq/Γ(q + 1)) dir. Sistem artık tamsayımertebeden olduğuna göre

(4.20) deki ikinci denklem Bernoulli tipinde bir diferensiyel denklemdir ve çözümü

y∗(τ) =
(P2B2 −D2)y0e

(P2B2−D2)τ

(P2B2 −D2)− L2y0 + L2y0e(P2B2−D2)τ

dir. y∗(τ) yu (4.20) sisteminin ilk denkleminde yerine yazdı̆gımızda

dx∗(τ)

dτ
= (B1 −D1)x∗(τ)− L1x

∗2(τ) (4.21)

+P1B2
(P2B2 −D2)y0e

(P2B2−D2)τ

(P2B2 −D2)− L2y0 + L2y0e(P2B2−D2)τ
.

olur.

f ∗(τ , x∗(τ)) = (B1 −D1)x∗(τ)− L1x
∗2(τ)

+P1B2
(P2B2 −D2)y0e

(P2B2−D2)τ

(P2B2 −D2)− L2y0 + L2y0e(P2B2−D2)τ

olsun ve sade olmasıaçısından

A(τ) = P1B2
(P2B2 −D2)y0e

(P2B2−D2)τ

(P2B2 −D2)− L2y0 + L2y0e(P2B2−D2)τ

olsun. Tek yanlıLipschitz şartından M yi bulmak için, K1 = B1−D1
L1

taşıma kapa-

sitesi olduğundan dolayı0 ≤ x̄∗ ≤ x∗ ≤ K1 eşitsizliğini de dikkate alırsak,

f ∗(τ , x∗)− f ∗(τ , x̄∗) = (B1 −D1)x∗ − L1x
∗2

+A(τ)− [(B1 −D1)x̄∗ − L1x̄
∗2 + A(τ)]

= [(B1 −D1)− L1(x∗ + x̄∗)](x∗ − x̄∗)

≥ [(B1 −D1)− 2L1K1](x∗ − x̄∗)

≥ (D1 −B1)(x∗ − x̄∗).

olur ve böylece M = |B1 −D1| alınabilir.
36



Türkiye için tahmini değerler olarak B1 = 0.14, B2 = 0.2, D1 = D2 = 0.02, P1 = 0.6,

P2 = 0.4, L1 = L2 = 0.002, değerlerini (4.21)’de yerine yazıp q = 0.9 aldı̆gımızda ve

başlangıç koşullarınıx∗(0) = 60, y∗(0) = 15 aldı̆gımızda

dx∗(τ)

dτ
= 0.12x∗(τ)− 0.002x∗2(τ) +

0.108e0.06τ

0.03 + 0.03e0.06τ
(4.22)

ve

f ∗(τ , x∗(τ)) = 0.12x∗(τ)− 0.002x∗2(τ) +
0.108e0.06τ

0.03 + 0.03e0.06τ
.

olur. (4.22) ün üst çözümü olarak w∗0(τ) = 100 seçersek, gerçekten

0 =
dw∗0(τ)

dτ
≥ f ∗(τ , w∗0(τ)) = −8 +

0.108e0.06τ

0.03 + 0.03e0.06τ

ve 100 = w∗0(0) ≥ x0 = 60 şartlarısağlanır. w∗0(τ),

dw∗1(τ)

dτ
= f ∗(τ , w∗0(τ))−M(w∗1(τ)− w∗0(τ)), w∗1(0) = x0,

iterasyon dizisinde yazıldı̆gında, w∗1(τ) yu bulmak için herhangi bir uygun metod

kullanılarak bu lineer diferensiyel denklem çözülebilir. w∗1(0) = 60 koşuluyla birlikte

w∗1(τ) nun nümerik çözümünü bulmak için Adams-Bashforth-Moulton yöntemini

uyguladık. Adams-Bashforth-Moulton metoduyla bulduğumuz w∗1(τ) çözümü nok-

talardan oluşuyor. Diğer taraftan bir sonraki

dw∗2(τ)

dτ
= f ∗(τ , w∗1(τ))−M(w∗2(τ)− w∗1(τ)), w∗2(0) = x0

iterasyonunda w∗2(τ) yu bulmak için w∗1(τ) nun tam fonksiyon olarak çözümüne

ihtiyacımız var. Dolayısıyla uygun bir interpolasyona ihtiyaç var ve bunun için de

doğal kübik bağlayıcıfonksiyonundan yararlandık.

dw∗n(τ)

dτ
= f ∗(τ , w∗n−1(τ))−M(w∗n(τ)− w∗n−1(τ)), w∗n(0) = x0,

iterasyon dizisi yardımıyla w∗2(τ), w∗3(τ), ..., w∗n(τ) yu ardı̧sık olarak bulmak için, aynı

i̧slemleri uygladı̆gımızda

w∗1(τ) ≤ w∗3(τ) ≤ ... ≤ w∗2n+1(τ) ≤ w∗2n(τ) ≤ ... ≤ w∗2(τ) ≤ w∗0(τ) (4.23)

olduğunu görürüz. w∗n(τ) = wn(t−(t0.9−τΓ(1.9))1/0.9) ve τ → t0.9/Γ(1.9) aldı̆gımızda

(4.23) eşitsizliğinin aynızamanda kesirli basamaktan kaŗsılı̆gıiçin de geçerli olduğunu

görürüz, yani,

w1(t) ≤ w3(t) ≤ ... ≤ w2n+1(t) ≤ w2n(t) ≤ ... ≤ w2(t) ≤ w0(t)
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olur. w1(t) ≤ w3(t) ≤ ... ≤ w9(t) ≤ w10(t) ≤ ... ≤ w2(t) ≤ w0(t) eşitsizliğini

sağlayan on tane iterasyon için sonuç Şekil 4.1’de gösterilmi̧stir.

Şekil 4.1 Problemin çözümüne yakınsayan on tane ardı̧sık üst çözüm.
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Günümüzde yeryüzünde 7102 tane dil konuşulmaktadır ve bunların yaklaşık 2400

tanesi yok olmayla kaŗsıkaŗsıyadır (Lewis vd. 2015). Dünyada yaklaşık 200 devlet

olduğunu hesaba kattı̆gımızda, dil etkileşimi konusunun hemen hemen her ülkeyi il-

gilendiren önemli bir mesele olduğunu ifade edebiliriz. Özellikle sanayileşme, kentleş-

me, küreselleşme vb. etkenlerle birlikte artan dil etkileşimi ve bu etkileşimin doğur-

duğu küresel, bölgesel ve yerel bazdaki bir takım problemlerin çözümünde, dil etki-

leşiminin matematiksel anlamda modellenmesi ve bu modellerin geli̧stirilmesi büyük

bir öneme sahiptir.

Bu tez çalı̧smasında aynıortamıpaylaşan dil gruplarıarasındaki etkileşim dinamiğine

ait modeller üzerinde çalı̧sılmı̧stır. Dil kullanımında hafıza etkisinin kesin olması

nedeniyle, adi diferensiyel denklemlerle modellleme yerine, kesirli tipten modeller

oluşturularak analizler yapılmı̧stır. Modeller, özellikle Türkiye koşullarına uygun

düşecek şekilde yeniden ele alınmı̧s ve olabilecek iki farklıyapıüzerinden dil etki-

leşiminin gelecekteki dinamiği ve kararlı̆gı incelenmi̧stir. Elde edilen sonuçlar, dil

eğitimi ile ilgili gelecek tahminlerinden; politik, sosyal, kültürel ve ekonomik plan-

lamalara kadar bir çok alanda oldukça önem arz etmektedir.

Tarihten bu yana bir çok farklıtopluluğa ve kültüre ev sahipliği yapmı̧s olan Türkiye

de, (Lewis vd. 2015)’teki verilere göre, günümüzde Türkçe’nin dı̧sında 46 tane dil

konuşulmaktadır ve dünyanın bir çok ülkesinde olduğu gibi Türkiye’de de bu dillerin

yaşatılmasıüzerine tartı̧smalar yapılmakta, çözüm önerileri geli̧stirilmektedir. Bu

tezin, bu kapsamdaki çalı̧smalara da önemli katkılar sağlamasımümkündür. Her

ne kadar sadece Türkçe ve Kürtçe ile ilgili bazı simülatif değerler üzerinden bazı

sonuçlar elde edilmi̧s ise de, daha ayrıntılıveriler ı̧sı̆gında, tezdeki analizlerin kap-

samıdiğer dillere de geni̧sletilebilir; bu dillerin dinamikleri incelenerek gelecekteki

muhtemel durumlarıhakkında sağlam öngörülerde bulunulabilir.

Burada ele aldı̆gımız modeller, dil etkileşimini inceleyen nihai modeller olmayıp,

matematiksel modellerin genel yapısında da olduğu gibi, belli kabuller altında elde
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edilmi̧s ve geli̧stirilmeye açık modellerdir. Gerçek hayatla bire bir aynı sonuçları

elde etmek bir çok durumda neredeyse olanaksız görünse de, gerçek hayata çok

yakın sonuçlara ulaşmak mümkündür.
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