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OZET

Doktora Tezi

KESIRLI BASAMAKTAN LINEER OLMAYAN BIR MODEL UZERINE

Yusuf SOFUOGLU

Ankara Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dali

Danigsman: Prof.Dr. Nuri OZALP

Bu tez dort boliimden olugmaktadir.
Birinci boltim girig kismina ayrilmistir.

Ikinci boliimde kesirli basamaktan tiirev ve integral operatorleri ile ilgili temel kavramlar
ve baz1 6zel fonksiyonlar verilmis, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler i¢in varlik
ve teklik teoremleri hatirlatilmig, ¢oziimlerin asimptotik kararhilig: ile ilgili sonuclar ifade
edilmigtir. Ayrica kesirli tiirev iceren matematiksel modellerde hafiza etkisine deginilmigtir.

Uciincii boliimde iki dillilik ile ilgili, kesirli basamaktan lineer olmayan, iki bilesenli ve iic
bilegenli modeller ayr1 ayri ele alinmigtir. Bu modellerin denge noktalari aragtirildiktan
sonra denge noktalarinin kararlilik analizi yapilmigtir. Ayrica herbir model igin simiilasyon
yapilip niimerik ¢oziimleri verilmigtir.

Dordiincii boliimde, kesirli basamaktan diferensiyel denklemler i¢in bir monoton iteratif
teknik verilmis ve iki bilegenli iki dillilik modeline uygulanmaistir.

Son boliim ise elde edilen sonuglarin analizine ayrilmigtir.

Mart 2015, 43 sayfa

Anahtar Kelimeler: Kesirli diferensiyel denklemler, matematiksel modeller, kesirli
basamaktan lineer olmayan model, kararlilik, monoton iteratif teknik, iki dillilik, niimerik
¢oziimler, baslangic deger problemi.
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ABSTRACT

Ph.D. Thesis

ON A NONLINEAR MODEL OF FRACTIONAL ORDER

Yusuf SOFUOGLU

Ankara University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof.Dr. Nuri OZALP

This thesis consists of four chapters.
The first chapter is devoted to the introduction.

In the second chapter, basic concepts and some special functions on fractional integral
and derivatives are given, existence and uniqueness theorems for fractional differential
equations are stated and some results on asymptotic stability of solutions are expressed.
Also, memory effect in mathematical models including fractional differential equations is
referred.

In the third chapter, fractional order nonlinear models with two compenents and three
compenents on bilingualism are given, respectively. The equilibrium points of the models
are investigated and stability analysis of these points is performed. Also, simulation and
numerical solution of each model is given.

In the fourth chapter, a monotone iterative technique is defined for fractional order differ-
ential equations and the technique is applied to the bilingualism model with two compo-
nents.

Finally, the last chapter is devoted to the analysis of the results obtained.

March 2015, 43 pages

Key Words: Fractional differential equations, mathematical models, fractional order
nonlinear model, stability, monotone iterative technique, bilingualism, numerical solutions,
initial value problem.
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1. GIRIS

Tamsay1 olmayan basamaktan tiirev ve integral kavramlar: ilk olarak Leibniz ve
L’Hospital tarafindan 1695 yilinda ortaya konmustur. Marquis de L.’Hospital (1661-
1704)’ 1n 1695 yilinda Wilhelm Leibniz (1646-1716)" e sordugu “Tamsay1 basamaktan
tiirevler kesirli basamaktan tiirevlere genisletilebilir mi ?” sorusu kesirli diferensiyelin

¢ikig tarihi olarak gosterilebilir.

Kesirli diferensiyel tiirev ve integralin tam olmayan (keyfi) basamaklara genigletilmisg
bir geklidir. Son yillarda kesirli kalkiiliis, teorik matematikte oldugu kadar uygu-
lamalarda da onemli bir yer edinmistir. Buna ragmen kesirli kalkiiliisii yeni bir
matematik teorisi olarak gormek miimkiin degildir. Kesirli kalkiiliisiin temelleri
klasik kalkiiliis kadar eskiye dayanmaktadir. Kesirli kalkiiliis ile ilgili pekcok ki-
tap yazilmig, bu kitaplarda kesirli kalkiiliisiin tarihi detayl bir sekilde verilmigtir.
(Oldham ve Spanier 1974 , Miller ve Ross 1993, Podlubny 1999, Kilbas vd. 2006)

Kesirli basamaktan tiirev igeren modeller cesitli fiziksel ve biyolojik siirecler ile
dinamik sistemlerin kontrolii teorisinde tamsay1r basamaktan modellere gore daha
iyl sonuglar vermektedir. Viskoelastik meteryaller, elektroanalitik kimya, biyolo-
jik sistemlerin elektrik iletkenligi ve sinir hiicrelerinin isleyisi gibi siireclerin kesirli
basamaktan tiirevler yardimiyla modellenmesi ve simiilasyonlari, kesirli basamaktan
diferensiyel denklemlerin énemini arttirmaktadir. Ozellikle bircok madde ve siirecin
hafiza ve kalitsal 6zelliklerini aciklamak icin kesirli operatorleri kullanmak uygun bir

yaklagimdir, zira bu tip 6zellikler tamsay1 basamaktan tiirevde goz ardi edilmektedir.



2. KESIiRLi BASAMAKTAN DiFERENSIYEL DENKLEMLER

Bu boliimde kesirli basamaktan tiirev ve integral operatorleri ile ilgili temel tanimlar
ile bu operatorlerin bazi ozellikleri verilecek, ardindan kesirli basamaktan diferen-

siyel denklemlerle ilgili bazi teoremler verilecektir.

2.1 Kesirli Operatorlerle ilgili Baz1 Ozel Fonksiyonlar
2.1.1 Gamma fonksiyonu

Kesirli diferensiyel ile dogrudan iligkili olan Gamma fonksiyonunu en basit anlamiyla
faktoriyelin biitiin reel sayilara genellestirilmesi olarak ifade edebiliriz. Gamma

fonksiyonu

I'(z) = /ettZIdt
0

genellestirilmis integrali yardimiyla tanimlanir, bazen genellestirilmis faktoriyel fonk-

siyonu olarak da anilir. Gamma fonksiyonunun en temel ¢zelliklerinden biri
['(z+1) =2I'(2) (2.1)

esitligidir. Bu ifade kismi integrasyon yontemi ile agagidaki sekilde kolayca ispat-
lanabilir.

o0

[(z+1) = /ettzdt = [—e "*)I=X + z/ett21dt = zI'(2).
0

r'(3) = 20(2)=211=2|, (2.2)

F(z+1) = 2(z)=z2.(z— 1! = 2!

elde edilir (Podlubny 1999).



2.1.2 Beta fonksiyonu

Gamma fonksiyonunun bazi kombinasyonlar1 yerine agagida tanimlanan Beta fonksi-

yonunu kullanmak bir ¢ok durumda daha uygun olabilir.

Re(z) > 0 ve Re(w) > 0 olmak iizere Beta fonksiyonu

1

B(z,w) = /72—1(1 — r)utdr

0

seklinde tanimlanir.

Laplace doniistimii kullanarak Gamma fonksiyonu ile Beta fonksiyonu arasinda agagi-

daki gibi bir iligki kurmak miimkiindiir. Bunun igin

t

hyw(t) = /72_1(1 — ) ldr
0
integralini ele alahm. h, ,(t) fonksiyonunun ¢! ile t*~! in konvoliisyonu oldugu
ve h,.,(1) = B(z,w) oldugu agiktir. Tki fonksiyonun konvoliisyonunun Laplace
doniisiimii o fonksiyonlarin Laplace doniigtimlerinin ¢arpimina esit oldugundan, h. ,,(t)

nin Laplace doniistimii H, ,,(s) olmak {izere

Hou(e) ~ D) D) _ TE)N(w) 03

% §% Sz-i-w

elde edilir. Diger yandan I'(2)I"(w) bir sabit oldugundan (2.3) iin sag tarafinin ters

Laplace doniistimii yardimiyla h, ,(t) fonksiyonunu bulabiliriz. Yani

I'(z)'(w)

Baow(t) = et
olur. Burada ¢ = 1 alirsak
I'(z)'w
B =

elde edilmis olur. Bu egitlik nedeniyle B(z,w) = B(w, z) oldugunu da ayrica ifade
edebiliriz (Podlubny 1999).



2.1.3 Mittag-Leffler fonksiyonu

Kesirli analizde ¢ok onemli bir yeri olan iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu,

seri acilimi yardimiyla agagidaki sekilde tanimlanir.

00 ok
Ea’,g(Z):;Om, (Oé>0, 6>O)

Mittag-Leffler fonksiyonlar1 yardimiyla ifade edilebilecek bazi 6nemli fonksiyonlar

asagida verilmigtir.

we) = 2 pgry T m =
k=0 k=0
> P N 1o 2k e —1
E172(2) = _— = — ey s
kZZOF(k:+2) ;(k’—i-l)! ZkZ:OU{?—l—l)! z
, o 2k 0 L2k
E — —_— — h
2,1(27) Z (2% + 1) Z (25)! cosh(z),
k=0 k=0
o0 2k o 2k+1 -
o 2 1 z _ sinh(z)
Eya(27) = ;F(Qk—FQ) B z; 2k+1)! 2

2.2 Kesirli Basamaktan Integral ve Diferensiyel Operatorler

Kesirli basamaktan integraller tamsay1 basamaktan n-katl integrallerin genellesti-
rilmesi yardimiyla tanmimlanmigtir. f fonksiyonu (a,t) sonlu araliginda siirekli ve

integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

t
L1 = D, f(0) = [ Firyar
integrali sonludur ve ¢ — a iken degeri sifira esittir.

Gergekten 7 = a + y(t — a) doniisiimii yapilirsa ve ¢ =t — a alinirsa,

1

lim/f(r)dr = lim(t—a)/f(a+y(t— a))dy

t—a t—a
0

1

= lime™ / (ey)" f(a+ ye)y "dy
0
0 (r<1)



olur.

/t dto_: t/ ] F(r)dr

n-katl integraline, f siirekli fonksiyonu i¢in, bilinen

i v

esitligi ardisik olarak uygulanirsa,

t

—(n _1 0 /(t — )" (r)dr

esitligi elde edilir. Bu esitligin sag tarafindaki (n — 1)! yerine, (2.2) den dolay1, I'(n)

I f(t) =

a

yazilabilir.

Tanim 2.1 f : (a,00) — R siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak tizere,

f fonksiyonunun « > 0 basamaktan Riemann-Liouville kesirli integrali

o f () = ﬁ/(t P (), F>a

a

seklinde tanimlanir.

Her ne kadar kesirli mertebeden tiirev operatoriiniin bircok tanimi var ise de, Riemann-
Liouville ile Caputo tanimlar1 en yaygin kullanima sahip oldugundan bu iki tanimi

verecegiz.

Tanim 2.2 f: (a,00) — R siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere f

fonksiyonunun o > 0 (« reel) basamaktan Riemann-Liouville kesirli tiirevi

t

ﬁ%/(t — )" () dT

a

D7 f(t) =

seklinde tanmimhidir. Burada n — 1, @ nin tam kismi olmak tizere n — 1 < o < n olup

I' Gamma fonksiyonunu gostermektedir.

Tanim 2.3 f: (a,00) — R siirekli ve integrallenebilir bir fonksiyon olmak iizere f

fonksiyonunun o > 0 basamaktan Caputo tiirevi

e o 1 / _T”_a_l (”)7- T n — « n
Daf(t)._r(n_a)/(t ) f(r)dr, (n—1<a<mn)

a

5



seklinde tanimlanir.

Burada, f fonksiyonunun [a, 7] arahginda (n+1). basamaktan siirekli, sinirh tiirevlere
sahip olmas1 durumunda kesirli tiirev, @« — n icin n. basamaktan klasik tiirev haline

gelir.

Gosterimde basitlik agisindan [, Dy, D¢ ifadelerinde alt indisin yazilmadig1 du-

rumlarda ¢ = 0 kabul edilecektir.

Asagida Riemann-Liouville anlaminda tiirev ve integralin bazi ¢zellikleri verilmistir

(Podlubny 1999).

(i) f € C[0,00) ve a > 0, 8> 0 olsun. Riemann-Liouville kesirli integrali
I*(I7f(8)) = 172 £ (1)

ozelligine sahiptir.

(it) f € C[0,00) ve @ >0 ve t > 0 igin

DI f(t)) = f(1)

dir. Yani Riemann-Liouville kesirli tiirevi ayn1 basamaktan kesirli integralin sol

tersidir.

(111) Eger f fonksiyonunun o basamaktan kesirli tiirevi integrallenebilir ise,

n

*(Df(1)) = f(t) = Y D7 f(t)lio

Jj=1

>

MNa—j+1)

dir. Burada n = |a| + 1 olup |«], o min tam degerini gostermektedir.

(iv) Bir ¢ reel sabitinin Riemann-Liouville kesirli tiirevi

ct™@

R

dir.



2.3 Kesirli Basamaktan Diferensiyel Denklemler

t
1 dar

DS f(t) .= —F(n_&)%/(t—T)n_a_lf@')dT, n—1<a<n

a

diferensiyel operatoriinii igeren diferensiyel denklemler birgok fiziksel olay1r modelle-

mek i¢in kullanilmigtir. D® Riemann-Liouville tiirevini igeren

Dx(t) = f(t, (1))

kesirli diferensiyel denkleminin ¢oziimiinii elde etmek icin

dafk
dta—k

z(t)]t=0 = br, k=1,2,...,n

ile verilen n tane baglangi¢c kogsuluna ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu kosullari elde et-
mek icin x fonksiyonunun kesirli basamaktan tiirevlerine ihtiyac¢ vardir. Ancak, bu
tirevlerin elde edilmesi her zaman miimkiin olmadig1 gibi bu kosullara fiziksel anlam
vermek de olanaksizdir. Bu zorluklardan kurtulmak icin Caputo (1967) tarafindan
bir fikir ortaya konmustur. 7,,_1[z], = in 0 komgulugundaki (n—1). dereceden Taylor

polinomu olmak iizere,

D%z — Toa[a])(t) = f(t,2(1))

denklemi

2 ®)(0) = zk, k=0,1,2,.n—1

baslangic degerleri ile birlikte ele alinabilir.
2.3.1 Coziimlerin varlig: ve tekligi
feC(0,T] x R,R) ve 0 < o < 1 olmak fiizere,

D(z(t) —x0) = f(t,2(t)) (2.4)
z(0) = x

ile verilen Riemann-Liouville kesirli tiirevi igceren baglangic deger problemi

1 / o1
x(t) = xo + m/(t — 1) f(r, z(7))dT, 0<t<T

a

7



Volterra kesirli integraline denktir. Yani f siirekli olarak kabul edildigi i¢in (2.4)
ile verilen baglangi¢ deger probleminin her ¢oziimii ayn1 zamanda Volterra integral
denkleminin de bir ¢ziimiidiir (Lakshmikantham ve Vatsala 2007). Bu ifadenin tersi

de dogrudur.

(2.4) ile tammlanan baglangi¢ deger probleminin ¢oziimiiniin varhig ve tekligi ile
ilgili teoremleri vermeden 6nce bu teoremlerin ispatinda kullanilacak bir tanim ve

bir lemma verelim (Lakshmikantham ve Vatsala 2007).

Tanim 2.4 x ekseninin bir / alt araligindan tanimh siirekli fonksiyonlardan olusan

bir fonksiyon ailesi { f,,(z)} olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in
|z — x| <9

oldugunda

| fa(@) = fulzo)| <, (Vn € N)

olacak bi¢gimde bir 0 = §(zg) > 0 bulunabiliyorsa, {f,(z)} ailesine eg-siireklidir

denir.
Lemma 2.1 Her £ > 0 igin [0, 7] iizerinde tamiml siirekli x. (),

D*(z.(t) — 2.(0)) = f(t,z(t)), 0<a<l

.7)5(0) = X

baglangi¢ deger probleminin ¢6ziimii olmak tizere 0 < t < T igin | f (¢, z:(t))] < M

kosulu saglaniyorsa, {x.(t)} fonksiyon ailesi 0 < ¢ < T iizerinde eg-siireklidir.

Teorem 2.1 Ry = [(t,z) : 0 < t < a, |v — x| < b igin f € C[Ry, R| ve Ry
tizerinde |f(t,z)] < M olacak sekilde M > 0 olsun. Bu durumda 0 < ¢t < v

tizerinde (2.4) baslangic deger probleminin en az bir ¢oziimii vardir. Burada v =

min | a,

b 1/a
MP(a—i-l)] , 0 <a<1dir.

Ispat. ¢ > 0 olmak iizere 24(c), [—4, 0] tizerinde siirekli, 2¢(0) = 0, |zo(t) — 2| < b

ve |D%(zo(t)] < M kosullarin saglayan bir fonksiyon olsun.
8



v, = min(y, ) olmak iizere 0 < & < § igin [—0,0] iizerinde z.(t) = xo(t) ve [0, 7]

tlizerinde
t

1

ze(t) = xo + m/(t —8)* (s, m.(s — €))ds (2.5)

a

olacak gekilde bir z.(t) fonksiyonu tammlayalim. Bu durumda D®z.(t) mevcuttur

ve 7, in se¢iminden dolay1

t

() — 70| < ﬁ/(i )L f (s, (s — £))ds
M / a—1 o M,ya
<t/ ¢ = i <

a

dir.7y; < 7 olmasi durumunda da (2.5) denklemi kullanilarak z.(¢) fonksiyonu v, =
min(7, 2¢) olmak iizere [—4,,| iizerinde kesirli basamaktan siirekli tiirevlenebilir ve
|z (t) —x0| < bkosulunu saglayacak sekilde genisletilebilir. Bu gekilde devam edilirse
|zo(t) — 20| < b kogulunu saglayan, [—d,~| lizerinde tamimlh bir z.(¢) fonksiyonu
tanimlanabilir. Bu fonksiyon, kesirli basamaktan siirekli tiirevlere sahip ve ayni
aralikta (2.5) denklemini saglayan bir fonksiyondur. Aym zamanda Ry iizerinde
|f(t,z.(t —€))] < M oldugundan |D%zy(t)| < M dir. Bu durumda {x.(¢)} ailesinin
es-siirekli ve diizgiin sinirli fonksiyonlarin bir ailesi oldugu sylenebilir. Ascoli-Arzela
teoremi geregince n — oo halinde &1 > 2 > ... > ¢, ve [—0,0] tizerinde z(t) =
lim,,_, () (diizgiin) olacak sekilde bir {g,} dizisi mevcuttur. f diizgiin siirekli
oldugundan n — oo halinde f(t,z.(t —€)), f(t,z(t)) ye diizgiin olarak yakinsar.

e, = € ve y; = v alinmasiyla ve (2.5) in terim terime integre edilmesiyle

t

1 a—1
x(t) = xo + m/(t —5)*  f(s,x(s))ds

a

elde edilir. Bu da (2.4) baslangi¢ deger probleminin bir z(¢) ¢oziimiiniin varligini

verir. W

Teorem 2.2 Ry = [(t,x):0<t<a, |[t—x0| <b]igin f € C[Ry, R] ve Ry lizerinde
|f(t,z)| < M olacak sekilde M > 0 olsun. f, Ry iizerinde ikinci degiskenine gore
Lipschitz kosulunu saglasin, yani

|f(t,$1) - f<t7 $2)| S A|~T1 — T2
9



olsun. Bu durumda 0 < ¢ < « iizerinde (2.4) baslangi¢ deger probleminin tek bir

b 1/a
¢oziimii vardir. Burada v = min <a, |:MF(O,/ + 1)] > , 0 < a<1dir.
Bu teoremin ispati i¢in (Podlubny 1999) a bakilabilir.
2.3.2 Denge noktalarinin asimptotik kararliligi

a € (0,1] olmak tizere

Dizi(t) = fi(wr, 22, ..., 74)

Dgl‘g(t) = fz(l'l,l‘g,...,l‘k) (26)

Dlxi(t) = felzy,xo, ..., x%)
otonom sistemini
21(0) = 201, 22(0) = zg2, ... ,2x(0) = zog (2.7)
baglangi¢ degerleri ile birlikte goz 6niine alalim. (2.6) sisteminin denge noktalari,
DYzi(t) =0 = fi(z],25,...,23) =0, i=12 ..k
kosullarim saglayan E* = (z7, 235, ..., ;) noktalardir.
Denge noktalarinin asimptotik kararligini elde etmek icin
x;(t) = xf + 0;(t)
diyelim. x;(t), (2.6)-(2.7) baglangi¢ deger probleminin ¢tziimii oldugundan
DYz + 9;) = fi(x] + 01,25 + o, ..., x) + k), 1=1,2,...k

yani

yazilabilir. * denge noktasini gostermek iizere

f1($>{+51,$;+(52,,$2+5k) = f,(:v’{,x;,,xZ)
0fi fi
* 8$1 N 8.1'2 N
+...
10
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ve fi(x], 23, ...,x5) = 0 oldugundan

* * * afz afz 3]‘}
fi(a] + 01,25 + 02, 0, ), + 0k) = B, 51+ D . O + ... + D . Ok (2.9)
yazilabilir. (2.8) ve (2.9) dan
) o, of; .
Dgo;(t) = . *51 + . *52+...+ o *5k, 1=1,2,..,k (2.10)
dir. Bu sekilde asagidaki indirgenmis sistem elde edilir.
01 8f1/(9131 (9f1/8$2 afl/axk
4] dfa/0 dfa/0 .. 0fy/0
D =Js, 6= | |, J(E)= fQ( o fz/' " fQ/' @)
| 5k | _8fk/8:c1 afk/ﬁxg 8fk/8:ck_
ve -~ }
Mo o 0
. 0 X ... O
M—7JM = N, N=| = _ (2.12)
0 0 0 X

dir. Burada Ay, g, ..., A\ lar J Jakobiyan matrisin 6zdegerleri, M ise tzvektoriidiir.
Indirgenmis sistem

baglangi¢ degerlerine sahiptir. (2.11) ve (2.12) den
D26 = (MNM 1) ve DX(M~'6) = N(M 1)

oldugundan
DS€:N§7 €:M_15a 52[51 52 fkr]T

elde edilir. O halde

fol = )\1517 ngz = /\2£2a ST} Dggk = )‘kgk (2-13)

sistemi mevcuttur. (2.13) ile verilen sistemin ¢oziimii Mittag-Leffler fonksiyonlar:
yardimi ile

o ’I’Lt’l’LOé
ZFWH (0) = Bo(Mt™)E,(0),  (i=1,2,...,k)

n=0
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seklinde elde edilir (Podlubny 1999).

Matignon (1996) tarafindan elde edilen sonuglar kullanilirsa,

argA)| > S (1= 1,2, K)

oldugunda §,(t) azalandir. Boylece d;(¢) de azalandir. Yani |arg()\;)| > %* kosullari
tim \; (1 = 1,2,..., k) ozdegerleri igin gegerliyse (z7, 23, ..., %) denge noktalari yerel

olarak asimptotik kararhdir (Ahmed vd. 2007).
2.3.3 Kesirli tiirev iceren modellerde hafiza etkisi

Niifus modellerinde bir niifusun gelecekteki durumu ge¢misteki durumuna baghdir.
Buna hafiza etkisi denir. Bir gecikme terimi eklenerek veya modelde kesirli tiirev

kullanarak niifusun hafiza etkisi incelenebilir (Podlubny 1999, Machado 2014).

f e C(0,T] x R,R), 0 < g < 1 olmak iizere Caputo-tipi diferensiyel denklem ile

verilen agagidaki baglangic deger problemini ele alalim.
Dix(t) = f(t,z(t)) , z(0) = x¢ (2.14)

x fonksiyonunun (2.14) baglangic deger probleminin ¢oziimii olmas: igin gerek ve
yeter sart x in agagidaki Volterra intragral denkleminin ¢6ziimii olmasidir.

t

1 -
(1) = a0+ / (t = 2L f (7, 2(7))dr (2.15)

0
g = 1 aldigimizda (2.14) baglangig deger problemindeki kesirli tiirev klasik tiirev

olur.

Simdi ¢ nin iki farkh degeri i¢in, 6rnegin t; < t5 olacak sekilde ¢ ve to igin x(t) yi
yazalim. Ikincisinden birincisini cikarirsak

t1

o) =a(t) = g [ (=70 = (=) flralr)ar
L] -
+m/(t2 — 1) f (7, z(T))dT (2.16)

t1

12



olur. ¢ = 1 igin, yani klasik durum i¢in, (2.16) esitligindeki birinci integral yok
olur. Bu, t € [0, ;] igin z(t) ile ilgili herhangi bir bilgiye ihtiyacimiz yok demektir
ve gelecekteki davranigini hesaplamak icin birinci mertebeden bir sistemin keyfi bir

noktadaki durumunu gozlemlemek yeterlidir.

Kesirli duruma gelince, yani 0 < ¢ < 1 igin, (2.16) esitligindeki ilk integral yok olmaz.
Boylece, ty noktasindaki z ¢oziimiinii bulmak istedigimizde x(¢) nin 0 baslangig

noktasindan t, noktasina kadar olan ge¢misini dikkate almamiz gerekir.

Acikcas1 bu gozlem boyle esitlikler icin niimerik yontemler kurmada biiyiik etkiye
sahiptir. Dolayisiyla kesirli mertebeden diferensiyel denkemler hafiza igeren sistem-
lerin tanimlanmasinda daha uygun bir yontem iken; tamsay1 mertebeden denklem-
ler hafiza icermeyen sistemlerin modellenmesinde daha uygun araglardir (Diethelm

2010).
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3. LINEER OLMAYAN iKi DILLILIiK MODELLERI

Tarih boyunca bircok iilkede farkl dil gruplarindan insanlar siirekli etkilesim igerisinde
olmuslardir. Bu etkilesim, érnegin Miami’de oldugu gibi Ispanyolca-ingilizce arasinda,
Montreal’de yaklagik 200 yildir Ingilizce-Fransizca arasinda , Isvicre’de yiizyillardir
Almanca-Fransizca-Italyanca arasinda meydana gelmistir ve iletisim icin ortak bir dil
ihtiyac1 belli bir seviyeye kadar iki dilliligi, hatta ¢ok dilliligi ortaya ¢ikarmigtir (El-
Owaidy ve Ismail 2002). Wardaugh’a gore Whale dili, Galce ve Irlandaca yasayan
diller olarak varliklarin1 devam ettirmektedir ve bunlardan yanlizca birini konusanlar

sayica ¢ok azdir (Wardaugh 1987).

Sanayilesme, goc ve kentlesme gibi faktorler, farkl dil gruplar: arasindaki etkilegimi
artirmustir. Ornegin Avrupa’da ulus dilleri 1800’lerde 16 iken 1937’de 53’e cikmustir.
Diller arasinda giderek artan bu etkilegim, cogunluk dillerinin azinlik dilleri {izerinde
ciddi bir baski kurmasma neden olmustur (El-Owaidy ve Ismail 2002). Ingilizce,
(Cince, Rusca ve Japonca gibi bazi diller, uluslararasi iligkilerde ve ticaretteki rolleri
acisindan 6nemini korurken, Fransizca ve Ispanyolca gibi bazi diller 6nemini kaybet-
mis hatta daha az konugsulan baz diller giderek yok olmayla kars1 kargiya kalmigtir

(Wagner 1981, Baggs ve Freedman 1990, El-Owaidy ve Ismail 2002).

Bu boliimde, bir dil konusanlar ile iki dil konusanlarin birarada bulundugu toplu-
luklardaki dil gruplarimin birbiri {izerindeki etkilesimini inceleyen bazi modeller ele
almacaktir. Ornegin ABD ve Kanada’da sadece Ingilizce konusanlarm yanmda
Almanca-Ingilizce, Fransizca-Ingilizce, Ispanyolca-Ingilizce gibi iki dil konusan niifus
gruplar1 vardir (Baggs ve Freedman 1990, Baggs ve Freedman 1993, El-Owaidy ve
Ismail 2002).

Tek dil veya iki dil konusanlarin niifusundaki biiyiime dinamigini etkileyen bircok
faktor vardir. Tabii ki dogum ve o6liim oranlar ile kiiltiirel arka plan en biiyiik
faktorlerdendir. Bunun yaninda sosyal faktorler baglica éneme sahiptir. Lewis bir

dilin yayilmasinda etkili olan dort sosyal etken tanimlar:

1. Davraniglar,

14



2. Uluslararas: iligkiler,
3. Modernlesme ve kiiltiirel ideoloji,

4. Dini ve politik inanglar (Lewis 1982).

Dil gruplar1 arasindaki etkilesimi belli parametrelere bagh olarak matematiksel an-
lamda modelleme calismalar: Freedman onciiliigiinde baglamistir. Ozellikle 1990’da
Baggs ile birlikte yaymladiklar: bir makale (Baggs ve Freedman 1990) bu konudaki

calismalar i¢in 6nemli bir kaynak olma 6zelligi tagimaktadir.

Soz konusu caligmada tek dilli grup ile iki dilli grubun etkilegimi, x; tek dilli, x5 iki
dilli niifus yogunlugunu gostermek iizere agsagidaki otonom adi diferensiyel denklem

sistemi ile ifade edilmistir.

2(t) = (By — Di)an(t) — Loa(t) — % + PBya(t)
4(0) = (PaBa = Dohaa(t) ~ Lay(e) + 227200

Burada B;, z; nin dogum orani; D; + L;x; ise x; nin 6liim oramdir (i = 1,2). x5 ye
dogan ¢ocuklarin P; oranindaki kismi z; e katilmig; P, oranindaki kismi ise x5 de

kalmigtir. Ayrica dil kazanimi yoluyla z; den x5 ye gecis, a doniigiim parametresi
az(t)xa(t)

terimi ile ifade edilmigtir.

olmak iizere,
3.1 1Iki Bilesenli iki Dillilik Modeli

Tiirkiye’de Tiirkce konusan tek dilli cogunlugun yamsira, Kiirtge, Arapca, Lazca,
vb. dillerden birini Tiirkge’yle birlikte konusan baz iki dilli gruplar da mevcuttur.
Modelimizde, yalmzca Tiirkce konusan niifus tek dilli bilesen olarak; Tiirkce ile
birlikte anadilini de konusan niifus ise iki dilli bilesen olarak alinmigtir. Bu iki
bilegsen arasindaki etkilegim, iki tane kesirli diferensiyel denklemden olusan otonom
bir sistemle ifade edilmistir. Bu bilesenlerin ¢ > 0 anindaki yogunluklari, sirasiyla

x(t) ve y(t) ile temsil edilmistir.

Modelde, ¢evrenin go¢ alma ve gog verme etkisi dikkate alimnmamigtir. Ayrica tek dilli

gruptan iki dilli gruba gecisin olmadig1 varsayillmigtir. Bir de, iki dilli ebeveynlerin
15



dogan cocuklarinin niifusa tek dilli veya iki dilli olarak katilabilecegi, fakat tek dilli

ebeveynlerin dogan ¢ocuklarinin niifusa tek dilli olarak katilacagi varsayilmigtar.

Tiim bu kabulleri dikkate aldigimizda, 0 < ¢ <1, B; > D; (i=1,2), 0 < P, <1 ve

P, =1 — P; olmak iizere, modelimizi

Dql’(t) = (Bl — Dl)CE(t) — L11'2<t) + PlBQy(t)

(3.1)
Dy(t) = (PoBy — D2)y(t) — Loy*(t)

seklinde yazabiliriz. Burada P;, y’den niifusa tek dilli olarak katilan ¢ocuklarin
oranini temsil eder. By ve D+ Lix sirasiyla 2’in spesifik dogum ve ¢liim oranlarini;
benzer sekilde By ve Do+ Loy de y’'nin dogum ve 6liim oranlarini gosterir. Ayrica x ve
y’nin ¢evre tagima kapasiteleri K7 = BlL;lDl , Ko = BzL;QDQ olmak iizere sirasiyla
K, ve K, ile ifade edilmistir. Iki dilli ebeveynlerin dogurduklar: cacuklarin yani Boxo
nin P; oramndaki kisminin tek dilli niifusa dahil olmasi, P;Bsy(t) teriminin ikinci

denklemden cikarilip birinci denkleme eklenmesiyle ifade edilmistir.
3.1.1 Denge noktalar1 ve kararlihk

Dix(t) =0, Dy(t) = 0 ve Dix(t) + Dy(t) = 0 aldigimizda, bu denklemleri temsil
eden egrilerin kesistigi noktalar yardimiyla denge noktalarini buluruz. Bu egrileri

v, Ve 7y, ile gosterirsek,

T
N Y= B, [Lyz — (By — Dy)]
B, — Dy]? By, —D;]*  (By—Dy)® (By— Dy)?
S P P St ST S PV . )
Yoo {x oL, } i {y 2L, i, AL
seklindeki, (0,0) ve (K7,0) noktalarmdan gegen v, parabolii ile, merkezi (£t £2)

olan ve (0,0), (K1,0), (0, K1), (K1, K2) noktalarindan gegen y, elipsini elde ederiz.
Boylece negatif olmayan bilegenlere sahip denge noktalar1 Fy(0,0), FE;(K7,0) ve

1 1 AP, By(PyBy — Dy) PoBy — D
olasi1 E* <§Kl—|—§\/K12+ . 2<LjL22 2), 2 12 2) noktasidir.

(3.1) sistemi i¢in J(z*,y*) Jakobiyen matrisi

Bl - D1 — 2L13§‘* PlBQ

0 P2B2 - D2 — 2L2y*
16
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seklindedir. Fj daki Jakobiyen matris

By — D, P B,
0 PyBy — Dy

J(Ey) = J(0,0) =

olur. Eger J(Ey) m tiim A; (i = 1,2) 6zdegerleri |arg \;| > £¢ sartim saghyorsa bu
durumda FEy i asimptotik kararli oldugunu styleyebilecegimizi biliyoruz (Matignon
1996, Ahmed vd 2007). det(J(Ey) —AI) = 0 karakteristik denklemini ¢tzdiigiimiizde
(By — Dy — A\)(P2By — Dy — \) = 0 denklemini elde ederiz. Bu denklemin kokleri
AN = By — Dy ve \y = PoBy — Dy dir. By — Dy > 0 oldugunu kabul ettigimizden
dolay1 Ey kararsizdir. Ej in kararlilhiginin incelenmesindeki yolun aynisini kullanarak

E; in Jakobiyen matrisini

—(B1 — D) P, B,
0 PyBy — Dy

J(Ey) =

olarak ve det(J(E7) — AI) = 0 karakteristik denkleminin 6zdegerlerini A\ = —(B; —
Dy) ve Ay = P,By — D, olarak buluruz. Ay = —(B; — D;) < 0 oldugundan, £, i

asimptotik kararl yapan kosulu Ay = P, By — Dy < 0 olarak tamimlayabiliriz.

Ote yandan, Fy(0,0) noktasi her iki niifusun da olmamasi; F;(K;,0) noktas: ise
iki dilli niifusun olmamasi anlamina geldiginden, bu denge noktalar: iizerinde ¢ok
durmaya gerek yoktur. Dolayisiyla iki bilegeni de pozitif olan E* denge noktasinin
analizi ile ilgilenecegiz, zira boyle bir denge noktasi sosyolojik acidan gercek hayata

daha uygundur.

Simdi £* denge noktasimin varligi, tekligi ve kararhiligini aragtiracagiz.

ise bu durumda E* vardir

—L1K? K 1 /L K?+ L,K?2
Teorem 3.1 Eger 171 2 \/_1 i+ Loty

< —= — —
4B2P1 2 2 L2
~LiK} K 1\/L1K12 T LK?

4B,P, — 2 2 Lo

ve tektir. Eger ise bu durumda E* yoktur.

. K, —L1K?
Ispat. 7, paraboliiniin tepe noktas1 A <—1 ! 1) ve T

us! kt
= — 1N 1nin
2 " 4B, P, g HOKRASIUR 7

elipsi tizerindeki goriintiisii

B

2792 2 Lo
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noktasidir. A ve B arasindaki iligki bakimindan ii¢ durum sz konusudur.

Durum i) A = B. Bu durumda bu noktalarim ikinci bilegenleri birbirine esit olmal,

yani

L K2 Ky, 1 [LiK?+ L,K3
AB,P, 2 2

-2 I
olmali. Boylece 7, ve 7, egrilerinin kesistigi negatif olmayan tek nokta (K7,0) nok-
tasidir (Sekil 3.1). Pozitif bilegenlere sahip bir E* denge noktasi aradigimizdan ve
(K1,0) noktasimin ikinci bilegeni pozitif olmadigindan dolay1 E* yoktur.

ASB

Sekil 3.1 Durum i

Durum ii) A noktasi B noktasinin yukarisindadir. Bu durumda

ez L2

“LiK Ky 1 LK} LG
AB,P, T 2 2

esitsizligi saglanir ve Durum i’de oldugu gibi E* yoktur (Sekil 3.2).

Durum iii) A noktasi B noktasinin agagisindadir. Yani

dir. Bu durumda E* vardir ve tektir (Sekil 3.3). m

—LK? K, 1\/L1K12+L2K22

< —=——
4BQP1 2 2 L2

Teorem 3.2 Eger P,By; — Dy > 0 ise bu durumda E* asimptotik kararhdir.
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Sekil 3.2 Durum ii

s

Sekil 3.3 Durum iii
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Ispat. E* in Jakobiyen matrisi

AP, By (P2 By — Do)
—Liy| K% + P B
J(E*) = 1\/ ! LyLy s

0 —(P,By — Ds)

seklindedir ve det(J(E*) — AI) = 0 karakteristik denkleminin kokleri

LiLs
dir. P,Bs — Dy > 0 oldugundan A\ < 0 dir. Dolayisiyla, £* asimptotik kararhdir.

AP, By(PyBy — D
)\1:—L1\/K12—|— ! 2( 272 2) ve AQZ_(PQBQ_D2>

|
3.1.2 Simiilasyon ve niimerik ¢6ziim

Demirci ve Ozalp (2012)’de verilen asagidaki iki teorem, kesirli diferensiyel denklem

sisteminin ¢oziimiiniin bulunmasinda kullanilacaktir.

Teorem 3.3 ||.||, R" iizerinde uygun bir normu gostersin.
Rl = [<t7X) : 0 S t S a ve HX - XO” S b]? f - <f17f27 "'7fn)T7 X = ($1,$27 "'an)T
olmak iizere f € C' [Ry, R"] olsun ve R; iizerinde || f(t, X)|| < M olsun. Bu durumda

£ = min (a, [MF(a + 1)] > , 0 < ¢ < 1 olmak tizere agagida baglangi¢ kosuluyla

verilen

DIX(t) = f(t, X(1)) (3.2)

X(0) = X, (3.3)

kesirli diferensiyel denklem sisteminin 0 < ¢t < 3 araliginda en az bir ¢dziimii vardir.
Teorem 3.4 (3.2)-(3.3) ile verilen q (0 < ¢ < 1) mertebeli baglangi¢ deger prob-

lemini ele alahm. g(v, X, (v)) = f(t — (t? —oT(q + 1)), X (t — (t9 — vl (¢ + 1))V9))

olsun ve Teorem 3.3’tin kosullar1 saglansin. Bu durumda

Dx(t) = f(t =(t))
z(0) = xo

sisteminin bir X () ¢oztimii X (1) = X, (¢7/T'(¢+1)) olarak verilebilir. Burada X, (v),

X.(0) = X,.
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baslangic kosuluyla verilen, tamsay1 mertebeden

d(X.(v))

=) g (0, X))

diferensiyel denklem sisteminin bir ¢oziimiidiir.

Tiirkiye i¢in beklenen degerler olarak By = 0.14, By = 0.2, D; = Dy = 0.02,
P, =06, P, =04, Ly = Ly = 0.002 degerlerini alip (3.1) sisteminde yazarsak ve
= 0.9 alirsak

D%z = 0.12z — 0.0022* + 0.12y (3.4)

D% = 0.06y — 0.002y>

sistemini ve £*(81.9615, 30) porzitif denge noktasin1 buluruz. Baglangig kogullarim
(milyon cinsinden)

2(0) = 60, y(0) = 15 (3.5)

olarak alip, (3.4)-(3.5) baglangic deger problemini ¢tzmek i¢in Teorem 3.4’ kul-
landigimizda, karsilik gelen tamsay1 merteben sistemi

dz.(v)

— = 0.12x2,(v) — 0.00222(v) + 0.12y,(v) (3.6)
dy

yd<”> = 0.06y.(v) — 0.0022(v)

v

seklinde; baglangic kosullarini da
2.(0) = 60, y.(0) = 15. (3.7)
olarak bulmus oluruz.

Teorem 3.4’e gore tamsayl mertebeden sistemin (z.(v), y.(v)) ¢ozlimii, kesirli mer-
tebeden (3.4)-(3.5) sisteminin (z, (% /T'(1.9)), y.(t>/T'(1.9))) ¢6ziimiine karsihk gelir.
Adams-Bashforth-Moulton yontemini uyguladigimizda sistemin niimerik ¢oziimiinii
Sekil 3.4’teki gibi elde ederiz. Sekilde x(t) ve y(¢)’'nin sirasiyla 81.9615 ve 30 nok-
talarina yakinsadigi goriiliir ki bu noktalar pozitif denge noktasi olan £* in bilegen-
leridir. Yani, modeli olustururken yapilan kabuller altinda, Tiirkiye’deki tek dilli ve
iki dilli niifus (ve elbetteki verilen simiilatif degerlere gore) 81.9615 ve 30 (milyon)

noktalarinda denge durumundadir.
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Sekil 3.4 (3.4)-(3.5) sisteminin ¢oziimii

Son olarak, (3.6)-(3.7) sisteminin ¢oziimii, (Diethelm vd. 2002)’de verilen direkt
yontemle ayrica elde edilebilir. Bu yontem, (3.2)-(3.3) formundaki kesirli mertebe-
den baslangic deger problemlerini ¢ozmek igin geligtirilmis bir niimerik yontemdir.
Yontemin, (3.2)-(3.3) kesirli sistemimizdeki notasyona uygun genel programlama
kodu asagida verilmistir.

h:=T/N

m = [q]

FOR k:=1TO N DO BEGIN

by := k9 — (k — 1)1

ap == (k +1)7 — 2591 4 (k — 1)+

END
FOR j:=1TO N DO BEGIN
j—1
=20+ i D bk i@ vk
k1=0
7j—1
P2 =Y+ % Z bj—ky J2(Thy Yrs)
ka2=0
l’j =X + %
j
X (fl(p17p2) + (=D = (= 1= q)j%) filwo,v0) + Y aj-kinfir(z, yk))
k=1

. h4
Yj = Yo + INCES))

X <f2(p1,p2) + (= D™ = (= 1= q)j%) fa(wo, %) + Y aj-rafolwn, yk:))

END
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Burada T', ¢oztimii i¢inde arayacagimiz araligim {ist sinirini; NV ise algoritmanin kag
adimda uygulanacagin gosterir ve her iki say1 da pozitif tamsayidir. Ayrica f;
(1 = 1,2), (3.4) sistemindeki 7. egitligin sag yamm temsil eder. Tercih ettigimiz bir
programlama diline gore yontem, (3.4)-(3.5) sistemine uygulanmig ve elde edilen

sonug Jekil 3.4’te gosterilmigtir.
3.2 Ug Bilegenli iki Dillilik Modeli

Onceki kesimde farkli dilleri konugsalar dahi, tek dil konusanlarin tamamu bir bilesen
olarak ele alinip bu bilegenin iki dilli bilesenle etkilesimi incelenmisti. Bu kesimde ise
tek dil konusanlar kendi igerisinde iki farkl dil grubuna ayrilarak, bu gruplarin hem
iki dilli grup ile hem de kendi aralarinda gerceklesen etkilesimi ele alinmustir. Ikisi
tek dilli, biri iki dilli olmak {izere ii¢ bilesen arasindaki etkilesim kesirli mertebeden
diferensiyel denklemlerden olusan otonom bir sistemle ifade edilmistir. Cevredeki
diger azinlik dillerinin etkilesimi dikkate alinmamigtir.

Modelimizde yaptigimiz kabuller agsagida listelenmigtir.
1. Dogum ve 6liim siirekli iglemlerdir.
2. Tek dilli ebeveynlerin ¢ocuklar: niifusa tek dilli olarak dahil olur.
3. Iki dilli ailelerin cocuklar niifusa tek dilli veya iki dilli olarak dahil olabilir.
4. Cevrenin go¢ almasi ve go¢ vermesi dikkate alinmamigtar.
5. Iki dillilikten tek dillilige gecis vardr.
6. Baskin tek dillilikten iki dillilige gecis yoktur.
(1) kabulii, orta ve biiyiik 6lgekteki insan popiilasyonlarinda standart bir kabuldiir.
(2), (3) ve (5) kabulleri Baggs-Freedman modellerinde de vardir. Gog vermenin

dahil edildigi model (Baggs ve Freedman 1990) caligilmigtir. Fakat, go¢ almanin

dahil edilmesi bu tiir modeller i¢in uygun degildir.

(6) kabulii bizim modelimizde kritik bir 6neme sahiptir, giinkii 6zellikle son yillarda
baz1 politik, sosyal ve ekonomik sebeplerden 6tiirii azinlik dillerinin kullanimi ihti-

yacinin azaldigini kabul ediyoruz.
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Modelimiz, Fransizca ve Ingilizce'nin konusuldugu Kiibek; Fransizca ve Flemence nin
konusuldugu Briiksel gibi yerler; veya Ingilizce ve Ispanyolcanin konusuldugu ABD
nin bazi bolgeleri i¢in uygundur. Bunun yaninda modelimiz 6zel olarak, Tiirk¢e'nin
yaygin tek dil olarak kullanmildig1 ve Kiirtce'nin Tiirkge ile birlikte ikinci dil olarak

kullanildigr Tiirkiye’deki durumun bir modellenmesidir.
Tiirkce konugan baskin tek dilli bilegenin ¢ > 0 anindaki yogunlugu x4 (%) ile tem-
sil edilirken, iki dilli grubun yogunlugu z,(t) ile; Kiirtge konusan tek dilli grubun

yogunlugu da x3(t) ile gosterilmistir.

Biitiin bu kabullerle birlikte modelimiz

Py
Dizy, = (Bi— Dy — L1z + (P, — ——" | By
1 (1 1)T1 107 (1x1+x2+x3)22
TaZ3 By
D1 = (P,By—D — Lox? + ——=~° + 3.8
T (P2Bs 9)To 2$2+1+$2+x3 (a 1+x1) ( )
L2T3 By P33
Dizy = (By— Ds)axg— Lga? — ——= [a+ + Box
3 ( 3 3)3 33 1+1’2+$3< 1+5U1) T1+ To + x3 .

seklinde ifade edilmistir. B; > D; olmak iizere bu sistemde, B; ve D; + L;x;, x;
(1 = 1,2,3) nin dogum ve oliim oranlardir. P, + P, = 1, P; < P olmak iizere,
iki dilli ebeveynlerin dogurduklar1 cocuklarin yani Bsxy nin P, oranindaki kismi
iki dilli grupta kalirken; P; oranindaki kismi tek dilli gruplara dahil olmaktadir.
P, P,
Bunun da L i B kismi x3 e dahil olup, P, — B i B oranindaki kismi
r1+ To + I3 T1+ T2+ a3
x1 de kalmaktadir. Birim zamanda x3 tek dilli bileseninin x5 iki dilli bilesenine gecis
1
by ) seklindedir (Freedman 1980, Baggs ve Freedman 1993,

orant (a+
Wyburn 2004, Wyburn ve Hayward 2008).

1+$2+!L‘3 1+I‘1

3.2.1 Denge noktalar1 ve kararhhk

Diz; =0 (i = 1,2,3) alirsak (3.8) sisteminin denge noktalar1 £y (0, 0,0), E;(K7,0,0),
E3(0,0, K3), E(Kl, 0, K3), E’(ih 9, 0) noktalar1 ve olas1 E(Zy, T2, Z3) noktasidir. Bu-

rada K; = l; ‘. x; (i = 1,2,3) nin tagima kapasitesidir. E nin sifirdan farkh
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1
bilegenleri z; = §K 1

1 4P By(PyBy —D3) . PyBy— Dy
ZV ! LyLy

an = Di— DB

. P;By K3
= P By —
a2 1D2 (K1 —|—K3)
- K K
a9y = PQBQ—DQ—i-H—?}((Oé—Fli;()
1 1
G K; @t BK; . P3By K3
%2 1+ K, 1+ K, ) (K + Ks)

as3 = D3 — DBs

olmak tizere J(F) nin Jakobiyen matrisi
an a2 0
J(E) = 0 ax O
0 as ass

olarak bulunmus olup J (E~') nin 6zdegerleri M = Dy — By, \y = PyBy — Dy +
K. K -
3 (Oé+ ﬁ ! > ve )\3:D3—Bg dir.

1+ K, 1+ K,
Benzer sekilde
R 4P By(P By — Dy)
a7 = —Liy|K?+
11 1\/ i T.L,
a1z = PiB
PyBy — Dy
_P.B, 2222 2
" (Bnm
v 1+ 2
gy = —(By— Dy)
. By T
@3_'<a+1+@ 1+ 4,

. A P.Bod
fas = Bg—Dg—(a—l— 5131) T2 3 D272

1421 ) 1+29 21+ 2o

olmak {izere £ nin J akobiyen matrisi

aix aiz2 a3

J<E) = 0 as ass
0 0 ass
. < 4P, By(PyBy — Do) ¢
seklinde olup J(F) nin ozdegerleri \; = —Ll\/K12+ - 2(L2L2 2), Ao =
112

dir.

a ﬁi‘l i‘Q P3BZ£2
—(P,By — D A= By — Dy —
(P2By = Dz) ve Ag = By = Dy (a+1+i’1 1425 &1+

25



Eo, Ey, Es3, E ve E denge noktalariin herbirinin en az bir sifir bilegeni oldugundan
bu noktalar gercek hayat durumlar: i¢in uygun degildir. Biitiin bilegenleri pozitif
olan denge noktalar1 ger¢ek hayat durumlarima daha uygun oldugundan, z; > 0 (i =
1,2,3) olmak sartiyla E(Zy, T, 73) pozitif denge noktasmin varhgmni incelemeliyiz.

Baggs ve Freedman (1993)’de ispatlanmus olan agagidaki sonug bu amagla verilmigtir.

Sonug 3.1 Eger Ao >0 ve A3 >0 ise, bu durumda E pozitif denge noktast vardar.

Simdi £ nin kararhhgm inceleyelim. det(J(E) — AI) = 0 karakteristik denklemi

asagidaki egitligi verir.

POA) =N+ AN+ AN +A43=0

Burada
A1 = —(a11 + an + asz),
Ay = —a12a91 + a11022 — Q12031 — Q23032 + 11033 + A22033,
As = 13031022 — Q12023031 — A13021032 + Q11023032 + G12021A33 — a11Q22033,

ajy = By — Dy —2017,
P3BoZ3(Z1 + Z3)
(3_31 + o+ f3)2 ’
P3Bso (%1 + Ta)
(T + T+ 35)2
P3To73
(14 Zo + 73)(1 + 7,)?’

a2 = P1By—

a13 =

Q21 =

o2 — PQBQ — Dg — 2L2.fg + (wfi:ldfjf?:’gg)Q (Oé + %) 5
7332(17—1- 302) (a+ 53517 )7
(l‘l +£L‘2 +l‘3)2 1+I1
—BZoX5 P3Byxy73
(1 + Ty + 23) (1 +21)2  (Z1 + Ty + T3)?
Bi’l f3<1 + f3) P3B2[f3(jf1 + ‘%3)

1 +§;1> (147 +73)%2 (T14+ T2+ 73)%

To(1+ ) <a N Bz ) P3BoZo(T1 + To)
(14 29 + 73)? 1+ 24 (T1 4+ g+ 73)?

Q23 =

azy =

azy = —(Oé+

asy — B3 - D3 - 2L3[f3 -
seklindedir.

Sonug 3.2 D(P), P(\) = A* + A;N\? + Ax)\ + Az polinomunun diskriminanty ol-

sun. Eger asaqidaki sartlardan biri sajlanirsa bu durumda E pozitif denge noktast
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asimptotik kararhdar.

i) D(P) >0, Ay >0, A3 > 0 ve A1As > As.

i) D(P) <0, A1 >0, Ay >0, A3 >0 ve ¢ < 3.

ii) D(P) <0, A; <0, Ay <0 ve ¢ > 2.

Ispat. Eger denge noktasimin Jakobiyen matrisinin biitiin A 6zdegerleri |arg(\)| >
L sartim saglarsa bu durumda denge noktas: asimptotik kararhdir (Matignon 1996,
Ahmed vd. 2007). E denge noktasmim Jakobiyen matrisinin tiim A\ 6zdegerleri
P(\) = X* + AN\ + A\ + A; polinom esitliginin kokleridir. Bu polinomun tiim

koklerine |arg(A)| > %F esitsizligini saglatan sartlar (Ahmed vd. 2006), D(P) =

1841 A3 As + (A1 Ag)? — 4A3 A3 — 4 A3 — 27 A2 olmak tizere i, 4i ve iii de belirtilmistir.

]
3.2.2 Simiilasyon ve niimerik ¢6ziim

(3.8) sisteminde, Tiirkiye igin beklenen degerler olarak
B; = 0.017, D, = 0.006, L, = 0.0001, P, = 0.3,
By = 0.020, D, = 0.007, Ly = 0.0004, P, = 0.7,
B; = 0.022, D3 = 0.007, L3 = 0.0001, P; = 0.2,

a = B=0.005,

degerlerini ve ¢ = 0.9 alirsak, z; = z;(t) olmak iizere agagidaki sistemi elde etmis

oluruz.
0.2
D%, = 0.011z; — 0.000122 + (0.3 - #) 0.0225
1+ To9 + T3
0.005
D%, = 0.00725 — 0000422 + — 2213 <0.005 + xl) (3.9)
1 + 9 + T3 1 + 21
0.005 0.004
D25 = 0.01523 — 0.000122 — — 213 (0.005 + xl) T2l
1+ 20+ 23 14 2 1+ X9+ 3

Pozitif denge noktas1 da F(121.35, 23.85, 8.50) olur.

X(1) = (a(t), wa(t), 25(1)),
XH(r) = (21(7), 25(7), 25(7)),

X5 () = = =70(g+ 1)V X (¢ = (= 7T(g +1))"9)).
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olmak {izere

D¥X(t) = f(t,X(t)),

=D = e X)),

olsun ve baglangi¢ kosullar1 da milyon cinsinden
z1(0) = 60, x2(0) = 15,25(0) = 0.5, (3.10)

olsun. Teorem 3.4 yardimiyla (3.9) sistemine karsilik gelen tamsayr mertebeden

sistem
dzt 0.24%
1 001127 — 0.000127% 4+ (0.3 — — 25 ) 0,024
dr ]+ 5+ x)
d st 0.0052%
T2 0.00723 — 0.0004232 + —273 (0,005 4 ———td (3.11)
dr 14 a5 + 23 14 27
dz? e 0.0052% 0.004z327,
Y5 0.0152% — 0.0001a%2 — — 128 (0.005 + xl) 2%
dr 14+ a5+ 23 I+ a7 ] + 5 + 2

seklini alir ve baglangi¢ kosullar1 =7 = z}(7) olmak iizere
75(0) = 60, 25(0) = 15, 23(0) = 0.5, (3.12)

olur. (3.11) sistemi tamsayr mertebeden diferensiyel denklem sistemi olduguna
gore, (3.11)-(3.12) baglangig deger problemini ¢ozmek i¢in herhangi bir uygun yon-
tem kullanilabilir. Biz burada Adams-Bashforth-Moulton formiillerini kullandik.
Tamsay1 mertebeden olan (3.11)-(3.12) sisteminin (zf(7), z5(7), 23(7)) ¢Oziimiinii
bulduktan sonra, kesirli mertebeden (3.9)-(3.10) sistemine geri déniig yapmak i¢gin
(Teorem 3.4°e gore), (3.11) sisteminde 7 = ¢*9/T'(1.9) aldik. Yani kesirli mertebe-
den sistemin (z1(t), za(t), z3(t)) ¢oziimii, tamsay1 mertebeden (3.9)-(3.10) sisteminin
(x5 (t°9/1(1.9)), z3(t%9/T(1.9)), z5(t*? /T(1.9))) ¢oziimiine karsihik gelir. Boylece ke-
sirli mertebeden (3.9)-(3.10) sisteminin ¢oziimiinii gekil 3.5’te gosterildigi gibi bulmus
oluruz. Burada x(t), x5(t), 23(t) ¢oziimleri, E pozitif denge noktasimin ilgili bilesen-
lerine, yani sirasiyla 121.35, 23.85 ve 8.50 degerlerine yakinsar. Gergekten Sonug
3.2’'nin birinci sart1 vermis oldugumuz degerler i¢in saglandigindan modelimizdeki
dil gruplarimin {iicii de asimptotik kararhdir. Ayrica, sekil 3.5’te goriilecegi gibi, ¢
nun 1 e dogru arttirilmas: durumunda niifus denge noktasina daha hizli yakinsarken,

¢’nun azaltilmasi yakinsamay: yavaglatmaktadir.
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4. MONOTON ITERATIF TEKNIK iLE COZUM

Monoton iteratif teknik, kapali bir kiimede, teorik oldugu kadar yapisal sonuglar
oneren, etkin ve esnek bir mekanizmadir. Ozellikle iterasyon semalari, coziimlerin
niteliksel ozelliklerinin aragtirilmasinda olduk¢a faydalidir. Son yillarda, bu yon-
temin 6ziinii olugturan fikirlerin bilhassa lineer olmayan cesitli problemlerin biraraya
getirilmesinde biiyiik bir rol oynadigi ve ¢ok degerli oldugu ispatlanmigtir (Ladde
vd. 1985).

Bu boliimde, monoton iteratif yontem kullanarak Caputo tipi tiirevler iceren kesirli
mertebeden diferensiyel denklemleri ¢ozmek igin bir algoritma gelistirdik. Ayrica

algoritmay1 Kesim 3.1’de verdigimiz iki bilegenli iki dillilik modeline uyguladik.
4.1 On Bilgiler
Tanim 4.1 [ € C[J x R, R| ve J = [0,T] olmak iizere

u' = f(t,u), u(0)=ug (4.1)

baglangi¢ deger problemini (BDP) ele alahm. ¢ € J i¢in w’' > f(t,w), w(0) > uy
esitsizligini saglayan bir w € C'[J, R] fonksiyonuna (4.1)’in bir iist ¢oziimii; v/ <
f(t,w), v(0) < ug esitsizligini saglayan bir v € C'[J, R] fonksiyonuna da (4.1)’in

bir alt ¢oziimii denir.

Tanim 4.2 r(t) ve p(t) (4.1)'in I = [to,to + h| araliginda herhangi iki ¢oziimii
olsun. Eger (4.1)’in [ arahgmdaki her u(t) ¢oziimii i¢in u(t) < r(t) ve p(t) < u(t)
esitsizlikleri ¢ € [ i¢in saglaniyorsa, bu durumda r(t) ve p(t)’ye (4.1)'in sirasiyla

maximal ve minimal ¢oziimleri denir.

Teorem 4.1 f € C[JxR, R]ve vy, wy (4.1)’in J araliginda vy < wy sartini saglayan

alt ve iist ¢oziimleri olsun. Ayrica vy < u < u < wy ve M > 0 olacak gekilde

f(tvu)_f(tvﬂ) > —M(u—ﬂ)
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olsun. Bu durumda v, w (4.1)’in sirasiyla minimal ve maximal ¢ziimleri olmak
tizere J tlizerinde, n — oo i¢in v, — v, w, — w seklinde diizgiin ve monoton

yakinsak {v,}, {w,} dizileri vardir (Ladde vd. 1985).

Teorem 4.2 Eger f, u ya gore artmayan fonksiyon ise bu durumda;
i) v, = f(t,vn), Vn+1(0) = ug ile verilen v, (t) iterasyonlar: ve (2.1) in tek ¢oziimii

u(t), (va(t) > vo(t)) olmak iizere

vo(t) < wa(t) < oo S v (t) S ult) < wonia(t) < .o < ws(t) < wy(t)

esitsizligini saglar. Ayrica {va,(t)}, {vans1(t)} alterne dizileri p(t) ve r(t) ye diizgiin
monoton yakinsaktir ve p(t) < u(t) < r(t) dir;

veya

ii) w), ., = f(t,w,), wni1(0) = ug ile verilen w,,(t) iterasyonlar1 (2.1) in tek ¢oziimii

u(t), (wa(t) < wo(t)) olmak iizere
wi(t) < ws(t) < .o < wappr(t) < ult) < wep(t) < .o < wo(t) < wpl(t)

esitsizligini saglar. Ayrica {wg,11(t)}, {wan(t)} alterne dizileri p(t) ve 7(t) ye monoton

diizgiin yakinsaktir ve p(t) < u(t) < 7(¢) dir (Ladde vd. 1985).

Sonug 4.1 Theorem 4.2 nin kabullerine ek olarak, u; > us olacak sekilde f(¢,u;) —
f(t,ug) > —M(u; —usg) olsun. Bu durumda p(t) = u(t) = r(t) dir (Ladde vd. 1985).

feC0,T] x R, R] olmak iizere
Du(t) = f(t,u(t)), u(0)=wug (4.2)

ile verilen Caputo tipi kesirli mertebeden diferensiyel denklem iceren baslangic deger

problemini ele alalim.

Teorem 4.3 Ry = [(t,u) : 0 <wu < ave |u—uy| <b] olmak iizere f € C[Ry, R] ;
Ry da |f(t,u)] < M ve

Fr(rout(m) = f(t = (1 = 70(g + 1))%u(t — (1 = 70(g + 1))
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olsun. Bu durumda, u*(7)

du*(7)
dr

= [*(7,u"(7)) (4.3)

ile verilen tamsay1 mertebeden diferensiyel denkleminin ¢oziimii olmak iizere, (4.2)

nin bir u(t) ¢oziimii u(t) = u*(t?/I'(q + 1)) seklindedir (Demirci 2012).

4.2 Temel Sonuglar

Teorem 4.4 f € C[[0,T] X R, R] ; vy, wy (4.2) in vy < wy sartin saglayan alt ve

iist ¢oziimleri olsun. Ayrica vy < u < u < wg ve M > 0 olacak sekilde

olsun. Bu durumda v ile w (4.2) nin sirasiyla minimal ve maximal ¢oziimleri olmak
iizere .J iizerinde, n — oo i¢in v, — v, w, — w seklinde diizgiin ve monoton yakin-

sak {v,}, {w,} dizileri vardir.

Ispat. Kesirli diferensiyel denklemin (KDD) alt ve iist ¢oziimleri, kesirli mertebeden
esitsizlikleri saglamali, yani eger vy, wg (4.2) KDD nin alt ve {ist ¢oziimleri ise, bu
durumda D9vy(t) < f(t,v0(t)), vo(0) < ug ve Diwg(t) > f(t,wo(t)), we(0) > ug

egitsizliklerini saglamalar: gerekir. Asagidaki iterasyon dizilerini ele alalim.
Dy (t) = f(t,vn-1(t)) = M(vn(t) = vn-1(t)),  vn(0) = ug (4.4)

Diwy(t) = f(t, wpa(t)) = M(wn(t) —wna(t)),  wa(0) =uo  (4.5)

Teorem 4.3’ten, (4.4) ile (4.5) e karsilik gelen tamsayr mertebeden diferensiyel den-

klemler
dv;’;(_T) = f*(r,v;_y (7)) — M(v (1) —v:_,(7)), v(0) = ug (4.6)
dwc,i’;T(T) = f*(r,wy_1 (7)) = M(w (1) —w;_1(7)),  w;(0) =wug (4.7)

dir. Burada f*(7,u*(7)) = f(t— (1 —70(q+ 1)) u(t— (19 —7T(q+1))Y9), wi(7) =

wy, (t— (=70 (q+1))V), v* (1) = v, (t— (t7—7T(q+1))Y9) ve 7 € [0, T?/T(q+1)] dir.
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(4.6) ve (4.7) tamsay1 mertebeden diferensiyel denklemler oldugundan, Teorem 4.1

den, {v*(7)}, {w?(7)} monoton ve diizgiin yakinsak dizileri vardir 6yleki [0, T /T'(g+

*
n

1)] tizerinde n — oo i¢in v* (1) — p*(7), wi(7) — r*(7) dir. Burada p*(7) ve r*(7)

(4.3) nin maximal ve minimal ¢oziimleridir.

p(t) = p*(t'/T(g + 1)), r(t) =r*("/T(qg+1))

aldigimizda ve yine Teorem 4.3 ten, n — oo igin J iizerinde v,, — p, w, — r seklinde

diizgiin ve monoton yakinsama oldugunu ifade edebiliriz. m

Teorem 4.5 Eger f, u ya gore artmayan ise bu durumda Teorem 4.2 de verilen du-

rumlardan biri agagida verilen v, (t) ve w,(t) iterasyonlar: i¢in J araliginda saglanir.
Dy (t) = f(t,va(t),  vns1(0) = ug (4.8)

Diwn 1 (t) = [t wn(t),  wnia(0) = uo (4.9)

Ispat. Teorem 4.3’ gore (4.8) ile (4.9) a kargilik gelen tamsay1 mertebeden dife-

rensiyel denklemler

Wl _ por e via0) = uo (4.10)
dw;f;l;;(ﬂ = fA(r,wy(1)),  wh1(0) = uo. (4.11)

dir. (4.10) ve (4.11) tamsay1 mertebeden oldugundan Teorem 4.2 deki durumlardan
biri (4.10) ile (4.11) deki v} ,(7) ve w},(7) iterasyonlar: i¢in saglanir. Yani, ya;
i)

vi(T) =wui(t), i=1,2,....2n+1, u*(7)=u(t) (4.12)

olmak tizere J* = [0,77/T'(q + 1)] tizerinde v} (7) > vi(7) olacak sekilde
() S va(7) <o S0, (1) S wH(7) S, (7) < <wa(7) Sw(n) (413)

dir. Ayrica J* tizerinde {v3, (1)}, {v3,,1(7)} alterne dizileri p*(7) ve r*(7) ye diizgiin

ve monoton yakinsaktir ve p*(7) < u*(7) < r*(7) dir;
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ya da

ii)J* tizerinde w}(7) < w§(7) olmak sartiyla

wi(7) Sws(7) <o Swy, (1) S u'(T) < wy

— n

(1) < ... <wi(1) < wgy(7).

Ayrica, {w3, (1)}, {ws,(7)} alterne dizileri p*(7) ile #*(7) ye diizgiin ve monoton
yakinsaktir ve p*(7) < u*(7) < 7 (1) dir. Teorem 4.3, ve (4.12) ile (4.13) den, ya
i) J tizerinde vy(t) > wo(t) olmak sartiyla vo(t) < wva(t) < ..o < w9, (t) < u(t) <
Voni1(t) < ... < ws(t) < wi(t) dir; ya da

ii) J tizerinde ws(t) < wp(t) olmak sartiyla wq(t) < ws(t) < ... < wopi1(t) < u(t)

IN

U)Qn(t) <..< WQ( ) wo(t) dir. m

Sonug 4.2 Teorem 4.5 teki kabule u; > wuy olacak sekilde f(t,uq) — f(t,uz) >

—M (u; — uy) sartin1 da eklersek, J iizerinde p(t) = u(t) = r(t) olur.

4.3 Algoritma

(4.2) ile verilen Caputo tipi kesirli diferensiyel denklemli BDP problemini monoton

iteratif yontem kullanarak ¢ozmek icin agagidaki algoritma izlenebilir.

1. Kesirli mertebeden (4.2) BDP nin tamsay1 mertebeden kargilig

du*(7)
dr

= f*(r,u" (1)) (4.14)
seklinde yazilir. Burada

fHrt (7)) = f(t = (19 = 7T(q + 1), ult — (¢ — 7T(g + 1))7)
dir.

2. v9 < u* < u* < wy olmak tizere f*(1,u*) — f*(r,u*) > —M(u* — u*) esit-

sizliginden (tek-yanh Lipschitz sart1) M > 0 sayis1 bulunur.

3. (4.14) i¢in iist ve alt ¢dziimler, yani wy(7) ve vg(7) bulunur (bunlardan sadece

birisi de kullamlabilir).
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4.4

V1, Vg, ..., Up V€ W1, W, ..., W, iterasyonlarimi ardigik olarak bulmak icin asagi-

daki iterasyon dizileri kullanilir.
(1) = [ (7, 0n1(7) = M(vn(7) = vna(7)), - va(0) = uo (4.15)
wy, (1) = f1(7, w1 (7)) = M(wn(7) —wna (7)), wa(0) =uo  (4.16)

(4.15) ve (4.16) tamsay1 mertebeden lineer diferensiyel denklemler oldugundan,

¢ozuimleri
v (1) = M7 L ug + /eMs [f*(s,vn-1(8)) + Mv,_1(s)] ds (4.17)
wy (1) = M7 L ug + /eMS [f* (s, wn-1(5)) + Mw,_1(s)] ds (4.18)

olarak bulunur.

(4.17) ve (4.18) in limitleri sirasi ile p*(7) ve 7*(7) minimal ve maximal ¢oziim-
lerini vereceginden dolay1, tamsay1 mertebeden BDP nin ¢oziimii bu yaklagim-
lardan biri olarak alinabilir. Eger teklik sartlari saglanirsa bu durumda min-
imal ve maksimal ¢oziim aym olacagindan dolayi, u*(7) (4.3) BDP nin tek

¢Ozlimiidiir.

u(t) = u*(t?/T(q+ 1)), kesirli mertebeden (4.2) diferensiyel denkleminin ¢ozii-

miidiir.

Yoéntemin Iki Bilegenli iki Dillilik Modeline Uygulanmasi

Onceki kesimde verdigimiz algoritmay1 Kesim 3.1’de verilen iki bilesenli iki dillilik

modeline uygulayalim. Modeli,

Dia(t) = (B, — Di)a(t) — Lia®(t) + P,Bay(t) (4.19)

Diy(t) = (PaBy— Da)y(t) — Lay*(t)

seklinde, kesirli mertebeden iki tane diferensiyel denklemden olusan bir sistemle ifade

etmistik.
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Kesirli mertebeden (4.19) sisteminin tamsay1 mertebeden kargihigi, Teorem 4.3’e gore

D = (Bi— D)e(7) - Lua™(r) + By (7) (4.20)
W (P~ Doy ()~ Ly (7)

seklindedir. Burada baglangic kosullar1 z*(0) = xq, y*(0) = yo olup x(t) = x*(t4/T(¢+
1)) ve y(t) = y*(t7/T'(¢ + 1)) dir. Sistem artik tamsay1 mertebeden olduguna gore
(4.20) deki ikinci denklem Bernoulli tipinde bir diferensiyel denklemdir ve ¢oziimii

(P2B2 _ DQ)yoe(Pngng)T

v = (P2Bs — Dy) — Layg + Loyoe(P2B2=D2)7

dir. y*(7) yu (4.20) sisteminin ilk denkleminde yerine yazdigimizda

dx*(7)
dr

= (By — Dy)a*(r) — Liz**(7) (4.21)

(PyBy — Dy)yoel P2 P2
(P2By — Dy) — Layo + LoyoeP2B2=D2)7

+P, By
olur.

f* (T, x* (7—)) — (Bl _ Dl)l'* (7_) . L1$*2<T)
(PyBy — Da)yoelP2P2=D2)7
(P2BQ - D2) — Loyo + Lgyoe(Psz—Dz)T

+P, By

olsun ve sade olmasi agisindan

(P2B2 _ D2>y0€(PngfD2)T

A(t) = P,B
(7) 1 (P2By — Dy) — Layg + Loyoe(P2B2=D2)7

olsun. Tek yanl Lipschitz sartindan M yi bulmak icin, K; = BlL_lD L tagima kapa-

sitesi oldugundan dolay1 0 < z* < z* < K esitsizligini de dikkate alirsak,

f(r,z*) — f*(r,7) = (By— Dy)z* — Lyz*?
+A(T) = [(By = Dy)&* — L1z + A(7)]

= [(B Ly(z" + 2%)] (2™ — z¥)

11— Dy) -
> [(Bi— Dy) - 2L1 K] (z" — 1)

olur ve boylece M = |B; — D;| alinabilir.
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Tiirkiye icin tahmini degerler olarak By = 0.14, B, = 0.2, D1 = Dy = 0.02, P, = 0.6,
Py, =0.4, Ly = Ly = 0.002, degerlerini (4.21)’de yerine yazip ¢ = 0.9 aldigimizda ve
baglangic kogullarini z*(0) = 60, y*(0) = 15 aldigimizda

dx*(7) 0.108¢%-067

= 0.122*(7) — 0.002z*?
dr (1) T+ 508+ 0.036006

(4.22)

ve
0.108¢%-067

0.03 4 0.03¢9-067"

olur. (4.22) iin iist ¢oziimii olarak wg(7) = 100 segersek, gercekten

dwg 0.108¢0%-067
= ) 5 e wp(r) = 4 A

(7, 2% (7)) = 0.122* (1) — 0.0022**(7) +

0

dr 0.03 + 0.03¢0-067
ve 100 = w§(0) > x¢ = 60 sartlar: saglanir. wg(7),
dw* (7—) * * * * *
T e wg() — M(i(r) —uir), wi(0) = .

iterasyon dizisinde yazildiginda, wj(7) yu bulmak igin herhangi bir uygun metod
kullanilarak bu lineer diferensiyel denklem ¢oziilebilir. w?}(0) = 60 koguluyla birlikte
wi(7) nun niimerik ¢oziimiinii bulmak igin Adams-Bashforth-Moulton y&ntemini
uyguladik. Adams-Bashforth-Moulton metoduyla buldugumuz wi(7) ¢oziimii nok-

talardan olusuyor. Diger taraftan bir sonraki

dw3(T)
dr

= (7 wi(r) = M(ui(r) —wi(r),  w3(0) =w

iterasyonunda wj(7) yu bulmak i¢in wj(7) nun tam fonksiyon olarak ¢oziimiine
ihtiyacimiz var. Dolayisiyla uygun bir interpolasyona ihtiya¢ var ve bunun icin de

dogal kiibik baglayici fonksiyonundan yararlandik.

dwy,(7)

— = [ (1) = M(wi(7) —wp (7)), w;,(0) = 2o,

iterasyon dizisi yardimuyla w3 (7), w3 (7), ..., wk(7) yu ardisik olarak bulmak i¢in, ayn

islemleri uygladigimizda
wi(7T) S wz(7) <o Swhy 4 (T) Swy, (1) < S wi(7) < wp(T) (4.23)

oldugunu goriirtiz. wk(7) = w, (t—(t**—7T(1.9))Y%9) ve 7 — t*9/T'(1.9) aldigimizda
(4.23) esitsizliginin aym zamanda kesirli basamaktan kargiligi i¢in de gegerli oldugunu

goriiriiz, yani,

wi(t) < ws(t) < oo < wappr(t) < wopn(t) < .o < walt) < wo(t)
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olur. wi(t) < ws(t) < ... < wy(t) < wyp(t) < ... < walt) < wo(t) esitsizligini
saglayan on tane iterasyon i¢in sonug Sekil 4.1’de gosterilmigtir.

100 [~

40

Sekil 4.1 Problemin ¢oziimiine yakinsayan on tane ardigik iist ¢oziim.
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5. TARTISMA VE SONUC

Giiniimiizde yeryiiziinde 7102 tane dil konugsulmaktadir ve bunlarin yaklagik 2400
tanesi yok olmayla kars1 karsiyadir (Lewis vd. 2015). Diinyada yaklagik 200 devlet
oldugunu hesaba kattigimizda, dil etkilesimi konusunun hemen hemen her iilkeyi il-
gilendiren nemli bir mesele oldugunu ifade edebiliriz. Ozellikle sanayilesme, kentles-
me, kiiresellesme vb. etkenlerle birlikte artan dil etkilesimi ve bu etkilesimin dogur-
dugu kiiresel, bolgesel ve yerel bazdaki bir takim problemlerin ¢6ziimiinde, dil etki-
legsiminin matematiksel anlamda modellenmesi ve bu modellerin geligtirilmesi biiyiik

bir 6neme sahiptir.

Bu tez calismasinda ayni ortami paylasan dil gruplar: arasindaki etkilesim dinamigine
ait modeller {izerinde ¢alisilmigtir. Dil kullaniminda hafiza etkisinin kesin olmasi
nedeniyle, adi diferensiyel denklemlerle modellleme yerine, kesirli tipten modeller
olugturularak analizler yapilmistir. Modeller, 6zellikle Tiirkiye kogullarina uygun
diisecek sekilde yeniden ele alinmig ve olabilecek iki farkli yapi iizerinden dil etki-
lesiminin gelecekteki dinamigi ve kararligi incelenmigtir. Elde edilen sonuglar, dil
egitimi ile ilgili gelecek tahminlerinden; politik, sosyal, kiiltiirel ve ekonomik plan-

lamalara kadar bir ¢ok alanda oldukca énem arz etmektedir.

Tarihten bu yana bir ¢ok farkli topluluga ve kiiltiire ev sahipligi yapmis olan Tiirkiye
de, (Lewis vd. 2015)’teki verilere gore, giiniimiizde Tiirkge'nin diginda 46 tane dil
konugulmaktadir ve diinyanin bir ¢ok iilkesinde oldugu gibi Tiirkiye’de de bu dillerin
yagatilmasi iizerine tartigmalar yapilmakta, coziim onerileri geligtirilmektedir. Bu
tezin, bu kapsamdaki calismalara da onemli katkilar saglamasi miimkiindiir. Her
ne kadar sadece Tiirkce ve Kiirtge ile ilgili baz1 simiilatif degerler iizerinden bazi
sonuclar elde edilmis ise de, daha ayrintili veriler 1s181nda, tezdeki analizlerin kap-
sami1 diger dillere de genisletilebilir; bu dillerin dinamikleri incelenerek gelecekteki

muhtemel durumlar1 hakkinda saglam ongoriilerde bulunulabilir.

Burada ele aldigimiz modeller, dil etkilesimini inceleyen nihai modeller olmayip,

matematiksel modellerin genel yapisinda da oldugu gibi, belli kabuller altinda elde
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edilmis ve gelistirilmeye acik modellerdir. Gercek hayatla bire bir ayni sonuglar
elde etmek bir cok durumda neredeyse olanaksiz goriinse de, gercek hayata cok

yakin sonuclara ulasmak miimkiindiir.
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